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Uvod

Pojem fraktal uvedené v nazvu této bakalarské prace je pojmem pomérné mladym, je
pojmem spojenym se jménem matematika Benoita B. Mandelbrota, ktery zkoumal
rizna vyuziti fraktald. S fraktaly je mozné se setkdvat vSude okolo, naptiklad
v geografii pfi popisu pobiezi nebo biehl fek, dale také v pocitacové grafice, v

krytografii a v neposledni fadé i v ekonomii zvlasté v oblasti financi.

Zajimavou oblasti, ve které se rovnéz objevuje specidlni druh fraktalt, takzvané
podivné atraktory, jsou dynamické systémy. Druhti dynamickych systému je téz
mnoho, ale stézejni charakteristikou, pro tuto bakaldiskou praci je deterministicky
chaos, vyskytujici se v nékterych z dynamickych systémi. Deterministicky chaos
v dynamickych systémech totiz vykazuje znamky fraktalniho chovani. Jelikoz je tato
prace zpracovavana na ekonomické fakulté, bylo po konzultaci s vedoucim prace
dohodnuto, Ze pojem fraktal — slouzici spiSe pro geometrické tvary se bude v této praci
objevovat pojem popisujici chovani systému — chaos, radéji nez pojem popisujici tvar

trajektorie systému — podivny atraktor nebo fraktal.

Tato bakalarska prace je €lenéna do tfi kapitol. Prvni kapitola se zabyva teoretickym
uvedenim do tématu. Je zde uvedena strucnd teorie fraktali véetné nckterych znamych
ptiklad. Dale prvni kapitola obsahuje teorii ohledné uUrokovych mér a investic, a
zabyva se téz diferencidlnimi rovnicemi a tvodem do nelinedrnich dynamickych

systémt véetné jejich vyuziti pro ekonomii.

Druha kapitola se zabyva modelovanim nelinearni tirokové miry. Jsou zde uvedeny dva
odlisné zplisoby vyuziti takto modelované urokové miry, a to testovani nelinearity
urokové miry a nelinedrni driftové funkce modelu navratu ke stredu.

Tteti kapitola je slozena ze tii ¢asti. V prvni ¢asti je predstaven nelinedrni dynamicky
finan¢ni model s chaotickym chovanim a jeho charakteristiky. Druh4 ¢ast se vénuje
funkcim, pomoci nichz je s finanéni model pracovano sw Wolfram Mathematica. A

kone¢n¢ ve tieti Casti jsou provedeny numerické experimenty s predstavenym

dynamickym finanénim modelem.
Jednim z cilii této bakalarské prace je pfiblizeni tématiky fraktald a nelinearnich
dynamickych modeli se zaméfenim na ty, ve kterych figuruje chaoticky pohyb, a tudiz

se zde mize objevovat i fraktalova struktura. Dal$im z cild je prozkoumat programové
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schopnosti SW Mathematica pii modelovani a grafické interpretaci vysledkt systému
slozeného tfemi diferencialnimi rovnicemi. Hlavnim cilem této bakalafské prace je
provést analyzu chovani systému za raznych podminek, které zvoleny dynamicky
systém ovliviiyji, a to provedenim numerickych experimentii a interpretaci vzniklych

trajektorii systému ve stavovém prostoru.



1 Motivace

Uvodni kapitola této bakalaiské prace je zaméfena na teorii fraktald, urokovych mér a
investic, dale obsahuje uvod k diferencialnim rovnicim a jejich vyuziti v ekonomii, a

nakonec se zabyva nelinearnimi dynamickymi systémy v ekonomii.

1.1 Teorie fraktala

Pojem fraktal je nerozlu¢né spojeny se jménem matematika Benoit Mandelbrota, ktery
je povazovan za zakladatele fraktalni geometrie, a ktery pouzil jako prvni pojem
fraktal. Toto slovo pochazi z latinského fractus — znamenajiciho rozbity nebo
rozldmany. Pivodni latinské slovo zvolil B. Mandelbrot vzhledem ke tvaru utvara, které
jsou popisovany jako fraktaly, a které jsou velice ¢lenité, nepravidelné. Tyto utvary je
mozné nalézt v celé fadé védnich obort, naptiklad v geografii mohou fraktaly slouzit

K popisu pobiezi nebo tvart fek. (MANDELBROT, 2003)

Fraktalem je geometricky objekt, ve kterém jsou propojeny detail a celek a ve kterém
se jednotlivé detaily podobaji celku, nebo jeho ¢asti. Tato vlastnost je pojmenovana
jako sobé&-podobnost. Dalsim znakem fraktala je neceloCiselna dimenze, na rozdil od
béZnych geometrickych utvarl, ve kterych je dimenze dana celymi ¢isly, maji fraktaly
necelociselné dimenze. Témito Cisly dimenze fraktali mohou byt zlomky, redlna cisla
a v né€kterych ptipadech dokonce i iraciondlni ¢isla, naptiklad z. Vtom ptipadé mize byt

dimenze takovychto objektl mezi ¢isly 1 a 2, nebo 2 a 3. (MANDELBROT, 2003)

Fraktaly je mozZzné také definovat jako spojité funkce bez derivace v kterémkoli z bodl
celého objektu. Coz je zplsobené predpokladem, Ze v bod€, ve kterém by méla byt
te¢na sestrojena, neni objekt hladky, ale pokud je bod z povrchu objektu zvétsen, je
objeveno, Ze nelze nalézt te¢nu, jelikoZ v tomto bodé€ neni hladky, ale je slozen z dalSich
utvari. podobnych okoli plivodniho bodu. A tak stidle do vétSich detailt
(MANDELBROT, 2003)

1.1.1 Konstrukce fraktalu a piiklady

Fraktaly lze nejcastéji konstruovat dv€éma zpisoby. Prvnim je vyuziti afinnich
transformaci — jednoduchych operaci s objektem, jakymi jsou naptiklad rotace,
zmensSeni i posun. Algoritmus, ktery takovéto transformace provadi, se nazyva IFS —

iteracni funkce, ktera dané transformace skazdym stupném iterace stale stejnym
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zpusobem opakuje. Piiklady timto zplsobem vzniklého fraktalu je Sierpenského

trojuhelnik nebo Kochova kiivka. (ZELINKA, a dalsi, 2006 stranky 30 - 31)

Druhym zplsobem konstrukce fraktali, je vyuziti algoritmu TEA. Toho se vyuziva pii
konstrukci tzv. Juliovych mnoZin. Tyto mnoziny jsou tvofeny hranicemi mezi body, ve
kterych vznikla trajektorie diverguje — tedy unika do nekone¢na a body, ze kterych
trajektorie konverguje k néjakému pevnému bodu, nebo cyklické trajektorii.
(ZELINKA, a dalsi, 2006 str. 51)

Trajektorie funkci mohou byt konvergentni — tedy sméfujici do jednoho bodu, ¢i
periodické — které nesmétuji k jednomu pevnému bodu. V pfipadé ze se jednd o
konvergentni trajektorii, musi existovat n¢jaké pevné body funkce (o), ke kterym néjaka
trajektorie dorazi — jedna se o tzv. atraktory — pfitahujici body. Atraktory maji derivaci
v bodé mensi nez jedna (|f‘(e)| < 1), trajektorie startujici z téchto bod v tomto bodé
také kon¢i. To neplati o vSech bodech takovéto funkce, k n€kterym bodim nemusi
dorazit zadna trajektorie. V tom ptipadé — jsou tyto body nazyvany jako zdroje — neboli
repulzivni body, ty maji derivaci vétsi nez jedna (|f‘(a)| > 1), a vSechny trajektorie, které
Vv takovémto bodé¢ startuji, unikaji z jeho okoli. Existuje jesté tfeti druh pevnych bodl
tzv. neutralni body. Tyto body maji derivaci rovnou jedna (|f‘(a)] = 1), trajektorie
zaCinajici v tomto bod¢ se mohou chovat obéma zplsoby. (ZELINKA, a dalsi, 2006
stranky 52 - 53)

Jednotlivé periodické trajektorie je mozné klasifikovat podle chovani jednoho bodu
z této trajektorie. Pokud je jakykoliv bod trajektorie atraktorem — je tato cela trajektorie
ptitahujicim cyklem, pokud je naopak alesponi jeden bod trajektorie zdrojem, jedna se o
repulzivni trajektorii. Mnoziny, ze kterych vznikaji konvergentni trajektorie, jsou
nazyvany oblasti pfitazlivosti — anglicky basin of attraction. Trajektorie vznikla v této
mnoziné byva omezena, pritahovana atraktorem. Juliovy mnoziny vzniklé z takovychto
mnozin byvaji souvislé, existuji také Juliovy mnoZiny, které souvislé nejsou, ty vznika;ji
Z tzv. kritického bodu. V tom piipadé trajektoric unikaji do nekonecna a Juliova

mnozina, ktera takovou trajektorii obsahuje, je nesouvisld. (ZELINKA, a dalsi, 2006 str.
54)

Juliovy mnoziny je mozné vykreslovat algoritmem TEA (Time Escape Algotithms),
stejné jako algoritmus IFS se jedna o iteracni algoritmus, ktery pracuje do té¢ doby, nez
prekro¢i maximalni pocet iteraci, nebo do té doby nez piekro¢i zadané hranice. Tento
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algoritmus hleda trajektorie v komplexni roving, a to tak, ze z pocatecniho bodu
provede pozadovanou transformaci a porovnava vyslednou komplexni hodnotu se
zadanymi hranicemi. V pfipad¢€, Ze takto vypocCitand hodnota je soucésti ohrani¢ené
oblasti pokracuje dalsi iteraci, do t¢ doby nez vypoctena hodnota neptekroc¢i hranice.
V tom piipadé zabarvi dany bod podle poctu iteraci, pokud v zddné z iteraci hranice
nepiekro¢i je plivodni pocatecni bod zabarven cerné. Timto zplsobem vznikaji
zajimavé barevné obrazce. Ukazkou aplikace TEA algoritmu je napiiklad
Mandelbrotova mnozina. (ZELINKA, a dalsi, 2006 str. 54)

Specialnim druhem fraktdlii jsou tzv. podivné atraktory (strange attractors), které se
vyskytuji jako trajektorie dynamickych systému, které vykazuji prvky chaotického
chovani. To je definované jako chovéni systému, které se po urCitém case neustali
Vjednom bod¢, ale zdroven ani nediverguje. Takovéto systémy obsahuji fraktalni
dynamiku, ktera je oznadovéna jako deterministicky chaos. (TISNOVSKY, 1999),
(ARONOV, a dalsi)

Nejznaméjs$im piikladem podivnych atraktoru je Lorenziv atraktor, ktery je slozen
ttemi diferencidlnimi rovnicemi a jednd se o dynamicky systém popisujici zmény
pocasi. Dal§im ptikladem muze byt Uedav atraktor (obr. 3) blize popsany nize v casti
této kapitoly zamétené na dynamické systémy. Tyto obrazce se na prvni pohled nemusi
zdat fraktaly, ale ptesto se o fraktdly jedna, jelikoz pti pfiblizeni se neztraci detailnost.
Prvky deterministického chaosu se také objevuji v dynamickém finanénim systému,

ktery je jadrem této bakalarské prace. (ARONOV, a dalsi)

Vzhledem k zaméfeni prace na ekonomické fakulté jsou v této praci oznaeni pro
fraktaly nebo podivné atraktory, které slouzi spiSe jako nazev pro geometrické objekty,
pouzity vyrazy popisujici chovani systému, tedy zda systém vykazuje prvky
chaotického chovani. Tato prace se vénuje dynamickému nelinedrnimu finanénimu
modelu, ve kterém se objevuje deterministicky chaos, a jehoz trajektorie v ptivodnim

zadani vytvati podivny atraktor.
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1.1.1.1 Kochova krivka

Jednim z nejznaméjsSich fraktali je kiivka pojmenovand po Svédském matematikovi
Helge von Kochovi. Jedna se o predstavitele fraktalu vzniklého itera¢ni funkci. V tomto
piipadé se jedna o jednoduchy postup, kdy se piivodni rovnostranny trojuhelnik rozdé€li
na tietiny, nad prostiedni tfetinou se sestroji dal$i rovnostranny trojihelnik s délkou
hrany rovnou této tfetin€, a zékladna takto vzniklého trojuhelniku se odstrani. Timto
zptisobem se pokracuje stale dokola. Tato kiivka ma nekonecnou délku, a jedna se o
kiivku spojitou, kterd nemd v zddném bod¢ te¢nu. Kombinaci tfi Kochovych kiivek

vznika tzv. Kochova vloc¢ka ukazana na obr. | (MANDELBROT, 2003 str. 28)
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Zdroj: http://kmlinux.fjfi.cvut.cz/~hejtmmar/img/koch.jpg

Obr. 1: Kochova vlocka

1.1.1.2 Mandelbrotova mnoZina

Mandelbrotova mnozina je fraktal sloZzeny mnoZinou komplexnich ¢isel. Tato mnoZina
je definovana jako posloupnost komplexnich cisel, které jsou urené rovnici zps = 7,2 +
C, kde z a ¢ jsou komplexnimi ¢isly. Tato rovnice je nasledné iterovana, kdy v kazdém
systému iteraci je parametr ¢ nastaveny tak, ze za jeho realnou Cast je dosazena
soufadnice zintervalu x € [-2,0.5], a za imaginarni Cast je dosazena soufadnice
zintervalu y € [-1,1]. Timto zplisobem je omezen prostor, ve kterém ma byt
Mandelbrotova mnozina generovana. (ZELINKA, a dalsi, 2006 stranky 54, 64)
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Zdroj: http://ép4space.fiIes.wordpress.com/2012/09/monochrome.png

Obr. 2: Mandelbrotova mnoZina

1.2 Teorie urokové miry

Existuje vicero teorii, které popisuji trokovou miru. Zde jsou zminény pro orientaci
V tomto tématu pouze dve, prvni z nich je klasicka teorie irokové miry, druha teorie
racionalniho ocekavani. Klasicka teorie tirokové miry tvrdi, ze urokovd mira je
urcena nabidkou uspor a poptavkou po investicnim kapitalu. Teorie racionalniho
ocekavani stavi do popiedi informace, na zdklad€ nichz jsou ovlivnény ceny cennych

papirQ a arovné urokovych mér. (ROSE, 1994 str. 225)

1.2.1 Klasicka teorie urokové miry

Prvnim faktorem ovliviiujicim klasickou teorii irokové miry je Nabidka uspor. Ta je
spojena s béZnymi usporami, piedev§im domécnosti, které byvaji vyjadreny, jako rozdil
mezi béZznym piijmem a béZnymi spotiebnimi vydaji. Uvazuje se také, Ze spotiebitel
upfednostiiuje soucasnou spotfebu pied spotfebou budouci — tedy momentalni
uspokojeni svych potieb, pied uspokojenim v budoucnu, s ¢imz souvisi vyse urokové
miry. Proto ma na uspory domacnosti vliv také Grokova mira. Pti vyssi Grokové mife je
budouci hodnota soucasnych prosttedki domacnosti vyssi, a proto maji vyssi sklon ke
spofeni, nez kdyZ je trokova mira niz8i, v tomto pifipadé vyhoda uspor, a tedy i vyssi
hodnoty momentalnich prostfedkii domécnosti je mensi, a spotiebitel si spiSe vybere
momentalni uspokojeni potieby, nez by ¢ekal do budoucna. (ROSE, 1994 stranky 225 -
227)

Druhym faktorem, ovliviiujicim nabidku uspor, jsou uspory firem. Tyto Gspory zavisi
na tom, jak se firm¢ dafi — tedy na jejim zisku, a také na jeji dividendové politice. Velké
mnozstvi firem preferuje stalou troven vyplacenych dividend nebo jejich kazdoro¢ni

mirny rust, a to bez ohledu na soucasny zisk. A zde opét prichazi na fadu trokova mira,
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pfi vyssi trokové mite firmy vyplaceji dividendy spiSe z internich zdroji, napiiklad ze
zadrzeného zisku. Naopak pokud je trokova mira nizkd, maji tendenci si na vyplatu
dividend pujcovat z externich prostfedk na penéznich a kapitalovych trzich. (ROSE,

1994 stranky 227 - 228)

Nabidka uspor se tyka také tispor vlad, jedna se prevazné o necekané uspory, jez vlady
tvofi pouze v ptipadé, kdy jsou vladni piijmy vyssi nez vladni vydaje, tedy pokud
existuje rozpocétovy piebytek. Zasadni vliv na tGspory vlad ma danova politika vlady
spole¢né s tokem pijma v ekonomice. Vladni Gspory jsou ovSem mnohem mensi
polozkou tvortici nabidku uspor oproti firmam a domacnostem, vlady ve vétsiné piipadii
nemaji takovy objem uspor, i vzhledem k vysoké proménlivosti vladnich politik.

(ROSE, 1994 stranky 228 - 229)

Poptavkou po investicnim kapitalu se zabyva samostatna podkapitola, poptavka po

investicich, vS§echny informace jsou obsazeny tam.

Klasicka teorie tirokové miry popisuje a vysvétluje faktory ovliviiujici irokové sazby,
ale vzhledem k tomu, ze se jedna pouze o teorii, obsahuje i n€ktera omezeni. Hlavnim je
fakt, ze se nezabyva jinymi faktory, nez jsou Uspory a investice. Déle také tvrdi, ze
urokové miry jsou zéasadni pro miru uspor. Dnes$ni ekonomové se spiSe priklanéji
k nazoru, ze nejdtlezitéjSim faktorem, ovliviiujicim urokové miry, je vySe piijmi
spotiebiteld. A také tato teorie tvrdi, Ze poptavka po zapujcnim kapitalu je ovlivnéna
pouze podnikovym sektorem, tento fakt byl s asem ¢aste¢né vyvracen. Dnes je zndmo,
Ze spotiebitelé i vlady také vyznamnym zplisobem ovliviiuji dostupnost avéri. (ROSE,

1994 stranky 235 - 236)

1.2.2 Teorie racionalniho oc¢ekavani

Teorie racionalniho ocekavani je oproti klasické teorii trokovych mér, mnohem
nov¢jsi teorii, a zvlasté v dneSni dobé, teorii relativné moderni, vzhledem k vyvoji
dnesni spolecnosti s rozvojem vypocetni techniky a telekomunikaci ke spolecnosti, ve
které mtize znalost informaci ptfed konkurenci znamenat velmi vyznamnou vyhodu, a
kde je vyména informaci otazkou okamziku i na obrovské vzdalenosti. Tato teorie tvrdi,
ze penézni a kapitalové trhy, jsou velice citlivé na informace, které nasledné ovliviiuji

urokové sazby a ceny cennych papirti.
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Pred pfiblizenim tvrzeni teorie raciondlniho ocekavani je potieba se seznamit
s né¢kterymi dalezitymi predpoklady, z nichz tato teorie vychazi. Za prvé by mély cenné
papiry a urokové sazby byt v korelaci s informacemi, které jsou vSeobecné dostupné a
piipadné¢ zmény by se mély odehravat pouze na zéklad¢ nepiedvidatelnych informaci.
Predvidatelné informace by jiz mély byt v cenach cennych papirti a urovnich trokovych
sazeb obsazeny. Déle by mély néklady na ziskané informace byt zanedbatelné stejné
jako transak¢ni ndklady spojené s obchodovani scennymi papiry. A nakonec by
ocekavani, ktera se tykaji cennych papirit a urokovych sazeb méla byt formovana

racionaln¢ a dale efektivné vyuzivana. (ROSE, 1994 stranky 251 - 253)

Literatura hovofi o firmach a jednotlivcich jakozto o raciondlnich agentech, kteti se
snazi vytvaret nezaujaté predpovedi budoucich cen z ditvodi maximalizace svych ziskli
na zékladé jim znadmych informaci. Tito racionalni agenti formuluji svd ocekavani
s predpokladem, Ze se budouci ceny cennych papiri nebudou mnoho liSit od
optimalnich pfedpovédi. A pokud toto tvrzeni je efektivni z pohledu penéznich a
kapitdlovych trhli, pak mzeme tvrdit, Ze Urokové sazby se budou pohybovat okolo
nebo budou téméf na své rovnovazné urovni. Plati, Ze odchylky zplisobené poptavkou
nebo nabidkou jsou velice brzy eliminovany. A Z tohoto divodu obchodnici, ktefi
pfedpokladaji  vyrazn€ vysSi, nebo vyrazné niz§i urovné urokovych sazeb

pravdépodobné nebudou dlouhodobé tspésni. (ROSE, 1994 str. 253)

Dulezitym faktorem ovliviiujicim urokové sazby je aktualnost informaci, Urovné
ovliviluji pouze zcela nové a neofekavané informace, jiz zndme, nebo predpokladané
informace jsou jiZz v trokovych sazbach obsaZeny. Minulost urovné trokovych sazeb
proto neni zcela spolehlivym voditkem pro odhad urovné budouci. Smér pohybu
urokovych sazeb je vSak dan tim, co ucastnici trhu pfedpokladaji na zdkladé znamych
informaci. Pokud je ocfekdvan nariist poptavky (pii nezménéné nabidce), a nova
neocekavana informace hovoii o snizeni poptavky, troven urokovych sazeb poklesne,
misto pfedpokladaného vzristu, a to samé naopak. Teorie raciondlniho ocekéavani proto
tvrdi, Ze pro urovani urovni urokovych sazeb je potieba znat aktualni ocekdvani na
trhu, a porovnavat tato oekavani s novymi informacemi, pokud maji dostate¢nou vahu
k tomu, aby tato ofekavani zmeénila, pak dojde i ke zméné urokovych sazeb. Pokud se
vSak ocCekavani nezméni, nezméni se ani urokova sazba. (ROSE, 1994 stranky 253 -

254)
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Tato teorie ma smysl spiSe pro analyzu kratkodobych trokovych sazeb, vzhledem
k okamzité reakci na nové znamé informace. Je velice tézké zcela piesné urcit, které
informace jsou vyuzivany pro vytvafeni ocCekavani na trhu. Dale neplati jeden
z ptredpokladi této teorie, ze néklady spojené se sbérem informaci a jejich naslednou
analyzou slouzici k formovani oc¢ekdvani jsou zanedbatelné. Nakonec se da nalézt i
uréity vztah mezi minulosti a soucasnosti u nekterych urokovych sazeb. Z téchto
divodii se mize zdat, ze tato teorie je stale ve stadiu vyvoje. Ale i1 pfes tento fakt je
stale schopna ukéazat modernéjsi ptistup k ur€ovani trovni urokovych sazeb, nez teorie

klasicka. (ROSE, 1994 stranky 254 - 255)

1.3 Poptavka po investicich

Poptavka po investicich je silné spjata s klasickou teorii urokovych sazeb, jedna se
podle ni o jeden ze dvou faktord (po mife Gspor domacnosti, firem a vlad), které
ovliviiuyji vysi urokovych sazeb.

Z definice vyplyva, ze poptavka po investicich, se zabyva investicemi firem. Firmy
maji ve svém vlastnictvi urcity kapital, ktery musi obnovovat, a to z divoda
opotfebovani ¢i zastaralosti technologie. Investice firem do svého stdvajiciho
kapitalového majetku se nazyvaji reprodukcni investice, nebo také amortizace. Firmy
nadale také nakupuji novy kapitdlovy majetek, z diivodl ocekéavani vétSich ziskd,
expanze firem, nebo jejich vzniku. Takovymto zpisobem jsou definovany Ccisté
investice. A pokud se tyto dva druhy investic, tedy reprodukcni a cisté investice, sectou,
stavaji se z nich hrubé investice. (ROSE, 1994 str. 229)

Jakykoliv majetek se s Casem opottebovava, stejné tak zaroven veédci prichdzeji se stale
novymi objevy a technologiemi, které se zafazuji do vSech ¢asti produkce firmy. Pokud
firmy chtéji byt dlouhodobé konkurenceschopné, musi sviij kapitdlovy majetek
obnovovat. At uz kvuli opotiebovani néjakého stroje ¢i jeho modernizaci, aby se
vyrovnali nebo pied¢ili konkurenci. Z tohoto divodu firmy neustale vydavaji zdroje na
obnovu svého kapitalového majetku — podnikaji reprodukcni investice. Tyto investice
byvaji financovany z vnitfnich zdroji firem, z c¢ehoz vyplyva, ze se daji sndze
predpokladat, kuptikladu na zakladé odpisové politiky dané spolecnosti. (ROSE, 1994
str. 229)
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Naopak cisté investice jsou velice nestalou silou v ekonomice, z divoda Castych zmén
ovliviiyjicich potizeni cisté investice nového majetku. Novy majetek si spolecnosti
pofizuji z raznych divodu, které se nedaji tak snadno piedvidat. Maze se jednat o
zavedeni zcela nové linky, zvySeni stavajicich vyrobnich kapacit, zavedeni zcela nové
technologie, ale i na zakladé nakladt na ziskani potfebnych penéznich prosttedki. Cisté
investice jsou ovsem také zasadni fidici silou v ekonomice a to kvili svému celkovému
objemu a své nestalosti. Jak uvadi literatura: ,,Cisté investice jsou vzhledem ke své
celkové velikosti a nestélosti fidici silou v ekonomice.“ Vyznamny pokles cistych
investic, muze byt predzvésti hospodarské krize (ROSE, 1994 str. 229). Muze tak vést
k poklesu produktivity a zaroven K ristu nezaméstnanosti. Literatura (ROSE, 1994 str.
229) uvadi jako ptiklad roky 1982 a 1991, kdy doslo k poklesu cistych investic na
zakladé¢ vysokych trokovych sazeb a dalSich faktorG, a ndslednému narastu

nezaméstnanosti a zaroven k poklesu produktivity primyslu.

1.3.1 Vliv urokové miry na poptavku po investicich

Objem celkové poptavky po investicich zavisi, krom jiného, také na Grokové sazbé.
Spole¢nosti pocitaji navratnosti investic a na jejich zakladé urcuji, zda danou investici
uskutecni ¢i neuskutecni. Zde ptichazi v ivahu pravé urokové sazby. Spolecnosti pro
vypoCet navratnosti investic pouzivaji vice riznych metod. Jednou z nejcastéji
vyuzivanych je vnitini vynosové procento, kterym firma stanovuje vynosnost dané
investice v procentech. Jednotliva wvnitini vynosova procenta investic poté mize
spolecné porovnavat a vybirat ty investiéni moZnosti, které maji nejvyssi o¢ekavanou
miru vynosnosti. Vysledné projekty poté spole€nosti mohou porovnavat s vysi
urokovych sazeb — tedy s naklady, které se poji se ziskanim potfebného kapitalu pro
uskutecnéni dané investice. Pokud se tyto ndklady zvysi, mize se pro firmu investice
stat nevyhodnou a miize od ni upustit. Zaroven pokud urokové sazby klesnou, snizi se
naklady na ziskéani kapitalu, a tedy spolecnost mlZe realizovat i investice s niz$i mirou
vynosnosti. Z tohoto divodu urokové sazby ovliviiuji vysi investic v ekonomice a
klasicti ekonomové povazuji poptavku firem po investi¢nim kapitalu za negativni viici

urokové mife. (ROSE, 1994 stranky 231 - 232)

17



1.3.2 Matematicka reprezentace

Pro doplnéni je zde pfedstavena mozna matematicka reprezentace jednotlivych druhti

investic.
It == ]Vjt + R]t

1)

l.... hrubé investice
Njt...Cisté investice
Rjt... reproduk¢ni investice

Hrubé investice I; v ¢ase t, jsou sumou cistych investic, Nj;, a reprodukénich investic,

Ryt

n
Rjt = z djiIt—l
i=1

)
kde:
Rjt... reprodukéni investice
d;ji... opotiebovani i-tého majetku vzhledem k j-tym odpisim
li.1...hrubé investice v ¢ase t-1

Reproduk¢ni investice je ¢ast hrubych investic, ktera nahrazuje opotiebovani majetku

vzhledem k j-tym odpistm.

Nje = I = R

©)

Ze vztahu (1) vyplyva rovnice Cistych investic Nji, které jsou rozdilem hrubych, I, a
reprodukénich investic, Rj.. (TERREGROSSA, 37 (1997) str. 85)
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1.4 Diferencialni rovnice v Ekonomii

Diferencidlni pocet a zvlast¢ diferencidlni rovnice pronikaji v soucasnosti do mnoha
védeckych obort, kde maji své vyuziti pfi modelovani zmén a pohybu. Stejné je tomu i
v ekonometrické analyze, kde se zaCina objevovat teorie diferencialnich rovnic zvlasté

po rozsifeni moznosti vypocetni techniky. (ZHANG, 2005 str. 1)

1.4.1 Uvod k diferencialnim rovnicim

Pro potieby této bakaldiské prace je vhodné se podivat na jednotlivé druhy
diferencialnich rovnic. S dirazem piedevSim na obycejné diferencialni rovnice.
Obycejné diferencialni rovnice jsou takové rovnice, kdy feSenim je funkce jedné
nezavislé proménné, nejcastéji znacené t, kterd vyjadiuje Cas. Jednotliva feSeni jsou pak
funkcemi x(t), které vyjadiuji zménu n&jakého sledovaného parametru v ¢ase — jedna se

tedy o proménné zavislé.

Obycejné diferencidlni rovnice se nadale déli na autonomni a neautonomni. Nasledujici
rovnice (4) je autonomni diferencialni rovnici s parametry a, b, ¢as t neni soudasti
néjakého parametru a proto se jedna o autonomni diferencialni rovnici. (ZHANG, 2005

str. 2)
x(t) =ax(t) +b
(4)
kde:
X(t)... derivace funkce x vzhledem Kk ¢asu t
a, b... parametry, které jsou néjakou konstantou
X(t)... proménna zavisla na Case t

Naopak tato rovnice (5), je diferencialni rovnici neautonomni, jelikoz sin je funkei,

ktera je zavisla na Case.
x(t) = x(t) + sint
(®)
Dalsim rozlisenim diferencialnich rovnice je podle nejvyssi derivace objevujici se

V rovnici, timto fadem je poté dana diferencialni rovnice nazyvana, napiiklad rovnice

19



x(t)=ax(t) + b je autonomni diferencialni rovnici prvniho fadu, protoze nejvyssi rad
derivace, ktery obsahuje je jedna. Rovnice: (ZHANG, 2005 str. 2)

X=3x—2x+2

(6)
je diferencialni rovnici druhého fadu, protoze derivace x(t) je derivaci x(t). A tato

rovnice ma obecné feSeni:

x(t) = Aje?t + Ajet + 1

()

kde A; a A, jsou dvé konstanty integrace. Prvni derivace X se tak miiZze objevit pouze
vV obycejné diferencialni rovnici prvniho fadu, ale tato derivace mize mit riiznou

2

mocninu: x°, x°. V tomto piipadé hovoiime o stupni dané diferencialni rovnice.

Napiiklad:
3%x2 —2x+2=0
(8)

je obycejna diferencialni rovnici prvniho fadu a druhého stupné. (ZHANG, 2005 str. 3)

1.4.2 Vyuziti diferencialnich rovnic v ekonomii

Pro seznameni s moznym vyuzitim diferencialnich rovnic v ekonomii a ekonometrii je
nutné nejprve definovat, co vlastné tyto rovnice vyjadiuji, a tim je zména stavajiciho
stavu vyjadfena funkci tohoto stavu. Tuto zménu stavu ukazuje napiiklad rovnice
hrubého domaciho produktu (GDP), ve které jsou sledovany zmény GPD v ¢ase. Pokud
je mira zmén GDP imérna momentalnimu stavu GPD, je mozné zavést proménnou X,
ktera vyjadiuje stav hrubého domaciho produktu ekonomiky. A dale rovnici vyjadiujici

zmény GDP v Case:
x(t) = gx(¢)
9)
kde:

X(t)...funkce X zavisla na Case t
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g... parametr, ktery je konstantou

kde t je Cas a x(t) je derivace funkce x vzhledem k ¢asu t. Mira ristu GDP je potom X/x.
Z ¢ehoz vyplyva nasledujici, pokud je mira ristu g dana v jakémkoli ¢ase t, pak je GDP
vt urena feSenim diferencialni rovnice. ReSeni této diferencialni rovnice vypada

nasledovné: (ZHANG, 2005 str. 1)
x(t) = x(0)edt
(10)

Z tohoto teSeni vyplyva, Ze GDP roste nebo klesa v ¢ase exponencialné v zavislosti na
kladném nebo zaporném g. Tato diferencialni rovnice se da za konstantniho g explicitné
feSit. Problémem je, Ze na miru rastu vétSinou plisobi vice faktori jako: momentalni
stav ekonomického systému, okoli ekonomiky, znalosti dané ekonomiky a dal$i. Proto
mize mit mira ristu komplikovangjsi formu g (X, t). Takto vytvoiena diferencialni
rovnice (11), pro ekonomicky rust, je pak mnohem slozitéji fesitelna: (ZHANG, 2005
str. 2)

x(6) = g(x(8), )x(t)
11)
kde:
g... funkce zavislanax at

Zasadni otazkou tykajici se diferencialnich rovnic a jejich aplikaci v ekonomii, ¢i
v dalSich védnich oborech, je otdzka linearity a nelinearity. Linearita systému znamena,
ze existuje n¢jaké pravidlo, které ptesné urcuje, jak se bude systém chovat v dalsi
okamzik, a ze toto chovani neni ovlivnéno soucasnym stavem. Toto pravidlo chovani
systému tak lze jednoduse geometricky vyjadrit. Naopak nelinearita a popis chovani
dynamickych systéml se lisi tim, Ze se zabyva vzajemnym vztahem soucasného a
budouciho stavu systému.

Na zaklad¢ této myslenky je zalozeno srovnani vlivii parametrd na linearni a nelinearni
systém, které jsou diky tomu velmi odlisné. Pokud se parametr popisujici linedrni
systém zmeéni, pak se povaha chovani systému kvalitativné nezmeéni, ale pokud se zméni

parametr u systému, ktery vykazuje znadmky nelinearity, tak i pouha nepatrnd zména
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muze vyvolat ndhlé a velmi dramatické zmény v chovani systému, a to jak po strance

kvalitativni, tak i po strance kvantitativni. (ZHANG, 2005 str. 3)

1.4.3 Nelinearni dynamické systémy v ekonomii

Teorie nelinearni dynamiky systému je schopna ukézat, jaky je vztah celku ke zméné
svych jednotlivych ¢asti, jaké jsou rozdily celku a jeho ¢asti. Tato teorie zavisi na
rozvoji pocitatovych technologii a moznosti, které z tohoto rozvoje vyplyvaji. Tento
vyvoj a zakladni mySlenky nelinearni dynamiky maji dnes Siroké uplatnéni od fyziky,
ekonomie pfes biologii, ekologii az po sociologii. V mnoha komplexnich systémech,
vytvofenych vramci jednotlivych védeckych disciplin, byly nalezeny spolecné
vlastnosti. Pravé rozmanitost aplikace této teorie poukazuje na mozné sjednoceni
metodologie v téchto riznych védnich oborech. Skrze zkoumani spole¢nych znaki,
objevujicich se v odlisSnych systémech, si mohou byt védci blize, protoze teorie
nelinearni dynamiky dava védciim do rukou novy nastroj pro modelovani a objevovani
komplikovanosti, a to jak v ptirodé, tak ve spolecnosti. A dale jsou tyto nové techniky a
koncepty schopny poskytnout metody uréené k modelovani a simulaci trajektorii

nahlych a nezvratnych zmén ve spolecenskych 1 pfirodnich systémech.

Pocatek moderni teorie nelinearity je spojen se jménem francouzského matematika H.
Poincaré¢, ktery pfinesl do studia a popisu vlastnosti feSeni nelinearnich diferencialnich
rovnic kvalitativni techniky a topologii geometrie, oproti tradi¢né pouzivanym
analytickym metodam. Povazoval za dulezitéjsi pochopeni globalniho chovani vSech
feSeni systému spiSe neZ lokalni chovani jednoho analyticky piesné ur¢ené¢ho feSeni.

(ZHANG, 2005 str. 4)

Studium nelinedrnich systému rozsifili zvlasté matematikové v Sovétském Svazu jako
Ljapunov, Pontryagin, Andronov. Na jejichz praci pak navazovali dalsi okolo roku 1960
naptiklad Smale v USA, Peixoto v Brazilii nebo Kolmogorov, Armol’d a Sinai ze
Sovétského Svazu. V roce 1975 doslo k dilezitému objevu. Byl objeven novy druh
pohybu v dynamickych systémech, dnes nazyvany chaotickym pohybem. Tento novy
pohyb byl popsan jako nestaly ¢i kolisavy s velkym mnozstvim period, ale ne
quasiperiodicky. Muze se objevit i ve velmi jednoduchém systému. Komplikovanost
tohoto pohybu v dynamickych systémech védce velice zajimala, ale k tomu, aby mohl

byt chaoticky pohyb v dynamickych systémech pozorovan, bylo nejprve tieba pocitact
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a obrazovek schopnych grafického vyjadieni téchto systémut. (ZHANG, 2005 stranky 4
- 5)

Tato teorie se da vyuzit v mnoha oblastech ekonomie, da se aplikovat naptiklad na
katastrofy, hospodaisky cyklus, ekonomicky rist, ekonomicky chaos, vliv
stochastického ruchu na socio-ekonomické struktury, rychlé a pomalé socio-
ekonomické procesy nebo vztah mezi mikroekonomickymi a makroekonomickymi
strukturami. VSechna témata nemohou byt zcela efektivné zkoumana tradi¢nimi
analytickymi metodami, které jsou zaloZeny na linearit¢ stabilit¢ a stabilnim
rovnovazném bod¢. Teorie nelinearni dynamiky také zmeénila pohled ekonomt na
evoluci. Kuprikladu tradi¢ni pohled na vztah pfi¢iny a nasledku, aplikovany na zédkony
a z nich vyplivajici chovani tvrdi, Ze z jednoznacnych pravidel vyplyva jednoznacné
chovani, a Ze slozita pravidla znamenaji slozité chovani. Pravé tohle tvrzeni, skrze teorii
nelinearity, nardzi. Teorie nelinearity totiz ukazuje, ze slozit¢ chovani mize vzejit i
z jednoduchych pravidel. Pifikladem takového chovani je atraktor japonského

matematika J. Uedy: (ZHANG, 2005 stranky 5 - 6)
%X+ 2yx+ x3 = F cost
(12)
kde:
X... druha derivace x
X... prvni derivace X
vy, F... konstanty

Tento jednoduchy dynamicky systém vykazuje chaotické chovani, kdyz y = 0,025 a
F=7,5. S takto presn¢ zadanymi hodnotami parametrti tento model vykazuje chaotické
chovani po celou dobu priubéhu funkce, bez stopy po periodickém nebo pravidelném

pohybu. Toto chovani ilustruje ptiloZzeny obrazek. (ZHANG, 2005 str. 6)
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Ueda atraktor
trajektorie ve stav.prostoru {u.v}. t.e [0.100]

Zdroj: Vlastni vypocet

Obr. 3: Trajektorie Uedova atraktoru ve stavovém prostoru

Nelinearni dynamické systémy jsou schopny ukdzat, Ze feSeni danych rovnic existuje,
ale Casto je nemozné tato feSeni napsat presn¢ v algebraickém tvaru, ale feSeni
dostaneme jen numericky. Ekonomie zalozena na teorii nelinearni dynamiky se snazi o
poskytnuti nového pohledu na dynamiku smérem k nepfedvidatelnosti, komplexnosti,
pomijivosti a mnohocetnosti. V ekonomii se diky tomuto pohledu rozsituje tendence
nelinearity, sebe organizace, strukturdlni zmény, fddu a chaosu objevujici se
v ekonomii, dostalo novy a $irs§i vyznam. Dynamika ekonomiky se také muze podobat
turbulentnimu pohybu v kapalinach, ve kterych se promeénlivé viry i relativné stabilni
proudy neustale navzajem ovliviwyji. Tyto promény jsou slozeny vlastnim dynamickym
uspofadanim, které probihd zaroven se spontannim utvafenim nepatrnych a
komplikovanych struktur. Pro nelinearni systémy je charakteristické nahodné
objevovani strukturalnich zmén s ndhodnym pohybem, jakymi jsou napiiklad bifurkace.
Ta zpisobuje ztratu schopnosti dynamickych jevii vratit se do plivodniho stavu.

(ZHANG, 2005 stranky 7 - 8)

Tradi¢ni ekonomové se zaméfili na pravidelny cyklus ekonomickych systémi. A proto
studenti, ktefi se zajimaji o dynamiku ekonomickych systém, jsou limitovani pfi svém
studiu diferencialnich rovnic popisujicich obvykla feseni, stabilni feSeni a periodicka
feSeni. A to ztoho divodu, Ze se ekonomové zajimaji prevdzné o existenci
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jednoznacného stabilniho rovnovazného bodu, a proto studenti, ktefi se uci tradi¢ni
ekonomii, maji sklon k pfedstavé ekonomické reality jakozto stavu, ktery je naprosto
pfesné¢ dan technologiemi, institucemi a preferencemi, neméni se s ¢asem, a to vSe za
idedlnich podminek. Proti tomu vSak hovoii bézné zkuSenosti z praxe, které hovoii o
mnohem slozit&jsi podobé ekonomické reality. Ekonomické struktury nezstavaji
neménné i vramci jedné generace a ekonomické systémy se mohou zhroutit nebo
naopak velice rapidné vzrist bez o¢ividnych znaki strukturdlnich zmén. (ZHANG,

2005 str. 8)

Chaos v nelinearnich dynamickych systémech je mozné téZ popsat jako nahodilost
obsazenou v urCitém systému, kterda neni zpuisobena vnéjSimi vlivy, ale plsobenim
vlastnich parametrii systému, a d4 se fici, ze je tato nahodilost nepravidelné a tézko
ptedvidatelné chovani systému. Teorie chaosu v systémech poskytuje nastroje, jak
vysvétlit slozité chovani systému ne jako dusledek vnéjSich vlivii nebo nahodné
chovani, ale jako vysledek chovani a sméfovani vnitinich struktur systému. (MA, a

dalsi, 2001 stranky 1242 - 1243)

2 Modelovani kratkodobé arokové miry

Zmeény urokové miry byvaji vyjadfovany jako linearni funkce. Mnohem zajimavéjsi
jsou ptipady, kdy se rokové miry modeluji nelinedrné, dvéma takovymto modelim se
vénuje tato kapitola. Kazdy z téchto modeld je jinak zaméteny. Prvni z nich sleduje
kratkodobou turokovou miru a pomoci Matematickych nastroji se snazi naleznout
mozné nelinearity, druhy je modelem navratu ke stfedu. Oba dva modely jsou velice
rozdilné, ale je moZné najit spole¢ného jmenovatele. Tim je Vtomto piipad¢ kratké
obdobi trokové miry. Jak vyplyva z obou téchto modelil, nelinearita se d4& mnohem
snadnéji vysledovat u dennich ¢i mési€ni zmén urokové miry. V delSich €asovych
obdobich se spiSe nez kratkodobé nelinearni odchylky prosazuje jisty dlouhodoby

linearni trend.

2.1 Testovani nelinearity funkce kratkodobé urokové miry

Prvni model se zabyva testovanim linearity a nelinearity kratkodobé urokové miry.
Vétsina literatury zabyvajici se reakcemi urokové miry na inflaci a celkovou redlnou

produkci predpoklada linearni vyvoj trokové miry nezavisly na cCase. AvSak
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empirickym pozorovanim a teoretickymi studiemi byl striktné linearni vyvoj
zpochybnén, a zaroven je provadén vyzkum, za jakych podminek miize trokova mira
vykazovat znamky nelinearity. Nelinearitu urokové miry muze napiiklad zpusobit
produk¢ni mezera ¢i odchylka inflace od predpokladané tirovné jak uvadi ve své praci
Nonlinearity and Structural Change in Interest Rate Reaction Functions for the US, UK
and Germany — tedy Nelinearita a strukturalni zmény v reakénich funkcich Grokovych
mér pro Spojené staty americké, Velkou Britanii a Némecko autofi: Mehtap Kesriyeli,
Denise R. Osborn and Marianne Sensier. (KESRIYELI, a dalsi, 044 (2004) stranky 2 -
3)

Nyni k samotnému modelu, ktery autofi zvolili pro analyzu hodnot mési¢ni kratkodobé
urokové miry, a jakym zpisobem testuji pfipadnou linearitu ¢i nelinearitu, vychazi ze

zakladniho linedrniho modelu reakéni funkce tirokové miry definovaného jako:
e = aw; + u; (13)

kde: r je kratkodoba trokova mira v Case t, w; je (p X 1) vektor vysvétlujicich
proménnych, « je (p x 1) vektor koeficientl a U; je poruchova slozka s rozdélenim
i.i.d.(0, 6%, (nezavislé a stejné rozd&lené nahodné velitiny se stfedni hodnotou 0 a
rozptylem ). Aby takto definovany model mohl ukézat dynamiku zmén hodnot
urokové miry, obsahuje i hodnoty mimo sledované obdobi, které jsou vyjadieny jako
snaha centralni banky o vyhlazeni urokové miry. Tento linedrni model je nasledné
modifikovan tak, aby mohli byt obsaZeny pifipadné nelinearity. Zaroven takto
formulovany model umoziiuje sledovat vyvoj koeficientl nebo strukturdlni zmény
urokové miry tim, ze obsahuje slozku €asu, jakozto jednu z ptechodovych proménnych.

(KESRIYELI, a dalsi, 044 (2004) stranky 4 - 5)
r=Bo'w, + By wF(s) +uy
(14)
kde:
r... arokovéa mira
W. .. vektor vysvétlujicich proménnych
[... vektorovy koeficient

Ut ... poruchova slozka — i.1.d.(0, 0_2)

F(st)... prechodova funkce definovana nasledovné:
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F(si) = [1+exp{—v¥i(sic — ¢)/o(si)}]™"  vi>0,i=12.
(15)

kde:

Sit. .. logisticka funkce
7i,Ci... parametry

... smérodatné odchylka
exp... exponent

Tato logistickd funkce je vhodnd pro dany model, protoze se jednd o monotonné
rostouci funkci Sit, diky ¢emuz se V ni mohou promitnout dopady hospodatiského cyklu
nebo zmény urokové miry centralni bankou. Parametr y; mtize dopomoci k plynulému
ptechodu mezi dvéma hodnotami, kterych mize funkce nabyvat: F(si) = 0 a F(sit) = 1,
pro relativné mala y; , nebo mize byt nahly pro vysoka y;. Umisténi pfechodu mezi
témito hodnotami je dano parametrem C;j, Stim, Ze stiedovy bod piechodu uréuje
hodnota - F(cj) = 0,5 Exponent funkce F je standardizovan pomoci vzorové standardni
odchylky pfechodové proménné, publikované Terasvirtou®. (KESRIYELL, a dalsi, 044
(2004) str. 5)

Z formulace funkce kratkodobé urokové miry (14) nelze jednoznaéné urcit linearita, ¢i
ptipadna nelinearita, a praveé z tohoto divodu autofi sice vychazi z linearniho modelu,
ale nadale voli jeho tpravu tak, aby testovanim bylo mozno zjistit, zda nelinearitu
obsahuje nebo ne. Vzhledem k nedostate¢nému urceni parametrti pro testovani linearity
nulovou hypotézou je pouzito Taylorovy aproximace prechodové funkce - F(S;) pomoci
polynomu ttetiho stupné. Vysledkem této aproximace je test linearity a nelinearity
kratkodobé tirokové miry jakozto test nulové hypotézy: doj = d3j = daj = 0 (j = 1,...... ,
m), ktera je dosazena do rovnice zdanlivé regrese, jejiz autofi jsou Luukkonen,
Saikkonen a Terésvirta’. (KESRIYELI, a dalsi, 044 (2004) stranky 5, 24)

2 3
y =80+ 8"+ 8,7 + 8,75 + 85,7 + v,

(16)

! Luukkonen, R. P., Saikkonen and T. Teriisvirta. Testing Linearity Against Smooth Transition
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Tato regrese se v praxi pouziva jako F-test pro vybér vhodnych a eliminaci
nepottebnych proménnych. Kazda vysvétlujici proménna w; je povazovdna za moznou
pfechodovou proménnou S; Aby bylo mozno otestovat stabilitu parametri, je cCas
povazovan také za prechodovou proménnou, coz umozinuje sledovat i ptipadné zmény

koeficientl kratkodobé trokové miry. (KESRIYELL a dalsi, 044 (2004) str. 24)

Na zdkladé¢ predpokladu, kdy jsou wvysvétlujici proménné i Cas povazovany za
potencialni piechodovou proménnou, jsou vybrany vhodné pifechodové proménné
metodou vyhledavani v siti a naslednou aplikaci metody nejmensich ¢tvercti na vybrané
proménné. Metoda vyhledavani v siti je aplikovana pro 150 hodnot parametru y a 40
hodnot parametru ¢ ze sledovaného rozmezi pro kazdou uvazovanou proménnou, aby
bylo definovano rozpéti transitivni funkce - F(S;). Pro vypocitané hodnoty S, y a ¢
logistické funkce F(s;) je spoétena metoda nejmensich ¢tverct a aplikovana na rovnici
(14). Piechodova proménna snejmensi sumou ¢tvercti odchylek (rezidui) je poté

vybrana za s;. (KESRIYELLI, a dalsi, 044 (2004) stranky 24 - 25)

Po vybéru s; je na model (14) aplikovana metoda nejmensich ¢tvercti za podminky, Ze
dana prechodova funkce ma nejmensi hodnotu sumy ¢tvercti odchylek. Jako doplnéni
vyhleddvani v siti, je mozné pouzit testu p — hodnoty linearity dané¢ piechodové
proménné S;, vysledkem tohoto testu nemusi nutné byt stejné prechodové proménné, a
vzhledem ktomu, Ze metoda vyhledavani vsiti je zalozena na vyhledavani
nejvhodngjsiho kritéria nelinearniho modelu, je autory preferovana. (KESRIYELI, a

dalgi, 044 (2004) str. 25)

Na vybrané piechodové proménné je nasledné aplikovana metoda nejmensich ¢tverct
s podminkou nejmensi sumy odchylek pro danou piechodovou proménnou. Jednotlivé
mén¢ vhodné proménné jsou vynechdny pouZitim t — testu, a jsou vybrany pouze
nékteré proménné z vektoru vysvétlujicich proménnych w;. Déle je takto vznikly model
prepocitan nelinedrni metodou nejmensich ¢tverctl, ve které jsou vyuZity parametry C a
7, S hodnotami piejatymi z pfedchazejiciho linedrniho odhadu. Hodnoty parametrii
vypoctené nelinedrni metodou jsou néasledné porovnany s vysledkem vyhledavani v siti

tak aby se zajistilo, Ze se vyrazné nelisi. (KESRIYELLI, a dalsi, 044 (2004) str. 25)

Data, vznikla aplikaci vysledné ptfechodové funkce pro kazdou ze zemi, jsou nasledné
vyhodnocena a okomentovana s dirazem na potencialni nelinearitu, ¢i nestabilitu

parametr. Tyto vysledky jsou nadale porovnany se dvou prechodovou funkci, kterd je
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vybrana stejnym zpisobem, tedy vyhleddvanim v siti pro nalezeni ptechodové
proménné a nasledné aplikaci metody nejmensich ¢tverct s diirazem na nejmensi sumu
odchylek tak, Zze nejvhodnéjsi je nyni par dvou piechodovych proménnych, ktery ma
nejmensi sumu odchylek. Vysledky takto vzniklych piechodovych proménnych jsou

nakonec okomentovany. (KESRIYELI, a dalsi, 044 (2004) str. 26)

Zde jsme si predstavili, jak je mozné postupovat pii procesu uréovani linearity a
nelinearity urokové miry, jaké jsou vhodné metody a jaké vysledky nam tyto metody

mohou poskytnout.

2.2 Nelinearni driftova funkce navratu ke stiredu kratkodobé urokové
miry

Druhy model, pfedstaveny v praci Nonlinear Mean Reversion in Short-Term Interest
Rate Christopherem S. Jonesem, se zabyva nelinearnim driftem kratkodobé tGrokové
miry. Tento drift, jak prace popisuje, je dulezitym determinantem pro urovani cen

rozli¢nych aktiv stalych piijmu. (JONES, 3 (2003))

Také v tomto piipad€ je obvyklé modelovat urokovou miru linedrnim zplsobem, zde
jako funkce s linearnim driftem, Casto s konstantni elasticitou odchylky. Proces byva

popisovan jako rozptyl nasledujicim vzorcem: (JONES, 3 (2003) str. 798)
dre =x(u — rp)dt + or dB,
(17)
kde:
drt...
k... konstanta
U... sttedni hodnota
14

ory ... volatilita

dB;... D-dimenzionalni Browniv pohyb

Kde hodnota, ke které sméfuje drift v dlouhém obdobi, je dana u — stfedni hodnotou,

rychlost tohoto driftu je dana x. Volatilitu méfi o — smérodatna odchylka (volatilita), a
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pruznost odchylky je dana 2y. Existuji specialni pfipady této rovnice navratu ke stfedu,
a to Vasickuv model a Cox-Ingersoll-Rosstiv model. Vasickiiv model je variantou, kdy
y se rovna 0 a ¢len o1’ je nahrazen volatilitou b. Vice o tomto modelu tik4 nasledujici
It fluktuuje kolem konstantni Grovné y, pfiCemz trendovy koeficient a(y-r;) vraci
hodnoty ri, které se od y pfili§ odchylily, zpét na tuto Groven (za vyrazného piispéni
skutecnosti, ze volatilita b je konstantni* (CIPRA, 2006 str. 130). Rovna-li se y 0.5 —
tedy o\ry, jedna se o model pouzity Cox-Ingersoll-Rosstiv, kde neni volatilita konstantni
jako ve Vagickové modelu, ale je rovna hodnot& Vr.. Analyzou problematiky spojené s
t&mito modely se zabyval také Chan a kolektiv ve své studii®. (JONES, 3 (2003) str.
798) (CIPRA, 2006 stranky 130 - 131)

Odhad driftu linearnich funkci je, podle autora, stejné jednoduchy jako regrese metodou
nejmensich ¢tverct. AvSak pro popis kratkodobych zmén a jejich dusledkt byly tyto
modely Casto shledany nedostacujicimi. EXistuje mnozstvi alternativ, které jsou ovSsem
posuny prubéhu funkce, anglicky regime shifts. Jiné zvazuji multi-faktorové modely, ve
kterych je proménlivost ur¢ena stochasticky, nebo se trokova mira linearné piiblizuje

ke stochastickému atraktoru. (JONES, 3 (2003) str. 798)

Model, ktery je zde popisovan, zistava ve tfidé modelt s jednim faktorem, a to i pies
veétsi zobecnéni nez modely navrzené Vasickem nebo Cox-Ingersoll-Rossem.
Rozhodnuti pro takovéto feSeni je podloZeno pfesvédéenim, Ze tento druh modela jesté
neni Uplné prozkouman. Dale hovofi pro toto rozhodnuti i mozné zjisténi, zda je tento
model schopen popsat zmény v dynamice kratkodobych i dlouhodobych vynost i
ptesto, Ze se nejedna o model multi-faktorovy, ale o model jedno-faktorovy. (JONES, 3

(2003) str. 798)

Moznou modifikaci modelu, ktery byl piedstaven vyie, nabizi Ait-Sahalia®. A to na
zaklad¢€ tvrzeni, Ze neni mozné predpokladat presné specifikace rozptylové funkce ¢i
driftové funkce. Proto navrhuje jinou formulaci modelu, ktera je mnohem flexibilngjsi
v odhadovani pravého stavu obou funkci. (JONES, 3 (2003) str. 798)

2Chan, K. C., G. A. Karolyi, F. A. Longstaff, and A. B. Sanders. An Empirical Comparison of
Alternative Models of the Short-Term Interest Rate. Journal of Finance.47.1992, strany 1209-1227.

3 Ait-Sahalia, Y.. Testing Continuous-Time Models of the Spot Interest Rate.Review of Financial
Studies.9.1996b, strany 385 - 426.
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dry = (ao + am + aprf + a3/7‘t)dt + \/180 + pare + IBZTtB3 dB,

(18)

Tento model dale piepracoval Conley a kolektiv, ktery pfijima parametry driftu

definované Ait-Sahaliou, ale ponechavé stalou chybovost rozptylu pouzitou Chanem®,
drt = (“0 +an + azrtz + a3/7”t)dt + O'T'tydBt
(19)

Vzhledem k piedpokladiim charakteristik modelu v pracich, ze kterych tento model
vychazi, mizeme stanovit uréitd omezeni nutnd ke generovani stability. Stability
modelu s nelinearnim driftem jsme schopni dosdhnout riznymi zpusoby. Naptiklad
jednoduchou postacujici podminkou, kdy ay < 0 a az > 0. Tato podminka vychazi
z omezeni parametri definovanych Ait-Sahaliou. A mutize byt dale upravena na zakladé¢
Conleye tak, Ze podminka pro a, neni nutna, pokud y > 1.5. V tomto piipad¢ totiz
proces stabilizace mize byt vyvolan spiSe nestalosti trhu nez driftem. (JONES, 3 (2003)
str. 799)

Upravy vyse piedstaveného modelu (17) az do findlniho zobecnéného tvaru daného
rovnici (19), ukazuji, jak je moZné pracovat s takovymito modely, tak aby bylo mozno
obsahnout vice moznych feseni, a hlavng, ze se zpocatku uzce specificky model da

pouzit, po adekvatnich tpravach, pro Sirsi spektrum vstupd.
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3 Nelinearni dynamicky finan¢ni model

Vyvoj teorie chaosu a jeji mozna aplikace v ekonomii méla za nasledek objeveni
moznych nahodilosti obsazenych v makroekonomickych rozhodnutich vlad, kterym se
da velice jen velice tézko predejit napiiklad zménou monetarni politiky. Ekonomické
predpovédi jsou kvuli nestabilité¢ a slozitosti nahodilosti velice obtizné. V oblastech
financi ¢i socidlni ekonomie jsou vnitini struktury Casto nelinearni a vzajemné vztahy
velice slozité, proto studie zkoumajici vlivy vnitinich strukturalnich charakteristik
takového ekonomického systému predstavena v ¢lancich STUDY FOR THE
BIFURCATION  TOPOLOGICAL STRUCTURE AND THE GLOBAL
COMPLICATED CHARACTER OF A KIND OF NONLINEAR FINANCE SYSTEM
() a (1) (MA, a dalsi, 2001), pfedstavuje systém diferencialnich rovnic s moznym
chaotickym chovanim. (MA, a dalsi, 2001)

3.1 Predstaveni nelinearniho dynamického finan¢niho modelu

Modely dynamickych finan¢nich systémi, tvofenych penézi, produkci a pracovni silou
dané ekonomiky, mohou obsahovat urcité trendy poukazujici na vyznam citlivosti
parametrti K po¢ateénim hodnotam, ze kterych se nasledné systémy vyvijeji az ke
strukturalnim zménam. Ty mohou vyvolavat kolisani v dlouhém casovém obdobi.
Vyskyt téchto vlastnosti nemusi byt nutné zptisobem pouze ¢innosti ekonomiky, ale
mize mit i jiné pfi¢iny. Podobné vlastnosti pak mohou piejit v mechanismy, které jsou
schopné vyvolavat zménu struktury ekonomiky do stavu, ve kterém se
vyskytuje chaotické chovani. (MA, a dalsi, 2001 str. 1241)

Aby se problém chaotického chovani systému snaze fesil, byla kli¢ova ¢ast finanéniho
modelu zjednodusSena. Na zaklad¢ zevrubné analyzy a experimentt bylo rozhodnuto pro
vybér nasledujicich proménnych: X jakoZto trokové miry, y zastupujici poptavku po
investicich a z - jako cenovy index. Kli¢ovou soucésti téchto proménnych je 1 citlivost
na zménu znamych informaci v ekonomice, a jelikoz je vliv citlivosti proménnych na
zménu informaci diskutovanym problémem, jsou zmény téchto tii proménnych v Case
definovany jakozto stavové proménné: x = dx/dt, y = dy/dt, z = dz/dt. (MA, a dalsi, 2001
str. 1241)

Urokovou miru ovliviiuji faktory ze dvou hledisek. Zaprvé trh investic, kdy je Grokova

mira ovlivnéna opakem, napiiklad piebytek investicemi nad tisporami se projevi v nizsi
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urokové mife. Druhym hlediskem jsou strukturalni zmény vychazejici z cen statk.

Z té&chto duvodu je funkce x znazornéna jako: (MA, a dalsi, 2001 str. 1241)
x=f (y—SV) x +fyz
(20)
kde:
SV... suma uspor
f1, f2... konstanty

Velikost zmén poptavky po investicich y je v poméru S mirou investic, a zaroven
V opa¢ném poméru s Ceénou investic a irokovou mirou. Vynos investic se predpoklada
jako konstantni v uréitém ¢asovém useku, coz vede Kk rovnici: (MA, a dalsi, 2001 str.

1241)
y=f3(BEN — ay — ix°)
(21)
kde:
BEN... vynos investic
f3, a @ B... konstanty.

Zmény cenového indexu — Zz, jsou ovlivilovany rozdilem poptavky a nabidky
obchodnich trhti, dale jsou ovlivnény také velikosti inflace. V tomto modelu je
predpokladéano, ze se velikost nabidky a poptavky v urcitém casovém useku neméni, a
zaroven, ze je celkova suma poptavky a nabidky v obraceném poméru k cenam. A dale,
ze zména velikosti inflace mizZe byt vyjadiena zménou redlné trokové miry, a Ze se
velikost inflace rovna rozdilu nomindlni a realné tirokové miry. MoZnym matematickym
zapisem predchazejicich predpokladl je nasledujici funkce: (MA, a dalsi, 2001 stranky
1241 - 1242)

z=-f2— f5X
(22)
kde

fs, 5 ... konstanty.
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Tyto tii dil¢i rovnice slozené do jedné soustavy jsou zékladem dynamického finan¢niho
modelu pro x, y a z, a to véetné vzajemného vliv informaci. Timto zptisobem ziskany
model obsahuje devét nezavislych parametrt, které ovliviiuji dany systém, ale v tomto
piipadé¢ nejsou tak dulezité ptesné hodnoty jednotlivych parametrt, jako spiSe vzajemné
vztahy a z nich vyplivajici zmény v chovani systému. Z tohoto divodu je tfeba, aby byl
tento model zjednodusen. Zjednoduseni modelu dynamického finanéniho modelu je
dosazeno zvolenim vhodné soustavy soufadnic a dimenze kazdé stavové proménné.
Timto zpisobem je namodelovan dynamicky finan¢ni systém jako soustava tii
oby¢ejnych diferencialnich rovnic se tfemi parametry: a, b, ¢. (MA, a dalsi, 2001 str.
1242)

X =z+ (y —a)x,
y = 1—by—x?, (23)
7 = —X—CZ,

kde:

a... vyse uspor, (a > 0)

b... naklady na investici (b > 0)

c... elasticita poptavky firem (c > 0)

Dynamicky finanéni systém pfedstavovany soustavou obycejnych diferencialnich
rovnic (23) by mél podle puvodniho zdroje (MA, a dalsi, 2001 str. 1242) obsahovat
chaotické chovani. Toto tvrzeni je prozkoumano numerickymi experimenty, které¢ jsou
provedeny s timto systémem. Z této soustavy tii diferencialnich rovnic je nejzajimaveéjsi
rovnice poptavky investicy = 1 — by — x?, protoze obsahuje tirokovou miru ve druhé
mocningé. Vzhledem K vyse predstavenym ¢lankim, které se nelinearni irokovou mirou
zabyvaji, existuje zfejme divod pro toto rozhodnuti, pouze neni uvedeny ve zdrojovém

¢lanku a tak byla tato skute¢nost brana jako dana a jako s takovou se s ni dale pocitalo.

Vyse predstaveny model byl poté déle rozpracovan a zkoumdn také jako systém
diferencialnich rovnic frakéniho tadu. Volbou frakénich derivaci bylo dosazeno
urc¢itého zobecnéni oproti plivodnimu celo¢iselnému modelu, tak aby bylo zjisténo, zda
tento finan¢ni systém miize vykazovat chaotické chovani a zda obsahuje ,,pamét™, tedy

zda si finan¢ni proménné pamatuji ptfedchozi hodnoty a jsou jimi ovlivnény. Nasledné
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byly provedeny numerické simulace tohoto systému, aby se tyto predpoklady potvrdily
¢i vyvratily. Bylo zjisténo, ze chaotické chovani se v systému skute¢né objevuje od fadu

2.35. (CHEN, 36 (2008) str. 1313)

Pro tcely této bakalaiské prace jsou prevzata data ohledné pocateénich podminek a
volby parametri, se kterymi se pocitalo ve vyse uvedeném modelu frakéniho tadu, ale
od samotnych frak¢énich derivaci bylo upusténo, a s definovanym dynamickym
finan¢nim modelem je pracovano jakozto s modelem obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

prvniho fadu.

3.2 Modelovani dynamického finan¢niho systému v softwaru

Mathematica

Tento rok byl zakoupen Ekonomickou fakultou Zapadoceské Univerzity v Plzni
matematicky SW Wolfram Mathematica 9, ktery nabizi nastroje vhodné k vyuziti ve
vSech moznych védnich oborech, t0 znamena i v ekonomii. K seznameni s timto
programem uspotadala Katedra ekonomie a kvantitativnich metod Fakulty ekonomické
uvodni seminaf. Do tohoto seminafe byli pozvani predevSim zajemci =z fad
akademickych pracovnikt fakulty, ale bylo umoznéno ucastnit se i studenttim, kteti by

meli zajem o tento seminaf.

Seminaf probihal vétSinu letniho semestru akademického roku 2012/2013, a byl
zaméfen na zaklady SW Mathematica — seznameni s programovacim prostiedim,
moznostmi a vyuzitim tohoto programu. Dale byl seminai zaméten na vizualizaci dat a
praci s daty, praci simplementovanymi grafickymi nastroji, zptisoby programovani

v SW Mathematica a na symbolické a numerické vypocty v tomto programu.

Tento kurz byl pod vedenim pana doc. RNDr. Ing. Ladislava Lukase, CSc., pana RNDr.
Mikulase Gangura Ph.D. a pana RNDr. Jaroslava Potmésila, CSc., ktefi se stiidali ve
vykladu jednotlivych oblasti seminéafe. Pro ucastniky tohoto seminafe byly pfipraveny
dobrovolné procvicovaci piiklady, které bylo mozno plnit a dile se seznamovat

s funkcionalitou tohoto matematického SW.

Na zaklad¢ znalosti ziskanych na tomto seminafi jsme pii konzultacich s vedoucim
bakalarské prace sestavili notebook uréeny k praci s dynamickym finanénim modelem,
predstavenym vyse. Kompletni znéni tohoto notebooku je piilozeno jako pfiloha této
bakalarské prace.
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Wolfram Mathematica podporuje Siroké spektrum matematickych oborti a obsahuje
velice silné nastroje na feSeni uloh statistiky, ekonomické analyzy, finan¢ni analyzy a
dalSich oborti ekonomické matematiky. Je téz schopna fesit rovnice jak na numerické
bazi, tak 1 na bazi analytické. Je napiiklad schopnéd nalézt charakteristickou feSeni
zadané diferencialni rovnice, stejné jako je schopna vykreslit feSeni diferencialnich

rovnic ve dvourozmérném, nebo ve tiirozmérném prostoru.

Numerické feSeni diferencidlnich rovnic zprostiedkovavd zabudovana funkce SW
Mathematica — NDSolve, tato funkce sice diferencialni rovnici vyfesi, ale neumoziuje
grafické vyjadteni tohoto feseni, k tomu slouzi funkce Plot a ParametricPlot3D.

Tyto ti funkce jsou stézejni pro tuto bakalaiskou praci.

3.2.1 Funkce NDSolve

Tato integrovana funkce vsw Mathematica umoziuje nelézt numerické feSeni
obyCejnych i parcialnich diferencialnich rovnici. Umoziuje kromé jednotlivych
diferencialnich rovnic fesit i jejich soustavy. Podminkou pro feSeni soustavy rovnic je
zavislost vSech funkci této soustavy na jedné nezavislé promeénné, spolecné pro vSechny

rovnice.

Diky tomu, Ze je NDSolve soucasti programovaciho prostfedi, neni slozité zvolenou
diferencialni rovnici, nebo soustavu rovnic, naprogramovat, ale na druhou stranu je

potieba pfesné znat syntaxi a parametry této funkce.

Na zékladé podrobné dokumentace, ktera je soucasti sw Mathematica, ale je dostupny i

online na adrese:

http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/NumericalSolutionOfDifferential Eq

uations.html je mozné se velmi podrobné seznamit se zakladni syntaxi této funkce
véetné vycCtu vSech parametrii. Nejjednodussi zapis funkce NDSolve vypada
nasledovné: NDSolve[egns, u, {t, tmin, tmax}], kde — egns -
ptfedstavuje zvolenou diferencidlni rovnici kterou ma ptikaz vyftesit. Tato rovnice musi
byt doplnéna o pocateéni podminku ¢i podminky, Které stanovuji hodnotu funkce u za
urcité hodnoty proménné t. Dal$im parametrem NDSolve je funkce u — pro niz se
maji pocitat funkéni hodnoty zavisejici na tietim zékladnim parametru, v tomto ptipadé
predstavovanym t, ktery je z intervalu ohrani¢eném dvéma hodnotami tmin a tmax.

Hodnoty tmin a tmax urcuji prubéh feseni funkce, Vv jakém bodé ma byt pocatek
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feSeni a Vv jakém bodé ma feSeni skoncit. (Wolfram Mathematica 9 Documentation,
10.4.2013)

V piipad¢, Ze je potieba fesit soustavu nelinearnich rovnic, se zapis funkce NDSolve
jen nepatrné lisi:

NDSolve[{egnl,eqn2, ...}, {yl,y2,...},{t,tmin, tmax}], zde jsou
jednotlivé diferencialni rovnice, ze zadané soustavy, zapsany jako seznam polozek
{egnl,egn2, ...}, spole¢né¢ s pocatecnimi podminkami pro vSechny funkce

{yl,v2,...}.Kromé téchto odli$nosti plati vSe co bylo fe¢eno vyse. (NDSolve)

NDSolve hledd feSeni postupné, zalind na pocatecni hodnoté parametru tmin, a
nasledné provadi sérii krokti az do doby nez dosahne tmax. (Wolfram Mathematica 9
Documentation, 10.4.2013)

Vysledkem NDSolve je pfiblizna funkce jejiZ hodnoty jsou nalezeny interpolaci. Tuto
funkci je vhodné vykreslit pomoci nékterého z grafickych néstroji, které SW

Mathematica nabizi, a které jsou predstaveny niZe.

3.2.2 Funkce Plot a ParametricPlot

Nejjednodussi nastroj pro grafické vyjadieni priabéhu funkce v SW Mathematica je
obsazen ve funkci Plot[f, {x, xmin, =xmax}]. Kterd ziskavd soufadnice y
kiivky jako funkce soufadnic x. Pti vykreslovani pozadované kiivky funkce Plot
nejprve vyhodnocuje £ pomoci fady ur€ity pocet vzorovych bodi tak, aby ziskala vzor
pro adaptivni algoritmus, pomoci néhoz dokresli zbytek kiivky. Pocet téchto bodi je
mozné ovlivnit pfiddnim parametru PlotPoints. Druhym parametrem, ktery
ovliviiuje, jakym zplisobem P1lot vykresli zadanou funkci je MaxRecursion — ktery
udavéa pocet urovni rekurze v mistech, kdy je potieba vice bodit pro ziskani urcité

kvality vykreslované kiivky. (Wolfram Mathematica 9 Documentation, 11.4.2013)

Hlavni rozdil mezi funkcemi P1ot a ParametricPlot tkvi V tom, Ze v piipadé Plot
je zaddna funkce a parametr x, pomoci kterého jsou vykresleny jednotlivé body kiivky
této funkce, proti tomu u ParametricPlot jsou zadany soufadnice x a y jakoZto

funkce tietiho parametru t. (Wolfram Mathematica 9 Documentation, 11.4.2013)
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Funkci, ktera byla pouzita pti vykreslovani vysledkti pohybu dynamického finan¢niho
modelu, je ParametricPlot3D[{fx, fy, fz}, {t, tmin, tmax}]. Jak
nazev této funkce napovida, jedna se o funkci pracujici s tfirozmérnym prostorem, ktery
je nutnou podminkou pro interpretaci vysledki numerickych experimentt, vzhledem ke
ttem stavovym veli¢indm soustavy diferencidlnich rovnic. ParametricPlot3D
vychézi pti své praci z vySe predstavenych dvou funkci, s tim rozdilem, ze vysledna
kiivka je slozena do tfirozmérného prostoru ze soutadnic ziskanych z funkénich hodnot
fx, fy a fz nabyvajicich v bodech t. (Wolfram Mathematica 9 Documentation,
11.4.2013)

Dal$imi uzitecnymi parametry spoleénymi pro funkce pfedstavené vyse jsou naptiklad:

e Axes - S hodnotami true nebo false, ktera urcuje, zda maji byt vykresleny osy

e AxesLabel — slouzici k popisu 0s, ty miiZzou byt pojmenovany automaticky,
ale je mozné jim prifadit i vlastni ndzev

e PlotLabel —oznaceni vysledného obrazku, zadané jako vyraz v uvozovkach

e Tooltip — pomoci tohoto parametru je mozné ptifadit hodnotdm bliZsi

informace, které se zobrazi pii najeti kurzorem

3.3 Numerické vypocty

Cilem této prace bylo prozkoumat, zda dany dynamicky finan¢ni systém vykazuje
znamky chaotického chovani za riznych podminek. Pfi zadavani jednotlivych

numerickych experimentt bylo vychazeno z hodnot

Aby bylo mozno interpretovat chovani dynamického finan¢niho systému zadaného
ttemi diferencidlnimi rovnicemi, byly provedeny numerické experimenty. Cilem téchto
experimentt bylo zjistit chovani systému za riznych podminek, a toto chovani nasledné
popsat. Zakladem pro tyto numerické systémy by systém tii diferencialnich rovnic (20)

blize popsany vyse.

Chovani systému popisuji jednotlivé trajektorie ve stavovém prostoru, jenz je dan tiemi
veli¢inami — Grokovou mirou, poptavkou po investicich a cenovym indexem. Vzhledem
ke tfem stavovym veli¢indm, se jedna o trojdimenzionalni prostor, ve kterém se

pohybuje dany finan¢ni systém. Tento pohyb zavisi na pocateCnich podminkéach a na
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hodnoté tii parametrt (a, b, €), a - predstavujici vysi uspor, b - jakozto naklady na

investici a ¢ — elasticitu poptavky firem.

Pro numerické experimenty jsme se rozhodli vzhledem k tomu, Ze diferencialni rovnice
se na ekonomické fakulté probiraji pouze okrajové v prvnim ro¢niku studia, a proto
dikladna analyza takovéhoto systému by byla velice slozitd. Oproti tomu numerické
experimenty nabizi, vV kombinaci se softwarem, ktery dokaze interpretovat jejich
vysledky, takové feSeni, Ze je mozné toto FeSeni popsat i bez hlubsich znalosti analyzy

diferencialnich rovnic.

Vychozi parametry téchto vypoctu byly prejaty ze ¢lanku (CHEN, 36 (2008)), kde t —je
bezrozmérny ¢as nastaveny na hodnotu 50 béhem né€hoz se pocitany systém vyviji.
Parametry systému jsou zvoleny: a = 3, b = 0.1, ¢ = 1. Po¢ate¢ni podminky systému

rovny: x =2.0,y=3.0,z=2.0, v case t=0.

3.3.1 Uprava pocateénich podminek

Jako prvni z numerickych experimentti byla zvolena uprava pocateénich podminek,
Z nichZ, dynamicky finan¢ni systém vychazi. Motivaci pro tyto vypocty byla myslenka,
ze chovani systému v Case je zcela zasadné ovlivnéno pocatecnim stavem, ze které¢ho
vychézi. Pro ilustraci této mysSlenky byla vypoctena tfi odlisSna zadani. Prvni vypocet
byl proveden na zakladé originalnich hodnot, ve druhém byla simulovana odlisna
vychozi situace systému vyjadiend zménou pocatecnich podminek, tak aby bylo mozno
zjistit, zda se systém, za takovéhoto stavu, chova podobné nebo odlisné, a zda takovéto
podminky vyvolaji chaoticky pohyb. V tietim zadani byly po¢ate¢ni podminky systému
zvoleny nulové, také s motivaci sledovani reakce systému na takto vyjadieny pocatecni

stav.

Pro uplnost je zde uveden zéapis programu jednoho zastupce pro kazdy z druha

provedenych numerickych experimenti.

Nejdiive jsou pomoci funkce Clear vymazany ty proménné, tak aby bylo zajiSténo, ze
se nebude pocitat s hodnotami n€kdy diive zadanymi. Tento postup je nutny vzhledem
k faktu, Ze SW Mathematica ma vSechny proménné, které byly naplnény néjakymi daty,
uloZené v paméti, coZ muze zpusobit nepiedvidané a chybné vysledky.

Clear([xyzl;
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V ptipad¢ tprav pocatecnich podminek byly jako dalsi zaddny parametry systému,
pojmenované jako aa, bb, cc, kterym byla nasledné pfifazena jejich hodnota znama

zZ originalniho zadani dynamického finan¢niho systému.
aa=3;bb=.1;cc=1;

Nasledn¢ byly urfeny pocate¢ni podminky, ze kterych jednotlivé veli¢iny vychazi
x0,y0 a z0, kterym byly opét piifazena dana ¢isla, v tomto piipadé originalni data,
jak je mozné si povSimnout, jsou tyto pocatecni podminky zadany jako realna ¢isla, 1
pfesto, Ze se jedna o cela Cisla. Jsou zde takto zaddna z toho divodu, Ze SW, ve kterém
jsou experimenty pocitany, by v ptipad¢ zadani celych cisel, hledal feSeni také pouze
celociselné, a naopak v pripad¢ zadani redlnych cisel hleda feSeni v mnozin¢ redlnych
Cisel.

x0=2.0;y0=3.0;,2z0=2.0;

Po zadani parametrt a pocatecnich podminek soustavy diferencidlnich rovnic, je na radé
feSeni této soustavy. Zde je do proménné xyz pfifazeno feseni funkce NDSolve, kterd
resi ti1 diferencidlni rovnice znamé z definice dynamického finan¢niho systému. Tyto tii
rovnice jsou zadany do slozenych zavorek jako seznam oddéleny ¢arkami. Je tieba na
tomto misté zdlraznit, ze pokud ma byt vyjadiena rovnice, tedy v€etné matematického
znaménka rovnd se, je nutné v SW Mathematica toto znaménko zdvojit ( ==), pokud je
zadano jednoduse ( = ) — znamena pfifazeni néjaké hodnoty, proménné, funkce a

podobng.

Pfedné je nutné zménit plivodni matematicky zapis soustavy rovnic do takového tvaru,
aby snim byli SW prostiedky schopny pocitat. Napiiklad prvni rovnice, dana
nasledovné: X =z+4+(y—a)x, ma po naprogramovani nasledujici znéni:
x'[t]l==z[t]+(y[t]l-aa)x[t]. Ztohoto zapisu lze pozorovat, nutnost definovat
jednotlivé funkce vcetné jejich zavislosti na case. Podobnym zplisobem jsou
naprogramovany I dalsi dvé rovnice z pivodni soustavy. Nasledné jsou zavedeny
pocateCni podminky, pfifazenim hodnot funkci v Case 0, pocatecnim podminkdm

obsazenym v proménnych x0, y0 a z0.,tedy x[0]==x0,y[0]==y0, z[0]==20.

Po piepsani rovnic do formatu, se kterym je SW Mathematica schopna pracovat,
nasleduje parametr, jimz jsou urCeny funkce, pro které chceme vysledek NDSolve

interpretovat tedy jednotlivé stavové proménné celého dynamického finanéniho modelu,
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VvV programu dané seznamem: {x, v, z}. Poslednim parametrem funkce NDSolve je Cas
t ve kterém sledujeme hodnoty funkeci x, y a z, tento parametr ma definovanou
pocateCni a kone¢nou hodnotu, ve vSech piipadech 0 az 50. Cely ptikaz vypada
nasledovné:

xyz=NDSolve[{x'[t]==z[t]+(y[t]-aa)x[t],y'[t]=1-bby[t]-
(x[t])"2,z'"[t]=—-x[t]-cc
z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2z[0]=20},{x,y,z},{t,0,50}];

Dalsim krokem, pii ziskavani pozadovaného vysledku, je graficky vystup, vypoctené
funkce NDSolve. K tomu slouzi funkce ParametricPlot3D. Ve které je prvnim
parametrem vnofend funkce Evaluate, kterd zaru¢i vyhodnoceni funkei X, y a
z, kterym je prifazen vysledek operace NDSolve ulozeny v proménné xyz. Nasleduje
parametr {t, 0,50}, ktery je dosazen do funkci jednotlivych proménnych, a nasledn¢ je
vykreslena trajektorie systému, slozena z funk¢nich hodnot, v ¢ase t, od 0 do 50.
Poslednim parametrem této funkce je — PlotLabel — slouzici K lepsi piehlednosti
mezi jednotlivymi obrazky, v tomto ptipadé tika, ze se jedna o vypocet s originalnimi
daty. Vystup je nadale ulozen do proménné bpBJ01, zZ toho davodu, aby mohl byt
exportovan.
bpBJ0l=ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.xyz], {t,0,50}
,PlotLabel->"Trajektorie ve stav.prostoru\n orig.pocatec.data:
x0=2.0;y0=3.0;2z0=2.0"]

Pro moznost vlozeni vysledku ParametricPlot3D, jako obrazku, napiiklad do této
bakalaiské prace slouzi nasledujici funkce Export se dvéma parametry. Prvnim
parametrem je nazev vysledného souboru vcetné piipony, urcujici typ exportovaného
souboru, v tomto piipadé¢ obrazek ve formatu jpeg. Druhy parametr funkce Export
slouzi k ur€eni obsahu, ktery ma byt exportovan, zde se jednd o proménnou bpBJ01,

ve které je ulozeny vysledek funkce ParametricPlot3D.
Export["bpBJ0ltrajektorieOrigData. jpeg",bpBJ01]

Kdyz dohromady ¢ésti naprogramovaného numerického experimentu vysvétlené vyse
dostaneme nasledujici seznam piikazii:

Clear([xyz];
aa=3;bb=.1;cc=1;
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x0=2.0,;v0=3.0;20=2.0;

xyz=NDSolve[{x'[t]==z[t]+(y[t]l-aa)x[t],y'[t]=1-bb y[t]-
(x[t])"2,z'"[t]=—-x[t]-cc
z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2[0]=2z0},{x,y,2},{t,0,50}];

bpBJ0l=ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],yvI[t],z[t]}/.xyz]l, {t,
0,50},PlotLabel->"Trajektorie ve stav.prostorul\n
orig.pocatec.data: x0=2.0;y0=3.0;z0=2.0"]

Export ["bpBJO0ltrajektorieOrigData.jpeg",bpBJ01]

Kompletni znéni celého programu pro vSechny numerické experimenty je ptilozeno viz

ptiloha A.

3.3.1.1 Originalni hodnoty poc¢atecnich podminek

Prvni numericky experiment, kdy byla replikovana data znama z originalniho ¢lanku, je
vyvedeny nize. Tento numericky experiment byl proveden proto, aby byl néjaky vzor,
se kterym se daji ostatni vysledky porovnavat. Jak je zfejmé z obrazku 3, takto zadany
systém spéje k chaotickému chovéni, které se opakuje v nepravidelném spiralovitém
pohybu, aby byl ukoncen navratem k podobnym hodnotam, ze kterych systém vychazi,

s rozdilem S kone¢nou soutadnici X — tedy urokova mira.

Trajektorie ve stav.prostoru
ong pocatec.data: x0=2.0;30=3.0z0=2.0

Zdroj: Vlastni vypocet
Obr. 4: Trajektorie systému ve stav. prostoru s vyuzitim originalnich dat
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3.3.1.2 Jinak definované hodnoty pocdatecnich podminek

Pro druhy numericky experiment s poc¢atecnimi podminkami dynamického finan¢niho
systému, byly vybrany hodnoty x0O =5.0, yO = 1.0 a z0 = 5. Pro tyto hodnoty bylo
rozhodnuto z divodu zmény oproti originalnim dattim, tak aby méli opa¢ny pomér, tedy
V piivodnim zadani byla urokova mira — x0 a cenovy index — z0 mensi nez poptavka po
investicich — y0. Nasledné byl zvolen vétsi rozdil mezi jednotlivymi veli¢inami, tak aby

byl vysledek tohoto numerického experimentu vyraznéji odlisny od ptivodnich dat.

V obrazku 4, je mozné sledovat trajektorii systému, ktera stejn¢ jako u pivodnich dat

sp&je k chaotickému spiralovitému pohybu.

Trajektorie ve stav prostora
pocatec.datal2: x0=5.0;30=1.0;z0=5.0
6 ——

Zdroj: Vlastni vypodet

Obr. 5: Trajektorie ve stavovém prostoru s upravenymi po¢. daty

3.3.1.3 Nulové pocdtecni podminky

Tento experiment byl proveden s po¢atecnimi podminkami stanovenymi na nule tedy:
x0=0,y0=0az0 =0, tak aby bylo zjisténo, jak se bude systém za takovéhoto stavu
chovat, z ptedchozich dvou experimenti bylo zjisténo, Ze systém, po n¢jaké dobg, spéje
k chaotickému chovani, ale neni mozné s jistotou fici, zda je toto chovani vyvolano
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pouze na zadkladé parametrt, které ho ovliviuji, nebo jestli hraji urCitou roli v tomto
procesu i pocatecni podminky, znichz systém vychazi. Proto byl proveden tento

experiment.

Vysledek vedl k vyrazné odlisnému vysledku, nez pfedchozi experimenty. Za nulovych
pocatecnich podminek se v systému nevyskytuji zadné znamky chaotického chovani.
Zcela naopak, zda se, ze systém stagnuje, a po celou dobu trvani se jako celek vibec

nevyviji, pouze soufadnice y — tedy mira investic systému roste.

Trajektore ve stav prostor

pocates.data02: x0=00=0;z0=0
10

Zdroj: Vlastni vypocet

Obr. 6: Trajektorie ve stav. prostoru s nulovymi po¢. hodnotami

Na zakladé¢ vysledki tfi vySe uvedenych experimenti zaméfenych na Upravu
pocateCnich podminek systému, je mozné stanovit zavér, ze na volbé pocatecnich
podminek, ze kterych se ma systém vyvijet, s naprostou jistotou zalezi. Tyto podminky,
s ohledem na ziskané vysledky, jsou stéZejni pro chovani systému v Case. Jako takové
mohou zpisobit stagnaci systému, stejné tak mohou, pii nékterych hodnotach, vyvolat

chaotické chovani systému.

3.3.2 Volba funkce miry investic

Druhym typem numerickych experimentd, které jsme se rozhodli realizovat, byla zména

parametru b — nakladd na investici z pevné dané konstanty na funkci Sinus. Konkrétnéji
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bs| sin( bot + b3) |, ktera predstavuje pravidelné se opakujici nakup investic. Funkce
Sinus je nadale ,,obalena“ absolutni hodnotou, aby byly vylouceny zaporné investice.
Dale aby se nejednalo o jednoduchou funkci sinus, jsou pfitomny parametry b, a bs.
Parametr b2 upravujici frekvenci funkce Sinus a b3 posun funkce po ose x. Cela funkce
je nasledné multiplikovana parametrem b1, jehoz vliv na vyslednou trajektorii systému
zkoumaji nasledujici tfi numerické experimenty.

Zapis Casti programu tykajici se tohoto druhu numerickych experimentl je ve vétSing
aspektu stejny jako v piipad¢é Gpravy pocatenich podminek. Vzhledem k faktu, Ze
tentokrat je manipulovano s parametry soustavy diferencidlnich rovnic, jsou tyto
parametry, spole¢né s proménnou xyz, pro jistotu promazany, aby nedoslo k chybam
ve vypoctu

Clear([xyz,aa,bb,bl,b2,b3,cc];

aa=3;bb=.1;bl=.1;b2=5;b3=3;cc=1;

x0=2.0;y0=3.0;2z0=2.0;

Odlisna je pouze formulace funkce NDSolve, kde se objevuje zvolena pulzaéni
funkce na misté parametru diive definovaného jako bb. Matematicky zapis piedstaveny
vySe je zde nahrazen vyrazem blAbs[Sin[b2t+b3]]. Tento vyraz obsahuje tii
parametry, jejichz vyznam je uvedeny vySe. Dale obsahuje funkci Sin, ktera je vnofena
do funkce Abs — tak aby byla vyjadiena pouze jeji absolutni hodnota.
xyz=NDSolve[{x'[t]==z[t]+ (y[t]-aa)x[t],

y'[t]=1-blAbs[Sin[b2 t+b3]]y[t]l-(x[t])"2,z'[t]=-x[t]-ccC
z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2[0]=20}, {x,y,2},{t,0,50}];

Grafické vyjadreni ziskanych vysledkll je naprogramovano stejnym zpiisobem jako u
predchozich numerickych experimentti zamétenych na Gpravu pocatecnich podminek.
bpBJ04=

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],yI[t],z[t]}/.xyz],{t,0,50},PlotLa
bel->"Trajektorie ve stav.prostorul\n a) multiplik.pulzac.fce

bl=0.1"]

Trajektorie tohoto systému s multiplikovanou pulzacni funkci
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Trajektorie ve stav prostorn
a) raultiplik pulzac.fee bl =0.1

.

Zdroj: Vlastni vypocet

Obr. 7: Trajektorie ve stav. prostoru multiplikované pulzaéni funkce

3.3.2.1 Druhad volba funkce miry investic

Druhy numericky experiment s multiplikatorem pulza¢ni funkce b1, tentokrat zvolenym
b; = 0.2, vykazuje podobné chovani jako pfedchozi experiment. Na vysledku tohoto
experimentu je mozné pozorovat vetsi vliv multiplikdtoru investiéni funkce na

trajektorii celého systému, ktera jiz neni tak hladka, jako byla v prvnim ptipadé

Trajektorie ve stav.prostorn
b) raultiplik pulzac fee b1 =02
5

Zdroj: Vlastni vypocet

Obr. 8: Trajektorie ve stav. prostoru pulzaéni fce s dvojnasobnym multiplikatorem
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3.3.2.2 Tretivolba funkce miry investic

Za tieti byl zvoleny multiplikator pulzacni funkce miry investic, by = 0.3. Jak je patrné
Z obrazku, trajektorie systému je timto multiplikatorem velmi vyznamné ovlivnéna. A
s piibyvajicim Casem se chova stale podivnéji, coz je zplisobeno pravé zvolenym
multiplikatorem, jelikoz vSechny ostatni parametry systému zistavaji stejné jako

v piedchozich dvou piipadech.

Trajektorie ve stav prostom
c) roltiplik pulzac fre b1 05

Zdroj: Vlastni vypocet

Obr. 9: Trajektorie ve stav. prostoru pulzacni fce s trojnasobnym multiplikatorem

Pti porovnani trajektorii ze vSech tii ptipadii multiplikované investi¢ni funkce je patrné,
ze se jednotlivé trajektorie od sebe 1iSi uz pomérné ze zacatku. S postupem casu se tyto
rozdily vyrazné zvétSuji, napiiklad trajektorie s multiplikatorem bl = 0.1 a bl = 0.3 si
nejsou téméi viibec podobné. Od piivodné deterministického chovani systému, které by

se dalo nazvat atraktorem, se vlivem multiplikatoru trajektorie méni na nahodnéjsi.
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3.3.3 Nahodné generované veliciny

Jako posledni byl zvolen experiment s nahodné¢ generovanymi hodnotami parametru.
Systém jsme nechali pocitat z origindlnich pocate¢nich podminek, ale jednotlivé
parametry jsme nechali vygenerovat funkci RandomReal [ {xmin, xmax}],
obsazenou piimo v SW Mathematica. Tato funkce generuje ndhodna realna c¢isla
s rovhomérnym rozdélenim Z mnoziny ohranicené dvéma argumenty funkce — xmin,

XmaxX.

Jednotlivé hranice mnozin rozdéleni nahodné velic¢iny byly zvoleny tak, aby se hodnoty
parametrl, vypocitané funkci RandomReal, blizili origindlnimu zadédni. Jednotlivé

intervaly byly zvoleny nasledovné: pro parametr a € [2,4], b € [0.05,0.4], ¢ € [0.1,5].

Pfi programovani tohoto numerického experimentu byly stejné jako u piedchozich
vypoétl nejprve vymazany vSechny pouzivané proménné, stejné tak byly zavedeny
pocatecni podminky.

Clear[x,vy,z,x0,y0,z0];

x0=2.0;y0=3.0;,2z0=2.0;

Tento vypoCet se od ostatnich odliSuje pouze formulaci parametri soustavy
diferencialnich rovnic v ramci funkce NDSolve. Jak Ize pozorovat v zapise této funkce
niZe prosté oznafeni parametrit diferencidlnich rovnic, proménnou vysttidala vnofena
funkce RandomReal, obsahujici jediny parametr urCujici mnozinu ze které ma byt
dané realné &islo generovano. Zadné dalsi Gipravy nejsou v tomto piipadé nutné.
xyzU=NDSolve[{x'[t]==z[t]+(y[t]-RandomReal[{2,4}])x[t],y"'[t]=1-
RandomReal [{.05, .4}] y[t]l-(x[t])"2,z'"[t]=-x[t]-

RandomReal [{.1,5}]

z[t],x[0]=x0,y[0]==y0,2[0]==20}, {x,y,2},{t,0,50}];

Vykresleni a export obrazku do souboru se také nijak vyrazné nelisi od pfedchazejicich
zadani.

bpBJ07=ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.xyzU], {t,0,50
},PlotLabel->"Trajektorie ve stav.prostorul\n parametry {aa, bb,
cc}t .e.{U[2,4], U[.05,.4], U[.1,5]}"]

Export ["bpBJ07trajektorieRandParam. jpeg", bpBJ07]
Jak je patrné z ptilozeného obrazku, ndhodné zvolené parametry, v tomto konkrétnim

piipadé, vyvolavaji chaotické chovani systému. Vzhledem k tomu, Zze generované
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veli¢iny nejsou znamé, je nemozné spolehlive urcit, kde systém zacind. Velice zajimava
je patrné vychyleni systému naprosto odliSnym smérem, které je patrné v pravé ¢asti
obrazku. Bohuzel se ze stejného diivodu, z jakého se neda urcit, ve kterém bod¢ systém

zaCina, neda zjistit, zda se tak déje na zac¢atku nebo na konci Casu.

Trajektorie ve stav.prostora
pararnetry {aa, bb, ce} e {U[2,4] U[.05,.4] U[.1,5]}
4

s - |
__"'---._L"v

Zdroj: Vlastni vypocet

Obr. 10: Trajektorie ve stav. prostoru s nahodné generovanymi veli¢inami

Provedené numerické experimenty ukazuji, Ze dany dynamicky financni systém spéje
ve vétsiné piipadu K chaotickému chovani, které mize vykazovat znamky podivnych
atraktoru. Z puvodné zadaného Casu se toto t€Zko urcuje, pro jistotu této domnénky je
nutné provést vétsi mnozstvi numerickych experimentti. Naopak s jistotou je potvrzena
domnénka, ze velmi zalezi na hodnoté pocateCnich podminek, které urcuji nasledujici
chovani systému. V pfipad¢ nulovych pocatecnich podminek se tento konkrétni systém
chova naprosto odlisSn¢€ nez ve vSech ostatnich ptfipadech a tak lze tvrdit, Ze je chovani
zpusobené hlavné vlivem pocate¢nich podminek. Druhy typ numerickych experimentt,
kdy byla zvolena pulzaéni funkce misto konstantniho parametru miry investic, prokazal
vliv multiplikatoru této funkce na trajektorii celého systému. Kdy s vétsi hodnotou,
tento multiplikator vice ovliviiuje systém, az do t¢ miry, ze se zd4, Ze osciluje okolo
urc¢itého trendu. Tteti typ numerickych experimentl prokazal, ze v ptipadé nahodnych
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hodnot parametrti systém spéje k chaotickému chovani, toto chovani, toto chovani ale

neni deterministické, je spiSe nahodné.
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4 Zavér

Téma fraktali bylo pro mé pied zpracovanim této prace znamé pouze jako ukéazka
zajimavych obrazct, a S dynamickymi systémy a chaosem jsem se setkal v ¢lancich na
internetu. Proto byla uvodni kapitola vénovana témto tématim, spolecné s tématy
urokovych mér a investic, se kterymi jsem byl obeznamen béhem svého studia. Prvni
z cili mé prace je obsazeny v prvni kapitole. Tento cil jsem nasledné vyuzil pii

seznamovani s charakteristikami piedstaveného dynamického finan¢niho systému.

Dalsim z cili bylo zjistit, jaké jsou moznosti SW Mathematica pii modelovani
dynamickych systémi slozenych soustavou diferencidlnich rovnic. Tento program se
ukézal jako velice vhodny pro modelovani soustavy diferencidlnich rovnic a provadéni
souvisejicich numerickych experimenti. Diky velice dobfe zpracovanym funkcim
grafickych vystupli programu je mozné pozorovat trajektorie systému ve stavovém

prostoru.

Hlavnim cilem této bakalatské prace bylo provést analyzu chovani systému za riznych
podminek, které zvoleny dynamicky systém ovliviiuji. Pro tuto analyzu byly provedeny
numerické experimenty s plivodnim dynamickym finanénim modelem a analyzy jejich
trajektorie. Vysledek prvniho typu numerickych experimentti, volba pocate¢nich
podminek systému, potvrdil, Ze trajektorie systému je zdsadné ovlivnéna jeho
pocatecnim stavem. Druhy typ numerickych experimentii zaméfeny na volbu investi¢ni
funkce ukazal, jakym zplisobem je hodnota multiplikatoru jedné funkce, zvolené misto
jednoho pevné daného parametru, schopna ovlivnit zcela zasadnim zptisobem prubéh
celého systému. Tieti typ numerickych experimenti vypocitany z nahodnych hodnot
parametri ukazal, Ze vznikla trajektorie systému prokazuje spiSe znamky ndhodného

chovani nez deterministického chaosu.

Prezentovany dynamicky finanéni model by Slo jist¢ dale studovat. Naptiklad
provedené numerické experimenty by bylo moZno rozsifit na vSechny parametry
systému tak, aby nebyly zadany konstantou, ale vhodné zvolenou funkci. Déle by $lo
pracovat s pocate¢nimi podminkami a vénovat se situacim, ve kterych by vyvoj systému
nevedl k chaotickému chovani, ale k jinému trendu, at’ uz linearnimu ¢i nelinearnimu.
Jinou oblasti studia by mohla byt prace s ¢asem, ve kterém se systém vyviji, mohlo by

byt zajimavé analyzovat rozdily mezi krat§imi a delSimi obdobimi.

o1



5 Seznam obrazku

ODF. 1: KOChOVA VIOCKA ....vivviiiiiiiiesi st 12
Obr. 2: Mandelbrotova MNOZING ..........ccueeeieirrieniesiesiesiesseseeessee e sse s ssesseeeeees 13
Obr. 3: Trajektorie Uedova atraktoru ve stavovem proStort...........cceeervererenesieennennes 24
Obr. 4: Trajektorie systému ve stav. prostoru s vyuzitim originalnich dat.................... 42
Obr. 5: Trajektorie ve stavovém prostoru s upravenymi po¢. daty........cccccevvevrireennnn, 43
Obr. 6: Trajektorie ve stav. prostoru s nulovymi po¢. hodnotami ...........cccceeeveivrrieennn, 44
Obr. 7: Trajektorie ve stav. prostoru multiplikované pulzacni funkce ............ceovvnnee, 46

Obr. 8: Trajektorie ve stav. prostoru pulzacni fce s dvojnasobnym multiplikatorem.... 46

Obr. 9: Trajektorie ve stav. prostoru pulzaéni fce s trojnasobnym multiplikatorem..... 47

Obr. 10: Trajektorie ve stav. prostoru s nahodné generovanymi veli¢inami ................. 49
6 Seznam pouZzitych symboli
a... parametr funkce

B... parametr funkce

y... parametr funkce

c... smérodatnd odchylka

... rozptyl

W... prameér

X... prvni derivace funkce x

X... druhd derivace funkce x

y... prvni derivace funkce y

Z... prvni derivace funkce z

52


file:///C:/Users/Honza/Dropbox/BP/BP.docx%23_Toc354994114

7 Seznam pouzité literatury

ARONOV, Dmitrij, Radomyselskij, Mikhail a Po, Ming Jack. Types of Fractals -
Strange Attractors. ORACLE ThinkQuest. [Online] [Cit. 2013-17-3.] Dostupne z www:
< http://library.thinkquest.org/26242/full/types/ch14.html>.

CIPRA, Tomas. Financni a pojistné vzorce. Praha: Grada Publishing, a.s., 2006.
stranky 130 - 131. [cit. 2013-3-3]. ISBN 80-247-1633-X.

CHEN, Wei-Ching. Nonlinear dynamics and chaos in a fractional-order financial
system. Chaos Solitons & Fractals. 36 (2008), stranky 1305 - 1314. [cit. 2013-15-4].
Dostupne z WWW:
<http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0960077906007946>.

JONES, Christopher S. Nonlinear Mean Reversion in the Short-Term. The Review of
Financial Studies. 3 (2003), stranky 793 - 843. [cit. 2013-3-3]. Dostupne z www:
<http://rfs.oxfordjournals.org/content/16/3/793.full.pdf+htm|>.

KESRIYELI, Mehtap, OSBORN, Denise R. a SENSIER, Marianne. Nonlinearity and
Structural Change in Interest Rate Reaction Functions for the US, UK and Germany.
Rijen 044 (2004). [cit. 2013-25-2]. Dostupne z
www:<http://www.tcmb.gov.tr/research/discus/WP0414ENG.pdf>.

MA, Jun-hai a CHEN, Yu-shu. STUDY FOR THE BIFURCATION TOPOLOGICAL
STRUCTURE AND THE GLOBAL COMPLICATED CHARACTER OF A KIND OF
NONLINEAR FINANCE SYSTEM (I). Applied Mathematics and Mechanics.
November 2001, stranky 1240 - 1251. [cit 2013-20-3]. Dostupne z
www:<http://166.111.121.20:9080/mathjournal/Y'YSL200111/yysl200111001.caj.pdf>.

MANDELBROT, Benoit. Fraktaly: tvar, nihoda a dimenze. Praha: Mlada Fronta,
2003. ISBN 80-204-1009-0.

Numerical Solution of Differential Equations — Wolfram Mathematica 9
Documentation. Wolfram Mathematica 9 Documentation. [Online] [Cit. 2013-10-4.]
Dostupne Z WWW:
<http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/NumericalSolutionOfDifferentialE

quations.html>.

53



Parametric Plots — Wolfram Mathematica 9 Documentation. Wolfram Mathematica 9
Documentation. [Online] [Cit. 2013-11-4.] Dostupne z

www:<http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/ParametricPlots.htm|>

ROSE, Peter S. Penézni a Kapitalové Trhy. Brno : Victoria Publishing a.s., 1994.
stranky 225 - 255. ISBN 80-85605-52-X.

TERREGROSSA, Ralph A. Capital Depreciation and Investment Demand. The
Quarterly Review of Economics and Finance. 37 (1997), stranky 79 - 95. [cit. 2013-03-
14]. Dostupné z WWW:

<http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1062976997900594>.

TISNOVSKY, Pavel. Fraktaly. Fraktaly. [Online] 1999. [cit. 2013-20-3.] Dostupne

z www: <http://www.fit.vutbr.cz/~tisnovpa/fract/clanky/1.htm>.

ZELINKA, Ivan, VCELAR, Frantisek a CANDIK, Marek. Fraktilni geometrie -
principy a aplikace. Praha : BEN - technicka literatura, 2006. ISBN 80-7300-193-4.

ZHANG, Wei-Bin. Differential Equations, Bifurcations, And Chaos In Economics.
misto neznamé : World Scientific Publishing Company, 2005. stranky 1 - . ISBN 978-
981-256-333-0.

54



Priloha A:

(*=== BP_KEM BeranekJ~130415.nb
BeranekJan K09B0454Pp,
BP tema: "Modelovani ekonomickych systemu pomoci fraktalu",

ved.BP: doc.RNDr.Ing. L.Lukas, CSc. ===*) (*--- ref.> paper>
Wei-Ching Chen: Nonlinear dynamics and chaos in fractional-
order financial system.

Chaos, Solitons and Fractals 36(2008) 1305-1314 *)

(* input data *)

(*=== Blk .01 ===%*)
(*-—-- Vykresleni trajektorie ve stav.prostoru - data - viz.
ref.pAper —---%)

Clear([xyz];
aa=3;bb=.1;cc=1;
x0=2.0;vy0=3.0;20=2.0;

xyz=NDSolve[{x'[t]==z[t]+t(y[t]-aa)x[t],y'[t]==1-bb y[t]-
(x[t])"2,z"[t]==-x[t]-cc
z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2z[0]=20},{x,v,2},{t,0,50}];

bpBJ0l=ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.xyz], {t,
0,50},PlotLabel->"Trajektorie ve stav.prostorul\n
orig.pocatec.data: x0=2.0;y0=3.0;z0=2.0"]

Export ["bpBJ0ltrajektorieOrigData. jpeg",bpBJ01]



Trajcktoric ve stav .prostoru
orig.pocatec .data : x0=2.0;y0=3.0;20=2.0

bpBJ0ltrajektorieOrigData. jpeg

(*-—- Pocatec.podminky data02: x0=5.0;y0=1.0;z0=5.0; ---%*)

Clear[xyz];
aa=3;bb=.1;cc=1;

x0=5.0;y0=1.0;,2z0=5.0;
xyz=NDSolve[{x'[t]==z[t]+(y[t]-aa)x[t],y'[t]l=1-bb y[t]-
(x[t])"2,z'"[t]=—x[t]-cCcC
z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2z[0]=20},{x,y,2},{t,0,50}];

bpBJ02=
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],yvI[t],z[t]}/.xyz],{t,0,50},PlotLa
bel->"Trajektorie ve stav.prostorul\n pocatec.datal2:
x0=5.0;y0=1.0;2z0=5.0"]

Export ["bpBJ02trajektorieDatal2.jpeg", bpBJ02]



Trajektorie ve stav.prostoru

pocatec .data02 : x0=5.0;y0=1.0;20=5.0
6

bpBJ02trajektorieDatal2. jpeg

(*--- Pocatec.podminky data03: x0=.0;y0=.0;z0=.0;

___*)

Clear[xyz];
aa=3;bb=.1;cc=1;
x0=.0;y0=.0;z0=.0;

xyz=NDSolve[{x'[t]l==z[t]+ (y[t]-aa)x[t],y'[t]=1-bb yI
(x[t])"2,z"' [t]=-x[t]-cc

z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2[0]=20},{x,y,2},{t,0,50}];

t]-
bpBJ03=

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.xyz], {t,0,50},PlotLa

bel->"Trajektorie ve stav.prostoru\n pocatec.datal2:
x0=.0;y0=.0;z0=.0"]

Export ["bpBJ03trajektorieDatal3.jpeg", bpBJ03]



Trajektorie ve stav.prostoru
pocatec .data02 : x0=.0;y0=.0;20=.0

bpBJ03trajektorieDatal3. jpeg

(*=== Modifikace ~ misto parametru 3 uvazujeme pulazni fci
Abs[Sin[B*t+y]] ===%*)

(*=== Blk .02 ===%*)

(*--- a) Volba multiplikatoru pulzac.fce bl=.1 ---%)

Clear[xyz,aa,bb,bl,b2,b3,cc];

aa=3;bb=.1;bl=.1;b2=5;b3=3;cc=1; (* bl=1,.1,.2,.3,.5, ;
b2=.1,1,5,10, ; b3=0,3, *)

x0=2.0;y0=3.0,;,20=2.0;

xyz=NDSolve [{x'[t]==z[t]+(y[t]-aa)x[t],y'[t]=1-bl Abs[Sin[b2
t+b3]]y[t]l-(x[t])"2,z'[t]=-x[t]-cCcC
z[t],x[0]1=x0,y[0]=y0,2z[0]=20},{x,y,2},{t,0,50}1;

bpBJ04=

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],yvI[t],z[t]}/.xyz],{t,0,50},PlotLa
bel->"Trajektorie ve stav.prostoru\n a) multiplik.pulzac.fce
bl=0.1"]

Export ["bpBJ04trajektorie bla.jpeg",bpBJ04]



Trajcktoric ve stav .prostoru
a) multiplik .pulzac .fce bl =01

AN

bpBJ04trajektorie bla.jpeg
(*--- b) Volba multiplikatoru pulzac.fce bl=.2 ---%*)
Clear([xyz,aa,bb,bl,b2,b3,cc];

aa=3;bb=.1;bl=.2;b2=5;b3=3;cc=1; (* bl=1,.1,.2,.3,.5, ;
b2=.1,1,5,10, ; b3=0,3, *)

x0=2.0;y0=3.0,;,20=2.0;

xyz=NDSolve[{x'[t]==z[t]+(y[t]-aa)x[t],y'[t]=1-bl Abs[Sin[b2
t+b3]]yl[t]-(x[t])"2,z' [t]=-x[t]-cc
z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2[0]=20},{x,y,2},{t,0,50}];

bpBJ05=

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],yI[t],z[t]}/.xyz],{t,0,50},PlotLa
bel->"Trajektorie ve stav.prostoru\n b) multiplik.pulzac.fce
bl1=0.2"]

Export ["bpBJ05trajektorie blb.jpeg",bpBJ05]



Trajektoric ve stav .prostoru
b) multiplik .pulzac.fece b1=0.2

)

bpBJ05trajektorie blb.jpeg

(*~-- ¢) Volba multiplikatoru pulzac.fce bl=.3 ---%*)

Clear|[xyz,aa,bb,bl,b2,b3,cc];
aa=3;bb=.1;bl=.3;b2=5;b3=3;cc=1; (* bl=1,.1,.2,.3,.5, ;

b2=.1,1,5,10, ; b3=0,3, ¥*)

x0=2.0;y0=3.0;20=2.0;
xyz=NDSolve[{x'[t]==z[t]+(y[t]l-aa)x[t],y'[t]=1-bl Abs[Sin[b2

t+b3]]yl[t]l-(x[t])"2,z'[t]=-x[t]-cc
z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2[0]=20},{x,y,2},{t,0,50}];

bpBJ06=

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.xyz], {t,0,50},PlotLa
multiplik.pulzac.fce

bel->"Trajektorie ve stav.prostoru\n c)

b1=0.3"]
Export ["bpBJ06trajektorie blc.jpeg",bpBJ06]



Trajektoric ve stav .prostoru
¢) multiplik pulzac.fce b1=0.3

4 —

bpBJ06trajektorie blc.jpeg

(*=== Parametry {aa,bb,cc} = {a,3,v}

- voleny z
rovnomer.rozdeleni ===%*)

(* coeff-s {aa, bb, cc} .e.{UI[2,4], U[.05,.4], U[.1,5]} %)

(*=== Blk .03 ===%)

Clear[x,vy,z,x0,y0,z0];

x0=2.0;y0=3.0;2z0=2.0;
xyzU=NDSolve[{x'[t]==z[t]+(y[t]-RandomReal[{2,4}])x[t],y"'[t]==1-

t]
RandomReal [{.05,.4}] yI[t]l-(x[t])"2,z"'[t]=-x[t]-
RandomReal [{.1,5}]

z[t],x[0]=x0,y[0]=y0,2[0]=20},{x,y,2},{t,0,50}];
bpBJ07=

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t],y[t],z[t]}/.xyzU], {t,0,50},PlotL

abel->"Trajektorie ve stav.prostoru\n parametry {aa, bb, cc}
.e.{U[2,4], U[.05,.4], U[.1,5]}"]

Export ["bpBJ07trajektorieRandParam. jpeg", bpBJ07]
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(* Ueda chaoticky atractor *)
(*=== Blk .04 ===%)
Clear([u,v,sol];

gg=.025;ff=7.5;
-2 gg v[t]-ul[t]"3+ff Cos[t],u'[t]==

sol=NDSolve [{v'[t]==
v[t],ul0]==0,v([0]==1}, {u,v},{t,0,100}1];

(*yl=y[1l] /. sol *)
(* Eval. at a time t=10 ¥*)

(* y1[10] /. sol *)
(* Plot the sol-s for several different values of the param a !
*)

bpBJ08=ParametricPlot [Evaluate[{u[t],v[t]}/.sol],{t,0,100},PlotR
ange—All,PlotLabel—"Ueda atraktor\n trajektorie ve stav.prostoru
{u,v}, t.e.[0,100]"]

bpBJ09=Plot [Evaluate[v[t]/.sol], {t,0,100},PlotRange—>All, PlotLabe

1-"Ueda atraktor\n prubeh funkce v(t)=du(t)/dt, t.e.[0,100]"]

Export ["bpBJ08trajektorieUeda.jpeg", bpBJ08]

Export ["bpBJ09fce v Ueda.jpeg",bpBJ09]
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ABSTRAKT

BERANEK, J. Modelovini ekonomickych systémii pomoci fraktali. Bakalafska prace.
Plzef: Fakulta ekonomicka ZCU v Plzni, 54 s., 2013

KliGova slova: chaos, fraktal, diferencidlni rovnice, finanéni model, Grokova mira,

dynamické systémy

Predlozena prace je zaméfena na dynamicky finan¢ni model, ve kterém se vyskytuje
deterministicky chaos. V této praci je zpracovan tvod do teorie fraktal, dynamickych
systémi v ekonomii, diferencidlnich rovnic, arokovych mér a investi¢ni poptavky. Déle
se tato prace vénuje programovému vyjadieni modelu dynamického finanéniho systému
pomoci SW Wolfram Mathematica a nasledné grafickému zndzornéni. Hlavnim cilem
predlozené bakalafské prace bylo analyzovat chovani predstaveného finanéniho
systému, které bylo shleddno chaotickym za vétSiny podminek. Moznym roz§ifenim
této prace by mohlo byt Sir§i studium chovani v zavislosti na case, ¢i na volbé

parametrl systému.



ABSTRACT

BERANEK, J. Modelling of economic systems using fractals. The bachelor thesis.
Pilsen: The Faculty of Economics, The University of West Bohemia in Pilsen, 54 p.,
2013

Key words: chaos, fractal, financial model, interest rate, dynamic systems, differential

equations

This bachelor thesis deals with dynamic financial model yielding deterministic chaos.
The thesis is based upon theories of fractals, dynamic systems in economics, differential
equations, interest rates and investment demand. It studies possibilities of modelling
dynamic financial models using Wolfram Mathematica, and their graphical
representation. Main goal of submitted bachelor thesis was to analyse behaviour of
studied financial system, which has been found to be chaotic in most conditions. Wider
study of behaviour depending on time of the system, or selection of parameters could be

next direction of study.



