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Abstrakt

St¥ºejním bodem této práce je provedení experimentální modální analýzy v laboratorních
podmínkách. Vedle toho obsahuje výsledky simulace chování po£íta£ového modelu po-
mocí metody kone£ných prvk· a porovnání výsledk· obou p°ístup·. Porovnávána je první
p¥tice vlastních frekvencí z obou úloh. Na to navazuje dvouparametrová optimalizace mate-
riálových vlastností pro výpo£tovou modální analýzu ve smyslu shody vlastních frekvencí
výpo£etní metody s experimentální metodou.

Abstract

Main goal of this thesis is experimental modal analysis under laboratory conditions. Beside
that it contains simulation results of model behavior with use of �nite element method and
comparison of those two attitudes. Only �rst �ve natural frequencies from both result sets
are compared. This is followed by two-parametric optimization of material properties in
order to get natural frequencies of model in agreement with results of experiment.
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Kapitola 1

Úvod

Cílem práce je popis uºití experimentální metody pro vy²et°ení modálních parametr· reál-
ného objektu, vytvo°ení jeho modelu pro modální analýzu s vyuºitím metody kone£ných
prvk· a porovnání výsledk· obou p°ístup·.

Od experimentální metody je moºné o£ekávat p°esn¥j²í výsledky, protoºe pracuje s ob-
jektem tak, jak je, nárokuje si v²ak m¥°ící aparaturu a zku²enou obsluhu. Výpo£tová
metoda nezohled¬uje ve²keré vlastnosti skute£ného t¥lesa a výsledky se odvíjí od vstupních
veli£in. Zato ji lze vyuºít pro simulaci chování jiº ve stádiu návrhu výrobku.

Experimentální modální analýzu lze vyuºít k ur£ení zdroje neºádoucího kmitání. Dále
jako sou£ást postup· p°edcházejících poruchám, pokud se stav p°ed poruchou projevuje
zvý²enými vibracemi. Nalezne vyuºití p°i návrhu a úprav¥ konstrukcí za ú£elem sníºení
vibrací a tím pádem i hluku. V mechanice se vyuºívá experimentu k veri�kaci výpo£tových
model· a tento není výjimkou.

Práce nebude do detailu popisovat výpo£ty provád¥né p°i vyhodnocování m¥°ení, ty
lze ostatn¥ nalézt v odborné literatu°e. Budou zde uvedeny výpo£ty základních veli£in £i
funkcí, podle nichº se m¥°ení nebo vyhodnocování m¥°ení °ídí.
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Kapitola 2

Základní pojmy a veli£iny

2.1 Výpo£tová modální analýza

Modální analýza slouºí k rozkladu komplexního tvaru kmitání na díl£í módy charakteri-
zované vlastní frekvencí a vlastním tvarem kmitu. Spo£ívá v p°evodu soustavy závislých
diferenciálních rovnic, popisujících chování (dynamiku) systému na soustavu nezávislých
rovnic, popisujících jeden stupe¬ volnosti. P°evod se nazývá pomocí modální transformace.
Modální vlastnosti se získávají °e²ením problému vlastních £ísel. P·vodní úloha:

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = F(t), (2.1)

kde M, B, K jsou matice hmotnosti, tlumení a tuhosti. q je vektor zobecn¥ných výchylek,
q̇, q̈ jsou jeho £asové derivace a F je vektor vn¥j²ích silových ú£ink·. P·vodní úloha se
pro nalezení modálních veli£in redukuje na netlumenou soustavu p°idruºenou k úplnému
modelu (2.1).

Mq̈(t) + Kq(t) = 0, q(0) = q0, q̇(0) = q̇0, (2.2)

Odhad °e²ení:

q(t) = v sin(ωt), (2.3)
q̈(t) = −ω2v sin(ωt).

v je vlastní tvar, u kmitání bez tlumení nedochází k fázovému posunu.

−ω2Mv sin(ωt) + Kv sin (ωt) = 0, (2.4)

Vztah (2.4) platí v libovolném £ase t :

−ω2Mv + Kv = 0,

Kv = ω2Mv,
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M−1Kv = ω2Iv. (2.5)

Rovnice (2.5) se formáln¥ shoduje s úlohou na vlastní £ísla:

Ax = λIx,

(A− λI) v = 0,

det (A− λI) = 0.

det
(
M−1K− ω2I

)
= 0. (2.6)

Ko°eny charakteristického polynomu, vyplývajícího z rovnice (2.6), jsou kvadráty vlastních
frekvencí Ω2

ν , ν = 1, 2, . . . , n, Ων [rad · s−1] resp. fν = Ων/2π [Hz]. Vlastní vektory vν ,
p°íslu²ející jednotlivým vlastním £ísl·m Ων , nemají jednozna£n¥ ur£enou velikost a je t°eba
je normovat, nap°íklad M-normou:

vT
ν Mvν = 1, ν = 1, 2, . . . , n

Vra´me se zp¥t p°ed vztah (2.5) a dosa¤me:

Kvj = Ω2
jMvj,

Kvi = Ω2
iMvi,

Rovnice p°enásobené vT
i resp. vT

j zleva:

vT
i Kvj = Ω2

jv
T
i Mvj, (2.7)

vT
j Kvi = Ω2

iv
T
j Mvi, (2.8)

Transpozice vztahu (2.8):

vT
i Kvj = Ω2

iv
T
i Mvj, (2.9)

Rozdíl rovnic (2.7) a (2.9):

0 =
(
Ω2
j − Ω2

i

)
vT
i Mvj.

vT
i Mvj = 0, pro Ωi 6= Ωj,

vT
i Mvj = 1, pro Ωi = Ωj,
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Lze zapsat za pomoci Kroneckerova delta jako �podmínky ortogonality� :

vT
i Mvj = δij,

vT
i Mvj = Ω2

jδij,

A téº v maticové form¥:

VTMV = I,

VTKV = Λ.

Kde V = [v1,v2, · · · ,vn] ∈ Rn,m se nazývá modální matice a Λ = diag (Ω2
ν) ∈ Rn,n se

nazývá spektrální matice. Na diagonále spektrální matice Λ se nacházejí kvadráty vlastních
frekvencí a sloupce modální matice V jsou jim odpovídající vlastní vektory.

2.2 Experimentální modální analýza

Tento oddíl bude v¥novaný experimentální modální analýze, od vstupu do systému aº po
vyhodnocení nam¥°ených dat. Experimentální modální analýza slouºí k ur£ení vlastních
frekvencí a tvar· na základ¥ frekven£ních p°enosových funkcí. Ty se získávají ze známého
pr·b¥hu buzení a zm¥°ené odezvy systému mezi dvojicemi bod· na povrchu zkoumaného
objektu. Informace jsou £erpány z p°íru£ek od spole£nosti Brüel & Kjær [1], [2], [3], skripta
[7] a nov¥j²ího souhrnu [8] od vývojá°· ME'scopeVES.

2.2.1 P°edpoklady

Základním p°edpokladem kladeným na zkoumanou soustavu je linearita � úm¥ra odezvy
k buzení. P°esn¥ji pro ni platí princip superpozice (nezávislosti nam¥°ených charakteristik
na typu buzení), homogenita (nezávislost na amplitud¥ budícího signálu), reciprocita (stej-
ný p°enos po zám¥n¥ místa buzení za snímání a naopak). Dále je p°edpokládána kauzální
(soustava nekmitá, dokud není vybuzena), stabilní (po odstran¥ní vn¥j²ího zdroje kmitání
odezní) a t-invariantní (v £ase nem¥nné parametry) soustava.

Omezení metody spo£ívají ve schopnosti systém vybudit, pokud je rozsáhlý a v opa£ném
p°ípad¥ neovlivnit m¥°ení hmotou sníma£e, jeº nemá p°esahovat 1/10 hmoty systému.
Rozsah frekven£ní analýzy je omezen zdola pom¥rem signálu k ²umu. Odezvu systému je
moºné m¥°it jako posunutí, rychlost, £i zrychlení v £ase, p°i nízkých kmito£tech je i m¥°ené
zrychlení, respektive jemu odpovídající nap¥tí vytvo°ené sníma£em, malé a signál má nízký
odstup od ²umu. Totéº platí pro m¥°ení výchylek p°i kmitání na vysokých frekvencích.
Shora je omezení udané resonan£ním kmito£tem samotného sníma£e. Dále je horní hranice
ovlivn¥na zp·sobem p°ipojení sníma£e k m¥°enému objektu.
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2.2.2 P°ístupy

1. Jeden vstup � jeden výstup (SISO, Single Input � Single Output),

(a) Buzení kladívkem (Rowing hammer),

(b) Buzení vibrátorem (Shaker Measurement),

2. Více vstup· � více výstup· (MIMO, Multiple Input � Multiple Output).

Minimální kon�gurace m¥°ící aparatury je jeden budi£ se sníma£em síly, jeden sníma£
odezvy a dvou-kanálový analyzátor. Uºívá se pro men²í konstrukce. Typicky s akcelerome-
trem p°ipev-n¥ným na jednom míst¥ a rázovým kladívkem je systém buzen v r·zných
místech (a), nebo budi£ z·stává na jediném míst¥ v pr·b¥hu m¥°ení a je jím nap°íklad
elektromagnetický budi£ a sníma£ je p°esouván (b). Tohoto se vyuºije u sloºit¥ tvarovaných
objekt· jako karoserie vozu, nebo´ je d·leºité dodrºovat pravoúhlý sou°adnicový systém,
£ehoº se snáze dosáhne stavitelným uloºením sníma£e. Mezi místy buzení a snímání jsou
po zpracování m¥°ení získány frekven£ní p°enosové funkce. V matici frekven£ních p°enos·
je takto zapln¥n jeden °ádek resp. jeden sloupec. To p°edstavuje úplnou informaci.

P°ístup MIMO se sestává alespo¬ ze dvou budi£· £i dvou sníma£·, nese tedy v¥t²í
nároky na nutné vybavení. Pouºívá se k vybuzení £i zm¥°ení charakteristik soustavy, které
unikají p°edchozí metod¥. Nejen, ºe matice frekven£ních p°enos· získá více prvk· a tím
se zp°esní výsledky, ale také dovoluje dodat rozsáhlé konstrukci v¥t²í celkovou energii
prost°ednictvím více budi£·.

Vyhodnocení frekven£ního p°enosu mechanického systému obná²í znalost budící síly a jí
odpovídající odezvy. K m¥°ení mechanických kmit· se mj. vyuºívá piezo-elektrického jevu
� vlastnosti materiálu (um¥le polarizovaná keramická hmota) vytvá°et elektrický signál
(elektrický náboj), který je p°ímo úm¥rný velikosti deformace ve velkém rozsahu. Sníma£e
síly a zrychlení se li²í ve zp·sobu uloºení piezoelektrického materiálu. Na obrázku 2.1 je
znázorn¥na kombinace obou. Piezoelektrická hmota snímající velikost síly je deformována
p°ímo danou silou. Zatímco ta, snímající velikost zrychlení je deformována setrva£ným
ú£inkem hmoty o známé hmotnosti z £ehoº získáme pomocí Newtonova zákona síly hodnotu
zrychlení. Z tohoto obrázku je patrné, ve kterém sm¥ru je citlivost sníma£e na chv¥ní
nejv¥t²í, coº je t°eba zohlednit p°i výb¥ru pozice sníma£e.
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Obrázek 2.1: Schéma impedan£ní hlavy.

2.2.3 Buzení

1. rázem

2. prom¥nlivou silou

(a) harmonický pr·b¥h

i. pevná frekvence
ii. prom¥nná frekvence

(b) náhodný signál

(c) pseudonáhodný signál

V seznamu jsou uvedeny b¥ºné zp·soby buzení mechanických soustav. Buzení rázem
se provádí rázovým kladívkem, v p°ípad¥ pot°eby dodání v¥t²í energie pak nap°íklad uvol-
n¥ním závaºí apod. Jiný zp·sob buzení zajistí elektrodynamický £i hydraulický budi£.
Volba se odvíjí od povahy úlohy a zkoumaného objektu. Vyjmenované budi£e se li²í druhem
energie p°em¥¬ované na kinetickou. Elektrodynamický budi£ funguje na principu shod-
ném s b¥ºným reproduktorem, kdyº p°em¥¬uje elektrický signál na mechanické kmity.
Pohyblivá £ást budi£e je pruºn¥ uloºena v pouzd°e tvo°ícím základnu. Pruºné uloºení za-
ji²´uje dostate£nou izolaci proti p°enosu chv¥ní na stavební konstrukce, ke kterým je budi£
p°ipevn¥n (podlaha). Základní soustava zaji²´ující buzení se skládá nap°. z generátoru
signálu, výkonového zesilova£e a samotného budi£e. Zp¥tnou vazbou ze sníma£e zrychlení
p°es regulátor amplitudy výchylky (kompresor) lze zajistit, aby pro v²echny frekvence m¥l
budi£ stejnou amplitudu výchylky, potaºmo stejné zrychlení. Je z°ejmé, ºe tato soustava
obsahuje mnoºství komponent a nastavení. Pro zji²t¥ní vlastních frekvencí £asto sta£í první
jmenované � rázové kladívko. Pro v²echny úlohy je poºadován ²irokopásmový budící signál.

Výhodou rázového kladívka je rychlost m¥°ení, jelikoº jedním úderem vybudíme ²iroké
spektrum frekvencí (Dirac·v puls a jeho Fourier·v obraz [2.2.6]) a jednoduchost pouºití,
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a£koliv vyºaduje jistou zru£nost pro �kvalitní� úder. Na druhou stranu je kladívko ne-
vhodné p°i zkoumání konstrukcí, které by mohly být údery po²kozeny.

De�nice Diracova pulsu:

δ(t) =

{
∞, t = 0,

0, t 6= 0.
(2.10)

∫ ∞
−∞

δ(t)dt = 1 (2.11)

2.2.4 Odezva na buzení

Ke zji²t¥ní m·ºeme vyuºít sníma£e zrychlení, rychlosti, £i výchylky sledovaného bodu.
Elektronickými integrátory a derivátory lze p°ípadn¥ získat pot°ebné informace, které ne-
jsou p°ímo m¥°ené. K pouºití se nabízí bezkontaktní metody za pouºití laseru, p°ípadn¥
kontaktní metodu s vý²e zmín¥nými, piezoelektrickými sníma£i.

Princip piezoelektrického sníma£e je jednoduchý, p°esto existují r·zné kon�gurace roz-
míst¥ní piezoelektrických hmot, akcelerometry s r·znými citlivostmi, kmito£tovými rozsahy
a váhami, vhodné do rozli£ných pracovních prost°edí a pro poºadovanou dobu instalace,
je ú£elné volit sníma£ vhodný pro daný p°ípad. Obecn¥ platí, ºe sníma£e nemají svojí
vahou p°esahovat 1/10 dynamické hmoty objektu, na který je p°ipevn¥n, aby nedocházelo
ke zkreslování výsledk· m¥°ení.

Dal²í omezení vychází z konstrukce samotného sníma£e, která má samoz°ejm¥ také re-
zonan£ní kmito£et vzhledem k n¥muº je t°eba rozsah m¥°ení shora omezit na zhruba 1/3
jeho hodnoty. Pro vy²²í kmito£ty p°estává být sníma£ lineárním m¥ni£em. Dal²í omezení
shora závisí na zp·sobu p°ipojení sníma£e k objektu. �roub zaji²´uje tuhé spojení, které
výrazn¥ neovliv¬uje kmito£tový rozsah stanovený sníma£em. Ne vºdy je moºné vyvrtat
otvor do m¥°eného objektu. Dal²ím výhodným zp·sobem je vrstvi£ka v£elího vosku £i lep-
idla, které stále je²t¥ výrazn¥ nesniºuje uºite£ný kmito£tový rozsah. Vosk v²ak nelze pouºít
za vysokých teplot. Spojení s objektem zaji²t¥né magnetem rozsah jiº zna£n¥ omezuje,
p°esto jde o jednoduchý zp·sob pro m¥°ení nízkých kmito£t·.

2.2.5 Okna

Na zaznamenaný signál je aplikována váhová funkce (okno) (obr. 2.2) s cílem potla£it ²um
a v p°ípad¥ záznamu odezvy také zabránit úniku.

Unik (leakage) je zp·soben o°íznutím £asového pr·b¥hu záznamu a po provedení Fourie-
rovy transformace se projeví deformací obrazu ve frekven£ní oblasti. Abychom tomu zabrá-
nili, zjednodu²en¥ °e£eno, aplikací váhové funkce docílíme nulové hodnoty £asového pr·b¥hu
jak na za£átku, tak na konci záznamové doby, máme pak p°ed provedením Fourierovy
transformace k dispozici jednu celou periodu signálu. Pokud bychom nem¥li celou periodu,
v obrazu by se objevily i frekvence, které v²ak v p·vodním signálu zastoupeny nebyly.
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Obrázek 2.2: Zabrán¥ní úniku aplikováním váhové funkce.

Pouºití váhové funkce odpovídá aplikování p°ídavného tlumení, které má vliv na reálnou
£ást pól· p°enosové funkce a je t°eba b¥hem dal²ího zpracování signálu kompenzovat.

2.2.6 Fourierova transformace

Pr·b¥h signálu je obvykle pozorován a zaznamenáván v £asové oblasti. Signál, a´ je period-
ický, £i nikoliv, je moºné rozloºit na harmonické funkce s rozdílnou amplitudou a úhlovou
frekvencí. Rozklad obecných neperiodických signál· je nazýván Fourierovou transformací.
Ve výpo£etní technice se s výhodou vyuºívá numerické metody zvané rychlá Fourierova
transformace (Fast Fourier Transform, FFT) pouºité na navzorkovaný signál. Zpracování
signál· se v¥nuje kniha [9] a teorii kniha [4].

Funkci f(t) p°edpokládáme:

f(t) =

{
f(t) po £ástech spojitá,
absolutn¥ integrovatelná:

∫∞
−∞ |f(t)|dt <∞.

Fourier·v obraz F (ω) funkce f(t):

F (ω) = F{f(t)} =

∫ ∞
−∞

f(t)e−iωtdt

ω = 2πf

Fourier·v obraz Diracova pulsu:

F{δ(t)} =

∫ ∞
−∞

δ(t)e−iωtdt = 1

Fourierova transformace je lineární:

F{ag(t) + bh(t)} = aF{g(t)}+ bF{h(t)}
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Fourierova transformace vzorkovaného signálu fk za£íná výb¥rem hodnot spojité funkce
f(t) ve vybraných £asových okamºicích t = kT, k = 0, 1, 2, . . . , kde T je perioda vzorkování.
Frekvence vzorkování musí dle vzorkovací teorému být alespo¬ dvojnásobkem nejvy²²í
frekvence ve vzorkovaném signálu. Jinak dochází k tzv. aliasingu, tzn. ve spektru signálu
se objeví frekvence, které nebyly v p·vodním signálu obsaºeny.

Diskrétní Fourierova transformace (DFT):

F
( n

NT

)
=

N−1∑
k=0

f(kT )e−i2πk
n
N

Rychlá Fourierova transformace (FFT) je numerická metoda pro výpo£et diskrétní
Fourierovy transformace pro N = 2n.

Ukázka FFT je k vid¥ní na obrázku (2.3). Data pochází z reálného m¥°ení, je moºné
vid¥t omezení rozsahu do 800 Hz provedené v programu pro m¥°ení. V horní °ad¥ jsou £a-
sové pr·b¥hy budící síly rázového kladívka (vlevo) a zrychlení ve snímaném bod¥ (vpravo).
V dolní °ádce jsou jim odpovídající spektra po Fourierov¥ transformaci, £ili po p°evodu
funkce z £asové oblasti do oblasti frekven£ní, p°i£emº modré linky reprezentují zpracování
m¥°ícím programem PULSE LabShop a £ervené jsou zpracované programem MATLAB.
Úder rázového kladívka má za cíl p°iblíºit se Diracovu pulsu a je vid¥t, ºe v poºadovaném
rozsahu je vybuzení frekvencí rovnom¥rné. Pro frekvence vy²²í bude vybuzení jiº ne-
dostate£né, coº vná²í chyby do vyhodnocení. Na transformaci £asového pr·b¥hu zrych-
lení stojí za pov²imnutí dv¥ blízko sebe umíst¥né vlastní frekvence. Zdrojový kód, pouºitý
k vytvo°ení obrázku (2.3) pomocí programu MATLAB, je k nalezení v p°íloze A.1.
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Obrázek 2.3: Vizualizace skute£ného m¥°ení. Modré linky jsou data z m¥°ícího programu
LabShop, £ervené linky jsou výsledkem FFT £asových pr·b¥h· v MATLAB.

10



Obrázek 2.4: P°enos systému.

2.2.7 Spektrální hustota

Spektrální hustota pro dva totoºné signály se nazývá autospekrum, pro dva r·zné pak
k°íºové spektrum. Výpo£et se provádí s Fourierovými obrazy buzení a odezvy a pr·m¥ruje
se za ú£elem odstran¥ní ²umu a p°ípadných nelinearit. Výsledné spektrum vzniká pr·m¥ro-
váním spekter z n¥kolika m¥°ení.

GXX(ω) =
X(ω)X∗(ω)

N
,

GFF (ω) =
F (ω)F ∗(ω)

N
,

GXF (ω) =
X(ω)F ∗(ω)

N
,

GFX(ω) =
F (ω)X∗(ω)

N
,

kde N je po£et vzork· a X(ω) = F{x(t)} je obraz odezvy a F (ω) = F{f(t)} je obraz
buzení systému. X∗(ω) a F ∗(ω) jsou komplexn¥ sdruºené obrazy.

2.2.8 P°enosová funkce

Frekven£ní p°enosová funkce (FRF � Frequency response function) je de�nována jako
pom¥r Fourierových obraz· £asových záznam· výstupu a vstupu lineárního systému. V reál-
ném p°ípad¥ je v²ak na vstupu i výstupu systému ²um, a skute£nou p°enosovou funkci je
moºné odhadnout pomocí výpo£t· z p°edchozího bodu 2.2.7.

H =
Výstup
Vstup

=
Odezva
Buzení

H(ω) =
X(ω)

F (ω)

H1 potla£uje ²um na výstupu.

H1(ω) =

∑
X(ω)F ∗(ω)∑
F (ω)F ∗(ω)

=
GXF (ω)

GFF (ω)
(2.12)
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H2 potla£uje ²um na vstupu.

H2(ω) =

∑
X(ω)X∗(ω)∑
F (ω)X∗(ω)

=
GXX(ω)

GFX(ω)
(2.13)

Platí: H1 ≤ H ≤ H2

P°enosové funkce Hij(ω) p°íslu²í dvojici bod· i a j:

Hij(ω) =
Xi(ω)

Fj(ω)

V závislosti na typu m¥°ené odezvy nazýváme frekven£ní p°enosovou funkci jako dyna-
mickou poddajnost v p°ípad¥, ºe ²lo o výchylku, pohyblivost, ²lo-li o rychlost a akceleranci
£i inertanci, pokud bylo m¥°eno zrychlení. Matice frekven£ních p°enos· H se skládá z díl£ích
p°enosových funkcí. Díky reciprocit¥ je symetrická.

2.2.9 Koherence

mezi dvojicí signál· X,F , vyjad°uje míru linearity mezi buzením a odezvou. Ideální hod-
nota 1 zna£í lineární závislost mezi buzením a odezvou, bez p°ítomnosti ²umu.

γ2(ω) =
GFX(ω)GXF (ω)

GFF (ω)GXX(ω)
=

|GFX(ω)|2

GFF (ω)GXX(ω)
=
H1(ω)

H2(ω)
, γ ∈ 〈0, 1〉 (2.14)

2.2.10 Modální parametry

Vyhodnocení modálních parametr· je provád¥no prokládáním k°ivek, av²ak postup se
odvíjí od povahy dané úlohy. Následuje obecné roz°azení metod:

1. Metody aplikované na jedinou FRF

(a) Local SDOF � jednotlivé módy jsou od sebe vzdálené

(b) Local MDOF � módy blízko sebe

2. Metody aplikované na mnoºinu FRF

(a) Global

(b) Multi-Reference (Poly Reference) � symetrické struktury s násobnými módy

Pozn.: S � single (jeden), M � multiple (více), DOF � degree of freedom (stupe¬ vol-
nosti).
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Obrázek 2.5: Ur£ení útlumu.

Vlastní frekvence Jak bylo uvedeno, buzení je p·sobení vn¥j²í síly, která zp·sobuje
nucené kmitání. Zanedbáme-li tlumení, pak buzená soustava, po ustálení, kmitá s frekvencí
vn¥j²ího zdroje. Významný jev nastává ve chvíli, kdy se frekvence kmitání zdroje nucených
kmit· shoduje (nebo se blíºí) s hodnotou vlastní frekvence. Tehdy dochází k rezonanci �
amplituda výchylky kmit· roste. Pokud bychom stále uvaºovali kmitání bez tlumení, byla
by výchylka nekone£n¥ velká. Kmitání bez tlumení je sice ideální p°ípad, p°esto m·ºe díky
rostoucí amplitud¥ výchylky dojít k po²kození mechanické soustavy. V p°ípad¥ rezonance
nemusí být p·sobící síla velká, jelikoº dochází k zesílení jejího vlivu. Vlastní frekvence
pramení z vlastností mechanické soustavy, ve které se vln¥ní ²í°í, odráºí a následn¥ skládá
tak, ºe dochází k zesílení pro ur£ité frekvence. Mechanické soustavy s více stupni volnosti
mají také více vlastních frekvencí.

Vyhledání metodou ²pi£ek:
Ω bude dále zna£it jednu vlastní frekvenci. Odhad vlastní frekvence vychází z nalezení
maxima p°enosové funkce na vybraném intervalu frekvencí a jí p°íslu²ející frekvence je
ozna£ena jako vlastní:

H(ω)|max ⇒ ω = Ω (2.15)

Odhad tlumení:
σ je ur£ena ²í°kou pásma v hladin¥ o 3 dB niº²í neº ²pi£ka frekven£ního p°enosu (70,7 %
její hodnoty, £ili H(Ω)/

√
2), ζ je pom¥rný útlum. Znázorn¥no na obr. (2.5).

ζ =
σ

Ω
(2.16)

Vlastní tvary Vlastní tvary jsou výrazné, charakteristické tvary p°i kmitání mechan-
ických soustav na vlastních frekvencích. V p°ípad¥ buzení více frekvencemi naráz vzniká
výsledný tvar deformace sloºením díl£ích tvar·.
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Obrázek 2.6: FRF pro n¥kolik bod· v blízkosti vlastní frekvence.

Reziduum R je imaginární £íslo a vyjad°uje amplitudové m¥°ítko vlastního tvaru.

R = H(Ω) · σ (2.17)

Na obrázku 2.6 je vid¥t jeden krok b¥hem zpracování m¥°ení. V dolní £ásti je vid¥t
vyhodnocení vlastní frekvence (£ervený bod) a odhad tlumení (horizontální £ára). Na-
ho°e je vid¥t vybraný interval z n¥kolika p°enosových funkcí v okolí vlastní frekvence.
P°edstavíme-li si, ºe ²lo o vy²et°ování vlastních frekvencí nosníku a my²len¥ proloºíme
k°ivku body p°íslu²ejícími vlastní frekvenci na kaºdé z t¥chto p°enosových funkcí, pak by
její tvar korespondoval s vlastním tvarem kmitání na této frekvenci. Pro vlastní tvar jde
tedy o ur£ení amplitudy výchylky bodu a fázi.
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Kapitola 3

Provedení

3.1 Pouºitá za°ízení

1. rázové kladívko B&K Type 8202+2646,

2. rázové kladívko B&K Type 8204,

3. akcelerometr B&K Type 4506 B,

4. akcelerometr B&K Type 4395,

5. analyzátor signálu B&K Type 2827�002.

Obrázek 3.1: Rázová kladívka a akcelerometry.
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Obrázek 3.2: Model krytu.

3.2 Popis m¥°ení

Nejprve se budeme v¥novat základním princip·m a postup·m. �ízení vlastního m¥°ení,
jehoº cílem je získat frekven£ní p°enosové funkce mezi místy buzení a snímání, obstarává
program PULSE LabShop. V n¥kolika krocích lze vytvo°it ²ablonu pro úlohu, kterou lze
opakovat £i obm¥¬ovat. Prvním je nastavení periférií � sníma£· síly, zrychlení a podobn¥ �
a speci�kace jejich vlastností vzhledem k povaze úlohy, zejména vstupní úrovn¥ elektrických
signál· ovliv¬ující citlivost sníma£· a speci�kace váhových oken pro £asové pr·b¥hy signál·.

Dal²ím je zanesení zjednodu²eného modelu m¥°eného objektu ve form¥ diskretizace do
bod·. Na základ¥ toho, co se od m¥°ení poºadujeme, je volena hustota sít¥ bod·. S husto-
tou roste £as nutný pro m¥°ení, ale také p°esnost vyobrazení vlastních tvar·, p°íslu²ejících
vy²²ím vlastním frekvencím. Tyto tvary jsou zpravidla komplikované a malý po£et bod·
neposkytne správnou p°edstavu. Rozloºení bod· by se m¥lo korespondovat s tvarem ob-
jektu a co nejvíce se vyhýbat uzl·m vlastních tvar·.

Jednotlivým bod·m je p°i°azena úloha místa buzení, £i snímání na skute£ném objektu.
Je vhodné zvolit bodem buzení i bod snímání. Nelze-li buzení provést z opa£né strany
objektu (jako u nosníku), je t°eba jej provést co nejblíºe bodu snímání. Tato p°enosová
funkce mezi stejným bodem normuje výsledné vlastní tvary, ale vyhodnocení modálních
lze dosáhnout i bez ní a nemá vliv na ur£ení vlastních frekvencí. Dle nastavení bod· je
vytvo°en plán m¥°ení.
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Obrázek 3.3: Pr·b¥h m¥°ení.

Je-li to moºné, je t°eba objekt umístit voln¥ do prostoru. To se prakticky provede
zav¥²ením £i uloºením na poddajné prvky � elastické záv¥sy, molitanové bloky a podobn¥.

Vlastní m¥°ení obná²í n¥kolikeré buzení v kaºdém z bod·. Díl£í m¥°ení v kaºdém z bod·
jsou pr·m¥rována ve výslednou p°enosovou funkci. Jejich po£et je zvolen b¥hem de�nování
parametr· úlohy a m¥la by sta£it pouhá dv¥ m¥°ení v kaºdém bod¥. Signály ze sníma£e síly
a sníma£e zrychlení zpracuje analyzátor pomocí rychlé Fourierovy transformace a vypo£ítá
frekven£ní p°enosovou funkci pro danou dvojici bod·. Omezím-li se dále na zkou²ení rá-
zovým kladívkem, tak jako nástroj kontroly kvality m¥°ení slouºí autospektrum budícího
signálu (2.2.7) a koherence (2.2.9), podle nichº lze rozhodnout, bude-li práv¥ provedené
díl£í m¥°ení za°azeno do pr·m¥rování, £i vy°azeno.

Na následujících obrázcích je moºno vid¥t vizualizaci nam¥°ených dat z provád¥ného
experimentu, dle kterých se program £i obsluha rozhoduje. První z obrázk· (3.4) ukazuje
pr·b¥h budící síly v závislosti na £ase. Úder kladívka musí být proveden dostate£nou
silou, aby bylo dosaºeno dostate£ného vybuzení, u n¥kterých struktur je naopak problém
vyvinout p°im¥°en¥ malou sílu, aby nedocházelo k p°ekro£ení úrovn¥ citlivosti nastavené na
sníma£ích zrychlení. P°edev²ím, úder nesmí být násobný. Zde záleºí na zru£nosti a rychlosti.
Je t°eba jen velmi krátce ude°it a rychle odtáhnout kladívko od objektu. Pokud z·stane
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Obrázek 3.4: Ráz v £asové oblasti.

p°íli² dlouhou dobu v jeho blízkosti, díky vyvolanému kmitání dojde k dal²ímu dotyku
a zm¥°ená data jsou znehodnocena. Takové m¥°ení se z vyhodnocení vy°azuje a opakuje
se znovu.

Na dal²ím je autospektrum (3.5) signálu sníma£e síly. Autospektrum ukazuje úrove¬
zastoupení frekvencí v budícím signálu. N¥kolikanásobný úder se projeví jako zvln¥ní,
kdeºto cílem je dosáhnout co nejmén¥ klesajícího monotónního pr·b¥hu.

Frekven£ní p°enosová funkce na obrázku (3.6) uº b¥hem m¥°ení vypovídá o vlastních
frekvencích m¥°eného objektu. Obecn¥ tam ale nenalezneme v²echny vlastní frekvence a to
v p°ípad¥, ºe bod, v n¥mº se zaznamenává pr·b¥h odezvy, leºí v uzlu daného vlastního
tvaru. Na obrázku jsou vid¥t barevn¥ odli²ené p°enosové funkce pro jeden bod buzení a dva
body snímání.

Koherence, zde znovu pro dva sníma£e. Sníma£ umíst¥ný v rovin¥ kolmé na rovinu
buzení zaznamenává p°edev²ím v oblasti niº²ích kmito£t· nízkou vazbu na budící signál.
Slabá závislost je zp·sobená malým odstupem signálu od ²umu (2.2.4). Pro kmito£ty nad
3 kHz je koherence signál· dobrá.

Vyhodnocení nam¥°ených dat bylo provedeno v programu ME'scopeVES, který v n¥ko-
lika krocích vyhledá vlastní frekvence a sestaví vlastní tvary.

3.2.1 Pr·b¥h m¥°ení

M¥°ení bylo provedeno na objektu n¥kolikrát, pomocí r·zných kombinací rázových kladívek
a akcelerometr·. P·vodní m¥°ení bylo provedeno s objektem uloºeným na pruºných blocích,
pomocí rázového kladívka (Type 8202) a trojosého akcelerometru (Type 4506), za ú£elem
zji²t¥ní oblasti zájmu a to pro frekven£ní rozsah analyzátoru do 3,2 kHz. Zmín¥ný akcelero-
metr poskytuje naráz pr·b¥hy zrychlení ve t°ech ortogonálních sm¥rech v jednom bod¥
a dovolí tak jednodu²e získat více informací. V úloze vy²et°ování modálních parametr·
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Obrázek 3.5: Ráz ve frekven£ní oblasti.

Obrázek 3.6: Frekven£ní p°enosová funkce.
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Obrázek 3.7: Koherence � závislost odezvy na buzení.

tenkého hliníkového pásku/nosníku dovolí zjistit i p°í£né vlastní tvary. Akcelerometr byl
k t¥lesu p°ipevn¥n plastovými sán¥mi p°ilepenými kyanoakrylátovým lepidlem. Do tohoto
rozsahu se t¥sn¥ ve²la jen první vlastní frekvence, proto bylo t°eba rozsah zv¥t²it. Tím by
byl p°ekro£en frekven£ní rozsah akcelerometru, stejn¥ jako frekven£ní oblast vhodná pro
zvolený zp·sob jeho uchycení.

Pro korektní m¥°ení byl zvolen jednoosý sníma£ (Type 4396) s frekven£ním rozsahem
do 14 kHz a men²í kladívko (Type 8204) schopné vybudit v¥t²í rozsah frekvencí. Objekt
byl pruºn¥ zav¥²en na rámu (obr. 3.8). Zhu²t¥ná sí´ m¥°ících bod· m¥la lépe kopírovat tvar
objektu. Postupn¥ bylo provedeno n¥kolik m¥°ení ve stejné kon�guraci pouze se zm¥nami
zp·sobu uchycení akcelerometru k objektu. Mezi magnetem, v£elím voskem a �nálním
²roubem se neukázaly velké rozdíly v porovnání prvních vlastních frekvencí. Nejkvalitn¥j²ím
spojením sníma£e s m¥°eným objektem je speciální ²roub.

Do poslední kon�gurace byl p°idán k akcelerometru uchycenému ²roubem je²t¥ druhý,
totoºný, tentokrát p°ipojený voskem. Akcelerometry byly p°ipojeny v navzájem kolmých
rovinách. Vlastní frekvence vypo£tené metodou kone£ných prvk· nazna£ovaly, ºe p°edchozí
kon�gurací nebyla zachycena jedna vlastní frekvence, coº se potvrdilo. Pouºití druhého
sníma£e se neli²í od pouºití trojosého sníma£e, jedná se pouze o sníºení po£tu provedených
m¥°ení oproti p°ípadu, ve kterém by se po nam¥°ení v²ech bod· p°esunul jediný sníma£ do
kolmé roviny a buzení by se provád¥lo ve v²ech bodech znovu. Tato záv¥re£ná kon�gurace
se sestávala ze 108 bod· ur£ených jako budící a 2 bod· v nichº bylo provád¥no snímání.
V kaºdém bod¥ byla zvolena t°i m¥°ení k pr·m¥rování, a£koliv by m¥la sta£it jen dv¥
m¥°ení. Na £asové pr·b¥hy odezvy bylo aplikováno exponenciální okno.

20



Obrázek 3.8: Zav¥²ení zkoumaného objektu.
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3.3 Zpracování výsledk·

Program ME'scopeVES provádí vyhodnocení nam¥°ených p°enosových funkcí v n¥kolika
krocích. Po zobrazení imaginárních £ástí (pracuje-li se se zrychlením) v²ech p°enosových
funkcí se zvolí interval frekvencí ve kterém nás vy²et°ení modálních parametr· zajímá. Po
zvolení polynomiální náhrady p°enosových funkcí program na zvoleném intervalu vyhledá
²pi£ky (Peak picking method), tedy lokální maxima p°enosových funkcí a jim odpovídající
frekvence (tj. vlastní frekvence) a pom¥rný útlum. V dal²ím kroku se vypo£ítají rezidua
pot°ebná k vizualizaci vlastních tvar·.

Na obrázku 3.9 je vid¥t poslední krok zpracování frekven£ních p°enosových funkcí.
V dolní £ásti je vybraný interval, zelené £áry vyzna£ují vlastní frekvence. Naho°e jsou
£ervenými £arami vyobrazené náhradní funkce, £ernou jsou vykresleny imaginární £ásti
v²ech p°enosových funkcí.

Obrázek 3.9: Zpracování nam¥°ených dat.
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Obrázek 3.10: Sí´ kone£ných prvk·.

3.4 Po£íta£ová simulace

K výpo£tovému ur£ení vlastních tvar· a frekvencí byly pouºity komer£ní balíky pro po£í-
ta£ový návrh konstrukcí a metodu kone£ných prvk·. Model objektu byl vytvo°en s po-
mocí u£ebního textu [5] v programu CATIA, sí´ kone£ných prvk· a výpo£et modálních
parametr· provedl programem ANSYS. Oba programy jsem m¥l k dispozici v laborato°i
pr·myslového designu katedry mechaniky.

Materiálové vlastnosti pouºité p°i výpo£tu p°íslu²í ²edé litin¥ (tabulka 3.1). Hustota
materiálu byla ur£ena ze skute£né hmotnosti krytu a objemu podle po£íta£ového modelu.
Sí´ byla sestavena z kvadratických prvk· typu £ty°st¥n a s rovnom¥rným d¥lením v celém
objemu t¥lesa (obr. 3.10). Model t¥lesa tak byl rozd¥len na dv¥ st¥ tisíc prvk· se t°emi
stupni volnosti pro kaºdý uzel. Úloha pro výpo£et vlastních hodnot tak velkého rozsahu
byla °e²ena algoritmem PCG Lanczos.
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Obrázek 3.11: První vlastní tvar, frekvence 3 kHz.
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Obrázek 3.12: Druhý vlastní tvar, frekvence 3,5 kHz.

Obrázek 3.13: T°etí vlastní tvar, frekvence 5 kHz.

E 134 GPa
ν 0,211
ρ 7050 kg ·m−1

Tabulka 3.1: Materiálové vlastnosti.

Experiment [Hz] MKP [Hz] Rel. odchylka [%]
1 3015,6 3171,6 5,2
2 3550,1 3737,4 5,3
3 5017,7 5283,0 5,3
4 5119,2 5426,5 6,0
5 5639,6 5973,3 5,9

Tabulka 3.2: Porovnání vlastních frekvencí.
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E 119, 5 GPa
ν 0,2122
ρ 7050 kg ·m−1

Tabulka 3.3: Optimalizované materiálové vlastnosti, ve smyslu shody modelu a experi-
mentu.

Experiment [Hz] MKP optimalizace [Hz] Rel. odchylka [%]
1 3015,6 2999,4 0,005
2 3550,1 3546,3 0,001
3 5017,7 5004,0 0,003
4 5119,2 5140,4 0,004
5 5639,6 5671,7 0,006

Tabulka 3.4: Porovnání vlastních frekvencí po optimalizaci materiálových vlastností, ve
smyslu shody modelu a experimentu .

Na záv¥r bylo provedeno vyhledání materiálových parametr· modul pruºnost v tahu
a Poissonovo £íslo tak, aby se vypo£tené frekvence blíºily t¥m experimentáln¥ získaným.
Úloha pro ANSYS z·stala nezm¥n¥na. Vyhledání materiálových vlastností provádí optimal-
iza£ní toolbox programu MATLAB, který p°edá programu ANSYS materiálové vlastnosti,
p°evezme vypo£tené vlastní frekvence a znovu spustí ANSYS s opravenými materiálovými
vlastnostmi. Zdrojové kódy k optimaliza£ní úloze jsou v p°íloze A.2. Základní znalosti
k provedení procesu optimalizace byly získány z bakalá°ské práce [6].
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Obrázek 3.14: Pr·b¥h optimalizace materiálových vlastností.
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Kapitola 4

Záv¥r

Vlastní frekvence zkoumaného objektu neleºí v oblasti, pro kterou se standardn¥ vy²et°ují,
díky konstrukci objektu jsou posazené na hranici výkonnosti m¥°ící aparatury a provedení
experimentu bylo pod°ízeno dosaºení co nejp°esn¥j²ích výsledk·. Základní postupy jsou
v²ak totoºné pro v²echny úlohy zji²´ování modálních parametr·.

Porovnání výsledk· experimentální a výpo£tové modální analýzy nevykazuje zásadní
rozdíl ve vlastních frekvencích ani vlastních tvarech, kdyº pro tabulkové materiálové vlast-
nosti bez dal²í optimalizace nep°ekra£uje relativní odchylka 6 %. Tento rozdíl m·ºe být
zp·soben zjednodu²ením po£íta£ového modelu.

Nad rámec zadání byla provedena dvouparametrová optimalizace výpo£tového mode-
lu k nalezení materiálových charakteristik pro n¥º se vypo£tené vlastní frekvence blíºí
nam¥°eným. Byl vyuºit optimaliza£ní toolbox MATLABu. Práce tedy p°inesla alespo¬ zák-
ladní znalost práce s programy CATIA, ANSYS, MATLAB, PULSE LabShop a ME'scope-
VES, p°edev²ím v²ak moºnost samostatn¥ provést celý experiment v laboratorních pod-
mínkách.
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P°íloha A

Zdrojové kódy

A.1 Ukázka FFT v Matlab

Následující skript pro Matlab vyprodukuje z nam¥°ených hodnot obrázek 2.3.

load('labshop_out.mat')

% Function# may vary

%%%%%%

%FFT of force input

%%%%%%

x = Group1.Function2.DatasetSection.X_axis;

y = Group1.Function2.DatasetSection.Data;

plot(x,y)

xlabel('Time [s]')

ylabel('Force [N]')

subplot(2,2,3)

Fs = 2048; % Sampling frequency

T = 1/Fs; % Sample time

L = length(x); % Length of signal

t = (0:L-1)*T; % Time vector

NFFT = 2^nextpow2(L); % Next power of 2 from length of x

Y = fft(y,NFFT)/L; %

f = Fs/2*linspace(0,1,NFFT/2+1);

hold off

semilogy(f,2*abs(Y(1:NFFT/2+1)),'r')
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xlabel('Frequency [Hz]')

ylabel('Force [N]')

hold on

axis tight

%To compare with original LabShop output.

semilogy(Group1.Function6.DatasetSection.X_axis,

abs(Group1.Function6.DatasetSection.Data))

F = Y;

%%%%%%%

%FFT of acceleration output

%%%%%%%

z = Group1.Function3.DatasetSection.X_axis;

w = Group1.Function3.DatasetSection.Data;

subplot(2,2,2)

plot(z,w)

xlabel('Time [s]')

ylabel('Acceleration [ms^-^2]')

Fs = 2048; % Sampling frequency

T = 1/Fs; % Sample time

L = length(z); % Length of signal

t = (0:L-1)*T; % Time vector

NFFT = 2^nextpow2(L); % Next power of 2 from length of z

Y = fft(w,NFFT)/L;

f = Fs/2*linspace(0,1,NFFT/2+1);

subplot(2,2,4)

hold off

semilogy(f,2*abs(Y(1:NFFT/2+1)),'r')

xlabel('Frequency [Hz]')

ylabel('Acceleration [ms^-^2]')

X = Y; % Copy to new variable

hold on

axis tight

semilogy(Group1.Function7.DatasetSection.X_axis,

abs(Group1.Function7.DatasetSection.Data))
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A.2 Optimalizace � rozhraní MATLAB a ANSYS

A.2.1 Hlavní skript pro MATLAB

global freq

global E

global pr

global FREQ

global PARS

freq = [3015.6 3550.1 5017.7 5119.2 5639.6];

E = 1.34e5;

pr = .211;

p0 = [1; 1];

options = optimset('Display','iter','LargeScale','on',...

'MaxFunEvals',50,'TolFun',1e-5,'DiffMinChange',1e-6);

[x,f]=fmincon (@fce,p0,[],[],[],[], [.5; .5], [2; 2],'',options);

save('results', 'PARS', 'FREQ')

A.2.2 Funkce pro zapsaní spou²t¥cích parametr· pro ANSYS

function psi = fce(p)

global E;

global pr;

global freq

global FREQ

global PARS

En = p(1)*E;

prn = p(2)*pr;

PARS = [PARS, [En; prn]];

fid = fopen('input.ans','w');

fprintf(fid,'RESUME\r\n/PREP7\r\n');

fprintf(fid,'EX,1,%e\r\n',En);

fprintf(fid,'PRXY,1,%e\r\n',prn);

fprintf(fid,'FINISH\r\n');

fprintf(fid,'/SOLU\r\n');

fprintf(fid,'/STATUS,SOLU\r\n');

fprintf(fid,'SOLVE\r\n');

31



fprintf(fid,'FINISH\r\n');

fprintf(fid,'/POST1\r\n');

fprintf(fid,'*GET,frek_1,MODE,1,FREQ\r\n');

fprintf(fid,'*GET,frek_2,MODE,2,FREQ\r\n');

fprintf(fid,'*GET,frek_3,MODE,3,FREQ\r\n');

fprintf(fid,'*GET,frek_4,MODE,4,FREQ\r\n');

fprintf(fid,'*GET,frek_5,MODE,5,FREQ\r\n');

fprintf(fid,'*CFOPEN, frek,txt,\r\n'); %This is output for Matlab

fprintf(fid,'*VWRITE, frek_1,frek_2,frek_3,frek_4,frek_5\r\n');

fprintf(fid,'(F14.9,'','',F14.9,'','',F14.9,'','',F14.9,'','',F14.9)\r\n');

fprintf(fid,'*CFCLOS\r\n');

fprintf(fid,'FINISH\r\n');

fprintf(fid,'/EXIT,NOSAV\r\n');

fclose(fid);

[~,~] = system('sh ./ansys.sh');

frek = csvread('frek.txt');

FREQ = [FREQ frek'];

%psi = (frek(1) - freq(1))^2 + (frek(2) - freq(2))^2 + ...

(frek(3) - freq(3))^2 + (frek(4) - freq(4))^2 +...

(frek(5) - freq(5))^2;

psi = (1-frek(1)/freq(1))^2 + (1-frek(2)/freq(2))^2 + ...

(1-frek(3)/freq(3))^2 + (1-frek(4)/freq(4))^2 + ...

(1-frek(5)/freq(5))^2;

end

Na konci p°edchozí funkce vidíte °ádek: �[~,~] = system('sh ./ansys.sh');� to
znamená, ºe nechceme návratovou hodnotu (moºnost z posledních verzí MATLAB) a
chceme po opera£ním systému, kterým je zde linuxová distribuce, aby spustil skript, jeº
spustí ANSYS s vybranými parametry, které odpovídají b¥ºnému osobnímu po£íta£i (aloko-
vaná pam¥´ a po£et vláken programu). Následuje obsah takového skriptu:

#!/bin/bash

nice -n 20 /ansys_inc/v130/ansys/bin/ansys130 -p aa_r -np 2 \

-dir /cesta/ke/sloºce/s/modelem -j kryt -s read -m 2800 \

-db 260 -l en-us -f -b < /cesta/k/souboru/input.ans
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