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Abstrakt

V redlném svété jsou odhady spolehlivosti nebo naopak selhdni nejriznéjsich systéma
¢asto pouzivany v mnoha aplikacich, zejména v technickych konceptech. Ztohoto
dlivodu jsou v literature ¢asto diskutovany a predstavovany parametrické odhady hustot
a distribuc¢nich funkci pro ziskani hodnoty spolehlivosti pro zndmé pravdépodobnostni
rozdéleni. Problém ale mUzZe nastat v pripadé, kdy ndm tato rozdéleni nejsou znamy
nebo dostupné pro efektivni modelovani. Modelovani spolehlivosti je soucdsti analyz
rizik.

Uvedend prace se zabyva problematikou spolehlivosti pro dvourozmérné nahodné
veli¢iny s pomoci neparametrickych jadrovych odhadd, které vyuzivaji nékolik moznych
jaddrovych funkci a navrhuje nékteré zavéry a metody. Odvozené metody jsou
prezentovany pfiziskani spolehlivosti z vygenerovaného a nahodného souboru dat
z platebni bilance Ceské republiky. Vtomto pfipadé je spolehlivost reprezentovana
skutecnosti (pravdépodobnosti), Ze celkova vyse vydaji nepresahne celkovou vysi prijmu
za celé casové obdobi, coZz vede na odhad trendové slozky pomoci nové navriené
metody s vyuZitim vygenerovaného ortonormalniho systému. V zavéru této prace jsou
prezentovany nékteré dalsi oteviené otazky pro budouci mozny vyzkum.

Klicova slova

Spolehlivost, selhdni, neparametricky jadrovy odhad, jadrova funkce, hustota
a distribu¢ni funkce, ¢asova fada, ortonormalni systém, skaldrni soucin, trendova slozka

Hlavni cil

Mezi hlavni cile této prace patfi nalezeni spolehlivosti u dvourozmérné nahodné veli¢iny
za predpokladu stacionarniho charakteru ziskanych dat. V opacném pfripadé je dalSim
cilem této prdce nalezeni odhadu (aproximace) neznamé trendové slozky, kterou lze
vzhledem kfundamentdlni podstaté makroekonomickych ¢asovych tad zde
predpokladat.

Struktura prace je popsana nasledujicimi body:

e Struénd prezentace aktualné pouzivanych metod k odhadu spolehlivosti.

e Prezentace neparametrickych jadrovych odhadl spolehlivosti v pfipadé
dvourozmérné nahodné veliciny a odhad (predikce) trendové slozky.

e Analyza vlastnosti ziskanych odhad.

e Ovéreni na simulovaném i redlném souboru dat.
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Abstract

In reality, the reliability or failure estimations of various systems are often used in many
applications, especially in engineering concepts. Therefore, the parametric estimation of
density and distribution functions of reliability following some known distribution has
been discussed extensively in the literature and they are also briefly introduced.
However, the problem could occur in particular if these distributions are unknown or
available for effective modelling. Reliability modelling is a part of risk analysis.

This work deals with the problem of reliability estimation for two-dimensional random
variables by nonparametric estimation using several types of kernel functions and
suggests some of conclusions and methods. Derived methods are presented to obtain
the reliability of generated and obtained data collections of the balance of payments of
the Czech Republic. In this case, the reliability is represented by the fact (probability)
that the total amount of expenditures is not greater than the total amount of incomes
over the whole time period. Of course there are discussed the problems with real data
collection which leads to an estimate of the trend component using the newly proposed
method with some generated orthonormal system. In the end of this work, there are
also presented some open questions for future research.

Keywords

Reliability, failure, nonparametric kernel estimation, kernel function, density and
distribution function, time series, orthonormal system, inner product, trend component

Main Goal

Main goal of this thesis is to find a two-dimensional nonparametric kernel estimation of
reliability in the case of stationary character of the observed data. Otherwise, this thesis
is focused on the trend component estimation (approximation) of time series which it
can be assumed due to the fundamental macroeconomics nature of the obtained data
collection.

Structure of this thesis is described by following points:

e Presentation of current state of art.

e Presentation of nonparametric kernel estimation of reliability in the case of two-
dimensional random variable and trend component estimation (prediction).

e Analysis of properties of presented estimators.

e Properties verification of the estimators by the simulation and by obtained real
data collections.
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Uvod

Kapitola 1
Uvod

Jeden zmoinych a primdrnich cild statistické analyzy obecné na ziskaném souboru
redlnych dat je odhadnout ,vhodny“ statisticky model znamého (jiz popsaného)
pravdépodobnostniho rozdéleni, ktery lze ndsledné pouZit pro dalsi navazujici
a rozSifujici statistické zkoumani, v nasem pfipadé pro ziskdni nezndmé hodnoty
spolehlivosti nebo selhdni uvaZovaného systému (objektu, ..). Kziskani potiebné
hodnoty lze pouzit vice moznych pfistup(. Jeden mozny a nikoliv jediny, ktery lze pouzit
k ,odhadnuti“ neznamého tvaru hustoty nebo distribuéni funkce pravdépodobnostniho
rozdéleni na souboru pozorovani, je jejich vykresleni spomoci dobfe znamého
schématu, které se ve statistické literatufe nazyva histogram®, a které ndm poskytuje
prvotni ndzornou predstavu o dllezitych souvislostech.

Pouziti tohoto pfistupu muze byt chapano i jako odhad hustoty ze ziskanych ndhodnych
vzorkd svyuzitim tzv. jadrového odhadu hustoty, popfipadé jadrového odhadu
distribucni funkce. Uvedeny postup pro ziskani odhadl s pomoci rliznych typ( jadrovych
funkci je v literatufe oznacovan jako neparametrické jadrové odhady hustoty nebo
neparametrické jadrové odhady distribu¢ni funkce nezndmého pravdépodobnostniho
rozdéleni z ndhodného souboru ziskanych pozorovani.

Ziskané vysledky (tvary a vlastnosti pravdépodobnostniho rozdéleni) mohou byt
nasledné pouzity pro uskutecnéni ,spolehlivostni analyzy (analyzy rizik)“ prostfednictvim
modelu, ktery reprezentuje reédlnou situaci® (situaci z béiného Zivota), bez pfedem
znamého pravdépodobnostniho rozdéleni (napf. c¢asto zmifované sdruzené
dvourozmérné normalni rozdéleni pravdépodobnosti). Pokud se tedy zaméfime na
mozné redlné situace, potom tento pfistup mlze byt pouzivdn v mnoha vzniklych
situacich, zejména v nejriznéjSich technickych konceptech (mechanické konstrukce,
statika budov a mostl, pevnost tlakovych nadob, ..), v lékafstvi, v fizeni kvality ve
firemnim sektoru, armadni vyuZziti nebo i ve financnich operacich (v platebni bilanci)

k naslednym a opodstatnénym rozhodovdanim, zda zde mohou nastat vyznamna rizika>“

! Statisticky pfistup pro odhad funkce hustoty nebo distribuéni funkce pomoci sloupcového grafu se
sloupci stejné Sirky, jejichz vyska je urCena poctem vyskytujicich se hodnot v kazdém sloupci.

’Tento pojem poprvé prezentoval William I. Thomas vétou: ,Jestlize je urcita situace lidmi definovana jako
realna, pak je redlna ve svych dlsledcich” Thomas (1923).

3 Existuji rGzné definice pojmu ,rizika“, ktery je asto pouZivan bez exaktnéjsiho pohledu. Obecné Ize riziko
oznacit za pravdépodobnost vyskytu nezadouci udalosti (s nezadoucimi Gcinky). Upfesnujici vyznam pro
Ucely této prace je detailné vysvétlen v Kapitole 2.
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jako napf. castecné nebo celkové nebezpeli poskozeni funkinosti zafizeni, selhani
systému, vzplanuti nebo exploze, vznik zranéni, vzniklé financni Skody, insolvence atd.

Z téchto casto zavaznych a dUlezitych rozhodovacich situaci si uvedend prace klade za
svUj hlavni cil navrZeni a nasledné verifikovani moznych (vytvorenych) model( k ziskani
nezndmé hodnoty pravdépodobnosti at uZ spolehlivosti nebo selhdni ze souboru
realnych dat a dale na jejich podkladech formulovat i interpretovat opodstatnéné zavéry
a komentdére pro pfipadné posouzeni co mozna nejsirsiho spektra rizik.

Celkova koncepce uvedené prace je zaloZena na trech hlavnich obsahovych ¢asti, kde se
kazda z nich podrobnéji zaméruje na detailni feSeni odlisSné casti vzniklého problému
vzhledem k celkové provdzané problematice.

V prvni ¢asti se hlavni pozornost zaméfuje na co nejvétsi pfiblizeni teoretické Urovné
této problematiky za pomoci upresnujicich definic ¢i vét a poté nasleduje odhad
neznamé hodnoty spolehlivosti® pro jednorozmérnou i dvourozmérnou nahodnou
veli¢éinu s pouzitim nékolika moznych typl jadrovych funkci pro odhad (aproximaci)
krivky hustoty a distribuéni funkce pro nas apriorné nezndmého avsak v literature jiz
dostatecné popsaného pravdépodobnostniho rozdéleni. V druhé ¢asti této prace
navazuje hlavni pozornost na jiz vzniklé problémy z pfedchozi ¢asti a navrhuje nasledné
mozné feSeni zakladajici se na odhadu (aproximaci) predpokladané a opét apriorné
neznamé trendové® slozky vuvaiované makroekonomické Easové ¥adé® s vyuZitim
vygenerovaného libovolného systému s pomoci rdznych numerickych metod (Gram-
Schmidtdv ortonormalizacni proces, Q — R rozklad, ...). To je provedeno v pfipadech, kdy
vznikne podezieni na nestacionarni charakter’ ziskaného realného souboru nahodnych
pozorovani (pokud uvazujeme makroekonomicky soubor redlnych dat, potom Ize
primarné predpokladat nestacionarnich charakter u vétsiny datovych zdroju).

Nasleduje tvorba ,vhodného” modelu k predikci vyvoje prostfednictvim trendové krivky,
ktery je zaloZen na navrhnutych postupech a vyuZivd predchozi znalosti a modely.
Zakonceni této prace spociva v propojeni téchto pfistupl a znalosti pro vyslednou
spolehlivost na ziskaném souboru realnych dat, kterou lze interpretovat i za podminky
pocateéni nestacionarity.

Nejprve v pfipadé podrobnéjsiho zaméreni na predpokladané a nezndmé hodnoty
spolehlivosti (selhani) zjistime, Ze jeden z moZnych a zaroven jednodussich pfistupt jak

* Pojem spolehlivost (opak selhdni) pfedstavuje nezndmou a odhadovanou pravdépodobnost intuitivni
situace, ktera bude podrobnéji popsana v nasledujici kapitole.

> Vieobecné pouzivany pojem, predstavujici mozny dlouhodoby vyvoj sledované veli¢iny, jehoz
problematika a zejména nejednoznacnost je popsana dale.

® Intuitivné predstavuje tento pojem Casové srovnatelnd a usporadana pozorovani dat, vykazujici mozné
souvislosti vzhledem ke svému ¢asovému vyvoji.

’ Nestacionarni charakter realnych dat ze statistického Ghlu pohledu je zde uvazovén v ptedpokladu, Ze
marginalni rozdéleni jednotlivych pozorovani jsou (funkéné) nezavisla na Case realizace.
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ziskat poZzadovanou hodnotu spolehlivosti spociva v pouZiti pfistupu pomoci tzv. relativni
frekvence®. Nasledny mozny pfistup k ziskani nezndmé hodnoty spolehlivosti je zalozen
na pouZiti jiz zndmého a ¢astokrat odvozovaného modelu (napf. dvourozmérné normalni
rozdéleni) nebo v transformaci ziskaného souboru ndhodnych pozorovani na uvazovany
a znamy sdruzeny dvourozmérny model°.

Pokud tyto pfistupy selzou (at jiZz zddvodu (ne)stacionarity, neznalosti vhodného
modelu, narocnosti na ¢as a vypocty, ...), potom k odhadu lze pouZit dale popsany
pfistup, ktery je zaloZen na vyuZiti zmifnovaného neparametrického jadrového odhadu
pravé bez pouZiti nékterého explicitniho modelu. Detailni popis tohoto pfistupu a jeho
vlastnosti jsou jednou z hlavnich naplini této disertacni prace, ktera si ve stru¢nosti klade
za hlavni cil pravé navrh rdznych modell pro odhad nezndmé hodnoty.

Z hlediska vécného popisu jsou jednotlivé kapitoly systematicky ¢lenény podle svého
obsahu, kde navazuje po Uvodni ¢asti druha kapitola, ve které jsou podrobné popsany
a vysvétleny nezbytné zdkladni definice a vztahy potifebné nejen k prvotnimu popisu
dané problematiky, ale i k nasledné tvorbé navrhovanych model( (vztah() pro ziskani
pozadovanych hodnot spolehlivosti. Dale jsou zde publikovany tfi obecné pfistupy
k tvorbé dvourozmérnych pravdépodobnostnich modeld a dva ,odlisSné“ modely
z pohledu (subjektivni) narocCnosti vcetné odvozeni zakladnich vztah( pro tvorbu
neparametrického jddrového modelu k odhadu spolehlivosti.

Ve treti kapitole jsou diskutovany modely jednorozmérného a dvourozmérnych
neparametrickych jadrovych odhad(l hustot a distribu¢nich funkci, které pfi svych
odhadech pouZivaji tzv. jadrové™ funkce, u kterych je zaroveri interpretovano nékolik
intenzivnéji pouzivanych typu téchto funkci. Nasledné jsou dva typy vybrany (Parzenova
a Gaussova jadrova funkce) a pouzity vzhledem k jejich poZzadovanym vlastnostem. Dale
je zde uvedena problematika ,vybéru” vyhlazovaciho parametru jednak pro odhad
hustoty, ale i modifikace pro odhady distribucnich funkci, plynouci z dil¢i znalosti
i neznalosti ,skute¢ného” pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné veliiny. Zavér
kapitoly se zabyva vyuzitim predchozi problematiky (véetné Kapitoly 2) pro
neparametrické jadrové odhady distribucnich funkci souctl a pouzitim pro ziskani
nezndmych hodnot (pravdépodobnosti) spolehlivosti (selhani).

Ve Ctvrté kapitole je vyuZiti modell v aplikacni sféfe. V Uvodu je popsan soubor
ziskanych pozorovéni z platebni bilance Ceské republiky, véetné charakteru dat, kde
v pfipadé nestacionarniho charakteru ziskanych pozorovani je navrien model pro
mozZnou aproximaci nezndmé ,trendové slozky” z pfedpokladaného aditivniho

® Relativni frekvence predstavuje podil poctu vyskytu udalosti ku poctu pokust celkem a je blize vysvétlena

v Kapitole 5 .

°Zde je mysleno zejména sdruzené dvourozmérné normalni rozdéleni vzhledem k jeho vlastnostem.

10 / . . v . . . s p v v sy . z
Pod timto pojmem si lze predstavit libovolnou funkci na oboru realnych cisel, splfujici dale uvedené

predpoklady.
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heuristického modelu ¢asové rady. Uvedené poznatky jsou zaloZeny na skutecnosti, Ze
u velkého poctu ziskanych soubord makroekonomickych dat nelze z jejich fundamentalni
podstaty predpokladat pravé stacionarni charakter ziskanych pozorovani (tj. predpoklad
nestacionarniho charakteru). Nalezend ,trendova slozka“ ze ziskané casové rady je
detailné popsana (v€etné vzniklych problém() a odhadovdna na zakladé
vygenerovaného ortonormadlniho systému (Gram-Schmidtlv ortonormalizaéni proces,
Q — R rozklad) z vygenerovanych indexovych'! &ar. Dale kapitola pojednéavé o tzv.
»retrospektivnim® a ,, prediktivnim® trendu. Retrospektivni trend charakterizuje oddéleni
systematické casové proménné slozky a slozky nahodné (vzniklé jddrovym odhadem) ze
ziskanych pozorovani, které jsou podrobeny statistické inferenci. Prediktivni trend je
propojen s vybranym kratkodobym predikénim modelem. Zavér kapitoly je zaméfen na
nezapornost platebni bilance modelované spolehlivosti a na platebni bilanci obecné, jak
v aktudlnich hodnotéch, tak i v kumulacich.

Pata kapitola se zaméfuje na konkrétni prezentace a ovéreni navrhovanych vztahu
a model(. Je zde prostor pro vlastni realizaci popisované problematiky, kterd v sobé
zahrnuje poutZiti navrhovanych vztah( véetné k tomu vytvorenych algoritm(. Vysledky
aznich odvozené zavéry jsou prezentovany jak v aktudlnich hodnotach, tak
v kumulacich (platebni bilance). Zavér kapitoly popisuje celkové shrnuti provedené prace
na souboru redlnych (makroekonomickych) dat a popis ovéfovaciho systému, tj.
vytvoreného uzivatelského programu v software MATLAB 2010a.

V zavérecné Sesté kapitole jsou prezentovany nékteré dalsi oteviené problematické
otdzky i ndvrhy pro budouci rozsifujici vyzkum a prace je zakonéena struénym celkovym
zavérem shrnujicim pouzité metody a ziskané vysledky z pohledu autora.

K praci je také pfipojena jedna pfiloha, jejiz obsah nebyl vzhledem ke svému rozsahu

vevys

i ploSné) dukazy vlastnosti neparametrického jadrového odhadu, asymptoticka
nestrannost a vydatnost.

! |ze pouzit libovolnou vhodnou posloupnost funkci napf. drokové kivky, které jsou pouzity a detailné
popsany v prislusné kapitole dale.
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Kapitola 2
Spolehlivost

V této Casti prace jsou prezentovany a diskutovany vybrané pojmy z teorie zabyvajici se
spolehlivosti, které jsou nezbytné pro ucely této prace. Rozbory, odvozené dlkazy
i vztahy (vazby, modely) a vice podrobnéjsich informaci, tykajici se tohoto tématu,
mohou byt nalezeny ve velkém mnozstvi nejriznéjsich praci prolinajicich se rliznymi
védnimi obory. K dispozici |ze shlédnout mnoho knih a ¢lank( na uvedené téma, které
popisuji prezentovanou problematiku z rliznych uhli pohledu, jako jsou ¢lanky napf. od
Nadarajah (2005), Hangal (1996), Nadarajah a Kotz (2005) nebo v knize Gupta
a Subramanian (1998) atd.

2.1 Razna pojeti spolehlivosti a jejich souvislosti

Cilem disertacni prace je odhad nezndmych parametr( z teorie spolehlivosti, kterd sama
o sobé zahrnuje nejrlznéji se vyskytujici rizikové uddlosti aztoho plynouci rizika
i nasledky pro rozhodovani. Ztohoto dlvodu se celd tato prace zabyva pojmem
»Spolehlivost” (nebo téZz pojmem opacnym tzv. ,selhdni) véetné souvisejici teorie,
a proto zde bude nejprve uveden jeden mozny popis pro uptfesnéni vyznamu tohoto
slova. V odborné literatufe se lze setkat s mnoha uvedenymi popisy a jeden znich
prezentuje napt. M. Todinov (2005) ve své knize v ndsledujicim znéni:

Spolehlivost je schopnost daného subjektu vykondvat poZadovanou funkci za uréenych
podminek na uvaZovaném casovém intervalu. V matematickém vyznamu je spolehlivost
mérena pravdépodobnosti, Ze cely systém nebo jen jeho komponenta bude pracovat bez
poruchy béhem urcitého Ccasového intervalu za danych provoznich podminek
a prostredi.’?

(citace preloZena z Todinov (2005), s. 1)

Nasleduje popis postupu k ziskani (kvantifikace) neznamé hodnoty spolehlivosti (asto
oznacované pismenem R zanglického prekladu ,reliability“) nebo naopak postup
k ziskani neznamé hodnoty sopaénym vyznamem, kterda je charakterizovdna jako
»selhani“ systému (a je ¢asto oznacovana pismenem F opét z anglického ,failure”).

2 The reliability is the ability of an entity to perform a required function under given conditions for a given
time interval. In mathematical sense, reliability is measured by the probability that a system or
a component will work without failure during a specified time interval under given operating conditions
and environment.
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Neznamou hodnotu (pravdépodobnost) spolehlivosti Ize v pfipadé dvourozmérné
nahodné veli¢iny obecné formulovat jako R = P(X <Y). Tento pfistup je moziné
struc¢né popsat jako pravdépodobnost takové situace, Ze vybrand ndhodna veli¢ina
(vnéjsi zatézova sila, vydaje, ...) neprekroci dalsi plisobici nahodnou veli¢inu (pevnost
materialu, pfijmy, ...).

Obecnéjsi interpretace spolehlivosti mize byt formulovana jako pravdépodobnost toho,
Ze uvazovand nahodna veli¢ina oznacovana jako X bude nabyvat hodnot niZsich, neZ jina
vzajemné plsobici ndhodna veli¢ina oznac¢ovand jako Y. Pro preneseni této problematiky
do realné situace uvaziujeme nahodnou veli¢inu Y, ktera reprezentuje napf. pevnost
uvaZzované komponenty (subjektu) podléhajici jiné nahodné veli¢iné reprezentujici na ni
pusobici ndhodnou silu X (napf. plsobeni vétru).

V celé této praci bude naddle predpoklddana dvourozmérnd spojitd ndhodnd velicina
oznacovana jako (X,Y), kterd je zaroven charakterizovdna sdruzenou dvourozmérnou
funkci hustoty fy y (x, ¥) a distribu¢ni funkci Fy y (x, ).

Nyni jiZ Ize definovat spolehlivost pomoci sdruzené funkce hustoty pravdépodobnosti na
zakladé vySe uvedené formulace, kterou ve svych publikacich uvedli napf. Nadarajah
(2005), Hangal (1996) nebo Nadarajah a Kotz (2005).

Definice 2.1 Necht X a Y jsou spojité ndhodné veliciny na celém definicnim oboru se
sdruZenou funkci hustoty fyy(x,y) a necht x € R. Potom spolehlivost R je

+00 +00

R=PX<Y)= j f fxy(x,y)dydx. (2.1)

o x
(prevzato z Nadarajah a Kotz (2005), s. 2)

Opakem spolehlivosti je tzv. nespolehlivost, ktera je ¢asto definovana pravdépodobnosti
selhani uvazovaného systému (komponenty) a je oznacovdna jako mozny rizikovy faktor
na stejném intervalu nebo prostoru tj. v jednorozmérném nebo dvojrozmérném pripadé.
Grafické zndazornéni ,spolehlivostniho prostoru”“ (oblasti vyhovujici vySe uvedenym
pozadavkim v definici) v uvazovaném dvourozmérném pfipadé je ukdzano na nize
uvedeném Obrdazku 1 pomoci Sedé barvy.
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Obrazek 1: Spolehlivostni prostor

2.1.1 RGzné typy spolehlivosti

Dostupnd literatura obsahové zamérend na teorii spolehlivosti se rozrostla v nékolika
poslednich letech. Tento fakt je samoziejmé spojen s rychlym vyvojem vypocetnich
technologii a samotny vyraz spolehlivost véetné raznych odvozeni a postupl
k naslednému odhadu je ¢asto pouzivdno v mnoha znamych i vyvijejicich se oborech
a specializacich. Navic mlze byt spolehlivost sama o sobé (a Casto se lze stimto
pristupem setkat) subjektivné kategorizovdna do nékolika vyznamoveé odlisnych skupin.

Mozné skupiny jsou roztfidény a uvedeny napft. v Nadarajah (2005), (2006) podle obsahu
¢i pouziti do nasledujicich skupin:

e Ve financich: spolehlivost R predstavuje pravdépodobnost kladného
hospoddrského vysledku (zisku), kde ndhodnd velicina X reprezentuje
celkové ndklady a ndhodnd velicina Y reprezentuje celkové vynosy
hospodariciho subjektu.

e Varmddé: spolehlivost R muZe byt interpretovdna jako pravdépodobnost,
Ze predpoklddand ddvka munice zasdhne svij pfedem urceny cil.

e V |ékarstvi: spolehlivost R reprezentuje pravdépodobnost, Ze zkoumany
lidsky orgdn (oko, ucho nebo jiny libovolny orgdn) je schopny naddle
vykondvat svou funkci.

e Ve stavebnictvi: spolehlivost R predstavuje pevnost budov (mostd, ...), kde
ndhodné veliciny X a 'Y jsou budouci pozorovdni majici vliv na stabilitu celé
konstrukce.

e VinZenyrstvi: spolehlivost R charakterizuje redlné opotfebeni navrZzenych
komponent nebo zmény tlaku ve skladovacich komordch.

(prevzato z Nadarajah (2005) nebo (2006), s. 1-2)
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Poznamka 2.1 V prezentované prdci je pouZivan soubor redlnych experimentdlnich dat
z platebni bilance Ceské republiky pro testovaci ¢dst. Spolehlivost je zde reprezentovdna
pravdépodobnosti kladné obchodni bilance za celé uvaZované obdobi (tj. schopnost
spldcet zdvazky ze zdroju daného obdobi), respektive selhdni je reprezentovdno
pravdépodobnosti zdporné obchodni bilance za celé uvaZované obdobi (tj. neschopnost
spldcet zdvazky ze zdroju daného obdobi).

2.1.2 Rizikové udalosti, statistické pojeti

Pojem spolehlivost v sobé samoziejmé skryvd pojem rizikové udalosti (obecné rizika),
ktery je v praxi ¢asto pouzivan bez kritického a exaktnéjsiho pohledu. Tento efekt mizi,
kdyz se dostaneme do oblasti kvantifikace (kolik, kdy, ...) a srovnavani (vétsi nebo mensi
riziko). V odborné literature jiz existuji pokusy o exaktnim zavedeni pravé tohoto pojmu,
které maji velky vyznam, ale doposud jsou na pocatku svého vyvoje. Existuji i nékteré
dopracované metodiky ,méreni rizika“ napt. Introduction to RiskMetrics™ (1995), ty ale
v kontextu dalSich uddlosti (tzv. ,financni krize”) tykajicich se majitell prav k témto
metodikdm pUsobi ponékud rozpacité, a proto je predmétem zajmu jeden specificky
pojem a ,rizikova udalost” pfi porovnavani dvou ndhodnych procest.

Rizikova udalost je tedy jev, ktery pokud nastane, Ize ho charakterizovat nasledujici
trojici idaj. Casem kdy nastal (méfeno od néjakého, vztainého, pocateéniho okamziku),
efektem (naklady rizikové udalosti, které mohou byt charakterizovani jednim nebo vice
Cisel) a pravdépodobnosti toho, Ze nebude detekovana (Casté v technickych aplikacich,
napt. odhalitelnost materidlové vady).

Uvazovanym modelem rizikové udalosti mize byt tzv. bilanc¢ni vztah, kdy jedna ndhodna
veli¢ina prevysi druhou. V technickych aplikacich Ize zminit (vySe uvedeny) vztah, kdy
zatézova sila prevysi pevnost materidlu a v ekonomickych aplikacich Ize uvazovat vztah,
kdy napf. vydaje prevysi ptijmy (tzv. likvidni default) nebo kdy naklady prevysi vynosy
0 znamou mez danou vlastnim jménim, atd.

Vzhledem k charakteru pouzitych dat Ize dale predpoklddat dva nadhodné procesy® ,
oznacované jako x(t) a y(t). Potom se za rizikovou udalost bude povazovat jev, kdy

nastane nerovnost x(t) > y(t). Necht dale kazdy dil¢i ndhodny proces obsahuje jednak
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systematickou slozku™ (,trend”, sezdénnost, ...) ozna¢ovanou jako X(t), Y (t) a zaroven

slozku nahodnou soznaCenim &y, &y,. Potom pravdépodobnost rizikové udalosti,

-
v pojeti této prace, Ize vyjadrit jako

P(x(t) > y(1)). (2.2)

s Ndhodny nebo téZ stochasticky proces si lze predstavit jako systém nahodnych veli¢in {X,:t € T} pro
t =1,..,T nastejném pravdépodobnostnim prostoru, blize viz Cipra (2008).

' Ptesné definice a diskuze k jednotlivym pojmdm je uvedena v kapitole 4 “VyuZiti modeld v aplika&ni
sfére”.
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Samotné propojeni obou sloZzek mize mit nékterou z nasledujicich povah:

e Aditivni dekompozice

x(t) =X() + &x,,

y(@) =Y (@) + &y,

(2.3)
P(x(t) > y(t)) = P(ex, — &y, > Y(t) — X(1)).
e Multiplikativni dekompozice
x(©) =X (1 +¢&,), X(@)>0,e>—1,
y@®) =Y®)(1+ey,) Y >0,e, >-1, o)
P(x(t) > y(t)=P C -l_l__ Z: > )%) =P (ln (1 -_I_l_ Z:) > In (%))
e SmiSené dekompozice, napf.
x(®) =X (1 +&x,), X() > 0,8, > -1,
y(@) =Y () + ¢y, (2.5)

P(x(t) > y(0) = P (X(D)ex, — &, > Y () — X(©)).

Vsechny zde uvedené modely (samoziejmé i jiné) Ize prevést do pravdépodobnostniho
vyjadreni ve tvaru

P(ez, > Z(1)), (2.6)

kde u aditivniho modelu jsou jednotlivé proménné vyjadreny jako
SZt = gXt - th' Z(t) = Y(t) - X(t) (2 7)

U multiplikativniho modelu

1+ &y, B Y(t)
&z, = ln<1 n SYt>’ Z(t) =1In <m> (2.8)

A u uvedeného pfikladu smiSeného modelu

&7, = X(O)ex, — &y, Z(t) =Y(t) — X(b). (2.9)

Poznamka 2.2 Zde uvedend , oddéleni” u ndhodné a systematické slozky nejsou jediné
mozZné.
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Déle je pracovdno s modelem pravdépodobnosti vyskytu rizikové udalosti (2.6)
a vstupujicim ¢asem 7 prvniho dosaZeni rizikové oblasti €;, > Z(t) za pfedpokladu, Ze ve
vztazeném pocate¢nim case t, platila nerovnost €2, < Z(ty). To lze chapat jako

soustavu v nerizikovém stavu na pocatku sledovani (samoziejmé Ize modelovat situaci
analogicky opa¢nym vztahem). Z uvedeného textu je zfejmé, Ze plati nasledujici vztah

(e2,>Z() c (r < ). (2.10)

Uvedeny vztah v sobé skryvd vazbu mezi ¢asem do vyskytu prvni rizikové udalosti

T a chovanim obou srovnavanych ,komponent”, pfesnéji vazbu mezi jejich agregovanou
nahodnou slozkou &z a agregovanou systematickou sloZkou Z(t). Potom
pravdépodobnost toho, Ze se nahodnad slozka bude nachdzet v rizikové ,zéné” (tj. bude
setrvdvat nebo se bude opakovat rizikova udalost) pokud se tam alespon jednou dostala,

Ize vyjadfit jako

P(ez, > Z(t);t<t) P (Szt > Z(t))
Pt <t) T Pr<t) (2.11)

P(eg, > Z(D|t <t) =

Dale jsou uvazovany jen takové soustavy, u nichZ plati ndasledujici vztah (2.12). Tento
pfistup je motivovan napf. Rozanov (1979) a pojmem ,,ndhodna prochazka“.

UvaZujeme tedy jen soustavy ve tvaru

P(ez, > 2(0))

= 1.
Pt <D a, 0<a< (2.12)

Podminéna pravdépodobnost a charakterizuje situaci, kdy nahodna slozka &z, prevysi
slozku systematickou Z(t) (rizikova ,zéna“, tj. nastala nebo nastala opakované rizikova
udalost), pokud se alespon jednou predtim jiz realizovala rizikova udalost. Za
podminénou pravdépodobnost byva obvykle uvadéna ,ucebnicova“ hodnota «a =§.
V takovém pripadé se jedna o ,symetrickou” nahodnou slozku kolem systematické
slozky a lze to charakterizovat tak, Ze je stejnd hypoteticka pravdépodobnost vyskytu
v rizikové a nerizikové ,,z6né“ za podminky, Ze jiz bylo alespon jednou do rizikové ,zény“
vstoupeno. Podminku (2.12) splfiuje pomérné Siroka skupina modell nahodné slozky
&z, ve vztahu ke sloZce systematické (procesy s nezavislymi pfirGstky, jejich limitni verze,

...), a proto se nejedna o vyznamné omezeni.

Ze vztahu (2.12) bezprostiedné plyne rovnost

P(r<t) = %P (é'zt > Z(t)), 0<a<l (2.13)

Tento vztah propojuje za uvedenych podminek dvé ¢asta pojeti modelovani rizik, tj. Casu
do selhani a vztahu (2.1).
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Nyni pro dalsi Upravy oznacime distribucni funkce:

P(t<t),
P(ez, < x), (2.14)

E(t)
F,, (& x)

kde F.(t) oznacuje distribu¢ni funkci ndhodné proménné prvniho ¢asu dosazeni rizikové
oblasti a ngt(t; x) distribu¢ni funkci ndhodné proménné &, v Case t. Tj. pfepsanim

vyrazu (2.13) je ziskan tvar

1
E(t) = 5(1 - Fezt(t:Z(t)))' 0<a<l. (2.15)

Dualné Ize k tomu lze vytknout

Fp (6Z®) =1-aF(t), 0<a<Ll (2.16)

Nepfimym dlsledkem vztahu (2.12) je skutecnost, Ze budeme pracovat s ndahodnou
slozkou, jejiz pravdépodobnostni model je ,transla¢né invariantni, tj.

Fszt_fzo (t;x) = Fszt (t —loyXx — SZO)' €z, < Z(to)- (2.17)

Strucné lze uvedenou skutecénost formulovat tak, Ze pro méreni (zjiStovani) jsou
podstatné ¢asové a hodnotové prirlistky. To znamend, Ze sledujeme a vyhodnocujeme
bézici, nikoliv jednorazova déni.

Za danych vychozich podminek jsou vztahy (2.15) a ekvivalentné (2.16) tuhou vazbou
mezi ¢asem dosazeni ,rizikové oblasti“ a popis vztahu nahodné slozky ke sloice
systematické jednoznaéné uréuje ¢as prvniho dosazeni ,rizikové oblasti” a naopak.

Prezentovanou problematiku lze rozsifit tak, Ze vzadjemné srovnavané procesy x(t), y(t)
mohou mit povahu v ¢ase aktualnich hodnot, kumulaci od po¢atku pozorovani (nahodné
prochazky, procesy s nezavislymi prirastky, jejich limitni verze, ...) nebo kumulaci za
uvazované obdobi. Tomu pak musi odpovidat uvedeny model (2.14) az modelované
reality ddle vyplyne, zda se jednd o (alespon potencialné) pokracujici procesy (po
dosazeni rizikové zény) nebo se jednd o procesy, které po dosazeni rizikové zény konci
(ulohy o ,,stopping time“, ulohy obnovy,...) a nasledné dochazi k opétovnému ,restartu”
(oprava, naprava, ...). V pfipadé takovych procest se bude parametr a zjistovat jinou
metodikou (napf. metodou maximalni vérohodnosti), neZ usoustav, kde jsou
pozorovatelné ,pobyty” v rizikové zéné a mimo ni.

Vztah (2.12) urcuje, Ze nenahodnd (systematickd) slozka Y(t) — X(t) musi byt
odhadovana (zde je béiny a zndmy problém jak oddélit systematickou a nahodnou
slozku) jako kvantilova ¢ara (pfesnéji dvé kvantilové ¢ary pro oba procesy x(t) a y(t))
z pozorovani po prvnim dosaZzeni rizikové oblasti (nebo alespori potencidlné). Jedna
z moznych metodik pro takové postupy je uvedena v nasledujicich kapitolach této prace.
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Poznamka 2.3 Obecné je v navrhovaném modelu rizikové uddlosti x(t) > y(t) zahrnuta
i situace ,,s posunutim” tj. x(t) > y(t) + ¢, kde c je néjakd konstanta. V konkrétnim
pfipadé je vSak zapotrebi respektovat jeji specifika. Tento pripad je pomérné casty a Ize
se snim setkat napf. v situaci, kde x(t) jsou ndklady, y(t) jsou vynosy a c jsou
disponibilni, dodatecné, zdroje (vlastni kapitdl, ...).

2.2 Neéktera klasicka pravdépodobnostni pojeti

Bude uveden prehled ,zakladnich” ptistupl pro tvorbu jiz existujicich model( v oblasti
dvourozmérnych pravdépodobnostnich modelll k ziskdni neznamé hodnoty spolehlivosti
dle (2.1). Zvelkého poctu dostupnych model(i jsou zde uvedeny jen dva konkrétni
modely jako priklady. Dlkazy a detailnéji popsana problematika véetné navazujicich
teoretickych oblasti mUzZe byt nalezena ve velkém mnozstvi dosud publikovanych ¢lank
a knih obsahujici rozbory a postfehy od rlznych autor(, napf. Nadarajah (2005), Hangal
(1996), Nadarajah a Kotz (2005) nebo jen Kotz a kol. (2000) atd.

Nejprve jsou zde stru¢né uvedeny dvourozmérné modely, které jsou zaloZeny na
publikovanych® dvourozmérnych pravdépodobnostnich rozdélenich a poté ,vice“
propracovanéjsi a naro¢néjsi modely, které jiz implicitné nebo explicitné pouzivaji ,teorii
copul™®“. Celou problematikou se jiz detailné zabyvali zejména Kotz a kol. (2000), ktefi
diskutovali nékolik moZnych postupl tykajicich se pravé konstrukce rdaznych typu
modell. Cilem kapitoly je informace o slozitosti a s tim spojenych problému vzniklych
s pouzivanim pravé uvedenych modelu.

2.2.1 Neékteré priklady existujicich modelt

Obecné lze fici, Ze vysledné modely mohou byt ziskdny pomoci tfi pfistup(, jak uved!
Johnson a kol. (1999). Prvni pfistup konstrukce dvourozmérnych modell spociva
v transformaci souboru ziskanych (namérenych) pozorovani na znamé a jiz publikované
sdruzené dvourozmérné rozdéleni pravdépodobnosti napf. Normalni, Gama,
Exponencialni a Paretovo rozdéleni pravdépodobnosti viz Kotz a kol. (2000), Gupta
a Subramanian (1998), Nadarajah (2005), Hangal (1996), Nadarajah a Kotz (2005) atd.
Druhy pfistup spociva v dale uvedeném modelovém vztahu pro tvorbu sdruzené
dvourozmérné funkce hustoty a distribu¢ni funkce (oddéleni margindlnich rozdéleni
a vzajemné vazby nahodnych veli¢in). Zakladni vztah pro tvorbu poZadovaného modelu,
konkrétné sdruzené distribucni funkce, lze formulovat ve tvaru

Fyy(x,y) = Fx(x)Fy()[1 + 6{1 — Fx(x)}{1 - [ ()}], (2.18)

® pod timto vyrazem jsou zahrnuty pravdépodobnostni modely, které byly doposud publikovany

v pfistupné literature.
'® podrobnéjsi popis funkce je uveden dale.
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kde Fx(x), Fy(y) jsou marginalni distribucni funkce (zde je u obou predpokladano stejné

pravdépodobnostni rozdéleni) a parametr |§] <1 zna&i “korelaci'’”” mezi obéma

komponentami. PouZitda komponenta C = xy(l +6(1—x)1 - y)) se nazyva copula®™®
(jedna z moznych) a odrazi model zdvislosti mezi jednorozmérnymi komponentami
(pravdépodobnostnimi rozdélenimi, ndhodnymi veli¢inami). Samoziejmé to neni jediny

mozny pFistup.

Posledni pristup tvorby sdruzenych modell spociva v kombinaci predchozich dvou, blize
viz Johnson a kol. (1999). Podrobny popis prezentované problematiky neni cilem préce,
a proto zde jiz nebude naddle detailnéji popisovan a rozebiran.

Dale lze strucné zminit funkce copul, které charakterizuji moziny ptistup pro tvorbu
sdruzeného rozdéleni pravdépodobnosti. Timto zplsobem lze obecné reprezentovat
rGzné typy =zavislosti. Vzhledem k frekventovanému pouzivani téchto funkci (jak
distribucnich, tak i hustot) je vhodné formulovat zakladni definici publikovanou napf.
v Skiadas (2007) nebo Nelsen (2006).

Definice 2.2 Distribuéni funkce copul C(u,v) je vicerozmérnd distribucni funkce
definovand na n-dimenziondini jednotkové krychli [0,1]" takovd, Ze kaZdé margindini
rozdéleni je rovnomérné na intervalu [0,1], shrnuto:

C: [Oil]n - [0'1] (u1; "'run) = C(ulf ""un)- (219)

(pfevzato ze Skiadas (2007), s. 4)

Poznamka 2.4 V uvedené problematice je vhodné rozliSovat mezi dvéma funkcemi copul.
Funkce oznacované jako C(u,v) jsou funkce copul pro sdruZenou distribucni funkci
a funkce oznacované jako c(u, v) jsou funkce copul pro sdruzenou funkci hustoty.

2.2.2 Prvni priklad

Subjektivnim vyb&rem mozného modelu, ktery Ize pfifadit do t¥idy'® ,jednodussich”
dvourozmérnych modell pro odhad spolehlivosti, byl vybrdn model sdruZeného
dvourozmérného normalniho rozdéleni pravdépodobnosti. Vyhody daného rozdéleni
jsou zaloZeny na empirickém faktu o intenzivnim pouZivani v rdznych védeckych
oblastech. Uvedené pravdépodobnostni rozdéleni je velmi zajimavé i ze statistického
uhlu pohledu. Pfedstavuje pfijatelny model pro praktické pouziti a zaroven reprezentuje
sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti pro dvé (nebo vice) nahodné veliCiny, které

Y Korelace zde (napf. i klasicky korelacni koeficient) reprezentuje urcitou miru zavislosti ze Siroké tridy
razné definovanych vztahl tykajici se zavislosti, presnéji miru pravdépodobnostni zavislosti dvou
nahodnych velicin X a Y.
" Jedna z moznych knih, kde lze nalézt detailni interpretaci pojmu “copula”, je napf. Nelsen (2006).
9 v/ . v v 2 . . . , v , , o

Tridou je mysSleno moiné (nikoliv standardizované) rozdéleni vybranych model( podle tvaru
a naroc¢nosti odhad( jednotlivych parametra.
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v nasem pripadé mohou predstavovat napf. navzajem pusobici sily (tzv. “stress-
strength” model).

Necht tedy pro dvourozmérnou nahodnou veli¢inu (X,Y) pfedpokldddme sdruzeny
model dvourozmérného normdlniho rozdéleni, ktery tvofi dvé souvisejici, normalné
rozdélené spojité nahodné veli¢iny (margindly) oznalované jako X~N(uy,od)
a Y~N(uy, 0%). Potom vztah pro sdruZenou funkci hustoty Ize popsat jako

fry(6,y) = ! e("z(lipz)),

' 2moyoy (1 — p?) (2.20)
kde m, e znali (béiné zndmé a zavedené) konstanty popsané vseznamu pouZitého
znadeni v Gvodu prace, gy a gy smérodatné odchylky®® pfisluinych ndhodnych veli¢in
a proménnd z vyjadfuje vyraz

(o)t Ot w0 )
o} o p Ox Oy ’ (2.21)
kde iy, ty znadi sttedni hodnoty?! pfisludnych ndhodnych proménnych a koeficient
cov(X,Y)
p =corr(X,Y) = —UXGY (2.22)

je koeficient korelace (Pearson(iv korelacni koeficient ,linedrni zavislosti“) mezi
nahodnymi velicinami X a Y (Kenney a Keeping (1951), s. 92 a 202-205 nebo Kotz,
Balakrishnan alJohnson (2000), s. 251-252) a cov(X,Y) oznaluje kovarianci®? mezi
dvéma ndhodnymi veli¢inami, jak je uvedeno napf. v Hatle a Likes (1974).

Jednotlivé marginalni hustoty jsou dany pomoci jednorozmérnych funkci hustot
normalniho rozdéleni, presnéji

_(x—u%()z
e 20%

N (2.23)

fx(x) =

pro obé ndahodné veliiny X,Y a sdruzend dvourozmérna distribu¢ni funkce je popsana
s vyuzitim hustoty fy y (x, y) jako

Fxy(x,y) (‘2(1ip2)) dx dy.

f Znaxay(l pz) (2.24)

8\%

%% Smérodatna odchylka neboli druhd odmocnina z rozptylu, vice Hatle a Like$(1974).

*! Sttedni (otekavana) hodnota ndhodné veli¢éiny X charakterizuje jistou charakteristiku polohy tzv. prvni

obecny moment, vice Hatle a Likes (1974).

22 . T , . v . s . ey . v v v ; v,
Kovariance znaci jistou miru vazby mezi dvéma ndahodnymi veli¢inami, pfesnéji sttedni hodnotu soucinu

odchylek obou nahodnych veli¢in od jejich stfednich hodnot.
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Lze pouZit pro reprezentaci spolehlivosti a obvykle jsou hodnoty vypocitavany
numericky. DuleZitd vlastnost pouZitého pravdépodobnostniho rozdéleni spociva
v ,nharoc¢nosti odhadu koeficientd”.

2.2.3 Dalsi priklad

Priklad ,narocnéjsiho“ modelu a odhady jeho parametrd jsou zde prezentovany
modelem s nazvem ,Hougaardovo sdruzené exponencialni rozdéleni”. Vybér byl
proveden opét ze subjektivniho Uhlu pohledu, aby nazorné demonstroval potencidlni
napf. sdruzené dvourozmérné Paretovo, Gama nebo Exponencialni rozdéleni a jejich
rizné modifikace. Problém spociva nejprve v uréeni ,vhodného” modelu pro ziskani
spolehlivosti ze souboru realnych pozorovani a nasleduje odhadem pouzitych parametru
(a samoziejmé testovani prijatelnosti modelu). Uvedené skutecnosti jsou hlavni pfic¢inou
pro vyzkum neparametrickych jadrovych odhad( spolehlivosti.

Necht X a Y jsou spojité ndhodné veliCiny a necht sdruzend ndhodna veli¢ina (X,Y) se
¥idi upravenym exponencidlnim rozdélenim pravdépodobnosti s tzv. ,funkci pieziti®“ F,
kterou lze popsat vztahem

{(
Fx,y(X,}/) =PX>xY>y)= e( (2.25)

Potom sdruzena funkce hustoty s parametry 8, ¢ a upravenym koeficientem korelace je

1

(%)T Py (0,7), (2.26)

i, i

prte = GG + G -1+ (G

pro x,y,7v >0 a6, = 0. Margindlni funkce ndhodnych proménnych X a Y se fidi

o “i y . 1 y
exponencidlnim rozdélenim pravdépodobnosti s parametry 5,%. Pro prehlednost Ize
. . . . C . - Xy
provést Upravu, ktera spociva vtransformaci ndhodnych velicin (U,V)=(5,;).
Vysledkem je modifikovana funkce F pro transformované nahodné veli¢iny (U, V)
_ .o
Fyyuu) = e ®H+vDr (2.27)

a sdruzend funkce hustoty pro dvourozmérnou nadhodnou veli¢inu (U, V)

fU,V(u' v) = (uv)r—l(ur + UT)%_Z [T‘ -1+ @W + UT)%] FU,V(u' V). (2.28)

Vyslednou spolehlivost Ize ziskat jako

23 oy . , . .
Predklad z anglického “survival function”.
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ou
R =P<—<V)
@

0o oo 1 1y
=f u1 Lu vr_l(ur+vr)7_2 {r -1+ (ur+vr)7} Fyy(u,v)dvdu. (2.29)
0 Pt

Uceleny postup véetné podrobného popisu a odvozeni je publikovdn v Nadarajah a Kotz
(2005, s. 202 — 205) nebo Hougaard (1986, s. 671 - 678).

2.3 Neparametricky model zvoleného pojeti spolehlivosti

V navaznosti na predchozi kapitoly je dileZité ziskat pouZitelny vztah mezi uvazovanymi
nahodnymi veli¢éinami, ktery ve své podstaté charakterizuje vztah zatim blize
nespecifikovanych veli¢in (napf. vstupujici fyzikalni sily, ...) do uvazovaného modelu dale
rozvinutého pro ziskani spolehlivosti.

2.3.1 Odvozeni zakladnich vztahU

Necht {(x1,y1), (x2,v2), ..., (X, y)} je ndhodny vybér (i.i.d.) ziskanych parovanych
pozorovani dvou ndhodnych veli¢in X,Y rozsahu n, které se fidi sdruzenou funkci
hustoty a distribucni funkci, oznaCované jako fyy(x,y) a Fyy(x,y), a spliujici
pozadované predpoklady®®. PFfedmétem zdjmu je hodnota pravdépodobnosti, kterou lze
popsat pomoci vztahu P(X <Y). Formalni definice tohoto vyrazu je detailnégji
vysvétlena v Uvodu této kapitoly a popisovana udalost selhdni (spolehlivost) mlze byt
chapdna jako selhdni systému, deformace (povrchovd, vratna ¢i nevratna...) materidlu,
pravdépodobnost insolvence ve finanénim sektoru a dalsi. Vzhledem k charakteru
pouzitych dat je zde duleZity zejména pojem insolvence® (nebo té? bankrot®®)
z finan¢niho sektoru, ktery bude vyuzivan v dalSich ¢astech.

Insolvence (presnéji pravdépodobnost insolvence) sama o sobé muZe byt popsana
pravdépodobnosti P(X < Y), kde nahodna veli¢ina X oznacuje (celkové, kumulované,
...) pfijmy a ndhodna velicina Y oznacuje model vydaji vybrané spolecnosti nebo statu.
Naopak dopInék této pravdépodobnosti, ktery Ize popsat vztahem 1 — P(X < Y), mlze
byt prezentovan jako pravdépodobnost pfijatelné financni situace vybrané spolecnosti,
béZnym provoznim stavem atd.

Po Uvodnim seznameni bude uveden jeden mozny pfistup, ktery je zaloZen na odvozeni
vztahu mezi zvolenymi nahodnymi veli¢inami fidici se sdruzenym dvourozmérnym
normalnim rozdélenim pravdépodobnosti.

* Zde spojité margindlni a sdruzend distribucni funkce na celém definicnim oboru, tj. tam, kde
fxy(x,y) > 0.
% Insolvence neboli platebni neschopnost je neschopnost daného subjektu dostat svym zavazkim. | zde
mUze mit platebni neschopnost dalsi stupné.
26 s / , v . v v .,

Ne v pravnim slova smyslu, ktery vyZzaduje delsi dobu uvaZovaného stavu.
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Véta 2.1 Necht X a Y jsou dvé spojité ndhodné veliciny fridici se sdruzenym
dvourozmérnym normdlnim rozdélenim pravdépodobnosti (tedy dvourozmérnd ndhodnd
velicina) pak

Cov(X,Y) = poyoy,

E{X —Y} = uy —uy,

(2.30)

o?{X —Y} = 0% + 0% — 2poyoy,

X—-Y

l

Normalnim rozdélenim pravdépodobnosti,

kde 1y a py jsou stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in X a Y, o a o jsou jejich rozptyly”’
a p znaci koeficient korelace mezi obéma velicinami.

Dakaz. Trividlni.

Pfedpoklad sdruzeného normalniho rozdéleni pravdépodobnosti je nezbytny pro ziskani
normality u rozdéleni ndhodné veli¢iny vzniklé rozdilem jednotlivych nahodnych veli¢in
(X—=Y). Vtomto prfipadé nesta¢i mit pouze predpoklad normalniho rozdéleni
margindlnich ndhodnych velicin, ale je zde nezbytné pravé sdruzené normalni rozdéleni.

Pokud se tedy uvazované nahodné veliciny X a Y fidi sdruzenym dvourozmérnym
normalnim rozdélenim pravdépodobnosti, potom nové vznikld ndhodnad veli¢ina rozdilu
(X —Y) se také tidi normalnim rozdélenim pravdépodobnosti. Dikaz tohoto lze nalézt
v Rényi (1972).

Véta 2.2 Necht X a Y jsou spojité ndhodné veliciny ridici se sdruZzenym dvourozmérnym
normdlnim rozdélenim pravdépodobnosti, potom distribucni funkci ndhodné veliCiny
vzniklé z rozdilu obou ndhodnych veli¢in (X —Y) Ize popsat jako

x — (ux — py) >

Joz + o — 2poyoy

Fy_y(x) = CD( (2.31)

kde & oznacuje distribucni  funkci normovaného®®  normdiniho  rozdéleni
pravdépodobnosti N(0,1).

Dulkaz. Podstata dlikazu je popsana v nasledujicim postupu.

7 Rozptyl (druhy centrdini moment) ndahodné veliiny ve statistice charakterizuje variabilitu rozdéleni
kolem jeho stfedni hodnoty, pfesnéji stfedni hodnota kvadratl odchylek od stfedni hodnoty ndhodné
veliéiny, vice Hatle a Likes$(1974).
%% Vice napf. Hétle a Like$ (1974).
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Fy_y(x)=P(X-Y <x)

=P((X—Y) — (ux —uy) <x— (ux — ty))
:P<(X_Y)_(ﬂx_ﬂy)< x—(,ux—uy) )

\/0)% + of — 2poyoy \/J}% + of — 2poxoy '

(2.32)

Nyni je ziskdna ,nova“ nahodna veli¢ina rozdilu, kterd se fidi opét normalnim rozdélenim
pravdépodobnosti. Normovana ndhodna veli¢ina je vyjadfena vztahem

KX —V) — (ux — 1)
Joi + o — 2paoyoy (2.33)

Dusledek 2.1 Necht X a Y jsou spojité ndhodné veliCiny, které se fridi sdruZenym
dvourozmérnym normdlnim rozdélenim pravdépodobnosti se sdruZenou funkci hustoty
a distribucni  funkci, potom vztah pro vypocet (pravdépodobnosti) spolehlivosti,
definované jako P(X <Y) z uvaZovanych ndhodnych veli¢in, miZe byt prehledné
upraven jako pravdépodobnost rozdilu ndhodnych veli¢in v nulové hodnoté tj.
P(X —Y < 0) avyjddren jako

R =Fx_y(0)
=PX-Y<0)

=P(X<Y) (2.34)

:c[)( Hy — HBx >
JoZ + af — 2poyoy

Navic v pripadé dvou spojitych a nezavislych ndhodnych veli¢in, které se fidi normalnim
rozdélenim pravdépodobnosti, Ize vztah pro vypocet spolehlivosti vyjadfit jako v nize
uvedeném dusledku, ktery popisuje jen formdlni zjednoduseni prfedchoziho vztahu.

Dusledek 2.2 Necht X a Y jsou spojité a nezdvislé ndhodné veliciny, které se ridi
sdruZzenym dvourozmérnym normdlnim rozdélenim pravdépodobnosti, potom vztah pro
modelovanou spolehlivost P(X < Y) muZe byt vyjddren

R=P(X<Y)

=cb<ﬂy—lix > (2.35)
Joi + of

Zde je nezbytné upozornit na skutecnost, ze vSechny vysSe formulované zavéry jsou
platné pro pripad, kdy jsou splnény vySe popsané predpoklady. Tedy, praktické a primé
vyuZiti téchto vztahu je velmi omezené. Budou vsak vyuzity jako dilci prostfedek v dalSim

textu.
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Kapitola 3

Neparametricke jadrove odhady

V kapitole jsou nejprve podrobné diskutovany a popsany neparametrické jadrové
odhady (aproximace) hustot i distribucnich funkci (jednorozmérné idvourozmérné)
s pouzitim réiznych typ@ jadrovych®® funkci. Nasledné je vénovan prostor pro popis
problematiky vyhlazovaciho parametru jak u hustoty, tak i udistribuéni funkce
a jddrovému odhadu distribu¢ni funkce souctll nahodnych veli¢in. Zavér kapitoly
popisuje vyuziti neparametrickych modell za Gucelem ziskani spolehlivosti.

3.1 Neparametricky odhad ,jednorozmérné“ hustoty, vlastnosti

Vzhledem k zamyslené tvorbé jednorozmérnych a dvourozmérnych modell se hlavni
pozornost zaméri nejprve na jednorozmérné neparametrické jadrové odhady hustoty.
V této problematice je jiz publikovdno velké mnozZstvi literatury tykajici se
neparametrického jadrového odhadu hustoty pro soubory nezavislych a stejné
rozdélenych pozorovani ndhodné veli¢iny pevného rozsahu n, které se fidi nékterym
popsanym modelem pravdépodobnostniho rozdéleni (napf. normdlnim). Cilem je
aproximovat ,vhodnym tvarem“ neznamé funkce hustoty oznacované jako f(x) pomoci
statistického pfristupu, ktery je ve statistice znam pod nazvem , neparametrické jadrové
odhady”.

Definice neparametrickych jadrovych odhadld neznamé hustoty bude zamérena na
modely pro jadrové odhady hustoty, které nejdfive predstavili Rosenblatt (1956)
aParzen (1962). Obecné lze fici, Ze neparametrické jadrové odhady hustot
a distribu¢nich  funkci zobecriuji odhady pomoci tzv. histogramd, které jsou
charakterizovany ,schodovitou funkci“ a patfi mezi jednodussi a ¢asto pouzivané
metody k prvotnimu nahledu na pravdépodobnostni rozdéleni, s pouzitim alternativnich
jadrovych funkci. Tento pfistup doklada nasledujici model tvorby histogramu, ktery je
pro spojitou ndhodnou veli¢inu Xve tvaru

f(x; h) , h>0 neN,, x€eR,
nh

(3.1)

% Jadrové funkce predstavuji tfidu funkei s jistymi pozadovanymi vlastnostmi, které budou popsany dale.
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kde parametr h je prozatim zvolena Sitka déliciho intervalu (parametr méfitka detailné
popsany dale), n je pocet pozorovani (realizace ndhodného vybéru pevného rozsahu)
a n(x) je pocet pozorovani, které padnou do zvoleného intervalu obsahujiciho bod x.

A f(x)

e s N

Obrazek 2: Relativni histogram

»
>

Takto ziskany model pro tvorbu histogramu lze déle upravit s pouzitim tzv. jadrovych
funkci, jak je popsdno v nasledujici definici.

Definice 3.1 Necht {x,..,x,} je iid. vybér ndhodné veliciny X pevného
rozsahu n a necht x € R, potom neparametrické jadrové odhady nezndmé hustoty jsou
definovdny vztahem

n
R 1 X — X;
f(x,h)—EZk( ), k>0 neN, )
=1
kde h oznacuje parametr méritka (Casto oznacovdn v anglické literature jako tzv. scale
nebo bandwidth parameter), ktery také byvd casto oznacovdn jako vyhlazovaci

parametr.

Odhad a vliv této komponenty je diskutovdn v nasledujicich kapitolach, kde jsou
uvedeny dva mozné (nikoliv jediné) ptistupy vedouci k jeho ,,moznému” odhadu. Pokud
je tento parametr na nécem funkéné zavisly, pak pouze na poctu pozorovani n nebo
nékdy i na pozorovanych hodnotach x;. Dale se zde vyskytuje kladna funkce oznacovana
jako k(x), kterd predstavuje jadrovou funkci hustoty v oboru redlnych cisel, u které se
predpoklada, Ze je integrovatelnd a zaroven spliiuje nasledujici podminky:
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+o0
fk(x)dx =1
Yoo

f xk(x)dx =0 (3.3)

— 00
400

f x?k(x)dx=1

— 00

ak(x) = 0proVvx € R.

Poznamka 3.1 V obecné teorii neparametrickych jadrovych odhadu neni kladnost jadrové
funkce nezbytnd a dokonce jsou nékdy v této teorii uvedeny i dalsi poZadavky, mezi

kterymi Ize nalézt napf. | e x2k(x)dx # 1 spole¢né s nulovou stfedni hodnotou.

— 00

Z vyse uvedeného je evidentni, Ze jsou zde pozadovany tfi trividlni podminky. Prvni
podminka znamena, Ze vybrana jaddrova funkce je funkci hustoty. Druha podminka fika,
Ze jadrova funkce je centrovana kolem stfedni hodnoty a ve tfeti podmince je zahrnut
predpoklad, Ze jsou tyto jadrové funkce normovdny s jednotkovym rozptylem
(samoziejmé za platnosti druhé podminky).

3.1.1 Zakladni vlastnosti neparametrického jadrového odhadu hustoty

Vybrany neparametricky jddrovy model k aproximaci nezndmé funkce hustoty lze nyni
podrobit detailnéjsi analyze zdakladnich vlastnosti. Pozornost se nejprve zaméfi na
aproximovanou funkci hustoty, zda se opravdu jednd o funkci hustoty nezndmého
pravdépodobnostniho rozdéleni ¢i nikoliv.

Véta 3.1 Neparametricky jadrovy odhad f (x; h) je néjakou hustotou.

Duikaz. Podstata dikazu plyne z postupu nize.

poo _ X — X
ff(x,h)dx—nhzl f k(= ) dx
—00 1=1 -0

n +o
=an—1hZh f k(Z) dz (3.4)
i=1 —o

n
-
Ry o

i=1

Pouzitim symbolu =, pfi vypocCtu je oznaCeno misto, kde je pouzita substituce z =

X—Xi

Uvedend substituce je dale pouzivéna i v nasledujicich vypoctech rovnic (3.5) a (3.7).
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Véta 3.2 Odhad stredni hodnoty na zdkladé ziskané aproximace funkce hustoty f (x; h) je
roven hodnoté aritmetického priiméru ze souboru ziskanych pozorovani.

Dulkaz. Podstata dlikazu je zaloZena na uvedeném postupu.

+ 00

Ef(x;h){X} = fxf(x;h)dx

1
X — X;
= Ezl f xk( n l)d.x
1=1 -0

-, nhz f (hz + x,)k(z) dz (3.5)
= :lenl: Jzk(z)dz+ le f k(z)dz

1
= ~) %

i=1

Poznamka 3.2 Odhad strfedni hodnoty ndhodné veliciny X, ktery je ziskan s pouZitim
aproximované funkce hustoty f(x;h), a ktery Ize zapsat s pouZitim notace E Pam XD
bude pro prehlednost a zjednoduseni v ndsledujicich odvozeni ddle oznacovadn jako u, .

Dusledek 3.1 Hodnota rozptylu afz(x:h){X} ndhodné veli¢iny X, ktery je ziskdn s pouZitim

aproximované funkce hustoty f (x; h) je roven
1 n
2 _ 2 Y
Tpaom X} = h +n;(x‘ Ha) - (3.6)

Dulikaz. Podstata dikazu plyne z uvedeného postupu.

Fonl®) = [ =P

n

:nlhz j(x_“")z i)

1 —o0

l
1 n
== f (hz + x; — pe)*k(2) dz
1—oo

i=

(3.7)

=rllz f (hz)*k(2)dz + f (6 — 1a)?k(2)dz + f 2hz(x; — ya)k(z)dzl

i=1 —00

= h? +;Z(xi — Ha)?.
i=1
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Zde je dullezité upozornit na skutecnost, Ze k ziskani vysledné hodnoty rozptylu jsou
vyuzivdny viechny dfive uvedené predpoklady (3.3).

Po ziskdni odhadu stfedni hodnoty a rozptylu se lze dale zaméfit i na dalSi vyznamné
statistiky. Pfesnéji fe¢eno, zda je vybrany model pro aproximaci neznamé funkce hustoty
f(x; h) asymptoticky nestranny a vydatny? Odpovéd je pozitivni. To je uvedeno
a dokdzano v pfiloze této prace.

3.2 Vybrané typy jadrovych funkci

Obecné lIze jadrovou funkci povazovat za funkci centrovanou kolem nuly s hodnotou
integralu rovné jedné. V této Casti prace je predstaveno nékolik rlznych (moznych
nikoliv jedinych) typ(Q jadrovych funkci, u kterych jsou uvedené konstanty a,b € R
voleny tak, aby byly splnény vyse popsané podminky. Mezi nékteré pouzivané a , béiné“
jadrové funkce mohou patfit napf.:

1. Parzenova (obdélnikova) jadrova funkce k(x)

1
k(x)=— & —a<x<a, >0,
(%) 53 a<x<a a

(3.8)
=0, jinde.

Ve viech uvedenych jadrovych funkci vychazime z podminek (3.3). V tomto pfipadé je
prvni podminka zfejma. Druha podminka je téZ zfejma v souvislosti se symetrii a ze treti
podminky Ize odvodit hodnotu nezndmé konstanty a nalsedovné:

+a
1 a?
—_— 2 = —_—= —
Zafx dx 3 1=a=+3. (3.9)
-a
2. Epanechnikova jadrova funkce k(x)
x 2
k(x)=b(1—(—) )(:)—an <a ab>0,
a
(3.10)
=0, jinde.
Vyjadreni neznamé konstanty b muze byt odvozeno jako
+a
b j (1 (x)2>d rh=1sp=
a *=39 = " 4a (3.11)

—-a
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Druhd podminka je téZz zfejma v souvislosti se symetrii a ze tfeti podminky je mozné
ziskat hodnoty obou nezndmych parametr( a, b:

x* 4a3b
2 _ — — -
b (x a2>dx— G =1=>a=+5 b= : (3.12)

3. Trojuhelnikova jadrova funkce

k(x)=b(1—|§|)<=—a$x§a, a,b>0,

(3.13)
=0, jinde.

Hodnota nezndmé konstanty b:

+a
2]b<1—(2)>dx=ab=1=>b=%. (3.14)
0

Druha podminka je téz zfejma v souvislosti se symetrii a ze tfeti podminky je mozné
ziskat hodnoty obou nezndmych parametr( a, b:

+a

3
2 _(* _a b — — 2 = i
Zb.[x <1 (a)>dx— G —1:>a—\/€,b—%. (3.15)
0
4. Gaussova jadrova funkce

1

= — 2
k(x) _Zne . (3.16)

Vsechny tfi podminky jsou zfejmé. Funkce je v literature ¢asto oznacovana jako ,béznd“
jadrova funkce, a proto i v této praci dochazi k jejimu ¢astému poufziti.

Grafické interpretace tvarl hustot i distribuénich funkci u popsanych typl jadrovych
funkci jsou prezentovany na ndasledujicim Obrdazku 3 a 4 pro mozné vzajemné porovnani,
kde odlisné tvary koresponduiji s jejich nazvy.
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Jadrové funkce hustoty
0,60 q
0,56 1
0,52 RE N
0,48 ,/ B AN
0,44 K 1
0,40 v R S N
0,36 S 1 N

0,32 Sl T -

0,28 7 - NS
0,24 s j AN
0,20 7 g \\., ~
0,16 ay . NN
0,12 A s . NN
0,08 Pt E Wy

0,04 R A . N .

) T N 9 ® 8 YT NS ® YT Ng N YR QAT Q@O NS
o NG T T T ¢ FF o000 A A A ~

——Parzenova ——-Epaneschnikova ----Trojuhelnikova - —Gaussova

Obrazek 3: Vybrané typy jadrovych funkci hustoty k(x)

Jadrové distribucni funkce

0,96
0,90
0,84
0,78
0,72
0,66
0,60
0,54
0,48
0,42
0,36
0,30
0,24
0,18
0,12
0,06
0,00 -

o«

o o

— T T T T T T
. i S0 0 @ & 5§ 9 9 o N F © O O
[N g o 0o A +d +F A4 dd NG ™

——Parzenova ---- Epaneschnikova ---- Trojuhelnikovd - —Gaussova
Obrazek 4: Viybrané typy distribucnich jadrovych funkci (3.18)

Vsechny uvedené jadrové funkce jsou pouze nepatrnym vyétem ze vSech moznych
jaddrovych funkci a jsou vhodné pro uvaZzovany neparametricky jaddrovy odhad
spolehlivosti z divodu jejich , jednoduchosti®.

Vzhledem k obsahlosti experimentl by bylo velmi obtizné pouZit vSsechny uvedené
funkce, proto byly subjektivné vybrany pouze dvé jadrové funkce, které jsou pouZzity pro
odvozovani postupll a testovani vysledk( na ziskanych experimentalnich datech
v Kapitole 5. Jako prvni byla vybrana Parzenova jadrova funkce a jako druha Gaussova
jadrova funkce, kde rozdily mezi obéma vybranymi funkcemi jsou ukazany v jednotlivych
popisech a na dvou vySe uvedenych obrdzcich. Vybér téchto ,vhodnych” jadrovych
funkci je zaloZzen na skutecnosti, Ze prvni z nich ma ,jednodusi” charakter nejen pro
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predstavivost, ale i pro vieobecnou praci a odvozeni zamyslenych postupt. Vybér druhé
jadrové funkce je zaloZen na jejim obsahu v témér kazdém statistickém software a na
vice ,vyhlazeném“ tvaru distribuéni funkce i hustoty. VSechny tyto vybérové
predpoklady budou podrobnéji diskutovany v testové casti prace, kde nejsou patrné
zasadni zmény (rozdily) mezi odhadovanymi distribu¢nimi funkcemi nahodné veliciny
v zavislosti na typu jadrové funkce. Jak je zifejmé, pro takovou volbu mluvi numericka
jednoduchost nebo dostupnost. Neni to ale jedinym dlvodem. Z literatury napft.
Devroye a Gyorfi (1985) je znamo, Ze volba ,tvaru” jaddrové funkce ovliviiuje vlastnosti
vysledné aproximace f(x; h) daleko méné nez volba ,vyhlazovaciho parametru h”,

3.3 Neparametricky odhad ,jednorozmérné“ distribu¢ni funkce,
vlastnosti

V navaznosti na predchozi ¢ast, ktera se detailné zabyvala popisem modelu pro odhad
neznamé funkce hustoty, Ize nyni definovat model pro neparametricky jadrovy odhad
(aproximaci) nezndmé distribuéni funkce s oznalenim F(x;h). Ziskanad aproximace
(funkce) predstavuje odhad distribuéni funkce, kterd je charakterizovana vice
vyhlazenym tvarem, neZ u vySe uvedeného tvaru neparametrického jadrového odhadu
hustoty.

Definice 3.2 Necht {xy,..,x,} je iid. vybér ndhodné veliciny X pevného rozsahu

nanecht x € R, potom model pro neparametricky jadrovy odhad distribucni funkce je
definovdn vztahem

n
~ 1 X — X;
F(x,h)—ZZK( ) h>0 neN,, 517)

kde K (x) je jadrova distribucni funkce, kterd je ziskdna z jadrové funkce hustoty

X

K(x) = fk(z)dz.

— 0o

(3.18)

Vztah uvedeny v této definici vychazi z definice distribuéni funkce a je odvozen za pouziti
integrace dfive uvedeného modelu pro odhad neznamé funkce hustoty (3.2) na oboru
realnych Cisel do poZzadované hodnoty x:
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n X
1 1 —
F(xh) = ZZ fﬁk(z hxl)dz
i=1 —0
X—Xi
I [
%;Z f k(y) dy (3.19)
i=1 —0
1 & Z— X
_ - i
- nZK( h )'
i=1

kde je opét pomoci symbolu =, oznacena pouzita substituce y = %

3.4 Problematika vyhlazovaciho parametru u odhadu hustoty

Kvalita popisovaného odhadu je zavisld nejen na volbé jadrové funkce (slabéji, viz vyse),
ale i na volbé parametru h, a proto je nezbytné se uvedenou problematikou zabyvat.
Vybér odpovidajici hodnoty tohoto parametru je velmi dulezity, protoZe vliv parametru
ve formé vysokych hodnot vede ktzv. ,prehlazeni”, zatimco vliv malych hodnot
parametru vede na tzv. ,podhlazeni” nebo téz ,¢lenity” odhad. Obecné se dostdvdme do
situace, kdy v prvnim pfipadé dochazi pti aproximaci ke ztraté detailll a ve druhém
pfipadé ziskand aproximace pfilis , osciluje”. Obé situace budou nazorné prezentovany
dale.

Pro hodnoceni kvality celého modelu je nezbytné nejprve vybrat ,vhodnou” miru
charakterizujici rozdil mezi skute¢nou funkci hustoty f(x) a popsanym modelem pro jeji
odhad f(x; h). Podstata a vyznam tohoto problému je diskutovdan v mnoha doposud
zverejnénych publikacich, jako napt. Turlach (1993), kde je publikovdana vyhoda volby
miry v L2norméch z dGvodu jednodudsi analyzy nei zkoumani dané problematiky v jiné
normé (napf. norma L'). Ndsledna analyza vybéru hodnoty vyhlazovaciho parametru
mUze byt zaloZena na nasledujicich postupech, které predpokladaji znalost ,,skute¢ného”
pravdépodobnostniho rozdéleni nahodné veli€iny (tj. apriorni informaci).

3.4.1 Odhad vyhlazovaciho parametru pfi znalosti funkce hustoty

Cela tato ¢ast je motivovana Turlach (1993), Reza¢ (2007), Novakova (2009). Postup je
zalozen na znalosti ,Stfedni kvadratické chybyso”, kterou lze v literature nalézt pod
zkratkou MSE z anglického prekladu ,,Mean Squared Error”. Uvedené kritérium Ize
pouzit nejen u parametrickych odhadl, ale i u neparametrickych odhadl pro méreni
jejich ,kvality” v konkrétnich bodech x a je interpretovano jako

MSE (fGih)) = E{(F(x; h) - f(X))Z}- (3.20)

%% podrobnéjii popis stfedni kvadratické chyby Ize nalézt napk. v Hatle a Like$ (1974) nebo Cipra (2008).
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Vhodnymi Upravami lze prepsat vybrané kritérium do tvaru
msE (oo ) = E{(fem - £00)
=E{f*(x) = 2f(Of (x; ) + f2(x; W)}
=f?(0) = 2fOE{f (x; W} + E{f*(x; W} + E*{f (x; W} — E*{f (x; 1)} (3.21)
= E{f?( )} = E*{f G I} + E*{f (6 1)} = 2f GOE{f (e )} + f2(x)
= E[f2 (s ) — E2{f G ) + (E{f (s )} — ()

Tim lze interpretovat MSE pomoci dvou ¢lend, kde prvni z nich znaci rozptyl odhadu
a druhy tzv. kvadrat vychyleni, coZ Ize zapsat pro prehlednost pomoci zkratek jako

Var{f (s} = £{7*Gs w} - £(F 0o 1) (3.22)

Bias (f(x; h)) = E{f(x; )} — f(x). (3.23)

Potom lze prepsat MSE s vyuzitim obou ¢lenl vztahem
2

MSE (f(x; ) = Var{f (x; )} + (Bias (F@ h))) (3.24)

Nevyhoda kritéria je v hodnoceni rozdilt pro jednotliva pozorovani, a proto je nahrazeno
kritériem pro méreni chyby na celém intervalu ISE, tj. ,Integrdini kvadratickd chyba”
z anglického prekladu ,Integrated Squared Error”. To uddva vzddlenost mezi (skute¢nou,

zndmou) funkci hustoty f(x) a jejim odhadem f(x; h) na celém intervalu.

Uvedena mira predstavuje jeden z jednodussich moznych nastroja k hodnoceni kvality
odhadu a jeji interpretace je

158 (Feeim) = [ (P - FG) d (3.25)

Opét nevyhoda uvedeného kritéria ISE spociva ve skuteCnosti, Ze jeho vysledky lze
povaZovat ze statistického Uhlu pohledu do (jisté miry) za ndhodné a tedy i nevhodné.
Proto lze jeho tvar (do)upravit a (do)dodefinovat s vyuzitim stfedni hodnoty, coz je
v literature nazyvano jako tzv. ,Stfedni integrdlni kvadratickd chyba (MISE)”“, opét
z anglického prekladu ,,Mean Integrated Squared Error”. Interpretaci upraveného kritéria
Ize popsat jako

MISE (f(x; 1)) = E{ISE (f(x; 1))} = E{j(f(x; h) — f(x))zdx}, (3.26)
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kde integracni oblast predstavuje obor realnych Cisel a symbol E oznacuje zminénou
stfedni (nebo také ocekdvanou) hodnotu. Popsané kritérium je jiz mnohem vice
pouzivano z dlivodu jeho matematické jednoduchosti a statistické interpretovatelnosti.
Ddle je mozné kritérium upravit s vyuzitim stfedni kvadratické chyby (MSE) a zdmény
poradi pfi integraci

MISE (f(x; b)) = f E{f(x;h) — f(x)} dx

f N (3.27)
= | MSE(f (x; h))dx.

Nevyhoda uvedeného kritéria spociva v ,dosti komplikované” zavislosti na nezndmém
vyhlazovacim parametru h, a proto se pouziva jiné znamé kritérium tzv. ,asymptoticka
aproximace” MISE, kterd umoziuje prehlednéjsi vyjadreni zavislosti chyby odhadu na
volbé vyhlazovaciho parametru. Pro odvozeni tohoto kritéria Ize pouzit predchozi tvar
MSE, kde je pouzit rozptyl odhadu a kvadrat vychyleni. Asymptoticky pfipad MISE je
odvozen a ukdzan napft. v Turlach (1993, s. 6 — 7), kde definice tzv. ,Asymptotické stfedni
integrdlni kvadratické chyby (AMISE)“ z prekladu ,,Asymptotic Mean Squared Error” je

R(k) us(k)\?
AMISE(h) = —>=+ h2s (T) R(f®), (3.28)
kde
R() znati pro né&jakou integrovatelnou funkci L funkcional R(L) = [ L?(x)dx,

u;(),jeN  opét znaii pro n&jakou funkci L funkciondl u;(L) = [ x/L(x)dx,
f je znama nebo “prava” funkce hustoty pravdépodobnosti a
f(j),jeN je j — ta derivace zndmé funkce hustoty f.

Odvozeni uvedeného tvaru neni zcela trividlni a je zaloZeno na nékolika dalSich
predpokladech:

e UvaZovand hustota f(x) ma spojité derivace fddu nejméné (s + 2) a jadrova
funkce hustoty k je pravé Fadu®t s.

e Sitka vyhlazovaciho parametru h = {h,}-; je posloupnost nenahodnych
kladnych Cisel, pro kterou plati, Ze h konverguje k 0 pomaleji nez %, tedy

lim h =0, lim nh = oo.

n—-oo n—-oo

' K pojmu tad jadrové funkce viz napf. Turlach (1993, s. 6 — 7) nebo Rezg (2007, s. 15).
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Pouzity rad jadrové funkce hustoty je podrobné popsan v uvedené literature (viz
poznamka pod ¢arou), a protoZe se nejednad o cil prace, neni zde jiz dale popisovan.

Poznamka 3.3 Zdvislost ISE a MISE na vyhlazovacim parametru h se odrdZi v téchto
vypoctech, ale ne zavislost na vybrané jadrové funkci k.

Jeden mozny pfiklad o tomto kritériu je publikovdn od Marron a Wand (1992). Zde byly
studovany MISE a AMISE pro pfipad, kdyzZ je funkce hustoty mixem normalnich hustot
a k je Gaussova jadrova funkce (s = 2).

Necht jsou tedy splnény predchozi predpoklady, potom je moziné psat hodnotu
vychyleni v bodé x jako

A ) 1 .,
Bias (f(x; h)) =E{f(; )} - f(x) = Ehzuz(k)f (x) + o(h?), (3.29)

kde o(+) symbolizuje vyjadieni asymptotické chyby uvedeného rozvoje (aproximace) a je
popsana nize (a v seznamu znaceni).

Dikaz. Nejprve se zaméfime na vypolet stfedni hodnoty odhadu®? funkce hustoty
f(x; h) vbodé xeR:

Ffesmi—1 e [ (5] - ()

=1

=+ [ (D) roa,

(3.30)

kde X charakterizuje nahodnou veliinu, x; jeji realizace a ostatni parametry jsou jiz

popsany v predchozi ¢asti. Po zavedeni substituce z = % je tento vyraz upraven do

tvaru

B i) = [ k@I Gx = ha)dz, (3.31)

Nyni lze provést Taylorlv rozvoj funkce f(x —hz) v bodé x (zde fadu 2 pro
zjednoduseni) s vyslednou hodnotou

. 1 .
fx = hz) = f(x) = hzf (x) + 5h?2*f (x) + o(h?), (3.32)

kde pomoci symboliky o(h?) je vyjadiena asymptoticka chyba daného vyrazu v zavislosti
na hodnoté parametru h. Dosazenim odvozeného rozvoje do predchoziho vyrazu (3.31)
je ziskan tvar vypoctu stfedni hodnoty aproximované funkce v bodé x

%2 podrobnéji provedeny postup tohoto vypottu je proveden v piiloze A dokazujici odhad asymptotické
nestrannosti a vydatnosti.
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N , 1 .
E{f(x; h)} =f(x)fk(z)dz—hf (x)fzk(z)dz+5h2f (x)fzzk(z)dz
+ o(h?). (3.33)
Vyraz lze dale upravit s pouzitim dfive prezentovanych momentovych podminek pro
zvolenou jadrovou funkci, kdy je ziskdna stfedni hodnota odhadu (aproximace) v bodé

x ve zjednoduseném tvaru

) 1, . )
E{f (e )} = f() + SR (up (k) + o(h?) (3.34)

a zaroven vychyleni, které je vyjadreno s pouZitim zndmé funkce hustoty f(x) jako

E(f G )} — £2) = 5 B2 (ua(0) + o(A), (3.35)

[
Poznamka 3.4 Na zdkladé vyse uvedeného vztahu je vhodné zminit fakt, Ze vychyleni je
funkéné zdvislé na hodnoté parametru h?. Pokud budeme ddle pfedpoklddat, e pocet
pozorovdni n — oo, potom lze povaZovat odhad funkce hustoty za asymptoticky
nevychyleny. Uvedend skutecnost je dokdzdna v priloze této prdce, kde je ndzorné
proveden dukaz asymptotické vydatnosti a nestrannosti ziskaného odhadu nezndmé
funkce hustoty.

Poznamka 3.5 Uvedenou symboliku , 0“ Ize zjednodusené oznacit za , asymptotickou
chybu” provedeného odhadu, tedy necht ¢ je redind funkce definovand v okoli bodu a,
necht w je funkce kladnd v prstencovém okoli bodu a. Potom symbol

@(x) = o(w(x))

(3.36)
pro x — a znaci, Ze
Le3)
A et - (3.37)
Zde se vyskytuje symbol o ve tvaru @ (h) = o(h¥) pro h — 0, coZ Ize prepsat tak, Ze
_lemI . |o(r®)]
W e = M =0 (3.38)

(pfevzato z Novdkovad (2009))

Vice informaci, dikaz( a podrobného rozpracovani tykajici se této problematiky lze
nalézt napf. v Rezac (2007), Novakova (2009), Orava (2008).

Necht jsou tedy splnény predchozi pfedpoklady, potom vztah (3.22) pro rozptyl odhadu

f(x; h) v bodé x |ze pfepsat s vyuZitim predchozich postupt jako
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R R R 1 1
Var{f (s} = E{f s )%} - B{f (s )} = — RGOS + 0 (=) .39

Dukaz. Pro odvozeni tohoto tvaru pouZijeme predchozi Taylorlv rozvoj a nize uvedené
zjednoduseni

. 1 & 1 x—xl
fGoh) = EZE Zkh(x—xl) (3.40)

Uvedeny vyraz Ize ddle prepsat s pouZitim o notace (asymptotické chyby odhadu) na tvar

kp(x —x) = f(x) +0o(1), (3.41)

kde 0(1) lze chéapat jako funkci jdouci limitné k 0. Vysledné odvozeni lze nésledné
provést pomoci nasledujiciho postupu:

. 1%
Var{f (x; h)}:Var{— k (x—xi)}
:lVar{kh(x -X)}
n
1 1
=;E{kh(x - X)?} - E(E{kh(x - X)}?

2

=[G = 2r0ay == ([ knGe =7 0I)

i (3.42)
:n_lhf k(2)*f(x — hz)dz —%(f k(z)f(x — hz)dz)
1 1 2
—— [ K@@ + 0z - = ([ k(G + 0(1))iz)
1 1
=%f(x) f k(z)?dz+ o (E)'
1 1
== FCOR(D) + 0 (%) .
| |

Poznamka 3.6 Zde je vhodné upozornit na skutecnost, Ze z vyse uvedenych vlastnosti
vyhlazovaciho parametru konverguje soucin nh — o, rozptyl je tedy neprimo umérny
tomuto soucinu a konverguje k 0 pron — o,

Nyni jiZ Ize pfepsat MSE pomoci asymptotického vyjadieni stfedni hodnoty a rozptylu
" " R 2
MSE (f(x; h)) = Var{f(x; h)} + (Bias (f(x; h)))
(3.43)

=n—1hR(k)f(x)+%h4( (x)) (w2 ()’ +0( +h4>

a za splnéni uvedenych predpoklad(l Ize prepsat MISE do tvaru
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MISE (£Gc; ) = AMISE (£x; ) + o (i + h4),

nh (3.44)

kde

) 1 1 )
AMISE (f(x;h)) = —R(k) +7h*R(f ) (u2 ()", (3.45)

Dikaz. Odvozeni vyrazu Ize provést, pokud f je integrovatelnd funkce a jsou zaroven
splnény vSechny uvedené predpoklady.

MISE (f(x;h)) = f MSE(f (x; h))dx
1 1 2 . 2 1
—_ 14 . 4
_nth(k)f(x) dx +7h f(uzck)) (F @) dx+ o<nh+ h ) (3.46)
1 1 . 2 1
— xS _ 4
= R0+ hR(F ) (w(0)” + 0 (- + 1Y)
]
Poznamka 3.7 Vypocet integrdlu druhé mocniny vychyleni je pfimo umérny hodnoté h*,
a proto hodnotu vychyleni Ize sniZovat mensim vyhlazovacim parametrem. Na druhou
stranu mensi hodnota vyhlazovaciho parametru zplsobi ndrist hodnoty integrdlu
rozptylu vzhledem k uvedené nepfimé zdvislosti. Zavér z uvedeného odvozeni ukazuje, Ze

je vhodné volit kompromis pro ,,optimdini®>“ hodnotu vyhlazovaciho parametru.

Ziskané postupy lze nasledné vyuzit pro odvozeni ,vhodného” vyhlazovaciho parametru
h, pro ktery nabyva kvalitativni kritérium AMISE minimdlni hodnoty, tedy

ﬁ_( R(k) f
(u2(0)°R(F ) (3.47)

Dukaz. Pristup k ziskani optimalni hodnoty vyhlazovaciho parametru h je zaloZen na
hleddni minima s pouZitim prvni parcidlni derivace odvozeného vyrazu podle hledaného
parametru

9 /1 1 . 1 -
55 G R0 + H RGN @a00)°) =~z RO+ RR(F)w00)’s (549

kterou k ziskani stacionarnich bodl poloZzime rovnou 0 a dostaneme hodnotu
vysledného tvaru (3.47):

** Optimalni ve smyslu odhadu, ktery neni ,piehlazeny” ani ,podhlazeny”, tedy podle uvedeného kritéria
je optimalni hodnota rovna minimalni hodnoté kritéria.
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0 =%R(k) +1*R(F ) (uz(0))”
_ R(k)
R(FI(u2(0)) n (3.49)

1

R < R(k) )5

h = S 2 :
R(F ) (ua(k))'n

Poznamka 3.8 Vyhlazovaci parametr odhadovany timto zplisobem je zavisly na apriorni

ES

znalosti jadrové funkce, pocltu ziskanych pozorovdni a funkci hustoty rozdéleni, kterd
vétsinou neni zndma na souboru redlnych dat, a proto vyuZiti tohoto pravidla neni v praxi
témér mozné.

Uvedena problematika véetné navazujicich rGznych testovacich kritérii jiz nebude dale
detailné vySetfovana, protoZe je zde jeden velmi dulezity predpoklad, ktery je uveden
v poznamce vyse, a to Ze apriorné nezname ,,skute¢nou” a znamou funkci hustoty.

3.4.2 Odhad vyhlazovaciho parametru pri neznalosti funkce hustoty

Predpoklad apriorni znalosti funkce hustoty predstavuje hlavni davod, proc je v celé této
praci nadale pouzivan jen odhad parametru h zaloZeny na odvozeni z rovnosti mezi
hodnotou vybérového rozptylu a ziskanym rozptylem neparametrického jadrového
modelu pro aproximaci hustoty.

Odvozeny vztah pro ziskani rozptylu (3.6) u neparametrickoho jadrového modelu je jiz
zndm a vztah pro odhad vyb&rového rozptylu, oznatovaného jako s2, Ize vyjadFit jako

n
1
2 _ o 2
1=

Zde je obsazen odhad stfedni hodnoty modelu f(x; h), kde je znacen notaci y,. Potom
rozptyl vybraného modelu pro neparametricky jadrovy odhad hustoty (3.6) mize byt
upraven s pouzitim predchoziho vztahu pro odhad vybérového rozptylu

n
1
Ujéz(x;h){x} = h* + ZZ('XI: — Ug)?
i=1
n—1
=ah* +——s; (3.51)
1
= hz + (1 _E)STZL'

Pouzité znaCeni =, oznacuje misto, kde je pouzito vyjadreni
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n

Z(xi — ta)® = (n — Dsy. (3.52)

i=1

Z tohoto dGvodu je moZné stanovit pfibliznou rovnost mezi obéma rozptyly s2 = g2
a vysledny odhad nezndmého parametru vyhlazeni h muize byt vyjadfen v nasledujicim
tvaru.

Diasledek 3.2 Necht {x,,...,x,} je i.id. vybér ndhodné veli¢ciny X pevného rozsahu
n a necht s? je vybérovy rozptyl, potom hodnota nezndmého vyhlazovaciho parametru

2
h = n n €N
ot + (3.53)

Duikaz. Jako dlkaz pro vyjadreni uvedeného vztahu slouzi vySe uvedeny postup.

h muZe byt vyjadrena jako

Poznamka 3.9 Zde je duleZité upozornit na vzniklou skutecnost, Ze pri pouZiti vyse
uvedeného postupu pro odhad vyhlazovaciho parametru je pfedpokldddno, Ze nezndmy
vyhlazovaci parametr h je urcen redlnym cCislem (jednd se o deterministickou hodnotu),
ale v tomto prfipadé md hodnota tohoto parametru charakter ndhodné veli¢iny, coZ je
obecné problém.

Dalsi modely pro odhad ,vhodného” vyhlazovaciho parametru jsou velmi casto
diskutovany v odborné literature (napt. stfedni integralni absolutni chyba ,Mean
Integrated Absolute Error”, atd.), kde jsou také doporuceny pfipadné vypocetni postupy
véetné predpoklad(i na né kladenych. Jina cesta pro odhad tohoto parametru je zaloZzena
na vybraném numerickém postupu a jeho rostouci hodnoté az do “pfijatelného tvaru”.

3.5 Problematika vyhlazovaciho parametru u distribu¢ni funkce

Doposud byl hlavnim predmétem této prace odhad (aproximace) nezndmé funkce
hustoty podle neparametrickych jadrovych modell. Nyni se Ize podivat na uvedenou
problematiku i z jiného Uhlu pohledu a zaméfit se na jddrovou aproximaci distribuéni
funkce pro ziskany soubor redlnych pozorovani, u kterého neni zndma dostatecna
apriorni informace o tvaru pravdépodobnostniho rozdéleni.

3.5.1 Popis vzniklé situace

Primarnim cilem prdce je neznama hodnota (pravdépodobnosti) spolehlivosti nebo
selhani, kterou lze ziskat za predpokladu znalosti (odhadu) distribu¢ni funkce ze
ziskanych pozorovani. V predchozich kapitolach byly tyto odhady prezentovany pomoci
neparametrickych jadrovych odhad(l, tedy s vyuzZitim rdznych typ( jadrovych funkci,
které spliuji predem dané predpoklady (3.3) a zaroven zde byly popsany nedostatky
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ovliviujici kvalitu odhadu tj. pristupy k volbé vyhlazovaciho parametru (parametru
méritka). Samotny vyhlazovaci parametr vyznamné ovliviuje tvar (kvalitu)
aproximovanych funkci a v pfipadé nevhodného odhadu jsou vysledné hodnoty
zkreslené.

3.5.2 Neparametricky jadrovy odhad distribu¢ni funkce

Obecny model neparametrického jadrového odhadu distribucni funkce pouzivajici rizné
typy jadrovych funkci je definovdn modelem (3.17). Pro ucely zde pouZité aproximace je
vhodnym typem distribuéni jadrové funkce K (x) tzv. Parzenova jadrovd funkce popsand
vztahem (3.8), ktera je vhodna vzhledem k nasledné vyhovujicim vlastnostem.

Poznamka 3.10 Zddvodu prehlednosti v niZe uvedenych postupech je vhodné
prfipomenout rozdily mezi znaéenim jddrovych funkci, kde k(x) znaci jadrovou funkci
hustoty a K (x) je integrdl této jadrové funkce tj. distribucni jédrovd funkce.

Dale budeme predpokladat, Ze jadrova funkce hustoty opét spliuje vySe uvedené
predpoklady (3.3) tj. spojitd centrovanda a normovana funkce hustoty kolem stfedi
hodnoty a jeji jddrova distribu¢ni funkce K (x) zaroven spliiuje pro a € R:

1. K(x) je spojita distribu¢ni funkce na celé redlné ose,
2. da > 0takové, ze K(x) = 0prox < —aaziroven K(x) =1prox > a

a vyhlazovaci parametr h je funkcéné zdvisly nanejvyS na hodnoté rozsahu ziskaného
souboru dat, tedy na hodnoté n.

Poznamka 3.11 Pokud se pouZije model (3.17) pro odhad distribucni funkce s pouZitim
Parzenovy jadrové funkce a vyhlazovacim parametrem h — 0, pak pro takovy jednotkovy
skok Ize hovofit o empirické distribuéni funkci** (EDF).

Necht {x4, ..., x,,} je i.i.d. vybér ndhodné veli¢iny X pevného rozsahu n, potom sdruzena
funkce hustoty
n
G, o) = l_[f(xi), neN,. (3.54)
=1
Tento vztah lze pouzit k odhadu stfedni hodnoty aproximované (neznamé distribucni
funkce z uvazovaného nahodného vybéru E{F(x; h)}.

Véta 3.3 Necht {x,, ..., x,} je i.i.d. vybér ndhodné veli¢iny X pevného rozsahu n a necht
existuje neparametricky jadrovy odhad distribucni funkce F(x; h), potom odhad stfedni

i Empirickd distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X zjednodusSené predstavuje prislusné kumulativni

Cetnosti k vzestupné serazenym pozorovanim (k poradkovym statistikdm nad uvazovanym vybérem), vice
napf. Rényi (1972).
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hodnoty aproximované distribucni funkce uvaZované ndhodné veliCiny je mozZné vyjadrit
jako

E{F(x;n)}=F(x—hé), h>0, ¢&€(—aa), neN,. (3.55)

Poznamka 3.12 V prfesném slova smyslu je myslen odhad stfedni hodnoty z ndhodné
veli¢iny neparametrického jddrového odhadu distribu¢ni funkce F(x;h), ktery je pro
kaZzdé x ndhodnou proménnou (tj. deterministickou funkci pozorovdni z ndhodného
vybéru).

Dikaz. Postup pro vyjadreni uvedeného vztahu je zaloZen na vyrazu (3.54) a predpisu
pro odhad stfedni hodnoty. Nize uvedeny postup v sobé odrazi smysl nahodné veli¢iny
i vicerozmérnou funkci hustoty uvazovaného pravdépodobnostniho rozdéleni, tedy

Flx; h) [n f(xi)] dx, ...dx,

[oe) i=1

+o0  +

E{F(x; b)) = f

n +too +oo n
= %2 . f K(x ;xj) [Hf(xi)] dx; ..dx,
i=1 —co —© i=1
1]71 +00 ‘. (3.56)
= EZ K( A ])f(xj)dxj
J=1—-c0
+ 00

_ K(X;Z)f(z)dz, h>0, neN,

8

kde ve tfetim radku dostavame aritmeticky pramér ze shodnych jadrovych funkci a diky
tomu lze odstranit zavislost na rozsahu n. Nasleduje Uprava vysledku pro ziskani stfedni
hodnoty za poufZiti substituce % =y =z =x— hy = dz = —hdy, kterou je ziskan

vztah
E{F(;)}=h f K() f(x — hy)dy. (3.57)

Vzhledem k vySe uvedené vlastnosti ¢. 2 je mozné uvedeny vyraz dale modifikovat do
tvaru obsahujiciho soucet dvou komponent

+00 +a +o0
b KoY G-tddy=h [ KO FG-mdy+h [ fa—mdy. 5
—o0 —-a +a
Oba dva ¢leny na pravé strané z vySe uvedeného souctu lze dale upravovat. Nejprve je

pozornost zamérena na druhy ¢len souctu, ktery za pouziti zpétné predchozi substituce

z=x—hy= % =y = _sz = dy je prevoditelny do tvaru
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h +fof(x —hy)dy=— _fof(Z) dz

x—ha
x—ha

_ f £(2) dz (3.59)
:;'(x—ha), h > 0.

Potom je pozornost zamérena na Upravu prvniho ¢lenu vySe uvedeného souctu, ktera je
proveditelna podle druhé véty o stfedni hodnoté integralniho poctu popsané nize.

Véta 3.4 Necht existuji konstanty a,b € R takové, Ze a < b, necht ddle f(x) je redind
funkce, u které existuje integrdl od a do b, a necht g(x) je monoténni na intervalu {a, b).
Potom existuje ¢islo & € (a, b) takové, Ze

b § b
[ g dx = 9@ [ e dx + g0 [ Fe ax (3.60)
a a 3

(prevzato z Jarnik (1954, s. 241)

Dukaz. Postup celého dikazu véty (3.4) je detailné popsdn v Jarnik (1954, s. 241-246)
a je proveden za danych a velmi obecnych predpokladd.

Nyni jiz nic nebrani k provedeni zamyslené Upravy u prvni ¢asti uvedeného souctu
s vyuzitim vySe uvedené véty o stfedni hodnoté integralniho poctu nasledovné:

+a

h j K(y) fGx — hy)dy

—-a

f +a
h (K(—a) j f& = hy) dy + K(a) j fx - hy) dy)
Za g

h( [ ra-m dy) 61
f x—=¢&h
=, h(% J f(z)dz)

x—ah

= F(x —hé) — F(x — ha), h>0,
kde je pomoci symboliky =, pouZita pfedchozi substituce z = x — hy. Na zavér lze

shrnout uvedeny poustup tak, ze 3¢ € (—a, a) takové, Ze stfedni hodnota z aproximace
distribuéni funkce v bodé x € R je rovna

B{FGW)=h [ KO FG—yddy+h [ fG=hy)dy
=F(_x—h§)—F(x—ha)+F(x—ha) (3.62)
=F(x — hé&), h >0, & €(—a,a).

|
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Zjednodusené se ziskany vysledek muZe interpretovat tak, Ze stfedni hodnota
neparametrického jddrového odhadu neznamé distribu¢ni funkce nahodné veliciny X je
pro kazdé redlné x hledana (neznama, vzorova) distribu¢ni funkce posunutd pravé
o hodnotu ,h&”.

Dale je vhodné odhadnout rozptyl uvazovaného odhadu, kde nahodnou velicinu
predstavuje odhad (aproximace) neznamé distribuéni funkce F(x; h).

Véta 3.5 Necht {xy, ..., x,} je i.i.d. vybér ndhodné veli¢iny X pevného rozsahu n a necht
existuje neparametricky jddrovy odhad distribu¢ni funkce FE(x;h) a konstanty
&,n € (—a,a), potom odhad rozptylu aproximované distribu¢ni funkce uvaZované
ndhodné veli¢iny je mozné vyjadrit jako

—nh) — F?(x — Eh)
n (3.63)

o?{F(x; h)}—
kdeh>0an € Nj,.

Dulikaz. Podstata dlkazu je zaloZena na nékolika postupnych krocich, kdy v prvnim kroku
Ize nejprve odvodit kvadrat uvazované nahodné veliciny, tedy

Fz(x;h)=i-zn:1( x—xl ]
Kz(x;xi)+ZK(x;xi)K(x;xj)

i#j

II
oy

(3.64)

I
3, -
'M3

4

Il
[y

pro h >0 a n € N,. Takto ziskany kvadrat uvaZované ndhodné veli¢iny je nasledné
pouzivan k odvozeni stfedni hodnoty, ktera je nezbytna k doplnéni do vztahu k vypoctu
rozptylu

n t®

E{F?(x; h)} % Z f K*? (%)f(xi)dxi +

i=1 —00

+00 + 00

w3 | k(G e [ k(=

l#] —oco0 —00

x.
]) f(x;)dx;
(3.65)

+00

= i f KZ( )f(z)dz+(n —n)F?(x — hé)

(x = h$)

proh>0,neN,afE€ ( a, a). Dale Ize pouzit shodnych postupl jako u vypoctu vyse
uvedené stfedni hodnoty véetné pouZitych substituci (3.58), (3.59), (3.60) a (3.61).
Jinymi slovy, prvni ¢len souctu ve vztahu (3.65) lze rozepsat do nasledujiciho tvaru
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| k() r@dz=h | K20V G -hdy+h [ fo—hy)dy

+a

=h f K?(y) f(x — hy)dy + F(x — ah)

—-a
+a

=hf f(x — hy)dy + F(x — ah), h>0,
n

(3.66)

kde n € (—a, a) a je obecné rizné od hodnoty &. Odtud je mozné dale upravit opét prvni
¢len souctu ze ziskaného vztahu (3.66) na hodnotu

+a x—nh
hf f(x—hy)dy+F(x—ah)=h z f f(z)dz |+ F(x — ah)
h h
n x—a
=F(x —nh) — F(x — ah) + F(x — ah) (3.67)

=F(x —nh), h >0, n € (—a,a).

VySe uvedenym postupem je ziskana vysledna hodnota odhadu stfedni hodnoty
kvadratu aproximované distribuc¢ni funkce v bodé x (kterd ma v danou chvili charakter
nahodné veliciny) ve tvaru

L[PG =) + (n = DF2(x — £R)]

E{Fz(x; h)} ;

] 1 i (3.68)
= F?(x — &h) +1—l[F(x—T]h)—F (x —&h)],

kde h > 0, n € N, a &,n € (—a,a), ale jsou obecné navzajem rlizna. Nyni je jiz mozné
odvodit hodnotu rozptylu uvazované nahodné veli¢iny F(x;h) podle dobfe zndmého
vztahu

o {F(x;h)} = E{F* (s W)} - E{F( Y, h>0, neN, (3.69)

s vyuZitim odvozeného vztahu (3.68) a nasledujiciho postupu za podminek uvedenych
vyse:

205 — E0) + L 1F(x — nh) — F2(x — €h)] — F2(x —
F2(x = §h) +—[F(x —nh) — F2(x = §M)] = F?(x — £h)

F(x —nh) — F?(x — &h) (3.70)
- .

o?{F (x; )}

Uvedeny postup lze shrnout tak, Zze pokud existuji £, € (—a, a) potom odhad rozptylu

F(x—nh)—F*(x—¢h)
- )

z nahodné veli¢iny F(x; h) je a?{F(x; )} =
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Poznamka 3.13 K tomu, aby bylo predchozi odvozeni korektni a ddvalo smysl, je vhodné
,OVefit podminky existence” pro pouZitou stfedni hodnotu E {F (x; h)} aFE {13 2(x; h)} na
jejichZ zdkladé Ize ddle odvozovat i nezndmou hodnotu rozptylu.

Nejprve existence stfedni hodnoty odhadu distribu¢ni funkce v bodé x € R, kterad je
charakterizovana samotnou existenci vztahu E{F (x; h)} = f_JrOZOK (%)f(z)dz a K(x)

je nezdpornd funkce zdola omezend nulou a shora omezena jednotkou, tj. funkce
hustoty ndhodné veli€iny f(z) je jeji majorantou s omezenim maximaini hodnoty rovné
1 (omezeni pomoci majoranty). Dale pokud existuje uvedena stfedni hodnota, pak je
i hodnota

+ 00

E{F2(h)} = — |n f K (S5) f@dz + (0 = mF2(x — he)

= (3.71)

—00
a K%(x) je opét nezdporna funkce zdola omezend nulou a shora omezena jednotkou.

Tvrzeni 3.1 Necht F(x;h) je modelovd distribucni funkce a F(x) je pfedpoklddand
a nezndmda distribucni funkce ze ziskaného souboru redlnych dat pevného rozsahu
n € N, necht ddle hodnota a € R je odvozend hodnota uvaZované distribucni jadrové
funkce, h > 0 je pridruzeny vyhlazovaci parametr a v bodé x € R existuje stredni
hodnota odhadované distribuéni funkce E{F (x; h)}, potom plati ndsledujici nerovnosti:

1. F(x—ah) < E{F(x;h)} < F(x + ah),
2. o{F(x; h)} < Hram=FGan) 1 (3.72)
7 —_— n —_— .

n

Dlukaz. Podstata dlkazu je zaloZena navlastnostech uvaZovanych funkci, kde
predpokladané funkce F(x) a Fz(x) jsou spojité neklesajici distribuéni funkce
definované na celém definicnim oboru a zaroven tedy plati nerovnost Fz(x) < F(x).
Odtud prvni nerovnost lze dokazat nahrazenim libovolného ¢&isla & € (—a, a) Cislem

(—a). Pro druhou nerovnost plati, Ze F(x + ah) < 1 a tedy i F?(x — ah) € (0,1), co? Ize
oznacit za omezenost konstantou dle definice.

Tvrzeni 3.2 Pokud pron € N, a h > 0 plati n - co = h — 0, pak je dany odhad za
vyse uvedenych podminek asymptoticky nestranny a asymptoticky vydatny.

Dulkaz. Pfimy dlsledek predchoziho tvrzeni 3.1.

3.5.3 Algoritmus odvozeného modelu

Pomoci predchoziho odvozeni byl ziskdn model pro odhad (aproximaci) nezndmé
hodnoty distribuc¢ni funkce a nyni je vhodna doba pro detailni popis postupu (algoritmu)
k ziskani modelové distribuc¢ni funkce na ziskaném souboru redlnych pozorovani.
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Necht je k dispozici ziskany soubor nahodnych pozorovéni {x, ..., x,} pevného rozsahu
n spojité ndhodné veli¢iny X srozdélenim pravdépodobnosti popsané funkci hustoty
i distribu¢ni funkci a tomuto nahodnému vybéru odpovida ,sefazeny” ndhodny vybér

{X(l),X(z), ...,X(n)}: X(i) < X(H_l), i = 1, e, — 1. (373)

Potom pro takto sefazeny soubor v souvislosti s nesefazenym plati

~ 1% x—xl v x(l)
F(X,h)zaz :EZK h>0, TlEN+,

i=1 i=1

(3.74)

protoZze se jedna o koneény soucet naméfenych pozorovani, kde Ize prehazovat dle
libosti vzhledem k hodnotdm na realné ose x. Ddle je mozné tento model prepsat do
tvaru

H(x)—-1

Fam=-|pw+ . k(D) k>0, nen
T ' h ’ ’ + (3.75)
i=D(x)+1
kde D(x) a H(x) jsou definovany jako
D(x) = max{i:x) < x — ah; 0}, (3.76)
tj. zapoctu vsechny hodnoty aZ do uvazované hranice (x — ah) a
H(x) = min{i: X = x+ah;n+ 1}, (3.77)

tj. vSechny vétsi nez je hranice (x + ah) nezapoctu, nebo zapoctu nulovou hodnotu.

Dukaz. Hlavni podstatou dikazu jsou nasledujici odvozeni, ktera nepotrebuji blizsi popis,

tedy
X — X(i) X — X(i) _
( h S_a:”(( h )_0)’ (3.78)
ale
X —X(')
(Tl < —a) & (xgy=x+ah)=0 (3.79)
a
X — X(i) X — X(i) _
( h 2+a=>K( h )_+1)' (3.80)
ale
(% > +a) = (x(l) X — ah) = 0. (3.81)
| ]
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Poznamka 3.14 K pochopeni celého algoritmu je nejvhodnéjsi ndzorna ukdzka, kterd
obsahuje pouZité znaceni a uvaZované ,meze”, které hraji vtomto algoritmu velmi
daleZitou roli.

1 2 3 Dx)+1 | Dx)+2 | Dx)+3 | n—2 | n—1 n
x(l)x ;(2) X(3) X(D(x)+1) x()lc)(x);cm) X(D(x)+3) X(n-2) N x)(Cn—l) X(n)
MY _ 0] AN _

K( h ) =+1 K( h ) K( h ) -
x —ah x + ah

Tabulka 1: Aproximacni algoritmus distribucni funkce

V uvedené ukdzce jsou patrné plvodni predpoklady na jadrovou distribu¢ni funkci, které
jsou v pfipadé vybéru Parzenovy jadrové funkce spinény. Pfi bliZzS§im prozkoumani tohoto
algoritmu lze dale zjistit, Ze uvedeny model k odhadu neznamé distribucni funkce neni
nic jiného, nez ,zobecnéna empiricka distribuéni funkce”, jak naznacuje slovni popis pro
aproximaci neznamé hodnoty F(x).

Struc¢né receno, aproximovanou hodnotu predpoklddané a nezndmé distribucni funkce
F(x) v libovolném bodé x € R ziskame tak, Ze jsou nejprve nacitany pfirdstky 1/n az do
hodnoty dolni meze (x —ah) za kazidou mensi hodnotu pozorovani v sefazeném
souboru, jako pfi tvorbé EDF. Nasledné jsou pro vSechna pozorovani v intervalu
(x —ah,a + ah) dopoéitany hodnoty vybrané jadrové distribu¢ni funkce. Pro
pozorovdni vyssi nez je horni mez uvaZovaného intervalu (x + ah) jiz nejsou nacitany
dalsi hodnoty jadrové distribuéni funkce a vysledna hodnota je ziskana tak, Ze
k souctu prirdstk(l je pricten celkovy soucet hodnot v intervalu vydéleny poctem
pozorovanin.

3.6 Neparametricky jadrovy odhad hustoty a distribu¢ni funkce
souctll

Doposud prezentovana podrobna analyza neparametrickych jadrovych modell je dale
rozsifitelnd na jadrové odhady souctll, presnéji na aproximaci distribuéni funkce soucta.
Myslenka u jddrového odhadu souctl je inspirovdna skutecnosti, Ze predmétem zajmu
neni stavova veli¢ina (tj. spolehlivost vdaném c¢asovém okamziku, napf. mésici), ale
kumulace veliéiny za uvazované obdobi (tj. spolehlivost za celé uvazované obdobi), coz
muze byt podminéno napf. ekonomickym vyznamem aplikace.

Necht je predpokldadano, Zze mame k dispozici dvé nezavislé stejné rozdélené spojité
ndhodné veli¢iny X aY, které maji funkce hustoty fyx(x), fy(x) a distribu¢ni funkce
Fyx(x),Fy(x). Dédle budeme predpokladat, Ze existuje rozdéleni jejich souctu, tedy
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kumulovand ndhodnd veli¢ina Z = (X+Y) majici distribuéni funkci s vyuZitim
konvoluce®

+ 00

Fy(x) = f Fx(x —z)fy(2)dz, x,z€R. (3.82)

— 00

Poznamka 3.15 Pravdépodobnostni rozdéleni s distribu¢ni funkci F,(x) se nazyvd
konvoluce rozdéleni s distribu¢nimi funkcemi Fy (x), Fy (x).

Celd problematika konvoluci pravdépodobnostnich rozdéleni véetné dlikaz( a vlastnosti
(komutativnost, asociativnost) je podrobné rozepsana v Rényi (1972, s. 180). Potom
odhad distribu¢ni funkce souCtu m nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velicin
bude nadale oznacovan jako F,,(x; h). Necht je dale predpokladan pro nahodny vybér
model (3.2) pro neparametricky jadrovy odhad hustoty (vCetné jeho predpokladi)
s pouzitim Parzenovy jadrové funkce (3.8).

Potom inspirace pro aproximaci neznamé distribucni funkce souctu je zaloZena na
postupu, kde je nejprve vyjddfen odhad distribuéni funkce pro soucet (m+ 1)
nahodnych velicin

+ oo

R " 1 - Z — X
Fm+1(x;h)=me(x—Z;h)EZk( )dZ' h>0, neN. (3g3
i=1

h

—00

Zde je vhodné pouzit Upravu vzhledem k pouzité jadrové funkci hustoty a jeji definici, tj.

—ah<z—x; <ah (3.84)
x; —ah <z <x;+ah,

A pfedchozi vyraz lze zjednodusit na tvar

xi+ah

n
) 1 "
Frp1 (g h) = Zanhz f Fn(x—zh)dz, h>0, n € N,. (3.85)

i=1x;—ah

Véta 3.6 Necht {xy, ..., X;+1} jsou realizace nezadvislych a stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in {X1, ..., X;m+1}, potom neparametricky jadrovy odhad (aproximace) distribucni
funkce F,,..1(x; h) pro soucet (m + 1) ndhodnych velicin je ve tvaru

n

) 1O .

Py (x; h) = ;Z Fn(x —x;h), neN, (3.86)
i=1

* Konvoluce (skladani funkci) predstavuje zjednodugené matematicky operator (operace) zpracovavajici
dvé funkce.
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a neparametricky jadrovy odhad funkce hustoty fm+1(x; h) pro stejny pocet prvku
(m+1)je

. I, ,
fmﬂ(x,h):;me(x—xi.h)’ n € N,. (3.87)

To jsou ponékud jednodussi vyrazy nez vlastni konvoluce.

Dikaz. Cely postup je zaloZen na vyrazu (3.85) a jeho Upravé spouzitim tzv.
,lichob&Znikového pravidla®®“ pro vypocet uréitého integralu u libovolné spoijité funkce
g(x), které lze vyjadfit jako

[ oterte= o~ pgtey + G220 9x)
xl > = 3.88
= (0 —x1) [9(x1)+§g(xz)—§g(x1)] (3.88)

1
ZE(XZ - xl)(g(xz) + g(xl))'

Aplikaci pravidla na modelové hodnoty distribuéni funkce, kde g(x,) = E, (x — x; —
ah;h) a g(x;) = E,,(x — x; + ah; h) je po nasledném dosazeni do uvedeného vyrazu
ziskdna ,,pfibliznd hodnota“ souctu distribuc¢ni funkce. Pojem pftiblizna hodnota je pouzit
z dlvodu aplikace lichobéZnikového pravidla.

n
- 1 . ~
Fri1(x;h) = 2anhz ah (Fm(x —x; —ah; h) + E,(x — x; + ah; h))
L i=1
= %Z (Am(x —x; —ah;h) + E, (x — x; + ah; h))
i=1
N R (3.89)
~ 1i (Fm(x —x; —ah;h) + E,(x — x; + ah; h))
T n 2
i=1
1 n
= ;Eﬁm(x—xi;h), h>0, n € N,.
i=1
]

Véta 3.7 Necht {x,, ..., X,;+1} jsou realizace nezdvislych a stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in {X4, ..., X;y4+1}, potom odhad stfedni hodnoty E{Z,,,,} pro ndhodnou veli¢inu

Z tvorenou souctem (m + 1) ndhodnych velicin je ve tvaru

Et omyZme1d = B, omyUZm} + %, (3.90)

kde X znaci aritmeticky primeér.

% Lichobé&znikové pravidlo je pravidlo pro ,pfiblizny numericky vypoget uréitého integralu u spojitych
funkci (aproximace pomoci souctu obsaht lichobéznika).
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Dikaz. Necht g(x) predstavuje hustotu pravdépodobnosti uvazované nahodné veliCiny,
potom plati vztah

+oo +00

f xg(x —x;)dx =4 f o +x)g(y)dy

— 00

(3.91)
= E{X} + x;.

Pomoci symbolu =, je oznateno misto, kde je pouzita substituce y =x — x; pro
zjednoduseni vypoctu hodnoty integralu. Odtud Ize postupné odvodit stfedni hodnotu
celého souctu

n 1o
1 A
Ef. oy Zmer} = ;Z f X fm (X — x5 h) dx
i=1 —00

n
1
— 3.92
= > (EpsonZn} + %) (3.92)
i=1

= E; _aniZm}t+
Dusledek 3.3 Z uvedeného odvozeni je zrejmé, Ze za podminky E?(x;h){X } = X plati vztah
Efm_l(x;h){zm} = mXx.
Dukaz. Primy ddsledek predchozi véty 3.7.

Véta 3.8 Necht {xy, ..., X;y+1} jsou realizace nezdvislych a stejné rozdélenych ndhodnych
veli¢in {X4, ..., Xm+1}, potom odhad hodnoty rozptylu 6%{Z,,.,} pro ndhodnou veli¢inu Z
tvorenou souctem (m + 1) ndhodnych velicin je ve tvaru

n
1
2 _ 2 = )2
afm+1(x;h){zm+1} = O'fm(x;h){zm} + nZ(xl x) ’ (3.93)
i=1
kde X znaci aritmeticky primér.

Dikaz. Necht g(x) predstavuje hustotu pravdépodobnosti uvazované nahodné veliciny,
potom plati vztah

f (x — w29 (x — x) dx =, f (=0 +x) g dy

f [y — 29O + 2x,(y — Wg)dy + x71g(y) dy (3.94)

— 00

= 0%+

Odtud Ize pomoci nasledujiciho postupu dostat poZzadovanou hodnotu pro rozptyl
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+oo
Ufzm+1(X;h){Zm+1} = J- (x - (m + 1)f)2fm+1(x; h) dx

+

[ee]

(x = (m + 1)%)?fn (x — x;5 h) dx

S|

M= 105 10V

8

[ee]

+

[ = m®)? + 20/ = mO (= x) + & = x )y dy (39

S|

8

S|

|97 oy Zm} = (i =277

l

n
1
— 42 =
= 0% o md+ ) (=D,
i=1

1l
_

Dusledek 3.4 Ztéto situace mohou nastat dvé rizné varianty. Pokud pouZijeme pro

odhad rozptylu prvni ndhodné veliciny afz(x; h){X } = %Z{;l(xi — X)?, potom plati
o2 (Z..} = ma?_, (X}
Jm(QGR) M JECHO R (3.96)

ale pokud je odhad rozptylu prvni ndhodné veliciny afz(x;h){X} = ﬁ (e — %)%,

potom je vyslednd hodnota
2 _ 2 n—1y ,
O Gty Zm1} = OF oy {Zm} + ( n )"f(x:h){X}' (3.97)

Vyraz (3.97) je mozné upravit na vyraz s pouzitim afz(x_h){X}. Postup odvozeni je

n—1
9 omyZm} = OFn X} + (m — D( " )“fz(x:h){X}
(m-—1Dn-1)
]

2
O-f(x;h){X} [1 +

(3.98)
= mofun (17 (1-7))
kde prakticky pro dost velké n opét plati
o? . {Z,}=md? , (X}
Jm(OGR) M fOch) ¥ (3.99)

Tvrzeni 3.3 Pron € N, a h > 0 je dany odhad distribucni funkce soucti F,(x) za vyse
uvedenych podminek asymptoticky nestranny a vydatny.

Dikaz. Necht X je nahodna veli¢ina se znamou distribucni funkci Fx(x) a necht Y je
ndhodna veli¢ina s neznamou distribuéni funkci Fy (x) a dostupnym ndhodnym vybérem
{y1, ., yn}. Potom pro nahodnou veli¢inu Z = (X +Y) vzniklou souctem obou
nahodnych veli¢in Ize odhadnout distribuéni funkci ve tvaru
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Lo AN
F,(x) = EZI Fx(x = y). (3.100)

A stfedni hodnotu odhadu distribu¢ni funkce Ize vyjadrit

_ 1w
Efy(y){FZ(x)} = ;z E{Fy(x —y)}
=1
1<
'y f Fx(x —y) fy (v dy; (3.101)
=1 —0

+ 00

- f FeGe = Y)fy ) dy.

— 00

Struéné Feceno F,(x) je za vye uvedenych predpokladi nestrannym odhadem
distribu¢ni funkce souctu dvou nahodnych veli¢in (X + Y), bodové pro Vx € R.

Necht déle pfedpokldadédme nezavisly a stejné rozdéleny nahodny vybér {y,,...,v,},
potom jsou nezavislé a stejné rozdélené i Fy(x — y;), ..., Fx(x —y,), pro Vx € R. Déle
dle predchozich odvozeni plati

2 _ 2
Oyn, Fx(xe-y) ~ "OFx(x-y) (3.102)
a
1
2 _ 1 2 . _
Of,x) = 5 Ofxx—ypr L= Lo (3.103)

Tedy F,(x) je i asymptoticky vydatnym odhadem distribuéni funkce (X + Y).

3.7 Odhad ,dvourozmérné” funkce hustoty a distribu¢ni funkce

Dalsi oblasti neparametrickych jadrovych odhad( distribu¢nich funkci a hustot jsou
vicerozmérné neparametrické jadrové odhady. Pro uvazované neparametrické jadrové
modely k ziskani spolehlivosti (selhani) je ale nezbytné pouzivat dvou nebo vicerozmérné
modely z divodu simulace vzajemného puasobeni rliznych sil, jak je jiz popsano v Uvodu
prace. Proto by bylo nyni vhodné nejprve definovat pouZitelny model apoté ho
aplikovat na vicerozmérny neparametricky odhad distribuéni funkce a funkce hustoty.
Mozna definice jiz byla publikovana napf. Hardle (1991, s. 79 - 82).

Definice 3.3 Necht {xy, ..., x,} je iid. vybér jedné ndhodné veli¢iny X; z r-rozmérné
ndhodné veli¢iny X (zde je uvaZovdn r —rozmérny ndhodny vektor X = (X4, ..., X,)T, kde
X; je jednorozmérnd ndhodnd velicina s ndhodnym vybérem prdvé rozsahu n), potom
vicerozmérné modely pro neparametrické jadrové odhady hustoty a distribucni funkce
jsou definovadny jako
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y Lo (5% s N
Z,Ff o ) =% mERe 390

i=1 j=1
a
n T
F gy hy) = K (2= p>o N
(xlp Xy Ny ey 7‘) _EZ j h : ] >0, n €Ny, (3105)
e p j
=1 j=1
kde
k; (xj) Je jadrovd funkce hustoty pro j — tou komponentu (veli¢inu) x;,
K;(x) je jadrovd distribuéni funkce pro j — tou komponentu (veli¢inu) x;,
h; je vyhlazovaci parametr jadrové funkce v j — té komponenté (veliciné),
ktery ma vliv na rozptyl jadrové funkce,
Xj i je i — té pozorovani (realizace) z j — té komponenty (velic¢iny) a
n je pocet pozorovanych dat v kazdé r —rozmérné komponenté (veli¢iné),

ktery je pro vSechny komponenty stejny.

Poznamka 3.16 Vyjddreni téchto definic vicerozmérnych modeli se znacné zjednodusi
v pfipadé volby jen jednoho vyhlazovaciho parametru, jak uved! napr. Hardle a kol.
(2004).

PouZiti uvedeného vicerozmérného neparametrického jadrového modelu je
efekty neparametrického modelovani a i v pfipadé dvourozmérného modelu se jedna
pouze o teoreticky zdklad pro odvozeni dil¢ich semi-parametrickych vysledk(. Dalsi
negativni stranka vicerozmérnych neparametrickych modell spocivd ve vypocetni
sloZitosti, kterd roste s poctem dimenzi r. Nékdy je vySe uvedené tvrzeni zesilovano.
Uvedené postupy nejsou bézné aplikovany na vicedimenzionalni data, jejichZz dimenze je
vétsi nez 5, Hardle a kol. (2004). Opét se ale jednd o empirii, jako i u vyroku na pocatku
tohoto odstavce.

Upravena definice pro dvourozmérné neparametrické jadrové modely odhadu neznamé
hustoty a distribu¢ni funkce mohou byt vyjadreny pomoci nasledujicich vztaha, které
predstavuji zjednoduseni predchozich modell (3.104) a (3.105).

Definice 3.4 Necht {xy,...,x,} je iid. vybér ndhodné veli¢éiny X rozsahun a necht
{y1, ..., Yn} je i.i.d. vybér druhé ndhodné veli¢iny Y opét rozsahu n. Pozorovdni v obou
vybérech jsou pdrovdny, tj. pozorujeme dvojice (x;,y;). Necht ddle h, a h,, jsou jejich
vyhlazovaci parametry, potom dvourozmérny neparametricky jadrovy model odhadu
nezndmé funkce hustoty a distribucni funkce je
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n

X Y —Yi
Z ( ) (hy ) Paohy >0, €Ny (3106)

i=1

f(xy;i by hy) =

Y=Y
F(xy; hehy) =~ ZK( ) y( h, ) Py >0 mEN 3.107)

Ze vztahU uvedenych v predchozich definicich je zcela evidentni, Ze obé aproximace jsou
»konzistentni“ v(i¢i operaci prechodu na jejich marginalni hustoty a distribu¢ni funkce.

Véta 3.9 Dvourozmérnd aproximace hustoty a distribucni funkce je konzistentni vuci
operaci pfechodu na jejich margindIni hustoty a distribucni funkce.

Dlikaz. Konzistence mezi dvourozmérnym a jednorozmérnym neparametrickym
jddrovym modelem pro odhad neznamé hustoty muize byt ukdazana pomoci ndsledujiciho
postupu:

+ 00

s hy) = j F(x,y; b hy)dy

(x_x) f ky<y;yyi)dy (3.108)
(H)

kde jsou vSechny postupy zcela evidentni.

M:

3.8  Vyuziti neparametrickych odhadt pro spolehlivost

Modely pro neparametrické jadrové odhady spolehlivosti jsou zaloZzeny na vyse
odvozenych vztazich, zejména vztah pro pfipad nezdvislosti nahodnych veli¢in (2.35).
Nadale bude predpokladano, Ze je k dispozici n parli pozorovani (x;,y;), tedy nahodny
vybér parovanych pozorovani pevného rozsahu n. Cilem této &asti je ziskani neznamych
hodnot (pravdépodobnosti) spolehlivosti nebo selhani s pouzitim dvou vybranych typ(
jaddrovych funkci. Prvni typ jadrové funkce je opét Parzenova (obdélnikova) jadrova
funkce (3.8) a druhy typ Gaussova jadrova funkce (3.16).

3.8.1 Odhad spolehlivosti s pouzitim Gaussovy jadrové funkce

Nejprve je vytvoren model neparametrického jadrového odhadu spolehlivosti s pouzitim
Gaussovy jadrové funkce (3.16) pro nadhodny vybér parovanych pozorovani (x;,y;)
pevného rozsahu n, ktery je odvozen na zakladé dvourozmérného neparametrického
jadrového odhadu hustoty. Déle je zde nezbytné upozornit na vlastnosti jednotlivych

50



Neparametrické jadrové odhady

ykomponent” (Casti jadrového odhadu, které vstupuji do vysledného vypoctu pro
aritmeticky prlmeér), kdy pro kazdou takovou uvazovanou ,komponentu” margindlni
funkce hustoty plati nasledujici véta.

Véta 3.10 Necht {xq, ..., x,} je iid. vybér ndhodné veli¢iny X s jeji distribu¢ni funkci

a funkci  hustoty, potom pro kaZdou uvaZovanou komponentu definovanou
X=X

1
vz hm—k( L
tahe e 5

) pro h, >0 zcelkového souctu komponent (tj. scitanec)

vstupujicich do neparametrického jadrového odhadu margindini funkce hustoty
dostaneme ji odpovidajici stfedni hodnotu a rozptyl:

Ekx{X} =X

B (X%} = + b, (3.109)

o X} =hZ.

Duikaz. ZdGvodnéni vyse uveden\’/ch vztah( spociva v postupném odvozeni prislusnych

vysledk(l s pouzitim substituce = o = y a predpokladem h, > 0.

x.
E, {X} = f —xk, l)dx=xl-,
X hx
Ep {X?}= f —x%k L)dx=xi2+h,zc,
x h hy
o (X} =h3.
[ |

Strucné lze fici, Ze stfedni (ocekdvand) hodnota uvedené jadrové funkce (komponenty)
je ziskané pozorovani a rozptyl této funkce je kvadrat hodnoty vyhlazovaciho parametru.
Tyto odvozené vztahy lze nyni pouZit pro odhad nezndmé hodnoty spolehlivosti.

Véta 3.11 Necht X a Y jsou spojité ndhodné velic¢iny a necht mdme k dispozici ndhodny
vybér pdrovanych pozorovdni {(xy,y1), .., (Xn,¥n)} pevného rozsahu n, potom
vyslednou hodnotu neparametrického jadrového odhadu spolehlivosti s pouZitim
Gaussovy jddrové funkce a s vyuZitim vlastnosti (3.110) pro dvourozmérné rozdéleni
pravdépodobnosti v pfipadé dvou nezdvislych ndhodnych velic¢in (2.35) Ize vyjddrit jako

R= P(X<Y)— / hehy, >0, neEN,

o)

kde y; a x; znac¢i i —té pdrové pozorovdni, n je celkovy pocet pdrovanych pozorovadni, h,

(3.111)

a h,, jsou hodnoty vyhlazovacich parametri (parametry méfitka).
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Dukaz. Nezndma hodnota spolehlivosti je vyjadfena jako P(X <Y), jestlize déle
pouzZijeme odvozeny vztah (2.35) pro dvourozmérné normadlni rozdéleni
pravdépodobnosti dvou nezavislych nahodnych veli¢in a vyuzijeme vlastnosti kazdé
komponenty (3.110), potom vysledny tvar mdze byt odvozen postupem:

R=PX<Y)

- f f F(x,y; hy by dxdy

x<y

n
1 1 x—x;\ 1 V=Y
== —k ( l)—k =~ ) dxd
nz ﬂhx “\"hy Jhy, y< I, ) B (3.112)

i=1 x<y

n

=lz¢ Yi — Xi

n )
i=1 /h,zc +h?

Poznamka 3.17 Uvedeny postup pro ziskani nezndmé hodnoty spolehlivosti je pouZivdn

hy, hy >0, n€ N,

u dvourozmérného normdliniho rozdéleni pravdépodobnosti s prfedpokladem nezavislosti
ndhodnych velic¢in. Cely postup lze vyuZit ale i vobecném pfipadé (kde jsou
pfedpokladdny zavislosti), protoze dvourozmérny neparametricky jddrovy odhad je
tvoren z ndsobk( jddrovych funkci, které maji nezdvisly charakter a z toho divodu
odhadovand hodnota spolehlivosti nepotiebuje mit funkci hustoty a distribucni funkci
dvourozmérného normdlniho rozdéleni pravdépodobnosti.

3.8.2 Odhad spolehlivosti s pouZzitim Parzenovy jadrové funkce

Pouziti Parzenovy jadrové funkce je zaloZeno na stejném principu jako v predchozim
pfipadé. Opét je predpokladan nahodny vybér parovanych pozorovani (x;, y;) pevného
rozsahu n dvou nahodnych veli¢éin X, Y a cilem je odhadnout nezndmou hodnotu
spolehlivosti s pouzitim Parzenovy jadrové funkce (3.8). Uvedeny pfistup je technicky
vice ndrocny, a proto je zde vysvétlen podrobnéji.

Véta 3.12 Necht X a Y jsou spojité ndhodné veli¢iny s hustotou i distribuc¢ni funkci
a necht mdme k dispozici ndhodny vybér pdrovanych pozorovdni {(x1,y1), -, (¢n, Yn)}
pevného rozsahu n, potom vyslednou hodnotu neparametrického jadrového odhadu
spolehlivosti s pouZitim Parzenovy jadrové funkce (3.8) a dvourozmérného jadrového
modelu pro odhad hustoty (3.106) Ize ziskat jako

n
1
R = P(X < Y) = WZ I, hx' hy >0, n €N, (3.113)
l=
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kde a znadi parametr Parzenovy jddrové funkce, n je celkovy pocet pdrovanych
pozorovdni, hy a h, jsou hodnoty vyhlazovacich parametri a faktor I; charakterizuje
odpovidajici prostor. Ten Ize vyjadfit jako

+00 400

I; = f f xe <y)x(x; —ah, <x<x; + ahx))((yi —ah, <y<y;+ ahy)dxdy, (3.114)

—00 —O00

kde je pomoci symbolu y(*) oznacena charakteristickd funkce vyroku definovand na
uvaZované mnoZiné nebo matematicky vztah, ktery oznacuje clenstvi daného prvku
v uvaZované podmnoziné.

Dlkaz. K odvozeni modelu pro odhad neznamé hodnoty spolehlivosti je poufZita
P(X <Y) sdvourozmérnym neparametrickym jadrovym modelem pro odhad hustoty
(3.106) a vztah (2.35). Potom vysledny tvar mdze byt odvozen nasledovné:

R=PX<Y)
= fff(x,y; hx,hy)dxdy
x<y
1% 1 1
X=X Y—Ji
12 [ R (52w
i=1xsy ~ * y y
n

1
:mili, hx,hy>0, n € N,.
=)

Pouzity faktor I; vyuZiva charakteristickou funkci y(*), ktera je rovna 1 nebo 0, pokud
matematicky vyraz uvnitf je pravdivy nebo nepravdivy a celkovd plocha oznacovana
pomoci pismene A ve tvaru ¢tverce nebo obdélniku je odvozena ze vztahu

A = (x; — ahy, x; + ahy) * (y; — ahy, y; + ahy) = 4a*hyh,, (3.116)

Poznamka 3.18 Uvedeny parametr (konstanta) a predstavuje parametr Parzenovy
(obdélnikové) jadrové funkce odvozeny vztahem (3.9).

Vzhledem k uvedenému postupu je vhodné se nyni zaméfit na presnou interpretaci
vypoctu neznamé hodnoty spolehlivosti i —tého paru pozorovani (nebo i — té
komponenty). K pfedchozimu odvozeni obsahu celkové plochy pro kazdé parované
pozorovani je nutné ziskat obsah ¢&asti plochy (faktor I;), kterd spliuje podminky
charakteristickych funkci uvazovaného faktoru. Ziskana hodnota faktoru je tedy plocha,
ktera je dana vztahem (3.114) a pfi nasledném dosazeni této plochy do podilu
s celkovym obsahem plochy (3.116) je ziskdna hodnota spolehlivosti (respektive jeji
pravdépodobnost). Nelze opomenout fakt, Ze odvozené obsahy obou ploch jsou zavislé
na ,,mirach” (vyhlazovacich parametrech) obou ndhodnych veli¢in. Nyni jiz zbyva ziskat
vyslednou hodnotu spolehlivosti z celého rozsahu ziskanych pozorovani, kterou lze
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odvodit jako podil souctu vSech hodnot (pravdépodobnosti) jednotlivych komponent
a celkovym poctem ziskanych pozorovani n.

Uvedeny postup lze stru¢né shrnout tak, Ze hodnota spolehlivosti (selhani) je tedy
aritmeticky prlmér z hodnot jednotlivé ,odhadnutych pravdépodobnosti“ a ziskané
faktory I; pro i =1, ...,n charakterizuji plochy oznacené Sedou barvou na Obrazku 5,
kde jsou zaroven pro lepsi predstavivost vykresleny vSsechny mozné usporadani (pozice),
které mohou pro kazdy par pozorovani nastat.

Obrazek 5: Mozné usporaddni (pozice) odhadovanych ploch pro odhad spolehlivosti s pouZitim
Parzenovy jadrové funkce

Vzhledem k dlleZitosti a moZné neprehlednosti tohoto obrazku v souvislosti
s pfedchozim popisem je nyni vhodné se zaméfit na jeho obsah detailnéji. Subjektivné je
proto zvolena a vybrana jedna mozind konfigurace (pozice) z Obrazku 5, na které jsou
zobrazeny uvedené duleZité souradnice z pouzivanych ploch pfi odhadu pro intuitivnéjsi
pochopeni celé této problematiky a zaroven je vykreslena celkovd plocha oznacovana
jako A ze vztahu (3.116).

Dale je vhodné pfipomenout hodnotu uvedené konstanty a =+/3 ze vztahu (3.9)
a mozny poutzitelny odhad nezndmého parametru méfitka, ktery je odvozen vztahem
(3.53). Vysledné soufadnice vybrané konfigurace jsou zndzornény na Obrazku 6.
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Obrazek 6: Souradnice jedné vybrané konfigurace (komponenty)

Poznamka 3.19 Obrdzek 6 ukazuje vybranou komponentu z postupu k ziskdni nezndmé
hodnoty spolehlivosti pro i —ty pdr pozorovdni, kde plocha oznacend Sedou barvou
spliiuje vsechny podminky uvedené v (3.114) a pravdépodobnost této komponenty je
ziskdna podilem této plochy s hodnotou celkové plochy (3.116), kterd je oznacena

spolecné Sedou a ¢ernou barvou.
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Kapitola 4

V = /7 o . v /7 /7 v

Vyuziti modelu v aplikacni sfére

Kapitola popisuje vyuZiti navrhovanych modell v aplikaéni sféfe. V Uvodu je popsan
zdrojovy soubor dat z platebni bilance Ceské republiky, kde v pfipadé nestacionarniho
(otekdvaného) charakteru ziskanych pozorovani je navrien model pro moZnou
aproximaci nezndmé ,trendové slozky” z predpoklddaného aditivniho heuristického
modelu ¢asové rady na zakladé vygenerovaného ortonormadlniho systému ,indexovych”
»Car“. Ddle kapitola pojednava o tzv. ,retrospektivnim® a, prediktivnim® trendu. Zavér
kapitoly je zaméren na pojmy nezapornosti platebni bilance modelované spolehlivosti
a na platebni bilanci obecné, jak v aktudlnich hodnotach, tak v kumulacich.

4.1 Platebni bilance, stru¢ny ekonomicky vyznam

Cil prace je zaméren na oblast z aplikované matematiky, kterou charakterizuje konkrétni
soubor redlnych pozorovéni ziskany z platebni bilance Ceské republiky, pfesnéji na
hodnoty zjeji €asti nazyvané obchodni bilance. Zde je spolehlivost reprezentovana
skutecnosti, Ze celkova vyse (napf.) vydaja (za dovoz) neni vétsi nez celkova vyse prijmu
(z vyvozu) a naopak, selhani reprezentuje skutecnost, Ze celkova vyse vydaju je vétsi nez
celkova vyse prijmu za celé uvazované obdobi od 1. 1. 2003 do 31. 5. 2012. Samoziejmé
se jednd o dil¢i pohled, ekonomicky dulezitym jevem je nezdpornd (zdpornd) celkova
platebni bilance (napf. za nékteré obdobi).

V platebni bilanci dané zemé (platebni bilanci zahrani¢niho obchodu) je zachycen
mezinarodni pohyb statkli, sluzeb, wvyrobnich faktord, pohleddvek a zavazkd se
zahrani¢im (v penéinim vyjadreni). Pfedstavuje statisticky vykaz, ktery systematickym
zpUsobem zachycuje ekonomické transakce se zahrani¢im za urcité Casové obdobi.
Platebni bilance ma mnoho definic, napf. z metodického listu ¢NB*’ nebo v knize od
autord Neuman, Lambersky a Jirdnkova (2010).

Definice 4.1 Platebni bilance stdtu je statisticky zdznam (ucetni vykaz) ekonomickych
transakci subjekti dané zemé (rezidentii) s ekonomickymi subjekty ze zbytku svéta
(nerezidenty) za urcité obdobi, zpravidla jeden rok.

(pfevzato z Neumann, Zambersky a Jirdnkovd (2010, s. 94)).

37 X e . ,
Ceskd narodni banka.
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Samotna struktura platebni bilance je v rlznych zemich a institucich nejednotna, proto
zde popiseme pristup CNB, ktery vychazi z ,PFirucky k sestaveni platebni bilance MMF®
(5. vydani, 1993)“. Zde je platebni bilance rozdélena do horizontalni nebo vertikalni
struktury. K Gcelu této prace byla pouzita pozorovani z horizontalni struktury, proto je
pozornost zamérena na jeji struny popis, respektive jen na bézny ucet. Dalsi informace
a podrobné popisy lze nalézt pfimo na internetovych strankach Ceské narodni banky,
nebo ve vysSe uvedené literature.

Horizontalni struktura platebni bilance je rozdélena do nasledujicich ¢asti:
I.  BéZiny ucet
a. Obchodni bilance
b. Bilance sluZeb

¢. Bilance vynosii
d. Bézné prevody

I.  Kapitalovy ucet
lll.  Finanéni Ucet
a. Primé investice
b. Portfoliové investice
c. Financni derivdty
d. Ostatni investice
V. Rezervy
V.  Chyby a opomenuti, kurzové rozdily

Obchodni bilance (bilance zboZi) zahrnuje hodnoty dovozu (import) a hodnoty vyvozu
(export) zboZi do zemé a ze zemé ve vztahu: obchodni bilance = vyvoz zboZi — dovoz
zboZi. Vysledek bilance muize byt vyrovnany, kladny (aktivni saldo, prebytek) a zaporny
(pasivni saldo, schodek). V pfipadé zaporného salda béiného uctu je nutné
(do)financovat vznikly deficit v ramci zbylych acta (kde hlavni roli hraje finanéni ucet)
nebo rezervy, které obsahuji i pdjéky z ciziny nebo od obyvatel CR pomoci dluhopisti
nebo pokladni¢nich poukazek.

Bilance sluzeb zahrnuje vyvoz a dovoz sluzeb ze zemé a do zemé a ¢asto je oznaCovana
jako tzv. neviditelny obchod, ktery zahrnuje zejména dopravu vcietné tranzitnich
poplatkl, prijmy z cestovniho ruchu, rtizné stavebni a montdazni prace, licence, patenty
atd.

Poznamka 4.1 Obchodni bilance spolu s bilanci sluZzeb byvad ¢asto oznacovdna jako tzv.
bilance vykon( dané zemé.

Predposledni ¢asti je bilance vynosl (ddchody z vyrobnich faktor(), kterd zahrnuje napf.
pfijmy zahraniénich sezénnich pracovnik(, zisky, dividendy, uUroky atd. a posledni c¢ast

%% pavodni znéni této prirucky Ize nalézt: http://www.imf.org/external/np/sta/bop/bopcg.pdf
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béZzného Uctu predstavuji tzv. bézné platby, které zahrnuji socialni transfery, prevody
pracovnich pfijmu cizincl, prispévky mezinarodnim organizacim atd.

Zdrojem informaci v zahrani¢nim obchodé jsou podklady ziskané celnimi organy (nejen,
viz ddle Generalni feditelstvi cel) a ndsledné zpracovani, kontrolu a uverejnéni provadi
Cesky statisticky urad.

Poznamka 4.2 Platebni bilance Ceské republiky vedend v korundch pouZivd pro kursovy
pfepocet priimérny kurz za vykazované obdobi dle udaji CNB a je sestavovdna
z podkladt obchodnich bank, podnikové sféry, centrdlnich uradi a instituci.

Poznamka 4.3 Platebni bilance je vedena na zdkladé podvojného ucetnictvi, proto musi
byt z pohledu ucetniho celku vZdy vyrovnand a k tomu slouZi tzv. devizové rezervy. Pokud
ve sledovaném obdobi nedojde k poklesu ani k riistu devizovych rezerv®’ centrdini banky,
potom je platebni bilance v rovnovdze (pfi nulové zméné devizovych rezerv je béZny ucet
v rovnovdze s financnim uctem platebni bilance, tj. pohyb ménového kurzu zpusobuje
vyrovnavdni schodku bézného uctu s pfebytkem financniho uctu).

Ziskané soubory realnych dat z platebni bilance byly prevzaty ze statistickych vykaz(
CNB, kdy banka oficidlné zverejiiuje tyto udaje od roku 1999. Platebni bilance je
zvefejiiovana v uvedeném &lenéni Etvrtletné v K&*°, EUR*, USD* od roku 1993 jako
jednotliva ctvrtleti nebo kumulovanad a vzhledem k pozadavkim na co nejobsahlejsi
soubor redlnych dat byla zvolena jednotlivd mési¢ni pozorovani, kterd jsou zverejiovdna
az od roku 2003 v milionech K¢.

4.2 Uvod do modelovani ¢asovych fad

Vyse uvedend metodika predpokladala i.i.d pozorovani, tj. staciondrni charakter
ziskanych dat ze statistického Uhlu pohledu. Stacionarita realnych dat je zde uvazovana
v predpokladu, Ze margindlni rozdéleni jednotlivych pozorovani (¢asovych odectl) jsou
(funkéné nebo parametricky) nezavisla na Case realizace (Case zjisténi). Jestlize tento
predpoklad neni splnén (coZz predstavuje obvykly jev v redlnych (makro)ekonomickych
souborech dat), potom je nestacionarita modelem systematickych, pripadné ndhodnych
cenovych a objemovych zmén. Tento jev si lze predstavit jako situaci, kdy existuji
alespon dva ¢asové odecty, u nichZ nelze predpoklad stejného rozdéleni prijmout. Proto
jsou nejprve popsany zdakladni metody analyzy ¢asovych fad véetné podrobnéjsiho
popisu ,trendové slozky“ (komponenty) nebo casto skloriovaného pojmu ,trend”,
protoze bude predpokladan model obsahuijici jen trendovou a ndhodnou slozku.

* Devizové rezervy predstavuji zasobu zahrani¢nich mén, cennych papir(, zlata atd., které lze pouZit pro
intervenci na ménovém trhu.

“0 Zkratka interpretuje ménu Ceské republiky.

*! EUR predstavuje zkratku pro ménu Evropské unie s ndzvem Euro.

2 USD predstavuje zkratku pro ménu Spojenych statt americky s nazvem americky dolar.
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Casové fady jsou ve své podstaté velmi uzite¢né a dlleZité nejen pro statistické analyzy,
ale i voblasti ekonomické teorie pro mikroekonomické i makroekonomické analyzy
a predikce. P¥i blizSim zaméreni na problematiku ¢asovych fad se hlavni zajem soustredi
na vybranou ,trendovou slozku“ zdOvodu castého nestacionarniho charakteru
ziskaného souboru pozorovani. V uvedené teoretické oblasti jiz bylo prezentovano
mnoho definic a jedna moZna interpretace je definovana v Brockwell a Davis (2006).

Definice 4.2 Casovd fada je takovy soubor pozorovdni x;, kde je kaZdé pozorovdni
zaznamendvdno ve specifickém Ccaset. Diskrétni ¢asovd fada je takovd rada, kde
mnoZina realizaci Ty, ve kterych byly provedeny jednotlivé pozorovdni, je diskrétni
mnoZina, jako napriklad, kdyZ jsou jednotlivd pozorovdni provedena v konstantnich
Casovych intervalech. “Spojité casové rady” jsou ziskdvdny, kdyz jsou pozorovdni
zaznamendvdny spojité v urcitém casovém intervalu, napf. kdy? Ty = [0,1].%

(citace preloZena z Brockwell a Davis (2006), s. 1)

Poznamka 4.4 V této prdci pouZivané oznaceni x(t) charakterizuje diskrétni ¢asovou
fadu, ve které jsou jednotlivd pozorovdni zaznamendvdny v diskrétnich cCasovych
okamZicich prot = 1,2,..,n. Uvedend skutecnost je ddna charakterem souboru
ziskanych pozorovdni z CNB, kde je interval mezi jednotlivymi naméfenymi hodnotami
jeden mésic.

Dale mohou byt casové fady klasifikovany mezné jako stochastického nebo
deterministického (nestochastického) typu, kde zavisi na obsahu ndhodné slozky.

Poznamka 4.5 Casové Fady pouZivané a testované v této prdci jsou stochastické a obecné
nestaciondrni z divodu vzniklych , ndkladi” na penize (inflacni projevy, nejen), které se
méni v Ease. Jinymi slovy, je zde zahrnuta inflace®, kterd z éasového pohledu sniZuje
hodnotu (kupni schopnost nomindlni hodnoty) penéz.

Casové fady se obecné ,tési velké oblibé“ a Ize se s nimi setkat v mnoha védeckych
disciplinach napf. statistice, zpracovani signdlu, ekonometrii a finanéni matematice atd.
V soucasné dobé jsou k dispozici rlizné pristupy k analyze ¢asovych rad, které mohou byt
nalezeny v dostupné literature, jako napf. Kvasnicka a VasSi¢ek (2001). Autofi zde
publikuji nékolik verzi moznych analyz pouZitelnych pro ziskané ¢asové rady:

e Expertni (kvalitativni) metody
Jsou vhodnym nastrojem vsude tam, kde neni mozné rozumné kvantifikovat
sledované veliciny nebo vlivy, které plsobi na jejich vyvoj.

* A time series is a collection of observations x;, each one being recorded at a specified time t. A discrete-
time series is one in which the set T, of times at which observations are made is a discrete collection, as is
the case for example when observations are made at fixed time intervals. “Continuous-time series” are
obtained when observations are recorded continuously over some time interval, e.g. when T, = [0,1].

* Inflace predstavuje Easové znehodnoceni absolutni hodnoty penéz, tedy rdst cenové hladiny
v uvaZovaném casovém obdobi, coZ zplsobuje snizeni kupni sily penéz.
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e Grafickd analyza
Nejjednodussi zplisob analyzy Casové fady, kterd je reprezentovdna vybérem
vhodného typu grafu.

e Dekompozice (rozklad) ¢asovych rad
Vychazi z predpokladu, Ze nahodny proces, ktery generuje casovou fadu, je
zavisly pouze na case. Dale predpoklada, Ze casovou fadu je mozné rozdélit
na nékolik nezavislych slozek.

e Box-Jenkinsova analyza
Tato metoda je zaloZena na analyze nahodné slozky, kterd muize byt tvorena
zavislymi veli¢inami.

e Spektrdini analyza
Vychazi z predpokladu, Ze casova fada je nekoneCnou smeési sinusovych
a cosinusovych kfivek s rGznymi frekvencemi a amplitudami.

e Linedrni dynamické (ekonometrické) modely
Jedna se o kauzalni modely, kde je vysvétlovana proménna vysvétlovana pomoci
jedné nebo vice vysvétlujicich proménnych.

o Atd.

(prevzato z Kvasnicka a Vasicek (2001), s. 13)

Uvedené pfistupy jsou podrobnéji vysvétleny a popsany v knihdch Kvasni¢ka a Vasicek
(2001) nebo Cipra (2008), kde jsou obsazeny i konkrétni pfiklady s pouZzitim realnych dat.
V praci je pouzivdna metoda dekompozice casovych fad, kterd je zaloZena na
dekompozici casovych tad do nékolika ,hlavnich” komponent, které jsou
charakterizovany urcitymi vlastnostmi a zplisobem chovani. Dalsi nespornou vyhodou
této metody je ndslednd schopnost monitorovat a predikovat vyvoj celé ¢asové rady
nebo jednotlivych ,zakladnich” komponent, jak je vyuzivano v zavéru kapitoly.

Poznamka 4.6 Necht x(t) je casovd rada ziskand z diskrétnich casovych pozorovdni pro
teZ a t; < tiy 1, potom za hlavni komponenty metody dekompozice casovych fad mohou
byt oznaceny:

e Trend X(t),

e Cyklickd slozka C(t),

e Sezonni slozka S(t),

e RezidudlIni (ndhodnd, zbytkova, ...) sloZka &;.

(prevzato a upraveno z Cipra (2008))

Trendovd slozka X(t) charakterizuje dlouhodobé primérné zmény vybraného
statistického ukazatele a vzhledem ke skutec¢nosti, Ze se jedna o jeden z hlavnich pojmu
v této praci, bude pojem ,trend” vice diskutovan v nasledujici podkapitole. Sezénni
slozku S(t) lze charakterizovat jako periodicky se opakujici odchylky z trendové slozky,

60



Vyuziti model( v aplikacéni sfére

ke kterym dochazi pravidelné za uvazované obdobi, nejcastéji za kazdy rok (ekonomicka
data). Zde jsou uvaZovany tzv. sezénni vykyvy jako napf. vztahy mezi sezénni praci
a nezaméstnanosti. Cyklickd slozka C(t) predstavuje nejspornéjsi a na odhad
vykyvy, které jsou €asto nepravidelné cykly s proménnymi periodami (tim jsou mysleny
délky jednotlivych period) a amplitudami (tim jsou mysleny r(izné ,vysky“). A posledni
z vySe uvedenych sloZek je ndhodnd sloZka €, , kterd je tvofena ndhodnymi pohyby
(fluktuacemi) a Casto je nazyvana ve statistice jako ,bily Sum” (za béznych predpokladii
na néj kladenych).

Poznamka 4.7 Pri pouZiti metody dekompozice ¢asovych fad nemusi uvaZovand casovd
fada obsahovat vsechny vyse uvedené slozky, ale jen nékteré z nich.

Definice 4.3 Pri dekompozici se vychdzi ze tii riznych typovych modell casové rady:
aditivniho, multiplikativniho a smiseného. Tyto modely specifikuji, jakym zplsobem jsou
jednotlivé sloZky ¢asové rady ,,skloubeny” dohromady.

1) Aditivni model predpoklddd, Ze vyslednd casovd fada je souctem jednotlivych
sloZek. Model této rady mda tvar

x(t) = X() +S5(6) + C(0) + & (4.1)

2) Multiplikativni model na druhou stranu predpoklddd, Ze vyslednd casova rfada je
spise soucinem jednotlivych sloZzek

x(t) = X() x S(t) X C(t) X &. (4.2)

3) Smiseny model je vilastné ,jen” kombinaci obou predchozich pfistupi. Nékteré
slozky mohou byt v souctu, jiné v soucinu. Typickym prikladem muzZe byt treba
takovyto model ¢asové rady

x(t) = X(t) X S(t) X C(t) + &. (4.3)

(prevzato z Kvasnicka a Vasicek (2001), s. 55)

Poznamka 4.8 Predpokldadany aditivni model pro ucely této prdce (viz Kapitola 2)
obsahuje trendovou (systematickou) a ndhodnou (nesystematickou) sloZku:

x(t) = X(t) + &. (4.4)

4.3 Problematika a potiZe trendu

,Trend” je popularni a frekventované slovo na celém svété. Tento pojem je vsude-
pfitomny kolem ndas napf. v makroekonomii, mikroekonomii a ve vSech aplikovanych
podoblasti ekonomie, statistiky, sociologie, financi, obchodu a samozifejmé hraje
neméné podstatnou roli mezi novinari, u kterych je pouzivani tohoto slova nebezpecné.
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V soucasné dobé je moZné obstarat dostatek literatury pojednavajici o popisované
problematice, protoZe se jedna o dllezity pojem v fadé vyzkumu a tvrzeni.

Problematika pojmu je v jeho (ne)jednoznacdnosti a pfirozenosti. Vétsina lidi toto slovo
znd a dokdzZe si pod nim ,néco” predstavit, ale jakd je jeho jedine¢na a spravna definice
nebo co presné pravé tento pojem znamend a jakd je jeho spravna interpretace jiz tak
jednoznacné neni. Pfi analyze Casové fady libovolné veliiny jsou pfedmétem zajmu
informace, jaky byl dosavadni vyvoj, jakd hodnota je dnes ve vztahu k minulosti a jaka
hodnota uvaZované casové fady by mohla byt v budoucim (ndsledujicim a neznamém)
vyvoji. Odpovédi na tyto otazky mohou byt interpretovany riznymi trendovymi kfivkami,
které uspokojuji mozné pozadavky a které ndm umozZnuji provadét ,informované
a odlvodnéné” rozhodnuti o budoucim vyvoji. Slova ,informované a odivodnéné” jsou
uvedeny v uvozovkach, protoZze budoucnost a budouci vyvoj je casto (pokud
neuvazujeme deterministicky vyvoj) presné nepredpovéditelny a obsahuje mnoho
nahodnych vlivi. Vzhledem ktémto nejednoznacnostem je jedna moina definice
publikovana v Phillips (2010).

Definice 4.4 Trendovad kfivka sumarizuje, kde jsme doposud byli, kde jsme nyni ve vztahu
k minulosti a ze vSeho nejvice ukazuje ndznak, jakym smérem bychom se mohli
v budoucnu odebirat. Jednotlivé kfivky, které mdme v nasich myslich jako ty, které jsou
namalované na papife nebo jsou vytvoreny ekonometrickymi metodami, jsou typicky
vyhlazené a provedend derivace charakterizuje smérovy vektor pro budouci mozZny vyvoj.
Krivky vyhlazujici namérend data ukazuji vlastnosti jako je dlouhodobd tendence pres
namérené casové hodnoty, cyklické vzory nebo body zvratu, které mohou byt spojeny se
znémymi uddlostmi a tim pfispét k posileni jejich hodnot pro nds.*

(citace preloZena z Phillips (2010), s. 3)
Nebo lze pouzit jinak formulovanou definici, kterd je publikovana v Cipra (2008).

Definice 4.5 Trend je kfivka odrdZejici dlouhodobé zmény v primérném chovdni ¢asové
fady jako je dlouhodoby rust nebo pokles.

(citovdno z Cipry (2008), s. 16)

V soucasné dobé jsou jednim z velmi diskutovanych témat klimatické zmény na zemi.
Jestlize je tento problém analyzovan do detailu, potom néktefi védci (lidé) chapou tyto
zmény jako dlouhodobé (napfiklad v zemédélstvi) a jini jako kratkodobé zmény (napft.

*> A trend line summarizes where we have been, shows where we are now in relation to the past, and,
most of all, reveals a hint of where we are going. The lines we draw in our minds like those we draw on
paper or fit by econometric methods are typically smooth and the derivative is a direction vector for the
future. Lines through the data reveal features like a long run tendency to increase over time, a cyclical
pattern, or turning points that can be associated with known events, thereby helping to reinforce their
value to us.
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v geologii). Tedy charakter pouzitého vyznamu muze byt pro rlzné skupiny lidi odlisny,
a proto je vhodné si zde vyznam presnéji specifikovat.

Poznamka 4.9 Pojem “trend” pouZity v této prdci Ize interpretovat jako ,vhodnou”
vyhlazovaci (spojitou) krivku reflektujici dlouhodobé zmény v pohybu ziskanych redlnych
pozorovdni. Odhadnutd kfivka ma za cil sumarizovat, kde se ziskané hodnoty doposud
pohybovali, kde se tyto hodnoty nachdzeji nyni ve vztahu k minulosti a kde se mohou
s ndvaznou predikci nachdzet v budoucnosti.

Jiné mozné poutziti tohoto slova je v oblasti prodejnich objemu, technologickych zmén
ve vyrobé, zméndch v poctu obyvatel, zménach v primérnych mzdach, cen akcii atd.

4.4  Aditivni heuristicky model Casové rady

Motivace ndsledujici tvorby je zaloZena na nestaciondrnim charakteru ziskaného
souboru redlnych pozorovani. Ziskané hodnoty spolehlivosti mohou byt ovlivnény
»povahou” takovych dat a mohou nabyvat zkreslenych hodnot z dlvodu inflace,
nejriznéjsich zmén v objemu produkce, kurzovych zmén nebo dalSich ovliviiujicich
faktord.

Oblast dalSiho zajmu spociva v eliminaci nestacionarity, tj. v aproximaci (modelovani)
neznamé ,trendové kfivky” ze ziskaného souboru pozorovani s vyuZzitim vygenerované
soustavy dat, ktery tvofi ortonormdlni systém (vektorl) v prostoru se skaldrnim
soucinem, jak definoval napf. Deutsch (2001).

Definice 4.6 Necht V je linedrni (vektorovy) prostor nad télesem redlnych Ccisel
R, potom tento linedrni prostor46 V Ize oznadit za prostor se skaldrnim soucinem, jestlize
pro kaZdou dvojici jeho prvki (vektord) u,v € V je zde definovdn skaldrni soucin (u, v)
majici ndsledujici vlastnosti (pro kazdé u,v,z € V a a € R):

(u,u) =0,

. {u,u) = 0 tehdy a jen tehdy u = 0,
. {u,v) = (v,u),

alu, v) = (au,v),
(u+v,2)=W,z)+(v,2z).

nAWN R

(prevzato z Deutsch (2001), s. 2-3)

Pouzita symbolika (., .) oznaduje skalarni soucin v linearnim vektorovém prostoru V.

46 . . P . v a1 , .

Definice vektorového prostoru V je uvedena napt. ve Williams (2008, s.210), kde “vektorovy prostor je
takovd mnoZina prvk( V, které se nazyvaji vektory, majici operace scitdni a skaldrni ndsobeni na ni
definované ”.
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Poznamka 4.10 Linedrni vektorové prostory nad R se skaldrnim soucinem jsou nazyvadny
jako Euklidovské prostory a znaceny véetné dimenze R™ nebo ,pre-Hilbertovy” prostory,
jak uvadi (a podrobné popisuje) napr. Deutsch (2001).

V prostoru s takto zavedenym skaldrnim soucinem Ize (nejen) zavést normu, ze které je
mozné dale odvodit metriku. Popis a definice Euklidovské normy a metriky je opét
prezentovana ve velkém mnozstvi literatury, a proto je vybrana jedna definice z Williams
(2008).

Definice 4.7 Euklidovskd norma, kterd v Euklidovském prostoru R™ znaci velikost (délku)
vektoru u = (Uy, ..., Uy) je oznac¢ovdna jako ||ul|| a definovdna vztahem

— 24 ... 2
[|lu]| = /ul + -4 uj. (4.5)

(pfevzato z Williams (2008), s. 46)

Poznamka 4.11 Vektorovd norma mdiZe byt prepsdna pomoci vyse definovaného
skaldrniho soucinu jako

lull = V. 4.6)

Definice 4.8 Necht u = (uy,...,uy) a v = (vq,..,v,) jsou dva body v R". Rozdil
(vzddlenost) mezi uvedenymi body u a v je oznacovdn jako d(u,v) a je definovdn
vztahem

dw,v) = llu—vll =/ (uy — v1)% + - + (Uy, — vy)2 (4.7)

(prevzato z Williams (2008), s. 51)

Necht je k dispozici vySe definovany linearni vektorovy prostor se skalarnim
soucinem, normou a metrikou, potom lze definovat Hilbertliv prostor s pouzitim tzv.
Uplnosti vzhledem k normé&. Uplnost je vyjadfena pomoci Cauchyova kritéria pro
posloupnosti.

Definice 4.9 Hilbertiyv prostor je prostor se skaldrnim soucinem na oboru redinych Cisel,
ve kterém kazdd Cauchyovskd posloupnost konverguje k néjakému prvku ztohoto
prostoru. ¥

(citace preloZzena z Cornwell (1997), s. 286 —287)

Euklidovské prostory lze oznadit za Hilbertovy prostory koneéné dimenze. Uvedenou
definici Hilbertova prostoru véetné detailniho popisu vlastnosti Ize nalézt napf. v Young

* A Hilbert space is a real inner product space in which every Cauchy sequence converges to an element
of the space.
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(1988) nebo Kufner (1973). V celé nasledujici praci bude pouzivan Euklidovsky prostor se
skalarnim soucinem.

4.4.1 Model odhadu trendové slozky

Odvozeni aditivniho heuristického modelu k odhadu neznamé trendové slozky je
zaloZzeno na zakladnich znalostech makroekonomické ,teorie”. Tato teorie predpoklada
dostupnost riznych makroekonomickych casovych rad. Nékteré z makroekonomickych
penéinich ¢asovych Ffad mohou byt popsdny nasledujicim, sloZzkovym, indexovym,
modelem

m

X(t) =X02ai(1+ri)t+st, t=12,..T, > -1,

=0

(4.8)

kde je pomoci faktoru a;(1+ 7;)* oznafovén konkrétni rdst nebo pokles v nékteré
sloZzce, napf. objemu, cené, ménovém kurzu a ostatni zmény pocateéniho objemu
oznacovaného jako X, a pomoci indexd 1; jsou oznadovany mezirocni pfirQstky
v pfipadé, Ze a; > 0 nebo meziro¢ni ztraty (Ubytky) i stagnace v pfipadé, Ze a; < 0.
Dale je zde pouZivan parametr t charakterizujici ¢as a parametr m, ktery oznacuje pocet
dil¢ich sloZek.

Velikost ¢asti, ktera podléhd vlivu modelovaného indexu 7; je dana hodnotou parametru
|a;| a posledni proménna ztohoto vztahu je ¢asovd fada nahodné slozky &,, kde
pozZadavky na jeji vlastnosti budou doplnény v priibéhu nasledujiciho textu.

Pfedchozi model vyjadieny vztahem (4.8) Ize dale pfepsat do nového upraveného tvaru,
ve kterém je pouzita nova konvence v oznacovani.

m

X(6) =X, z a(1+7) +e,

=0

m (4.9)
=2Xi(1+ri)t+£t, t:1,2,...,T, T'L'>—1,

i=1

kde pouzita konvence je X; = X,a;. Uvedeny vztah (popis) lze povaZovat za jeden mozny
z nékolika modelld financnich casovych fad a mulze byt nadale pouzivan k odhadu
nezndmé a predpokladané trendové slozky. Jinymi slovy lze fici, Ze se jednd o aditivni
heuristicky model ¢asové rady, tedy typovy ekonometricky model.

Pro predstavu o obecnosti uvazovaného modelu jsou uvedeny na nasledujicim obrazku
nékteré mozné vyvoje popisované ¢asové rady (jejiho ,trendu”).
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Modelovy pribéh uvaZované casové fady Modelovy pribéh uvaiované casové fady
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—e—X(1) = 11(1) = 9% ; X(2) = -10 r{2) = 7% ; X(3) = 5 r{3) = 5% —e—X(1) = -1r(1) = 9% ; X(2) =-101(2) = -8% ; X(3) = 4r(3) = 5%

Obrazek 7: Modelové priibéhy aditivniho heuristického modelu casové rady

4.4.2 Formulace problému

v o

Obecné jsou k dispozici ,,typové” posloupnosti ¢asovych rad (prabéhd, ...) oznacované
jako f;(t), kde:

1. i=01,..m
2. t=1,..,T
3. m<(T-1)
4.

vie{0,1,...m}ate{1,.., T}k f,(t) #0.

Podstata modell téchto casovych fad je v jejich aplikacni oblasti, ze které pochazeji
pfipadna teSeni a data tohoto problému. Navic bude o takovych posloupnostech
predpokladano, Ze se jedna o linearné nezavislou mnozinu.

Definice 4.10 Necht vy, ..., v, jsou vektory v linedrnim vektorovém prostoru V, potom
mnoZina téchto vektord je linedrné zdvisld, jestliZe zde existuji nenulovd Cisla ¢4, ..., cypy €
R z nichZ alespori jedno je nenulové takovad, Ze

c1v1 + -+ vy = 0. (4.10)
MnoZina téchto vektord je linedrné nezavisla, jestliZe

C1V1 + e 4 Cmvm = 0 (411)
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mduZe byt splnéno jen proc; = 0, ..., ¢, = 0.
(prevzato z Williams (2008), s. 225)

Pro ucely formulace tohoto problému lIze obecné fici, Ze podstatou detekce (odhadu)
trendové slozky je jeji vytvoreni ve formé linearni kombinace popsané jako

m

X(t) = Zaifi(t), i=1,..m t=12..,T.

. (4.12)
=0

Dlkaz. Necht f;(t) = (1+7)" je mnoZina funkci definovand na mnoZinét € S =
{0,1,2,...}, kde —1<r, <r, <r;<--<r,.%8 Dile zde bude predpokladano, ze
uvaZzovana mnozina funkci je linedrné nezavisla na definované mnoziné. Dukaz linearni
nezavislosti mize byt zaloZzen na metodé dikazu sporem.

Nadale je tedy pfedpokladéano, Ze jsou zde takova &isla {a4, ..., a,,} € R, Ze

m

Eai(1+ri)t=0, tes. (4.13)
i=1 '
Z tohoto predpokladu plyne, Ze to musi platit i pro t € {0,1,2,...,(m — 1)}. Poté ale
soustava rovnic

m

Zai(1+ri)t = 0, t E{O,l,Z,...,m— 1}

: (4.14)
=1

ma nenulové feseni s ohledem na uvedena ¢&isla {a4, ..., a,,} pravé tehdy, kdyz je jeji
determinant roven nule.

Tvrzeni 4.1 Necht A = {al- j} je ¢tvercovd matice (n X n) a necht A; j je ctvercova matice
(n—1) x (n—1) ziskand vynechdnim i — tého rddku a j — tého sloupce z matice A.
Potom determinant A, oznacovany jako det A nebo |A|, je definovdn jako

n
A1 = > (~Day |4y), (4.15)
i=1

kde i,j muZe byt libovolné vybrdno jako celé Cislo od 1 do n aniZ by se ménila hodnota

determinantu |A|. Vyraz (—1)i+jaij |Al-j| se nazyvd , cofaktor®* prvku a;j.

(pfevzato z Amemiya (1994), s. 261)

*® Omezeni —1 < 1, je zekonomické povahy véci. Budeme predpokladat, Zze zdkladni veli¢iny mohou
klesnout nanejvys o 100%. Tento predpoklad ma svou vahu v penéznich vyjadrenich.
* Definice tohoto vyrazu je prezentovana nap¥. v Amemiya (1994).
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Ale determinant takové soustavy je determinantem ¢tvercové matice (1 + 1)/ pro
i=1,..,maj=0,..,(m—1), coz je tzv. Vandermonduiv determinant. Vandermond(iv
determinant neni v tomto pfipadé (r;, <1, <13 < -+ <13,) roven nule a tento zavér je
tedy ve sporu s vySe uvedenym predpokladem.

Tvrzeni 4.2 Necht V,, je Vandermondova matice®’, kterd je definovdna ndsledujicim

vztahem
1 1 1
Vm = | a% a% a,zl |, (4.16)
[a’f'l ai~1 a,’}_lj

kde a; € R. Potom Vandermondiv determinant ctvercové Vandermondovy matice V,,
definované vyse je

n-1 n
Wl =] [ | | (@0 (4.17)
i=1 j=it+1

kde V,, je reguldrni (neni singuldrni) pravé tehdy, kdyZ vSechna redind Cisla a; jsou
odlisnd.

(zaloZeno na knize Becvar (1981), s. 35)

4.5 Prirozené soustavy bazickych ¢asovych pribéhi

Nyni je vhodna doba pro vybér jedné soustavy (libovolné) vyhovujicich posloupnosti
fit), prot=1,..,T ai=1,..,m, ke konstrukci ortonormalniho rozvoje, protoze
tento vybér predstavuje prvni krok v dale uvedené metodé pro odhad neznamé
trendové slozky. PFi vybéru vhodného linedrné nezavislého systému je obecné k dispozici
velky pocet moznych zdrojovych soubord posloupnosti, ze kterych mdze byt dany vybér
proveden. Pro Ucely této prace zde byly vybrany tzv. indexové ¢ary (nékdy znamé jako
urokové ¢ary), jejichz vyjadreni véetné prepisu s vyuZitim pfirozeného logaritmu je ve
tvaru

i — Nt — ptin(l+r) — Lt S;
i)y =>0+n) e et-i (4.18)

kde pomoci parametr(l 1; jsou oznaceny uvazované indexy (mezi-obdobni)at prot € N,
oznacuje €as. Symbol S; prezentuje provedenou Upravu pro prehlednost pfi softwarové
realizaci S; = In(1 + r;). Grafickd interpretace vybraného systému je vykreslena na
Obrdazku 8, kde hodnoty vynesenych Cisel na obou osach x a y jsou pouze v obecné
roving, tj. readlnd Ccisla na zdkladé zvolené posloupnosti ¢asovych fad (zvoleného

50 v, , . v . , v v ;X . . . . , v
Za povsimnuti stoji fakt, Ze matice V' neni obecné ¢tvercova. Ctvercova matice je nezbytna k vypoctu
determinantu ve vySe uvedeném dikazu.
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systému). Casovd osa je reprezentovéana jednotlivymi mésici a prvni zobrazovany mésic
je povazovan za 0.

Vygenerované zdrojové inexové kfivky (1+r;)"
300 4

250 -
200 -

150 +

(1+r)"

100

50 -

120
—r(0)=0,00 ----r(1)=0,01 —--r(2)=0,02 ----r(3)=0,03 - r(4)=0,04 - r(5)=0,05

Obrazek 8: Vygenerované zdrojové indexové (urokové) &ary (1 + 1;)*

4.6 Ortonormdlni soustavy (ONS) bazickych casovych pribéhi
odvozené z prirozenych

Nyni je k dispozici linedrné nezavisly systém (mnozina prvka) f;(t) pro i =0,..,m
at=1,..,T, ktery mlze byt pouzZivan kziskani (vygenerovani) poZadovaného
ortonormadlniho systému vzhledem ke skalarnimu soucinu s pouzitim postupu, ktery je
v literatufe oznacovdan jako tzv. Gram-Schmidtlv ortonormalizaéni proces viz Hewitt
a Stromberg (1975). Postup lze pouzit za vySe uvedenych predpokladd.

Pro popis uvedeného postupu je vhodné dodefinovat zakladni vyrazy a symboly, které
jsou vhodné pro tvorbu poZadovaného ortonormalniho systému. Nejprve je zde popsana
definice (standardniho) skaldrniho soucinu pro Euklidovsky prostor R™ publikovana ve
Williams (2008).

Definice 4.11 Necht u = {uy, ..., u,} a v = {vy, ..., v, } jsou vektory v R™. Potom skaldrni
soucin téchto vektort (u, v) je definovdn jako

(W, v) =u vy + - +uyvy,. (4.19)

Vysledkem skaldrniho soucinu je redlné ¢islo souvisejici s uhlem (jeho cosinem)
prislusnych vektord.

(prevzato z Williams (2008), s. 45)

Dale je nutné pro popis Gram-Schmidtova ortonormalizaéniho procesu popsat operator
ortogonalni projekce v prostoru se skalarnim soucinem jako napf. Cheney a Kincaid
(2008).
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Definice 4.12 Necht u = {uy,...,u,} a v ={v,,..,v,} jsou vektory vR". Potom
operdtor projekce obou vektor( oznacovany jako proj,(v), ktery ortogondiné promitd
vektor v na vektor u, je definovdn jako

proj,(v) = wu) u,
(u, u) (4.20)

kde (v, u) znaci vektorovy soucin u a v.
(prevzato z Cheney a Kincaid (2008), s. 722)

Nyni jsou definovany zdkladni pojmy a je tedy moiné popsat Gram-Schmidtlv
ortogonalizacni proces, jak publikovali Hewitt a Stromberg (1975).

Definice 4.13 Necht V je prostor se skaldrnim soucinem a necht {vy,...,v,, ...} je
konecnd nebo spocetné nekonecnd linedrné nezdvisldé podmnoZina na stejném
prostoru V, potom Gram-Schmidtiv ortogonalizacni proces Ize definovat vztahem

=

-1
Uy

Up = Uy — roj,.(vy), ex=—) (4.21)
k k A p ]u] k k ||uk ||
j=1
kde
k Ize oznacit jako krok v postupu,
Uy predstavuje k — ty prvek z vygenerovanych ortogondlnich vektord,
ek je k — ty normovany prvek z vygenerovanych ortogondlnich vektori a
[y je Euklidovskd norma.

(pfevzato z Hewitt a Stromberg (1975), s. 240)

Poznamka 4.12 Ortogonalita vektori charakterizuje (nenulové) vektory takové, , které
jsou navzdjem kolmé” (skaldrni soucin téchto vektort je roven 0) a linedrné nezavislé,
Zhang (2009).

Ziskanou mnozinu prvkd {uy,..,u;} lze oznacit za ortogonalni mnoZinu a postup
odvozeni je zndm jako Gram-Schmidtova ortogonalizace, zatimco mnoZinu prvku
{eq,...,ex} lze oznalit jako ortonormalni mnoZinu. Vektor oznalovany jako e, je
jednotkovy vektor, ktery je popsan v nasledujicim dUsledku.

Dusledek 4.1 Jednotkovy vektor je vektor, jehoZ norma je rovna jedné. Jestlize u,, je
nenulovy vektor, potom vektor ey, ziskany jako

Il Il (4.22)

€r

je jednotkovy vektor ve sméru vektoru u.
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Gram-Schmidtiv ortonormalizaéni proces popisuje, jak vygenerovat poZadovany
ortonormalni systém. Nyni je jiz zndma metodika Gram-Schmidtova ortonormaliza¢niho
procesu, a proto je dale vhodné uvést podrobné;si popis tohoto algoritmu (postupu) pro
praktické vypocty.

Dusledek 4.2 Algoritmus pro vygenerovdni poZadované ortonormdlni mnoZiny mizZe byt
interpretovan ndsledujicim postupem:

Ch® B
go(t)_”fo(t)”l l_O; t—l,--,T,
i—-1
hi(t) = £i(©) —Zom.g,»g,-(t); i=1..m t=1,.T, a2y
]=
h(®)
9O =11

(pfevzato z Trefethen & Bau (1997), s. 50 — 58, vcetné znaceni)

Vyse uvedeny postup a jeho implementace vypadaji z procesniho hlediska v poradku, ale
problém nastane pravé simplementaci tohoto systému. Tento proces je vétSinou
»,humericky nestabilni“, protoZe vypocitané vektory nejsou zcela ortogonalni diky
vyskytujicim se chybam pfivnitfnim zobrazeni d&isel. Vznikla ztrata ortogonality
znehodnocuje cely Gram-Schmidtlv proces, Trefethen & Bau (1997). Proto lze pouZit
mirnou modifikaci pro numerickou stabilizaci celého procesu a tim i ke zpfesnéni
ortonormalnich prvkd uvazovaného systému. Tato jednoduchd Uprava pro numerickou
stabilitu je nazyvana jako modifikovany Gram-Schmidtlv ortonormalizacni proces
(algoritmus) a je prezentovan napf. v Trefethen & Bau (1997).

Dusledek 4.3 Numerickd stabilizace Gram-Schmidtova ortonormalizacniho procesu je
zaloZena na skutecnosti, Ze misto okamZitého vypoctu vektoru h;(t) z predchoziho
postupu je tento vektor odvozen ndsledujicim modifikovanym postupem:

_ fo(®) .
PO =1ror =

) =£i), i=1..,m,  t=1.,T,

, _ (4.24)
hi() < hi(t) —<hi, 95)9;(8),  j=0,..,i—1,
_ ()
9O =11

(prevzato z Trefethen & Bau (1997), s. 50 — 58, vcetné znaceni)

Odvozeny postup vySe uvedeného algoritmu muizZe byt vyjadien i nasledujicim
postupem:
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go(t) =toofo(D) fo(®) = 5S0,090(t)

g1(8) =tiofo®) +t11f1(0)  f1(£) = 51,090(t) + 51,191 (1)

N (4.25)
m
gm(t) = z tm,jf:j(t) fm(t) = Sm,]«g](t)
=0
Uvedeny postup Ize prepsat s pouZzitim matic T a S jako
g=Txf=f=S*g (4.26)

Prezentované matice S a T jsou vtomto schématu regularni, vzajemné inverzni a maji
dolni trojuhelnikovy tvar. lJejich explicitni tvar lze odvodit zvySe uvedenych
ortonormalizacnich postupl. Pro praktické pouziti je (nejen) zajimava matice S, protoze
se jednd o matici zpétné (bazové) transformace.

Déle zde muZe nastat problém pro numerické stanoveni i — tého radku matice S.
Jednim (nikoliv jedinym) z moinych teSeni tohoto problému je pouziti takovych
algoritmu, jako je napf. linedrni regresni model bez absolutniho ¢lenu. Jako druhy
vedlejsi a uziteCny efekt poutziti linedrniho regresniho modelu je ziskadni koeficientu
determinace, ¢asto oznaéovaného jako R2. Tento koeficient méze byt interpretovan jako
podil rozptylu hodnot =zdavislé proménné, ktery se podafilo vysvétlit pomoci
odhadovaného regresniho modelu. Struc¢né receno, jednad se o jistou miru toho, jak
pFesné byla posloupnost g;(t) proj = 0, ..., i spoCtena.

Vygenerovany ortonormdlni systém z mnoZiny indexovych ¢ar g(i) je ukdzadn na
nasledujicim Obrazku 9.

Vygenerovany ortonormalni systém z indexovych ¢ar pro 113 pozorovani

1,00 -
0,80 -
0,60 -
0,40 -

0,20 .

0,00

120

020 17
0,40 -
0,60 -

0,80 -

-1,00 -
—8(0) ----g(1) —-g(2) ----g(3) —-g(&) - gl5)

Obrazek 9: Vygenerovany ortonormdini systém z mnoZiny indexovych &ar g(i)
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4.7  Diivody pro zavedeni a vyuZivani ONS

Samotna transformace zdrojovych indexovych car (zdrojové soustavy) na ortonormalni
systém se muZe zdat jako samoucelna nebo pouze motivovdana numerickymi divody,
kde pro efektivni a numericky stabilni vypolty je vhodné mit k dispozici dobre
podminénou bazi.

Vyhody vygenerovaného systému jsou ale v jeho vlastnostech pfi odvozovani, které jsou
dllezité pro vypocty a dokazovani zvoleného modelu (tj. je zde vytvofena ortonormaini
baze uvaZovaného podprostoru). Konkrétni popis vyhod je proveden postupné
v nasledujicim textu pfi odvozovani vlastnosti.

4.8 Problematiky generovani ONS

V navaznosti na predchozi odvozeni je zteoretického uhlu pohledu vygenerovany
systém f;(t) proi =0,..,mat =1,..,T linedrné nezavisly a potencidlné rozsifitelny
az do hodnoty m < (T — 1). Nasledné vygenerovany ortonormalni systém s pouZitim
uvedené metody by mél byt také linedrné nezavisly a spliujici poZzadavky uvedené dale.

Redlna simulace vybraného systému odhalila moZné nedostatky numerického
modelovani, které nesouhlasily s teoretickym zdkladem pozZadovanym na uvedend data.
Konkrétné pfi pouziti software Matlab 2010a, ve kterém byly patficné simulace
provadény (ve standardni presnosti ,double precision”), se objevila linedrni zavislost
(vlivem vnitfniho zobrazeni) pro vygenerovany systém f;(t), t = 1, ..., 113 pfiblizné jiz
prot > 50.

Z tohoto dlvodu je pfi generovani ortonormalniho systému, ktery je dale pouzitelny pro
predikci trendové krivky, pouzit vnitfni algoritmus (funkce) uvedeného software pro

odhad pozZadovanych vektor( s nazvem ,,qr”51

. Podrobny popis a syntaxe jsou uvedeny
v prislusném odkazu. Vyvolanad funkce provede ze vstupni matice vygenerovaného
systému tzv. QR rozklad f;(t) na horni trojuhelnikovou matici R a ¢tvercovou

matici Q tak, Ze A = Q * R.

PouZitou metodu lze popsat jako zpUsob, jak rozloZit poZzadovanou matici na soucin dvou
matic, z nichZ je jedna ortogonalni nebo ma alespon ortonormalni sloupce a druha je
vyjadfena v hornim trojuahelnikovém tvaru. Detailni numerické reSeni a analyza uvedené
problematiky nejsou predmétem této prace, proto zde nejsou detailnéji popsany.

> podrobny popis a syntaxe funkce: http://www.mathworks.com/help/matlab/ref/gr.html.
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4.9 Retrospektivni trend, oddéleni systematické casové proménné
sloZky a sloZky nahodné

Hlavni princip poZadovaného odhadu je zaloZzen na skutecCnosti, Ze bude nalezena
,vhodna“ aproximace neznamé a predpokladané trendové kfivky oznacované jako X (t)
pro ziskany soubor diskrétnich pozorovani v c¢ase t =1,...,T. Pro vybér ,vhodné”
aproximace je pouzita metoda nejmensich ctverca.

Poznamka 4.13 Metoda nejmensich ctvercu mizZe byt strucné popsdna jako celkové
reSeni minimalizujici soucet Ctverct chyb provedenych v feseni kaZdé rovnice. Detailnéjsi
popis, odvozeni a informace Ize nalézt napf. v Merriman (2005).

4.9.1 Metoda nejmensich ¢tvercli pomoci ortonormalniho systému

Nasledna aproximace pozadované trendové slozky z plvodni fady X(t), ktera bude
nadale oznacovana jako X,,(t), maze byt chapana jako vytvorena linearni kombinace
vyjadifena pomoci vztahu

m

Xm(t) = z a;9i(t), t=1,..,T, m< (T —1), (4.27)
i=0

tak, Ze pfistup k reSeni problému linearni Ulohy pomoci metody nejmensich ctvercu
mUzZe byt popsdn pomoci ndsledujici rovnice

min, m<(T-—1),

ag,.-,aAm

T
1 X (£) — X(O||? = E(Xm(t) - X(®)* (4.28)
t=1

kde zapis ||*|| oznacuje Euklidovskou normu. Nésledny problém tykajici se pozadovaného
odhadu lze zredukovat na skutecnost, kde je hlavnim cilem najit takové neznamé ale
predpokladané koeficienty a;, které minimalizuji soucet kvadratl chyb mezi modelem
pro odhad neznamého trendu a ziskanym modelem ze souboru obsahujiciho pravé
T pozorovani.

Véta 4.1 Necht a, je k — ty predpoklddany a odhadovany koeficient, necht X je datovy
vektor a necht g, je k — ty prvek z vygenerovaného ortonormdlniho systému, potom
odhad nezndmého koeficientu a; miZe byt vyjddren vztahem

ag =X, gx), k=0,..,m, (4.29)

kde zapis (., .) oznacuje skaldrni soucin, X a g, jsou vektory obsahujici celkem T hodnot.
Dukaz. Uvedeny vztah je ziskdan na zakladé postupl hledajicich minimum, které

predstavuje poZadovany vysledek. Nejprve lze prepsat metodu nejmensich ¢tvercl do
tvaru
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2

T m
Qg ) tm) = () = XOI? = ) (Z aigi(6) - X(t)) , mST=1D, 3

t=1 \i=0

kde pouzitd funkce Q oznacuje kvadrat Euklidovsky normy rozdilu mezi odhadovanou
a ziskanou (predpokladanou) trendovou kfivkou. Potom se vyuzije znalost prvnich
parcialnich derivaci, ktera je velmi uzitecna pravé pfi hledani maximalnich a minimalnich
hodnot prezentované funkce Q. S pomoci téchto parcidlnich derivaci funkce
Q s ohledem na nezndmou hodnotu koeficientu a; je ndsledné ziskan poZadovany
vysledek pro k — ty koeficient. Pro vétsi doloZeni tohoto postupu jsou zde ukdzany
mozné kroky, které umoZziuji lepsi pochopeni vztahu (4.29).

2 ET: 9k (t) (i a;g;(t) — X(U)

—Q(ay, ..., )

T
a; ) 9i(0ge(®) - ZX(t)gku)

24
= = (4.31)
2.

a; {3, 9r) — X, gx)
i=0

=a,—(Xgr) k=0,.,m

Druhé parcialni derivace potvrzuji, Ze funkce Q dosahuje svého lokdlniho extrému

v sedlovém bodu 0 = % Q(ay, ..., a;y), tedy za téchto podminek:
k

k=j

S
~
S
B
3
—
I
[UnN

(4.32)

dakdan(aO' @) = 0 = k+#j.

Pro ziskani sedlovych bodl je prvni derivace nastavena na hodnotu rovnou nule
a nasledné reSeni mize byt nalezeno s pouZitim skalarniho soucinu jako

dakQ( 0@ )
= ax — (X, gi) (4.33)

ak=<X'gk), k = 0,...,m.
|

Z uvedenych postupl je ziskan dasledek, ve kterém je interpretace pouzitych vyrazl
publikovana v Collatz (1970).

Disledek 4.4 Necht X je datovy vektor a necht g; je i—ty prvek (vektor)
vygenerovaného ortonormdlniho systému, potom plati
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m
2 \2
IXIP = ) (X9, m=0, a3

(prevzato z Collatz (1970), s. 52)
Poznamka 4.14 Uvedend nerovnost je v literaturfe zndma jako tzv. Besselova nerovnost.

Dulkaz. Postup dikazu je zalozen na modifikaci metody nejmensich ¢tvercl. Nejprve je
mozné prepsat rozdil mezi aproximovanou trendovou kfivkou X,,(t) a pfedpokladanou
trendovou kfivkou X (t) s pouzitim skalarniho soucinu jako

Xn(® = X(©) =) ag:(®) = X(©
i=0

o (4.35)
=Z(X,gz>gi(t) —-X(), t=1,..T.
i=0

Potom funkce Q(ay, ..., a,,) obsahuje optimalni hodnoty koeficientl a; € R a mizZe byt
vyjadfena pomoci vztahu s pouzitim kvadratu Euklidovské normy, skaldrniho soucinu
a vygenerovaného ortonormalniho systému:

m 2

D (%.999:0 —X®

i=0

—<Z<x 909:(O =X (®), 2<x 909:(H) = X(©)

Q(ay, ..., ayy; optimalni) =

2<X 9i)% — ZZ<X gi)? + (X, X) (4.36)
=(X,X) - Z<x. 907

m
= IXI7 = ) (X, g1 2 0.
i=0
|

Tvrzeni 4.3 Vygenerovany ortonormdlini systém je linedrné nezdvislé mnoZina pro
t=1,..,T.

Dukaz. Postup je motivovan pouzitim metody dikazu sporem s ivodnim predpokladem.
Necht g;(t) je vygenerovany ortonormalni systém prot =1,..,T ai =0, ..., m a necht
je zde predpokladdna linearni zavislost vygenerovaného ortonormalniho systému,
kterou lze vyjadrit pomoci linearni kombinace jejich prvku

m

zai'gi = 0, 3i E{O, ...,m}:ai * O, (437)

i=0
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kde a;eR. Potom pro k = 0, ..., m by mél byt skaldrni soucin 0 a g, roven nule, ale
vysledna hodnota je odlisna s predpokladem

0=1(0,gx) = (Z(; aigi, Ji) = A (4.38)

A to je spor s uvodnim predpokladem pro k = 0, ...m.
Dusledek 4.5 KazZdy T prvkovy ortonormdlni systém nad 1, ..., T je bdzinad 1, ..., T.
Dukaz. Zrejmé.

Véta 4.2 Necht X je datovy vektor, necht g; je i — ty prvek (vektor) vygenerovaného
ortonormdlniho systému a necht a; € R je odhadovany koeficient, potom v jakémkoliv
konecné-rozmérném prostoru se skaldrnim soucinem plati ndsledujici rovnost

T-1 T-1
2 12 — 2
XIZ = > Xogi? = ), 4.39)
i=0 i=0

kde ||-||? znaéi kvadrdt Euklidovské normy a {.,.) skaldrni soucin.

Dukaz. Véta 4.2 je trivialni disledek predchoziho. Dikaz je zaloZen na vySe popsané
Besselové nerovnosti (4.34) a na vlastnosti, Zze vygenerovany prvek ortonormalniho
systému g;(t) proi =0,..,mat=1,..,T je bazovy. Potom z uvedenych vlastnosti
plyne rovnost, kterou lze vyjadfit jako

T-1
X112 = ) (X, o) (4.40)
i=0

Uvedend rovnost je znama pod nazvem ,Parsevalova identita” nebo ,Parsevalova
rovnost” jak je uvedeno v Bachman & Narici (2000, s. 163). Stru¢né, Parsevalova identita
plati v jakémkoliv kone¢né-rozmérném prostoru se skalarnim souc¢inem a s ortonormalni
bazi.

Dale zde bude predpokladano, ze je k dispozici néjaky ortonormalni systém oznacovany
jako g;(t) pro i=0,..,m a t=1,..,T, ktery je potencialné rozsifitelny z dlivodu
linedrni nezavislosti az do hodnoty m = (T — 1) (tj. systém ma stejny pocet komponent
jako pocet pozorovani ¢asové fady). Potom lze vyjadfit odhad trendové krivky X,,(t)
vztahem

Xn(® = ) (K,g)gi(®),  t=1,..,T (@.41)
i=0
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a rozdil mezi odhadovanou a realnou trendovou kfivkou, ktery bude nadale oznacovéan
jako €™ pro m < (T — 1). Uvazovany rozdil mezi prezentovanymi hodnotami muze byt
ziskan jako

&' =X(O) —Xm(@®), t=1,.,T. (4.42)

Potom trendova kfivka z datového souboru X(t) muiZe byt prepsana s pouzitim
predchoziho znaceni a vyjadfeni pomoci vztahu

XO) = ) Kgdgi® +el’ t=1,..,T. .43)
i=0

Nejedna se o nic jiného nez o vyjadieni realnych pozorovanych hodnot pomoci vztahu
pro odhad trendové kfivky a chyby daného odhadu. Také je zde predpokladano, zZe je
k dispozici ,specificky ortonormalni systém®“, ktery ,obsahuje konstantu” dale
oznacovanou jako go(t) = go € Rprot =1, ..., T.

Véta 4.3 Necht G je néjaky ortonormdini systém takovy, Ze g,(t) prot =1,..,T je
konstanta go(t) = go € R v konecné-rozmérném prostoru s Euklidovskym skaldrnim
soucinem (x,y) = ¥I_, x(t)y(t). Potom hodnota konstanty g, je déna vztahem

a pro kaZdy prvek g;(t) vygenerovaného ortonormdalniho systému proi = 1, ..., m plati

T
;gi(t) = 0. (4'45)

Dlkaz. Nejprve popis prvniho vztahu, ktery je zaloZen na vlastnostech skalarniho
soucinu a definované normy. Vypocet normy s pouZitim skalarniho soucinu lze prfepsat:

T
1
1=1(g0, 90) = 293 =Tg§=go=—=
4.46
& VT (4.46)

kde T znadi pocet ziskanych pozorovani. Jak je patrné z uvedeného postupu, vysledna
hodnota uvaZované konstanty ve ,specifickém ortonormalnim systému“ je rovna

v 1
hodnoté 7

Odvozeni druhého vztahu je zaloZzeno na podobném postupu, tedy na vlastnostech
skaldrniho soucinu a vygenerovaného ortonormalniho systému:

T T T
0=(g0.90 =) GiOGs =90 ) Gi®O)= ) GO =0, i=1.m  (447)
t=1 t=1 t=1
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V nasledujicim textu je uvazovan pouze vygenerovany ,specificky ortonormalni systém®*
obsahujici konstantu v kone¢né-rozmérném prostoru se skaldrnim soucinem

T

()= ) 2Oy, (@.48)

t=1

Véta 4.4 Necht G je specificky ortonormdlini systém v konecné-rozmérném prostoru se
skaldrnim soucinem, potom plati vztah mezi datovym vektorem X(t) a odhadem
trendové krivky X, (t)

T T
z X(@) = z Xm (0)- (4.49)
t=1 t=1

Dukaz. K odvozeni vztahu je pouzito vyjddreni odhadované trendové slozky X, (t) se
skalarnim sou¢inem prot =1,...,T ai =0, ..., m. Potom uvedeny vztah (4.49) muize
byt prepsan ndsledujicim postupem:

iXm(t) = ii(X,gi)gi(t)

t=1 t;ll i=0 r
= ;ocgi);gi(t) 4.50)
= Tgo{X, go)

T T
ng;X(t) - ;X(t).

Z obsahu véty 4.4 primo plyne nasledujici jednoduchy dusledek 4.6 pro rozdil mezi
odhadovanou a predpokladanou redlnou trendovou kfivkou ¢[* prom < (T — 1).

Diasledek 4.6 Necht & je rozdil mezi odhadovanou trendovou krivkou a datovym
vektorem X, potom pro soucet rozdilu plati

T
Z e = 0. (4.51)

=1

~

Dlkaz. Dokazovani této skutecnosti je zaloZzeno na vété 4.4, ze které pfimo plyne
uvedena rovnost.

Véta 4.5 Necht e je rozdil mezi odhadovanou trendovou krivkou a datovym vektorem
X(t), necht g,(t), t =1,..,T je libovolny vektor z vygenerovaného ortonormdlniho
systému v konecné-rozmérném prostoru se skaldrnim soucinem, potom je soucet jejich
ndsobki pres vSechny namérend pozorovdni T roven nulové hodnoté, exaktnéji:

79



Vyuziti model( v aplikacéni sfére

NgE

t=1
Poznamka 4.15 Zbytkovd (rezidudlni, ndhodnd, ...) sloZzka je ortogondlni ke kaZdé

komponenté vygenerovaného ortonormdlniho systému g.

Dlkaz. Postup dikazu je zaloZen na vztahu k odhadu predpokladanych koeficientd.
Odhady téchto koeficientll jsou vyjadieny pomoci skalarniho soucinu hodnot
predpokladaného a nezndmého trendu ze souboru realnych pozorovani a libovolného
k — tého vektoru z vygenerovaného ortonormdliniho systému. Potom k — ty koeficient
a; muze byt ziskan za pomoci postupu

T
ax = X.g10 = ) XOg(®
t=1

<Z a; gi(t) + 8%”) ik (0)

i=1

[
N=

t=

=

a;

I
M
M**]

~
1l
[

o+
1l

9i(©)gr(®) + Z & gi (1) (4.53)

1

a; {gi, gr) +Z€t i (1)

I
M

=

i=

=%+Z¢m@$24mw=a
t=1 t=1

Celkovy soulet Y%, a; (gi, gx) md pouze jeden scitanec odlisny od nulové hodnoty,
ktery nastane pro pfipad i = k, kde je hodnota odhadovaného koeficientu pravé a,.
Z tohoto dlivodu Ize v uvedeném odvozeni psat, ze

m

Zai(gi,gk)=ak, 0<k<m (4.54)

i=1

Dale je vhodné poznamenat, Ze celkovy soucet nasobkd &g, (t) je roven nulové
hodnoté prot = 1, ..., T jak bylo dokdzano dfive a pozorovani ze souboru redlnych dat je
nahrazeno ndmi odhadovanou trendovou ktivkou a ji pfitazenou ndhodnou slozkou.

Véta 4.6 Necht a; je k — ty odhadovany koeficient, necht X(t) je datovy vektor ze
souboru redlnych pozorovani, necht X,,,(t) je odhadovand trendova kfivka a necht’ g, (t)
je libovolny vektor zvygenerovaného ortonormdiniho systému, potom v konecné-
rozmérném prostoru se skaldrnim soucinem plati rovnost mezi trendovymi kfivkami pri
odhadu hledaného koeficientu
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T T
a, = z X gr®) = z Xm(©) g () =X, gi) = (Xm gic), (4.55)
t=1 t=1

pro0<k<mat=1,..,7T.

Dukaz. Odvozeni rovnosti je zaloZzeno na vztahu pro odhad koeficientu a vyjadreni
skaldrniho soucinu z definice pomoci celkového souctu nasobkd jednotlivych prvka.
Potom poZadovany koeficient mdzZe byt vyjadien s pouzitim prvkd X (t) a g, (t) jako

T
@, = ;X(t)gk(t)

T
= > () + egu®
t=1

T T (4.56)
= ) Xn©ge® + ) el'gi®
t=1 t=1

T
= Y Xn®Oge®, k=0,..,m.
t=1

Opét je vhodné poznamenat, Zze celkovy soucet ndsobkd &g, (t) je roven nulové
hodnoté prot = 1,...,T jak bylo dokdzano vySe a ziskany datovy vektor je nahrazen
souctem odhadované trendové kfivky a ji pfitazené nahodné slozky.

4.10 Statisticka inference nahodné slozky

Vzhledem k predchozim numerickym postuplim je nyni vhodné se zaméfit na
popisovanou problematiku ze statistického Uhlu pohledu. Doposud nebyl rozdil mezi
predpoklddanymi a odhadovanymi koeficienty oznadovan, protoze jejich vyznam
intuitivné vychazel z podstaty véci. Nyni jsou pro prehlednost rozdilnd znaceni
pozadovana. Dulezitym predpokladem v celé této kapitole je skutecnost, Ze datovy
vektor je v realité popsan modelem (tj. pfedpoklddame, Ze ve skutecénosti plati, existuje),
ktery je vyjadfen vztahem

m

X(t)=Zaigi(t)+st, t=1,.,T, m<(T—1),

_ (4.57)
=0

kde a; oznacuji redlné (dané), ale nezndmé (nedostupné) koeficienty, které jsou
odhadovany pomoci koeficientll @; a¢&; je nahodnd komponenta, kterda je obecné
oznacovdna jako Sum (nebo téZ ndhodnd slozka). Nahodna komponenta je opét
nedostupna s nékterymi predem zndmymi vlastnostmi, které budou postupné stanoveny
v této Casti prace a m je dany, ale také pfedem nezndmy pocet komponent odhadu
trendové kfivky.
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Pro koeficienty nutné k odhadu trendové slozky plati vztah s pouzitim skalarniho soucinu
a vygenerovaného ortonormalniho systému

@ =X, gk) = ar +{e,gk) = @ —a=-(egc) k=0,...m (4.58)

Stfedni hodnota rozdilu mezi obéma koeficienty (a, — @, ) muze byt vyjadrena jako

Ef{ay — ax} = E{— (&, gi)}
T
a, — E{ay} = —E {z gtgk(t)}
T = (4.59)
= =) Elergi(®)
t=1

—(E{e}, gr), k=0,..m,

kde E je znaceni pro stfedni hodnotu, a; a 4, je k — ty neznamy a jeho odhadovany
koeficient a (.,.) oznacuje skalarni soucin. Prezentované Upravy mohou byt provedeny,
protoZe a; a gy jsou deterministické, zatimco @ a € jsou ndhodné veli¢iny vstupujici do
uvazovaného modelu. Uvedené skutecnosti jsou nasledné zdkladem pro vétu
o vychylenych odhadech nezndmého koeficientu ay,.

Véta 4.7 Necht E{e} je stfedni hodnota ndhodné slozky € a necht g, je k — ty prvek
(vektor) vygenerovaného ortonormdiniho systému pro k =1,...,m v konecné-
rozmérném prostoru se skaldrnim soucinem, potom skaldrni soucin (E{e}, gx) je roven
nule a @, = (X, gi) je nestranny (nevychyleny) odhad nezndmého parametru a;,.

Dikaz. Postup dikazu je odvozen ze vztahu (4.59).

Diasledek 4.7 Zejména pokud stifedni hodnota ndhodné slozky E{c} je rovna nulové
hodnote, potom ziskany odhad koeficientu a, = (X, gi) je nestranny odhad nezndmého

koeficientu a prok = 0, ..., m.

Pfedpokldadanou a neznamou trendovou kfivku je mozné ziskat ze vztahu

m

— ~ m —
Xm(t)—Zalgl(t)+et, t=1,..,T, (4.60)

=0

kde @; = (X, g;) oznacuje odhady neznamych koeficientl a;, g;(t) je i —ty prvek
vygenerovaného ortonormalniho systému a &/ je rezidudini slozka. Potom rozdil mezi
predpokladanym modelem X(t) a vytvofenym modelem pro odhad X,,(t), vznikly
odecétem druhé rovnice od prvni, se rovna nulové hodnoté a cely postup Ize popsat jako

m
0= (@i-a)g® + e —e),  t=1..T. @.61)
i=1
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Zaroven muze byt tento vztah pro rozdil upraven na vztah vyuZivajici skalarni soucin ve
tvaru

0= Zo(di — )90 9K + (€™, gi) — (&, 9x)), k=0,..,m (4.62)
a odtud
(ak — ak) = (E’ gk)' k = Op e, M. (463)

Jinymi slovy, rozdil mezi odhadovanym a redlnym (neznamym) koeficientem m{zZe byt
vyjaddien pomoci skaldarniho soucinu ndhodné slozky e a prvku vygenerovaného
ortonormalniho systému. Za predpokladu (E{e}, g;) = 0 je mozné prepsat vztah (4.63)
jako

(@r —ar) =(e—E{e}, gx), k=0,..,m (4.64)

Nyni je vhodny podrobnéjsi rozbor predpokladu (E{c}, gx) = 0. Pokud se jednd
o nahodnou slozku € s konstantni stfedni hodnotou, pak je tento predpoklad spinén pro
k=1,..,T —1,protoze

T
(E{e}, gi) = E{e};gk(t) =E{e}*x0=0, k=1,..,T—-1. (4.65)

Obecné ale nebude splnén prok =0

_ \ _ r _ VT
<E{e},go>—E{e};go(t> = Ele} 5= = E(eWT. 2.6
V tomto pfipadé by byl pfedpoklad automaticky splnén pokud E{e} = 0. V pfipadé
E{e} <> 0 si lze pomoci tim, Ze budeme predpokladat déle a,g,(t) + E{¢} =3—%

anadale pracovat stzv. ,licenci a, - a,. Pfipadna nenulovd konstantni stfedni
hodnota by tedy byla ,presunuta” do konstantni slozky trendu. Proto pro nasledujici
Uvahy postaci predpoklad konstantni (stacionarita nahodné slozky ve stfedni hodnoté)
stfedni hodnoty nahodné slozky nebo je ekvivalentné platny predpoklad E{e} =0,
nebot je spiSe filosofickou otazkou, zda ,trvala“ konstantni stfedni hodnota patfi do
trendu, ¢i nikoliv. Proto je zde uvaZovan klasicky pfedpoklad E{s} = 0.

Déle Ize ze vztahu (4.63) odvodit korela¢ni matici pro odhady nezndmych koeficientd a;
za uvedeného predpokladu vyse. Tedy

T T
(@~ a) (@~ %) = €.90E9) = D). ) eeesge®9;(s) (4.67)
t=1s=1

a odtud

83



Vyuziti model( v aplikacéni sfére

T T
E{(a, — a)(a; —a;)} = Z z Eferes}gr () g;(s). (4.68)
t=1s=1

Pokud je Ef{ges} =0 pro t<>s a E{ge} =02 pro t=s, potom se jednd
o nekorelovanou a stacionarni ndhodnou slozku v SirSim smyslu (v prvnich a druhych
momentech). Dale pokud

T T
E{(flk - ak)(aj - aj)} = ZE{Etz}gk(t)gj(s) = o ng(t)gj(s) = O-sz(gk!gj>: (4.69)
t=1 t=1

potom 0Z(gy, g;) = 0 pro k <> j a 6Z(gy, g;) = o pro k = j. Tj. kovarianéni matice je
diagonalni se stejnymi prvky na diagondle. Korela¢ni matice odhadl @, je tedy
jednotkovou matici. Tyto zavéry lze shrnout do nasledujicich tvrzeni.

Tvrzeni 4.4 Pokud E{c} = 0 a E{c,e;} =0 pro t <> s a E{e,&;} = 62 pro t = s, pak
odhady @y, jsou nestranné (E{a,} = a;) s jednotkovou korelacni matici a s rozptylem
2

O

—_ 2
4. — O¢-

Tvrzeni 4.5 Pokud X,,(t) =Xit,a;9:(t) +el’m=T—1, pak " =0 pro t=

1,...,T.To plyne bezprostredné z nezdvislosti prvkd ortonormdlniho rozvoje g;(t) pro
t=1,...,Tai=0,..,T—1.

Dasledek 4.8 Trividiné Ize ziskat X(t) = Y1-4 @;9:(t) = X1-s a;g;(t) + & a odtud
Yio0(@ —a)gi(t) = &

Véta 4.8 Necht E{c} je stfedni hodnota ndhodné sloZky €, necht g, je k — ty vektor
vygenerovaného ortonormdlniho systému v konecné-rozmérném prostoru se skaldrnim

soucinem a necht plati pfedpoklad (E{¢}, gi) = 0 prok = 0, ..., m. Potom plati rovnost
mezi stfednimi hodnotami ndhodnych velicin

E{e"} = E{e.} (4.70)

Dikaz. Postup dlkazu je zaloZen na vyjadfeni stfedni hodnoty vztahu (4.61)
a predpokladu nestrannosti odhadu neznamych koeficientd (E{¢}, gx) = O:

0 =E {Z(di —a)gi(t) + (e — &)
i=1

= > Bl g0gi(0} + (el — 20)
=1 (4.71)

= Y (B} 900 (®) + B - Bl
i=1

E{e"} = E{e}.
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4.11 Prediktivni trend

Predikce neznamé a predpokladané trendové kfivky navazuje na vytvofeny model
kjejimu odhadu. Necht je nadale predpokladano, Ze jsou kdispozici jednotliva
pozorovani {x(1),..,x(T)} uvaZované casové fady na diskrétnim intervalu 1,...,T
a vygenerovany ortonormadlni systém vac¢i  skaldrnimu  soudinu na intervalu
1,2,..,T,(T+1),...,(T + 7). Vygenerovany ortonormalni systém je oznacovdn jako
90(®),g:(), ..., gm(t) a je potencidlné rozsifitelny az na  hodnoty
9o(), 91(0), -, Gr47-1(1), kde:

1. te{1,2,.. T,(T+1),..,(T + 1)},

2. 0<m<(T+1t-1),
1

Prvni vygenerovany prvek ortonormalniho systému g,(t) je konstantni funkci. Dale je
predpokladano, Ze je k dispozici ,,néjaké” prodlouzeni (tim je mysSlena mozna predpovéd,
odhad, atd.) uvaZované Casové fady na intervalu te{ (T + 1), ..., (T + 1)}, které bude
oznacovano jako

z(t) = x(t) + &, (4.72)

pro te{ (T + 1), ..., (T + 1)}, kde x(t) je skute¢nd (budouci a nedostupna) hodnota
Casové fady na uvazovaném intervalu a &; je chyba (ndhodna slozka) tohoto prodlouzeni.
Tim je mozné ziskat ¢asovou fadu X(t), pro kterou plati:

x(t) =x(t), te{1,2,.. T},

(4.73)
x)=x(t)+ (), te{(T+1),..,(T+1)}
Nyni se Ize zaméfit na mnoZinu vybranych index(, ktera je nadale oznacovana jako I.
Prozatim se jedna o blize neur¢enou mnozinu indexd vybranych ortonormalnich slozek
1 €{0,1,...,m}, pomoci které bude odhadovdna nezndma trendova slozka uvaZované
¢asové fady %(t). Ta je nadale oznacovana jako X, (t) a Ize ji vyjadFit vztahem

X0 = ) agi(o)

i (4.74)
kde dosaZitelny odhad nezndmych koeficientl @; je moiné rozepsat jako
T+t T+T T+t
@i = ) Ogi(H) = %9} = ) xOHO+ ) egi®. (4.75)
t=1 t=1 t=T+1
Pokud jsou vyjadfeny nedostupné a , skutecné” koeficienty a; jako
T+t
ar= ) x(Dgi(o) (4.76)
t=1
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potom je ziskdna vlivem ,nedokonalé” predpovédi z(t) chyba odhadovaného
koeficientu a; ve tvaru

T+t

@G —a;) = Z e(0)g: (t). (4.77)

t=T+1

Potencialné (ale jen potencidlné, ve skute¢nosti je prakticky vidy nedostupnd) je moiné
vyuZzit pfesnou trendovou kfivku ¢asové fady X, (t), ktera je vyjadiena vztahem

X (@) = Z a;gi(t).

e (4.78)

Poznamka 4.16 Zde je dulezité zdiraznit, Ze koeficienty @; jsou potenciondlné alespori
dostupné, ale koeficienty a; nikoliv.

Pokud je dale kdispozici pro ¢asovou fadu x(t) pro te{ (T + 1),...,(T + 1)} néjaky
vybrany jednoparametricky trendovy odhad (nejen z aplikaéni oblasti) s oznacenim
z(t,p) pro te{(T+1),..,(T+7)}, miie se hodnota neznamého parametru
p odhadnout optimalizaci ,,néjakého” zvoleného kritéria napf. z aplika¢ni oblasti. Pokud
takové kritérium neni k dispozici, pak Ize zvolit napft.

m
tinlﬁfT x(t) — ZO a;g;(t) T) min, (4.79)
kde
T+t
4= ) (g (4.80
t=1
a

f(t) = Z(t,p), tE{(T+ 1),,(T+T)} (481)

Zvolené kritérium obsahuje nékteré nedostatky, které se projevuji zejména v ndvaznosti
M

na ,vyznamné” odlehla , pozorovani“ a mohou zkreslit pozadovany vysledek. Proto je
nékdy vhodnéjsi volba jiného kritéria, napf. Euklidovska norma

o n, (4.82)

OEDYING
i=0

kterd se vyznacuje vétsi stabilitou vzhledem k vySe popsanym vlastnostem normy pro
t =1,..,T. Uvedeny pfistup charakterizuje minimalizaci volatility rezidualni slozky. Cela
optimalizace se provadi jen na mnoziné te{ (T + 1),...,(T + 1)} proto, aby hodnota
parametru p byla ,vyznamné“ ovlivnéna (urcena) jiz znamym pribéhem na te{1, 2, ... T}
a ,minimalné” ovliviiovala @; (byla ovlivnéna odhadem budoucnosti).
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Pokud neni (tvar) odhad trendu z(t,p) k dispozici, je mozné vyuZit tzv. ,prodlouzeni“
pfimkou vzhledem ke svym nespornym vlastnostem

Z(t, p) = X(T) + p(t - T), tf{ (T + 1)' R ( T+ T)} (4.83)

Nebo Ize pouiZit i jiné , prodlouzeni”, napt. pro ucely této préace je pouzito ,prodlouzeni”
ve tvaru

z(t,p) = x(Mp D,  te{ (T+1),...(T+1)}, (4.8)

tj. vybrany indexovy prlbéh, ktery je vhodny pro nékteré ekonomické rady. Takovych
prodlouzZeni je samoziejmé vice. Jejich typ a pfipadné i parametr (parametry) by mél byt
podstatné ovlivnén aplikacni oblasti, odkud pochazeji data.

4.11.1Vybér mnoZiny index( ortonormalnich slozek I

Vybér ,vhodné“ mnoziny indexi ortonormalnich sloZek je zaloZen na heuristickém
postupu, ktery je pouZitelny i obecné, nejen pro uvedeny prediktivni trend. Vybrany
postup je inspirovan ztzv. Parsevalovy rovnosti (4.40), kterou Ize vyjadfit
s odhadovanymi koeficienty jako

T+t T+1-1
SN2 — ~2010Y — ~2
Bl —tzlx () = ZO a2, .85

Pfi vybéru je nejprve sefazena posloupnost kvadratd odhadovanych koeficientd &?
sestupné, tj.

(4.86)

Dale je dulezity predpoklad, Ze nejvétsi koeficienty (zde ve smyslu |@;|) modeluji
systematickou slozku fady X(t) a zbyvajici koeficienty ndhodnou slozku. Nahodna slozka
miva navic tzv. ,rovnomérné spektrum®, kdy od néjakého (1) je ,prakticky splnéna“
nasledujici rovnost (hodnot) mezi koeficienty

~2 __ ~2 _ =2 _ o~ =
Gl = AQ41) = AQe2) = = Alryeor) = A (4.87)
Z uvedeného plyne, Ze je potencidlné ziskana posloupnost ve tvaru

d%o) > d?l) = d?z) =2 da) = dz = a_Z == a_Z = d?T+T—1)' (488)

Necht tedy existuje mnozina L ={0,1,...,(L — 1)} a zdrover néktera jeji netrivialni
nadmnozina | tak, ze plati Lc J a J c {0,1,...,(T + t — 1)}. Potom je mozné oznacit
odhad trendové slozky s pouZzitim vybrané mnoziny index( J jako )?](t) a mnoZinu
indext s poctem prvkl zvySenym o jeden jako J,;(t), shrnuto:
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%0 =) ag®,
icJ

Joa(® =JUik}, kej={01,...T+1—1}—],
r (4.89)

%,,0= ) ag®.

i€]41

V dalSim postupu lze vyjadrit kvadrat Euklidovské normy pro odhadované trendové
slozky s pouzitim vybrané mnoziny indext jako

%I => e,

i€J
19,07 =) @ +a2 = || + 2. (4.90)
i€J

S vyuZitim predpokladu o ,rovnosti“ koeficient(l Ize upravit Parsevalovu rovnost jako

1812 = ) a2+l = |15 + e,

= (4.91)

kde |J| zna&i polet prvkd mnoZiny J, kterd obsahuje nevybrané indexy k odhadu
neznamé trendové slozky. Ziskany vztah Ize vyuzit pro vyjadfeni @2, tedy

- ~ 12
7l (4.92)

~ 2
a odtud je mozné dale ziskat vztah pro vyjadreni ||X]+1|| s vyuzitim predchozich
poznatkl jako

~ 2 -2 .
1%, 11" =1%]" + &

P F e e
=X _—
|| ]” + |]| (4.93)
a1y [ER
=||X 1——— = .
%07 ( |1|)+ 7]

Uvedeny vysledek je mozné pfi trividlni Upravé prevést na tvar

~ 2 ~
LT AN

~ - ~ T + T
HERTHE ] (4.94)

T

~ 2 = 112
£l 151
112 11>

neznamé mnoziny index( L je vybrdna takovd mnozina J, pro kterou je rovnost uvedena

kde takto ziskana redlna dCisla jsou pfi daném J dostupna. Pro ziskani

vySe splnéna co nejlépe, napf.
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2 2

”X/(i) | ”)?1(1'—1) 1
— — — — = + — —s min,
%112 HE < |1(i_1)|) Tl )| 77" (4.95)

kde ](i—l) = {(0), (1), ..., (i — 1)}. Pfesnéji feceno, cilem této heuristiky je nalézt takovy

v

»nejmensi“ index i, pfi kterém ma vyraz
-2 - 2
”XJ(i)” _ ||X1<i-1> < 1 )+ 1
HE HE Tl Tl )| (4.96)

»prvni” lokdlni minimum. Tento postup je umoznén tim, Ze pro redlna data je pouzit
predpoklad

2 .

~2 _ =2 _ = — 52 _ 2
ap=a =a =4 = Qryr-1)y

(4.97)

ktery je splnén jen ¢astecné.

4.12 0Odhad spolehlivosti s pouzitim systematické slozky

Vzhledem k odvozenym vztahim pro odhad trendové slozky je nyni vhodné se vratit
k diskusi tykajici se nezndmé hodnoty spolehlivosti, jak jiz bylo rozebirdno dfive. Uel
této ¢asti spociva v popisu vyslednych zmén s pouzitim ziskané trendové krivky, které se
vyskytnou pti vypoctu spolehlivosti nebo naopak selhani. Pfedpokladany model pro
odhad neznamé trendové kfivky je detailné popsan v predchozi ¢asti a uvedeny vztah lze
prepsat jako

X(@)=X =1,..,T
(t) m(t) + gxt: t ’ LA (4.98)

kde X,,,(t) oznacuje odhadovanou trendovou slozku svybranou mnoZinou indexd
ortonormalnich slozek a &,, oznacuje nahodnou slozku veli¢iny X. Stejny vtah je vyuZit

i pro druhou veli¢inu

Y(t) =Y,(¢ t=1,..,T
() m()+£Yt’ ’ » 4 (499)

kde Y,,,(t) je odhadovani trendova kfivka s vybranou mnoZzinou indext ortonormalnich
slozek a ¢, je opét nahodna slozka veliCiny Y. Potom lIze vyjadfit spolehlivost R jako
P(X <Y), kde veliciny X a Y jsou nahrazeny vySe uvedenymi vztahy (4.98) a (4.99)
obsahujicimi trendovou slozku:
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R = PX<Y)

P{(Xm(®) + &x,) < (Ym(®) + &)}

= P{(exr, — &) < (tn(®) = X (D)} (4.100)

= Fpe,(Yn(®) = Xn (@),  t=1,..,T.

Z uvedeného postupu je patrnd zavislost vysledné hodnoty spolehlivosti na distribu¢ni
funkci vzniklé z rozdilu nahodnych slozek obou veIi(:ianx_gy. Zde je nezbytné upozornit

na skutecnost, Ze pro ziskani vysledné hodnoty je dualezita znalost celé distribuc¢ni funkce
a ne pouze znalost jeji hodnoty vjednom bodé, jak bylo diskutovano v predchozi
kapitole. Tam byla doposud predmétem zdjmu pravdépodobnost P(X —Y < 0)
vyjadfena jako distribuéni funkce rozdilu nahodnych veli¢in v bodé Fx_y(0).

4.13 Nezapornost platebni bilance modelovana spolehlivosti

Prace je situovdna do aplikacni sféry, konkrétné na souborech realnych dat ziskanych
z platebni bilance Ceské republiky, ktera je detailné popsana v ivodu kapitoly. Z platebni
bilance je vybrana bilance obchodni, ktera v sobé zahrnuje vyvoz (import) a dovoz
(export) v mil. K& Vyznam spociva nejen v systematicky sefazenych informacich o daném
staté, ale i ve vlivu na cenu zboZi a sluzeb, tedy vlivu na vyvoz a dovoz a tim na
ekonomiku zemé. Vybér uvedenych dat je zaloZen na skutecnosti, Ze mezinarodni
obchod zboZi tvofi (obvykle) nejvétsi polozku v platebni bilanci.

Pokud se zaméfime na vznikly pfebytek (nezapornost platebni bilance, kladné saldo)
nebo schodek (zdpornost platebni bilance, zadporné saldo), potom zaporné saldo ukazuje,
Ze penéini vydaje zemé do zahranici jsou vyssi nez penéini pfijmy z transakci s ostatnimi
ekonomikami azemé se stavd dluinikem v0c¢i zahranici. Jinymi slovy, zahraniéni
zadluZenost lIze popsat skutecnosti, Zze béziny ucet (obchodni bilance) je dlouhodobé
zaporny a musi byt kompenzovan kladnym finanénim actem, tj. vypuj¢enim kapitalu
(nejen) v zahrani¢i. Tato skute¢nost méa dale vliv na devizovy kurz®?> mény (hodnoty
vyvozu a dovozu). Pokud se obchodni bilance nachazi v zapornych hodnotach, potom je
dovoz vyssi nez vyvoz tj. ze zemé ,,odtéka” vice penéz nez do ni ,pfitéka” a subjekty
poptdvaji ,relativné” vice zahraniéni mény (s podstatnymi efekty na ,zdsoby”
cizoménovych, pfipadné i, zlatych” aktiv), coz ma vliv na oslabeni ¢eské mény a naopak.
Zemé s dlouhodobé zdpornou hodnotou obchodni bilance se oznacuji jako zemé
s ,,nestabilni ekonomikou” majici negativni vliv na vnitfni ekonomické procesy. Proto je
téma kladnych a zapornych obchodnich bilanci v poslednich nékolika letech casto
diskutovano na mezindrodni scéné, zejména s nastupem soucasné ,,ekonomické recese”.

52 . , . . s v RS . . % YONs
Devizovy kurz charakterizuje cenu cizi mény vyjadfenou v jednotkdch mény domdci.
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DuleZity je popis spolehlivosti (zde nezdpornosti platebni bilance), ktera je
reprezentovana pravdépodobnosti kladného vysledku obchodni bilance, respektive
selhani je reprezentovano pravdépodobnosti zaporného vysledku obchodni bilance za
uvazované obdobi. Ziskané vysledky mohou byt odhadovany a nasledné interpretovany
jak v kratkodobém casovém horizontu, tak v dlouhodobém avyslednd hodnota
spolehlivosti (selhdni) v jednotlivych pozorovanich mlze byt chapana jako informace
s mensi vahou (duleZitosti) nez vysledna hodnota spolehlivosti z celého ¢asového
intervalu namérenych pozorovani. Napf. zaporna hodnota platebni bilance v jednom
mésici neni pfrilis ,zajimava a dalezitd” pro vladni predstavitele ¢i ,,ekonomy” jako
zaporna hodnota platebni bilance za kalendarni (fiskalni) rok.

Cilem jednotlivych zemi je udrzet vyrovnanou (kladnou, zvySuje devizové zasoby,
obvykle u centralni banky) platebni bilanci, tedy uchovani ménové stability, coz znamena
zaroven nepriddvat penize do obéhu a nezvySovat tak tlak na inflaci vzemi. Tento
pfistup mlze byt intuitivné chybny, protoZe lze utratit jen penize vytvorené za dané
obdobi (ucetni fikce). Pokud se pozornost zaméfi na popis ,uvazovaného obdobi“,
potom z podstaty véci (kumulace penéz) je moiné pouzivat ipenize z prebytku
vytvoreného za minuld obdobi, tj. penize z rozdilu mezi pfijmy a vydaji pfed aktualnim
(poslednim) obdobi. Tento pfistup lze povaZovat téZz za ucetni fikci, protoze vznika
problém suréeni délky uvazovaného obdobi, tj. obdobi, ve kterém byly penize
vydélavany (kumulativni hodnoty). Proto se jevi i urleni ,skute¢ného pocatku“ za
problematické.

V uvedeném popisu vznikaji dalsi problémy, napf. statistika vzniklych kumulaci uz je
sama o sobé problematicka, protoze vytvorené modely jsou modely pravdépodobnostni
a nikoliv statistické.

Pouzité vysvétleni je velice stru¢né, protoze hlavni myslenka téchto komentard spociva
v aplikaci této prace na ziskana pozorovani z redlného ekonomického prostredi.

4.13.1 Obchodni bilance v aktudlnich hodnotach

Prezentace ziskanych soubor( pozorovani z platebni bilance, pfesnéji obchodni bilance
z celkovych pfijm0 za vyvoz a celkovych vydajl za dovoz v aktudlnich hodnotach, je
vykreslena na Obrazku 10. Celkové pfijmy jsou zndzornény plnou c¢arou Cervené barvy
a celkové vydaje ¢arou prerusovanou barvy modré. Rozdil mezi pfijmy a vydaji (obchodni
bilance) je vykreslen nize ¢ernou barvou, kde si Ize povSimnout prevahy kladného salda
obchodni bilance ve sledovaném obdobi. Hodnoty jsou vykresleny od 1. 1. 2003 do 31. 5.
2012, tj. 113 mésicnich pozorovani, vSe v milionech K¢.
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Soubor realnych dat z obchodni bilance zbozi €eské republiky

250000 -

200 000 -

150000 -

100 000 -

miliony K¢

50000

0 .l
; 20 40 60 80 100 120

-50 000

mésice

——Celkovy pfijem --=- Celkovy vydaj ——Vyvoz - Dovoz

Obrazek 10: Ziskany soubor redlnych dat v aktudlnich mésic¢nich hodnotdch z obchodni bilance
Ceské republiky

4.13.20bchodni bilance v kumulacich

Prezentace ziskanych souborl pozorovani zobchodni bilance v kumulovanych
hodnotach je vykreslena na Obrazku 11. Celkové kumulované pfijmy jsou znazornény
plnou ¢arou cervené barvy a celkové kumulované vydaje ¢arou preruSsovanou modré
barvy. Kumulovany rozdil mezi pfijmy a vydaji (kumulovana bilance) je vykreslen nize,
kde si lze potvrdit prfedchozi tvrzeni o prevaze kladného salda obchodni bilance ve
sledovaném obdobi. Hodnoty jsou vykresleny ve stejném obdobi do 113 pozorovani, tj.
posledni hodnota znaci soucet vsech 113 hodnot.

Soubor kumulovanych realnych dat z obchodni bilance zboZi Ceské

republiky
20000 000 -
18000 000 -
16 000 000 -
14000 000 -
g 12000000 -
> 10000 000 -
(=
2 8000000 -
€ 6000000 -
4000000 |
2000000 -
0 - ‘ - ; ; ‘
2000000 © 20 40 60 80 100 120
mésice
——Kumulovany pfijem --=- Kumulovany vydaj —— Kumulovany rozdil prijmy - vydaje

Obrazek 11: Ziskany soubor kumulovanych redinych dat z obchodni bilance Ceské republiky
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Kapitola 5

Konkreétni prezentace a ovéreni

Kapitola popisuje konkrétni prezentace a ovéreni navrhovanych vztahll a modell na
souboru vygenerovanych dat a ziskanych (realnych) pozorovani. V dvodu je
prezentovana vlastni tvorba na souboru vygenerovanych dat pro popis vlastnosti
neparametrickych jadrovych odhadd. Nasleduji ziskané vysledky a z nich odvozené
zavéry na souboru redlnych dat jak v aktudlnich hodnotach, tak v kumulacich (obchodni
bilance). Zavér kapitoly popisuje celkové shrnuti provedené prace a popis ovéfovaciho
systému (vytvoreného uzZivatelského programu) v softwaru MATLAB 2010a.

5.1 Vlastnirealizace, realizace a vyuzité vztahy

Vlastni realizace popisuje analyzu neparametrickych jadrovych odhadu a jejich vlastnosti
na vybraném souboru vygenerovanych dat, ktery se fidi (pro ndzornost) normalnim
rozdélenim pravdépodobnosti. Pfedmétem zajmu jsou vlivy pouZitych proménnych na
vysledné hodnoty odhadu (aproximace), dvourozmérny neparametricky jddrovy odhad
a modelovani spolehlivosti (vzhledem k predpokladanému staciondrnimu charakteru
dat).

5.1.1 Jednorozmérny soubor vygenerovanych dat

Pozornost je v prvé fadé zamérena na neparametricky jadrovy model pro odhad hustoty
a distribu¢ni funkce. Kvalita odhadu je ovlivhéna rozsahem pozorovani, hodnotou
vyhlazovaciho parametru a tvarem jadrové funkce. Pokud jsou k dispozici rlizné rozsahy
,nahodné&“ vygenerovanych® soubor (zde pro nazornost 50 a 500), potom si lze
povSimnout ,mensich” hodnot vychyleni u souboru dat s vétSim rozsahem. Ziskané
vysledky odhadu ,neznamé” hustoty z vygenerovanych soubor(l dat jsou uvedeny
v nasledujicim Obrazku 12, kde je intuitivné prezentovan empiricky predpoklad
»Prijatelnéjsi“ aproximace hustoty pro rozsahlejsi soubory dat. PouZité parametry
vyhlazeni jsou odvozeny ze vztahu (3.53). Zde stoji za povSimnuti odliSné hodnoty obou
vyhlazovacich parametrd h vzhledem k funkcni zavislosti na pevném rozsahu n.

53 ey 2 vr o7 . . p . v . .
Vzhledem k pouZitému software se zde pouzivd pojem ndhodny, ale ve své podstaté se jedna
o generovani pseudonahodnych cisel.
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Neparametricky jadrovy odhad funkce hustoty s pouZitim Parzenovy
jadrové funkce

—n=50,h=0,131 n=500,h=0,06 —N(0,1)

Obrazek 12: Neparametricky jadrovy odhad hustoty pouzivajici Parzenovu jddrovou funkci pro
vygenerované soubory dat s rozdilnym rozsahem n

Poznamka 5.1 Vsechny zde uvedené obrdzky jsou vykresleny v softwaru Microsoft Excel
a pfi pouliti Parzenovy jddrové funkce mohou byt mirné zkreslené. To znamend, Ze
vykreslené krivky jsou oproti ,realité” mirné vyhlazenéjsi (viz Obrdzek 12 vyse, kdy neni
presné kopirovdn tvar Parzenovy jadrové funkce).

Nedostatkem neparametrickych jadrovych odhadl je vliv vyhlazovaciho parametru h,
ktery je Siroce popisovan v predchozi casti. Problém spocivd ve volbé ,vhodné”
(optimalni) hodnoty tohoto parametru, protoze v ptipadé ,, malé” nebo naopak ,velké”
hodnoty nedostaneme ,predpokladany” tvar hustoty a distribu¢ni funkce (odlisné tvary
od tvaru vygenerovaného rozdéleni pravdépodobnosti). Dlsledky ,,nevhodné” volby jsou
prezentovany na Obrazku 13 a 14, kde jsou pouzity 3 odlisné hodnoty parametru. Prvni
hodnota je odvozena ze vztahu (3.53) a je pouzita i vdalSich modelech pro ziskani
spolehlivosti (selhani) z divodu neznalosti ,spravného (pavodniho)” rozdéleni. Druha
hodnota parametru je Umysiné nizsi pro ukazku “nedostatecné vyhlazeného
(podhlazeného)” odhadu a tfeti hodnota parametru je mnohem vyssi nez predchozi dva
parametry pro ukazku , prehlazeného” odhadu.

94



Konkrétni prezentace a ovéreni

Neparametricky jadrovy odhad funkce hustoty s pouZitim Parzenovy
jadrové funkce pro rtzné vyhlazovaci parametry h

0,7

0,6 -

0,5

0,4

f(x)

0,3

0,2

0,1

0,0

X

---h=0,048 ---h=001 ----h=0,7 —N(0,1)

Obrazek 13: Neparametricky jadrovy odhad hustoty pouZivajici Parzenovu jadrovou funkci
s rliznymi hodnotami vyhlazovaciho parametru h

Neparametricky jadrovy odhad distribucni funkce s pouzitim Parzenovy jadrové
funkce pro rtizné vyhlazovaci parametry h

F(x)

- —h=0,048 h=0,01 ----h=0,7 —N(0,1)

Obrazek 14: Neparametricky jadrovy odhad distribucni funkce pouZivajici Parzenovu jadrovou
funkci s rGznymi hodnotami vyhlazovaciho parametru h

Z uvedenych obrazk( je patrné, Ze ,kvalita“ odhadu je z nejvétsi ¢asti ovlivnéna pravé
timto parametrem. Zaroveri je vhodné pripomenout predpoklady, Ze hodnota
vyhlazovaciho parametru h je uréena realnym Cislem (nepredpoklada se jeho pfislusnost
k ndhodné veli¢iné) a v pfipadé souboru redlnych pozorovani neni apriorné zndmo
pravdépodobnostni rozdéleni. Nelze tedy pouzit “optimalni” hodnoty vyhlazovaciho
parametru, publikované napf. v Devroye a Gyorfi (1985), kde jsou odvozeny postupy
a uvahy pro nékolik vybranych jadrovych funkci.

Problematika vyhlazovaciho parametru predstavuje velmi Siroké téma a z tohoto divodu
neni podrobny rozbor optimalniho tfeSeni cilem této disertacni prace. Zde zvoleny
pristup predstavuje jeden mozny navrh z mnoha a detailnéjsi analyza pfedstavuje namét
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pro nasledné rozsifeni prace. Posledni proménnou, kterd ma neoddiskutovatelny vliv na
tvar a tedy i vzhled odhadované hustoty a distribuéni funkce je pocet bodu
yrozdélujicich” osu x, ve kterych jsou provadény poZadované odhady. Vliv této
proménné je graficky ukdzan na Obrazku 15 a 16, kde je pomoci plné ¢ary oznaceno

"

rozdéleni osy na 50 bod(l a pomoci ,pferusované” ¢ary rozdéleni osy na bodt 500.

Neparametricky jadrovy odhad funkce hustoty s pouzitim Parzenovy
jadrové funkce, h = 0,12

0,7 -

0,6 -

0,5 -

f(x)

0,2 -

0,1 -

—— Pocéet bodti rozdélujicich osu x =50 ---- Poéet bodt rozdélujicich osu x =500 ——N(0,1)

Obrazek 15: Neparametricky jadrovy odhad hustoty s odlisnymi pocty bodi na ose x pro
h=0,12

Neparametricky jadrovy odhad distribu¢ni funkce s pouzitim Parzenovy
jadrové funkce, h=0,12

0,9 -
0,8 -
0,7 -
0,6 -
§ 0,5 -
0,4 -
0,3 -
0,2 -

0,1 -

——Poéet bod( rozdélujicich osux =50 ---- Poéet bodil rozdélujicich osu x =500 ——N(0,1)

Obrazek 16: Neparametricky jadrovy odhad distribucni funkce s odlisnymi pocty bodu na ose x
proh = 0,12

Pti konstrukci moznych zavért budeme vychazet z uvedenych graf(, na jejichz podkladé
se lze domnivat, Ze zde nejsou Zadné ,vyznamné zmény“ mezi uvazovanymi
aproximacemi obou hustot a zaroven po blizsim prozkoumani distribucnich funkci je
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patrné, Ze jsou ,témér stejné”. Ddle je vhodné upozornit na skutecnost, Ze volba
mensiho poctu délicich bodl zpUsobuje vice vyhlazenou kfivku hustoty a naopak.
Z uvedenych divodl je v celé préci osa x roztfidéna na 100 hodnot, coz ma nesporny
vliv na vypocetni slozitost.

5.1.2 Dvourozmérny soubor vygenerovanych dat

Nasleduje analyza dvourozmérnych neparametrickych jadrovych modelli a jejich
vlastnosti na souboru vygenerovanych dat, ktery se fidi sdruzenym normalnim
rozdélenim pravdépodobnosti. Obsah kapitoly je podnétny pro analyzu spolehlivosti,
protoZe jsou zde obsaZeny dvé nahodné veliCiny reprezentujici dfive popisovanou
redlnou situaci.

Vygenerovany soubor nahodnych® pozorovani fidici se sdruienym normalnim
rozdélenim pravdépodobnosti obsahuje nasledujici parametry, kde y; predstavuje
stfedni (o¢ekdvanou) hodnotu, g; je smérodatna odchylka a p korela¢ni koeficient (jista
mira vyjadfujici linearni zavislost). Konkrétni hodnoty parametr( jsou vybrany pouze pro
zjednoduseni a nabyvaji hodnot:

251 U 0, 0, P
0 0 4 4 0,5
Tabulka 2: Hodnoty parametrii vygenerovaného dvourozmérného sdruZeného normdiniho
rozdéleni

Vygenerovana dvourozmérna sdruzena funkce hustoty normalniho rozdéleni f(x,y)

f(x,y)

Obrazek 17: Viygenerovand sdruZend funkce hustoty normdlniho rozdéleni f (x,y)

54 v o. vros s . p vr
Opét je zde pouzivan soubor vygenerovani pseudondhodnych Eisel.
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Vybér rozdéleni je zaloZen na skutecnosti, Ze se jednd o jedno z béiné pouZivanych
dvourozmérnych pravdépodobnostnich rozdéleni. Vzhledem kvySe uvedenym
vlastnostem jsou pouzité jddrové funkce opét Parzenova a Gaussova jadrova funkce.
Vysledna aproximace hustoty s pouzitim Parzenovy jadrové funkce je charakterizovana
,»ostrymi hranami”, jak je graficky ukdzano dale. Samozifejmé i zde dochazi k mirnému
zkresleni jako vjednorozmérném pfipadé vzhledem k pouZitému softwaru. Naopak
aproximace s vybérem Gaussovy jadrové funkce je ,vice vyhlazena”. Obrazek s odhadem
pouzivajicim Gaussovu jddrovou funkci je prezentovan az na ziskaném souboru redlnych
dat.

Pocet vygenerovanych ndhodnych pozorovani je opét 100 a hodnoty pouzitych parovych

parametr®> mé¥Fitka jsou nejprve odvozeny ze vztahu (3.53) a potom nasobeny (pro

nazornost) dvéma. Vliv proménné je ukdzdn na obrazcich nize, kde je patrny
7 YNy

»Vvyhlazenéjsi“ tvar u aproximace s “vyssi” hodnotou parametru. Konkrétni hodnoty jsou
uvedeny v Tabulce 3.

Odhad 1 Odhad 2
h, 0,21 0,42
h, 0,19 0,38

Tabulka 3: Vyhlazovaci parametry dvourozmérného jadrového odhadu funkci hustot
a distribucnich funkci

Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad f(x,y) pouiZivajici Parzenovu jadrovou funkci

Obrazek 18: Dvourozmérny neparametricky jaddrovy odhad hustoty pouZivajici Parzenovu
jadrovou funkci s odvozenymi parametry hy, h,,

>> Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad obsahuje dva vyhlazovaci parametry.
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Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad f(x,y) pouZivajici Parzenovu jadrovou funkci

Obrazek 19: Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad hustoty pouZivajici Parzenovu
jadrovou funkci s , vétsimi“ vyhlazovacimi parametry hy, h,,

S ohledem na spolehlivost (selhani) jsou zde dlleZité neparametrické jadrové odhady
distribuc¢nich funkci, které jsou prezentovdny na Obrazcich 20, 21 a 22. Zde nejsou
“témér zadné zmény” mezi 3 vybranymi distribucnimi funkcemi. Prvni distribuéni funkce
je vygenerovany sdruzeny model, ktery predstavuje predpokladany pravdépodobnostni
model daného rozdéleni. Zbylé dvé funkce jsou odhadované distribu¢ni funkce tohoto
modelu s odlisné zvolenymi vyhlazovacimi parametry (viz vyse).

Vygenerovana dvourozmérnd sdruzena distribuéni funkce normalniho rozdéleni F(x,y)

F(x,y)

Obrazek 20: Vygenerovana dvourozmérna sdruzena distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni
F(x,y)
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Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad F(x,y) pouZivajici Parzenovu jadrovou funkci

F(x,y)

Obrazek 21: Odhad distribucni funkce sdruZzeného normdiniho rozdéleni pouZivajici Parzenovu
jadrovou funkci s odvozenymi parametry hy, h,,

Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad F(x,y) pouZivajici Parzenovu jadrovou funkci

Obrazek 22: Odhad distribucni funkce sdruZzeného normdiniho rozdéleni pouZivajici Parzenovu
Jjadrovou funkci s ,vétsimi“ vyhlazovacimi parametry hy, h,,

v

Dle grafické interpretace ziskanych vysledk( lze usuzovat, Ze prezentované tvary
distribuénich funkci jsou “témér stejné”, tj. ze zde nejsou témér ,zadné rozdily” mezi

100



Konkrétni prezentace a ovéreni

vyslednymi pravdépodobnostmi. Pfi podrobnéjsi analyze vlivu vyhlazovaciho parametru
je patrny vyhlazenéjsi tvar hustoty pro vyssi hodnoty parametru, ale tvar distribucni
funkce je ,témér stejny”. Zdivodnéni milze byt provedeno rovinnym fFezem
v (libovolné) vybraném bodé na ose x, ktery je stejny pro vSsechny uvedené distribucni
funkce. Ziskany ftez ukazuje vzniklé rozdily mezi modelovou distribu¢ni funkci
a odhadovanymi distribuénimi funkcemi, jak je ukdazano na Obrazku 23.

Rovinny fez mezi modelovou a odhadovanymi distribu¢nimi funkcemi
ve vybraném bodé xo

09 -
08 -
07 -
06 |
£
o5 |
04
w
03
0.2
0,1
0 ‘
-6 4 2 0 2 4 6
Y
—Rovinny fez - model - Rovinny fez - odvozené h  ---- Rovinny fez - véti h

Obrazek 23: Rovinny Fez mezi modelovanou a odhadovanymi distribuc¢nimi funkcemi

5.1.3 Relativni frekvence

V predchozich ¢astech jsou navrieny moziné metody neparametrického jadrového
odhadu k ziskani spolehlivosti, které budou nyni aplikovdany na ndahodném souboru
vygenerovanych dat fidici se sdruzenym normalnim rozdélenim pravdépodobnosti (viz
Tabulka 2). Ziskané vysledky jsou nadsledné porovnany s jinou moznou metodou, ktera je
publikovana pod ndazvem relativni frekvence.

Relativni frekvence je jedna z moznych a jednodussich (¢asové, vypocetnég, ...) metod
k ziskani nezndmé hodnoty spolehlivosti. Metodu Ize popsat jako podil dvou hodnot, kde
v Citateli je pocet vyskytu néjaké (sledované) nahodné udalosti a ve jmenovateli je
celkovy pocet pozorovani. Popsany vypoclet je zde prezentovan pro zd(raznéni
jednoduchosti a bude nadale pouzZivan pro zavérecné srovnani ziskanych vysledk(
spolehlivosti. Definice relativni frekvence je uvedena napf. v Spiegel a Stephens (2008).

Definice 5.1 Necht N(A) je pocet vyskytu vybrané ndhodné uddlosti A v N opakovdnich
ndhodného experimentu, potom relativni frekvence Fy je

N(A

N&A) (5.1)
N

(pfevzato a preloZeno ze Spiegel a Stephens (2008), s. 32)

A =
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Poznamka 5.2 Odhady pomoci relativni frekvence Ize oznacit za dobré odhady diky jeji
jednoduchosti a zdroveri rychlosti celého vypoctu. Problém v jejim pouZiti spoliva ve
skutecnosti, Ze hodnota ziskaného vysledku je pouze zddnlivd. Ddle je zde silny
predpoklad, Ze vybérové ndhodné soubory obsahuji staciondrni*® data, coZ neni v realité
casto naplnéno (ndhodné vybéry redinych dat), jak je detailné popsdno v Kapitole 4.

Pouzitim relativni frekvence na vygenerovaném souboru dat (predpoklad stacionarniho
charakteru) jsme ziskali poZzadovanou hodnotu:

v _ s

Fa=R==3=="150= 0L (5.2)

Prvotni hodnota spolehlivosti s pouZzitim relativni frekvence je pfiblizné 51 %. Graficka
analyza souboru vygenerovanych dat, v€etné pfimky x = y zvyraziujici a vymezujici

oblast pro x < y, je ukazana na Obrazku 24.

Graficka analyza souboru pocitacové vygenerovanych dat
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Obrazek 24: Vygenerovany soubor staciondrnich dat sdruZzeného normdlniho rozdéleni
pravdépodobnosti, n = 100

5.1.4 Neparametricky jadrovy odhad k ziskani spolehlivosti

Testovaci analyza je zaloZzena na modelu s Parzenovou jadrovou funkci (3.113) pro dvé
hodnoty parametrl méfitka hy, h,. Tento pfistup umoZfiuje srovnani dvou ziskanych
hodnot spolehlivosti na zakladé zmény uvedenych parametrd. Prvni model obsahuje
odvozené parametry ze vztahu (3.53) a druhy model obsahuje tyto hodnoty Sest krat
navysené (zvolené navyseni je jen subjektivni a dostatec¢né velké pro demonstraci vlivu
zmény parametru). Analyza spolehlivosti byla provedena pro vice parametri méfitka, ale
nebylo zde dosazeno zadnych ,vyznamnych” zmén ve vysledcich, a proto jsou zde

56 . . . , . e , v o2 v v PSS v ,
Stacionarita redlnych dat ze statistického pohledu spociva v predpokladu, Ze margindlni rozdéleni
jednotlivych pozorovani jsou funkéné nezavisla na Case realizace.
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prezentovany jen vysledky jedné zmény (nasobenim) parametr( na Obrazku 25. Obrazek
prehledné popisuje ziskané hodnoty spolehlivosti pro kazdy nahodné vygenerovany par
ze souboru pozorovani (hodnota kazdé zkoumané komponenty), kde pod zkratkou H1
jsou prezentovany parametry méfitka h, a h,, pro prvni model a pod zkratkou H2 pro
druhy model (ziskany ndsobenim parametr().

Odhad H1 Odhad H2
h, 0,21 1,26
h, 0,19 1,14

Tabulka 4: Vyhlazovaci parametry pro neparametricky jadrovy model k ziskani spolehlivosti

Srovnani odhad{ hodnot spolehlivosti s pouZitim Parzenovy jadrové
funkce a odlisnych hodnot vyhlazovacych parametru

i
!

100%

80%

60%

40%

L
88 :\__",—__'.:-ﬁ-‘:ﬁe:

20%

Spolehlivost, rozdilnost modelt

0% -+t a =8 R & A I B T AT B 2 8 (AN
k| FH ARSI RBRJILRNRRERS /35 8
-20%
—H1(0,21a1,26) - H2 (0,19 a 1,14) Rozdil (H1 - H2), procentni body

Obrazek 25: Neparametricky jadrovy model k ziskdni spolehlivosti pouZivajici Parzenovu jddrovou
funkci s odlisnymi hodnotami parametri méritka pro kaZdou ze 100 vygenerovanych pdrovych
hodnot

Z uvedeného obrazku jsou patrné zmény ziskanych hodnot spolehlivosti v ,nékterych”
vygenerovanych bodech (x;,y;) pouze v ,jednotkidch” procentnich bod(, a proto jsou
dllezité celkové hodnoty spolehlivosti (pro vSechny pozorovani, v realité obdobi). Ty
jsou uvedeny na Obrazku 26, kde jsou prezentovany vysledky modelu pro , postupné”
nacitana data. Pojem nacitand data oznacuje dopocitdvané odhady stfednich hodnot od
prvniho do posledniho vygenerovaného paru dat (tj. v5 méfeni dostadvame
»primérnou” hodnotu spolehlivosti za prvnich 5 namérenych par( dat).

103



s

Konkrétni prezentace a ovéreni

Porovnani odhad spolehlivosti pouZivajici Parzenovu jadrovou funkci a odlisné
hodnoty vyhlazovacich parametrt (nacitana data od 1 do 100)

100%

80%

60%

40% 4
3
/
!
20% A
H
1’

0% -

Spolehlivost, rozdilnost model

100 -

-20%
—H1(0,2121,26) e H2 (0,19 a 1,14)
---- Relativni frekvence Rozdil (H1 - H2), procentni body
Rozdil (H1 - relativni f.), procentni body

Obrazek 26: Srovndni neparametrického modelu k odhadu spolehlivosti pouZivajici Parzenovu
jadrovou funkci s rozdilngymi hodnotami parametri méritka a s vysledky relativni frekvence —
nacitané hodnoty od 1 do i — tého vygenerovaného bodu (pocet pozorovdni je 100 bodLi)

Ziskané vysledky slouzi jako podklad pro srovnani (analyzu) navrieného
neparametrického jadrového modelu spolehlivosti pro odliSné vyhlazovaci parametry
s hodnotou relativni frekvence. Vysledné hodnoty nejsou popsany ve vétsim detailu
vzhledem k nasledné duplicité vyzkumu na souboru realnych dat a jsou ukdzany na

Obrazku 27.

Porovnani vyslednych hodnot spolehlivosti na souboru 100 nahodné
vygenerovanych dat

51,51%

51,14%

51,00%

50,00%

m Relativni frekvence  @Jadrovy odhad H1 [ Jadrovy odhad H2 O Modelovy vysledek

Obrazek 27: Porovndni ziskanych hodnot spolehlivosti na souboru 100 ndhodné vygenerovanych

dat mezi navrZenym neparametrickym modelem s riznymi hodnotami parametri méritka
a relativni frekvenci
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Na zakladé ziskanych hodnot spolehlivosti Ize usuzovat, Ze ziskané vysledky navrzeného
modelu pouZivajiciho rlzné parametry méfitka jsou “témér shodné” s hodnotou
zde vétsi pravdépodobnost moznych vypocetnich chyb. Vliv parametru méfitka neni tak
»Vvyrazny“ a mozna cesta k ziskani spolehlivosti na souboru staciondrnich dat je relativni
frekvence diky jeji jednoduchosti a nendrocnosti na vypocet. Ztohoto dlvodu se zde
nabizi podezfeni, Ze zavéry ziskané na zakladé neparametrickych jadrovych modell
k ovéreni spolehlivosti pouZzivajici rizné typy jadrovych funkci nejsou lepsi nez pouziti
modelu relativni frekvence. VSe za predpokladu stacionarniho charakteru dat.

Pokud neni tento predpoklad splnén, potom se lze zaméfit na vlastnosti ziskaného
souboru pozorovani. Soubor redlnych pozorovani je ziskavan z redlné se vyskytujicich
situaci a ¢asto se vyznacuje nestacionarnim charakterem, napft. (makro)ekonomickd data
(v ¢asovych radach). V uvedeném pripadé zplsobuje obsaZzena nestacionarita zavadéjici
vysledky, tj. neprfesnou spolehlivost. Stacionarita realnych dat je zde v predpokladu, Ze
marginalni rozdéleni jednotlivych pozorovani (¢asovych odectl) jsou (funkéné) nezavisla
na Case realizace (odectu, zjisténi). Nestacionarita je tedy takova situace, kdy existuji
alesponn dva casové odecty, u nichZ nelze predpoklad stejného rozdéleni pfijmout.
Obvykle Ize takovou situaci ovéfit mimo statistiku z fundamentalni podstaty dat, nebo
z efektl, které nemohou za predpokladu stacionarity dat nastat. MoZznd cesta ke
,stacionarizaci” nestacionarniho souboru dat jiz byla prezentovana a podrobna analyza
je provedena na ziskanych pozorovani z platebni bilance. V tomto pfipadé bude nadile
predpokladano, Ze ziskany vybérovy soubor realnych nestacionarnich dat mlze byt
transformovan“ na soubor s charakterem stacionarnich dat.

Poznamka 5.3 Uvedend problematika neni tak jednoduchd, jak se muze na prvni pohled
zddt z uvedeného textu. Existuje zde velké mnoZstvi dalSich problémd, které nelze bez
oduvodnénych pricin zanedbat a je tfeba je s touto problematikou resit. Nékterd moznad
reseni jsou prezentovdny v ndsledujicich kapitoldch.

5.2 Vysledky v aktualnich hodnotach

Kapitola se zabyva verifikaci navrZienych metod na ziskaném souboru redlnych dat
z platebni (obchodni) bilance® Ceské republiky v aktudlnich (nekumulovanych)
hodnotach od 1. 1. 2003 do 31. 5. 2012. VySe popsané metody zde umozni odhadnout
jednorozmérné i dvourozmérné hustoty a distribu¢ni funkce, odhalit trendovou slozku
a nasledné jsou pouzity kziskani spolehlivosti (selhdni). Nejprve je zde ziskdna
spolehlivost s pouZzitim modelu relativni frekvence a nasleduje neparametricky jadrovy
odhad hustoty a distribuc¢ni funkce. K dispozici jsou dva soubory realnych dat, které jsou
vykresleny pomoci bodového grafu nize v milionech K¢.

> Zdroj: www.cnb.cz
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Graficka analyza ziskaného souboru dat z obchodni bilance
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Obrazek 28: Grafickd analyza ziskanych soubori dat z obchodni bilance CR

Vykreslené body reprezentuji parovana pozorovani celkovych pfijmd (osa y) a vydaja

(osa x). Pfimka vykreslena uvnitf obrazku popisuje situaci x = y, kdy jsou obé hodnoty

stejné (vydaje = ptijmy) ve stejny ¢asovy okamzik. Prostor nad vykreslenou pfimkou

reprezentuje skutecnost, kdy jsou hodnoty celkovych pfijmQ vyssi nez celkové hodnoty

vydajl a naopak. Potom relativni frekvence pro prvotni pravdépodobnost selhani je
F—N(A) _ 3 = 0,3009 = 30,09 %

TN 113 T T (5.3)
kde N(A) jsou pozorovani pod pfimkou a N znaci celkovy pocet ziskanych pozorovani.
Zaroven je mozné ziskat hodnotu spolehlivosti

— _ — — —_ — 0,
R=1—-F=1-0,3009 =0,6991 = 69,91 %, (5.4)

kde R oznacuje spolehlivost a F selhani.

Poznamka 5.4 Pojmem spolehlivost je myslena celkovd hodnota spolehlivosti za cely
uvaZovany casovy interval (tedy ze vsech namérenych hodnot), tj. pravdépodobnost
kladné obchodni bilance za celé mérené obdobi (113 pozorovdni).

5.2.1 Jednorozmérné neparametrické jadrové odhady

Pred verifikaci navrZzenych modelQ k ziskani spolehlivosti je vhodné analyzovat soubory
realnych dat s pouZitim neparametrického jadrového odhadu hustoty a distribuéni
funkce. Pro tento Ucel je vykreslen celkovy pfijem z vyvozu s pouzitim tfi typl jadrovych
funkci. Zdavodnéni vybéru Parzenovy a Gaussovy jadrové funkce je popsano vyse a pro
zajimavost je dale pridana kladna jadrova funkce popsana nize, jak prezentoval Vavra
a kol. (2003). Ziskané tvary hustot a distribu¢nich funkci se stejnym vyhlazovacim
parametrem h ze vztahu (3.53) jsou ukazany na Obrazku 29 a 30.
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Definice 5.2 Necht X je nezdpornd ndhodnd veliCina s n nezdvislymi pozorovdnimi
{x1,...,x,} a necht a > 0 je kladné rediné C&islo (zde je povolena zdvislost na poctu
pozorovdni n a na hodnotdch pozorovdni x;), potom hustota a distribucni funkce mohou
byt modelovdny pomoci vztaht

R 1% n(x —x;) +am
f(x;a,m)zaZk , a>0, m=0, neN,,

. a (5.5)
i=1
a
n
. 1 n(x —x;) +am
F(x;a,m)z—ZK ,a>0, m=>0, neN,,
n a (5.6)

i=1

kde k(x) je kladnd® jadrovd funkce hustoty, K (x) je integrdl z jadrové funkce hustoty

a m je definovdno integrdlem | 000(1 - K (x))dx.
(citovdno z Vidvra a kol. (2003), s. 341 — 346)

Odhad parametru a a jeho vlastnosti jsou detailné diskutovany v odkazovaném ¢lanku.

Vyvoz - odhad funkce hustoty s pouZitim Gaussovy, Parzenovy a Kladné
jadrové funkce proh =2 886, n =113
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Obrazek 29: Neparametricky jadrovy odhad hustoty na souboru redlnych dat celkového mnoZstvi
prijma v mil. KEproh = 2886, n = 113

*Napt. k(x) =r(1—e*)" e *pro x >0ar > 1, jinak 0.
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Vyvoz - odhad distribu¢ni funkce s pouZitim Gaussovy, Parzenovy a
Kladné jadrové funkce pro h =2 886, n = 113
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Obrazek 30: Neparametricky jadrovy odhad distribucnich funkce na souboru redinych dat
celkového mnoZstvi prijmi v K¢ proh = 2 886, n = 113

Ziskané hustoty pouzivajici rGzné typy jadrovych funkci maji ,,mirné odlisné” tvary, ale
odhady distribucnich funkci jsou “témér stejné”, tj. jsou zde jen ,malo” viditelné zmény
mezi ziskanymi distribu¢nimi funkcemi (viz méfitko zmén). OdlisSné tvary hustot
s pouzitim Parzenovy a Gaussovy jadrové funkce jsou patrné z uvedenych obrazkd, kde
odhad s pouZitim Parzenovy jaddrové funkce lze povaZovat za vice ,kostrbaty” (véetné
mirného zkresleni softwaru Excel). Vybér jddrové funkce ma tedy nezanedbatelny vliv na
tvar odhadované hustoty, ale ,zanedbatelny” vliv na tvar distribuéni funkce. Dale lze
usuzovat na zavér vyplyvajici z vySe uvedeného obrazku distribucnich funkci, Ze vybér
jadrové funkce lze provést na zakladé dalsich divod(, jako je narocnost na pocitacové
vybaveni nebo efektivnhost. Zaroven zde musi byt poznamendno, Ze zde nejsou

uvazovany specidlni jadrové funkce, jako je napf. jadrova funkce ve tvaru ,V*“.

Vybér Parzenovy jadrové funkce je zaloZen na implicitnich vlastnostech, kdy se jedna
ojednu z ,jednodussich” jadrovych funkci v oblasti vypocletni sloZitosti a grafické
nazornosti. Ddle lze vypozorovat, Ze ziskany soubor redlnych pozorovani ,se nefidi
normalnim rozdélenim pravdépodobnosti“. Informace o pravdépodobnostnim rozdéleni
nema vliv na vypocet spolehlivosti (selhani) v nasledujici ¢asti prace. Samozifejmé vaha
tohoto tvrzeni by méla byt ovéfena vhodnym testem jako napt. y? —kvadrat test dobré
shody™.

5.2.2 Neparametricky jddrovy odhad distribucni funkce

Vybér Parzenovy jadrové funkce je zalozen na implicitnich vlastnostech popsanych vyse.
Proto je vzhledem k narocnosti pfi odvozovani pouzita ipro aproximaci distribucni

>° Popis testu v&etné vlastnosti Ize nalézt napf. v Hatle a Like% (1974, s. 340 - 348).
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funkce, vychazejici z empirické distribu¢ni funkce. Vysledny odhad distribuc¢ni funkce
s pouzitim Parzenovy jadrové funkce je uveden na obrazku niZe, kde je zaroven
porovndvan s plvodnim neparametrickym jadrovym odhadem distribu¢ni funkce.
Vysledné krivky (tvary) maji ve své podstaté stejny tvar (tj. pfi volbé stejného typu
jadrové funkce a parametru h). Vyhoda uvedeného postupu spociva v nizSich narocich
na ¢as vypoctu, protoZze oproti klasickému pfistupu jsou ,prvotni hodnoty” pred dolni
mezi (x — ah) nacitdny stejnym zpUsobem jako pfi tvorbé empirické distribu¢ni funkce
a neprobiha v nich tzv. neparametricky jadrovy odhad distribu¢ni funkce®.

Srovnani odhadu distribucni funkce s pouzitim Parzenovy jadrové funkce, tj.
klasicky pfistup a navrZena aproximace pro h =2 886
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——Klasicky pfistup odhadu F(x)
---------- NavrZena aproximace F(x)

Rozdil (nova - pivodni metodika), prava osa

Obrazek 31: Srovnani odhadu distribucni funkce s pouZitim Parzenovy jadrové funkce pro
klasicky neparametricky jadrovy odhad a navrZzené aproximace pro h = 2 886

5.2.3 Dvourozmérné neparametrické jadrové odhady

Pravdépodobnost spolehlivosti (selhani) je zde uvaZovana z dvourozmérné nahodné
veli¢iny, proto jsou nyni pfedmétem analyzy dvourozmérné neparametrické jadrové
odhady hustoty a distribu¢ni funkce ze souboru redlnych dat. Prvni nahodna velicina je
celkova vyse ptijm0 z vyvozu a druha nahodna veli¢ina je celkova vyse vydaji z dovozu.
Nezndma funkce hustoty a distribu¢ni funkce je odhadovdna s pouzitim dvou typl
jadrovych funkci. Prvni jadrova funkce je Parzenova jadrova funkce a druhd je opét
Gaussova jadrova funkce, ktera jiz byla charakterizovana ,vyhlazenéjSim“ povrchem.

Ziskané soubory realnych dat maji stejné méritko (vydaje a pfijmy jsou v milionech Kg¢).
Parametry méfitka jsou opét odvozeny ze vztahu (3.53) a pro kazdou nahodnou veli¢inu
nabyvaji odlisSnych hodnot. Vysledné tvary jsou zobrazeny na Obrazku 32, 33 a 34.

% Tim je my3len pfistup (3.17) a (3.18).
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Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad hustoty s pouzitim Parzenovy jadrové funkce
fix,y)

1,20609 1

8,006-10

fx,y)

6,00E-10 4‘

[
4,00£-10

Celkové pfijmy

|
2,00E-10 1

Celkové vydaje

Obrazek 32: Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad hustoty s pouZitim Parzenovy jadrové

funkce na souboru redlinych dat z obchodni bilance CR pro h,, = 2 886, h, =2533,n =113

Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad hustoty s pouZitim Gaussovy jadrové funkce f(x,y)

fix,y)

| Celkové pfijmy
4,006-10 y |

0,00€+00

...... :

Celkové vydaj

Obrazek 33: Dvourozmeérny neparametricky jadrovy odhad hustoty s pouZitim Gaussovy jddrové
funkce na souboru redlnych dat z obchodni bilance CR pro h,, = 2 886, hy, =2533,n=113

Stejné experimentalni soubory redlnych dat jsou pouzity k aproximaci dvourozmérné
distribu¢ni funkce s pouzitim stejnych jadrovych funkci (Parzenova, Gaussova)
a shodnych par( parametr( méfitka hy, h,. Na zdkladé vyslednych grafli Ize tvrdit, Ze
ziskané aproximace jsou “témér stejné” jako v predchozim pfipadé jednorozmérné

jddrové aproximace. Opét zde nejsou ,vyznamné“ rozdily mezi obéma distribu¢nimi
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funkcemi, a proto je uveden pouze jeden obrazek vysledné distribu¢ni funkce.
Formulace zavéru je tedy stejna jako v pfipadé jednorozmérného odhadu.

Dvourozmeérny neparametricky odhad distribuéni funkce F(x,y)

1,00€+00
|
9,00£01
8,00£-01
|}
7,006-01

6,00£-01
|

F(xy)

5,00€-01 1

4,00601 Celkové prijmy

3,00£01
2,00£.01
1,00€-01 4

0,00E+00

Obrazek 34: Dvourozmérny neparametricky jadrovy odhad distribucni funkce s pouZitim
Parzenovy a Gaussovy jadrové funkce pro h, = 2 886, h, = 2533, n = 113

5.2.4 Analyza spolehlivosti (selhani) pro jednotlivé mésice

Analyza spolehlivosti (selhani) je provedena na stejnych experimentdlnich souborech
dat. Nejprve je spolehlivost (selhdni) ziskana s pouzitim Gaussovy jadrové funkce
a potom s vyuZzitim Parzenovy jadrové funkce. Princip vypoctu je zaloZen na postupné
analyze parovanych pozorovani v i —tém mésici pro i = 1,...,113 a ziskané dil¢i
hodnoty (spolehlivosti) jsou nasledné vyuzity k vysledné pravdépodobnosti prekroceni
celkové vyse vydaju nad celkovou vysi pfijmd nebo naopak (tj. pravdépodobnosti selhani

nebo spolehlivosti).

Grafické interpretace ziskanych hodnot spolehlivosti a selhani s pouzitim Gaussovy
jadrové funkce jsou ukdzany na Obrazku 35 a 36 pomoci zvyraznénych bodu pro kazidy
par pozorovani (komponentu). Ten predstavuje dvojici (x;,y;), kde x; je celkova vyse
vydajl z dovozu a y; je celkovda vySe pfijm0 zvyvozu vi — tém mésici. Potom
pravdépodobnost selhani F = P(Y < X) je pravdépodobnost, Ze celkova vyse pfijmu je
mensi neZ celkova vySe vydaji a naopak. Pravdépodobnost spolehlivosti miZe byt
vyjadfena pomoci vztahu R = 1 — F. Parametry méfitka jsou ziskany ze vztahu (3.53).
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Pravdépodobnost selhani v jednotlivych komponentach s pouzitim
Gaussovy jadrové funkce
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Obrazek 35: Pravdépodobnost selhdni pro kaZdy pdr namérenych pozorovani (komponentu)
s pouZzitim Gaussovy jadrove funkce pro hy = 2 886, h,, = 2533, n = 113

Pravdépodobnost spolehlivosti v jednotlivych komponentach s pouiZitim
Gaussovy jadrové funkce
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——Pravdépodobnost spolehlivosti s pouZitim Gaussovy jadrové funkce

Obrazek 36: Pravdépodobnost spolehlivosti pro kaZdy pdr namérenych pozorovdni s pouZitim
Gaussovy jadrové funkce pro h,, = 2 886, h,, = 2533, n = 113

Na zakladé uvedenych obrazku lze fici, Ze vykreslené pravdépodobnostni hodnoty nam
umoznuji popsat pravdépodobnosti zmén zdporné (nebo kladné) platebni bilance.
V tomto konkrétnim pripadé byla pravdépodobnost selhdni ze zacatku sledovaného
obdobi roku 2003 ,vysoka“ a béhem nasledujiciho ¢asového obdobi se postupné
snizovala az do inkriminovaného roku 2008, po kterém dochazi k opétovnému poklesu
az do soucasnych pozorovani v roce 2012. Dalsim dullezitym zjisténim jsou rozdily mezi
dvéma sousednimi body, které se ve vétsiné pripadu jevi jako ,,vyznamné”, coz by mohlo
znamenat obsah ,vyznamné“ nestacionarity v ziskanych souborech redlnych dat.
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Dale lIze srovnat hodnoty obou navrzenych metod s pouZitim stejnych vyhlazovacich
parametrd hy, h,. Ziskané vysledky jsou prezentovany na Obrdazku 37, kde jiz nejsou
detailné oznaceny jednotlivé body z dlivodu vétsi prehlednosti.

Srovnani jednotlivych odhadii selhani v naméfenych pozorovani s
pouZitim dvou typU jadrovych funkci
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—— Pravdépodobnost selhani s pouzitim Gaussovy jadrové funkce

------- Odhad selhani s pouZitim Parzenovy jadrové funkce

Rozdil (Parz - Gauss), procentni body

Obrazek 37: Srovndni navrZenych modelt k ziskdani pravdépodobnosti selhdni pro stejné
vyhlazovaci parametry h,, = 2 886, hy, = 2533, n = 113

Ve srovnani obou pfistupl nejsou patrné témér ,zadné zmény” (ne v matematickém
smyslu slova). Zmény jsou pouze v nékterych pozorovanich (namérenych bodech) a jsou
pouze v ,jednotkdach” procentnich bodld. Naopak pohyby mezi dvéma sousednimi
pozorovanimi maji ve vSech pripadech stejny smér. Vzniklé rozdily jsou zplsobeny
vlastnostmi pouzitych jadrovych funkci, kdy Gaussova jadrova funkce pokryva Sirsi oblast
nez Parzenova jadrova funkce. Z téchto zavérld lze formulovat hlavni otdzku, ktera
z uvedenych jadrovych funkci je vhodnéjsi pro nalezeni spolehlivosti (selhani)?
Vysledkem nebo doporuéenim prace muize byt formulovana odpovéd, Ze jddrova funkce
mUze byt vybrdna v souladu s vypocetni narocnosti nebo obtiznosti pfi provadénych
vypoctech.

5.2.5 Analyza spolehlivosti (selhani) za celé obdobi

K dispozici jsou zndmy hodnoty spolehlivosti i selhani v jednotlivych mésicich a zbyva
ziskat hodnotu za celé uvazované casové obdobi napf. s pomoci aritmetického
praméru®’. Vysledna hodnota je ukdzana pomoci postupného vypoétu (vyvoje). Obecné
jsou zde vypocitany nacitané odhady stfedni hodnoty aZz do n — tého pozorovani.
Dulezitd (ve smyslu sledovaného obdobi) je posledni ziskand hodnota v grafu, kterd
reprezentuje pravdépodobnost spolehlivosti (selhani) pro vybrany typ jadrové funkce.

®! Aritmeticky pramér a jeho popis je velmi dobfe zndm a je zéroved uveden v kazdé knize se statistickou
tématikou.

113



Konkrétni prezentace a ovéreni

100%

90%

80%

70%

60%

50%

Selhani

40%

30%

20%

10%

Postupny odhad stfedni (o¢ekavané) hodnoty selhani (naéitana data od
1 do 113 pozorovani)
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——0¢ekdvana hodnota selhani s pouZitim Gaussovy jadrové funkce

Obrazek 38: Odhad stredni hodnoty pro pravdépodobnost selhdni s pouzitim Gaussovy jddrové

funkce (nacitané data od 1 do 113 pozorovdni)

Grafické vyjadreni vyvoje pravdépodobnosti pro hodnotu spolehlivosti i selhani na

stejném souboru redlnych dat s pouZzitim Gaussovy jadrové funkce je ukazano nize.
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Obrazek 39: Srovndni odhadii stiednich hodnot pro pravdépodobnost spolehlivosti a selhdni

s pouZitim Gaussovy jadrové funkce

Takto ziskana vyslednd hodnota je zajimava jak ze statistického, tak z ekonomického

uhlu pohledu. Prvotné se jedna o pozadovanou pravdépodobnost zaporné nebo kladné

obchodni bilance svlivem na celou platebni bilanci Ceské republiky. Patrnd je zde

klesajici hodnota pravdépodobnosti zaporné hodnoty obchodni bilance na ,témér”

celém casovém intervalu, coZ signalizuje dobré vysledky v bilanci zahrani¢niho obchodu.

Vyvoj popisované funkce je zajimavy pro analyzu (odhad) moiné ,trendové” krivky
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a zaroven muze charakterizovat ekonomickou situaci v zemi, ale to je jiz na dalsi diskusi

v ekonomickém pojeti a terminologii. Zavér ziskany ztéto analyzy muiie byt
interpretovan jako mozna detekce klesajici trendové ktivky pravdépodobnosti selhani
ve vybrané zemi. Dale je vhodné srovnat ziskané vysledky s pouzitim modelu relativni

frekvence pro rostouci pocet pozorovani n.

Srovnani ziskanych ,kfivek” vyvoje pravdépodobnosti selhani relativni frekvence
a navrzenych modell s pouZitim Gaussovy a Parzenovy jadrové funkce je ukazano na
Obrazku 40. Zde nejsou patrné ,Zadné vyznamné zmény“ mezi odhady pouZivajici
odlisné typy jadrovych funkci. Rozdily jsou mezi vysledky navrzenych model( a relativni
frekvenci, coz mlze byt zplsobeno malym poctem pozorovani v ziskaném souboru
redlnych dat. Z téchto dlvod( Ize zopakovat predchozi zavér, Ze vybér jadrové funkce
nema ,vyznamny“ vliv na vyslednou hodnotu spolehlivosti.

Srovnani oéekavanych hodnot selhani s odliSnymi typy jadrovych funkei a

Selhani
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Obrazek 40: Srovndni mezi odhady strednich hodnot selhdni pouZivajicich odlisné typy jadrovych
funkci a relativni frekvenci (nacitand data od 1 do 113 pozorovdni)

5.2.6 Odhad trendové (systematické) slozky

Doposud prezentované hodnoty predpokladaly staciondrni charakter ziskanych dat.
V pripadé redlnych dat jsou ale velmi ¢asté potize s jejich nestacionarnim charakterem
a tento predpoklad je hlavnim dlvodem pro analyzu odvozeného modelu k odhadu
a predikci trendové kfivky. Uvazovand trendova kfivka je sama o sobé aproximaci
ziskaného souboru dat pomoci spojité ,cary” (tj. zatim bez blizSi specifikace poctu
zahrnutych sloZzek ortonormalniho systému), ktera shrnuje, kde se ziskané hodnoty
nachazely v minulosti, kde se tyto hodnoty nalézaji nyni ve vztahu k minulosti a kde by se
tyto hodnoty mohly vyskytovat v kratkém budoucim ¢asovém intervalu (po pfislusném
yprodlouzeni” uzitého ortonormalniho systému). Samotnd aplikace odvozeného modelu
na soubory redlnych dat je ukdazdna na nize uvedenych obrazcich, kde jsou odhady
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trendovych krivek zobrazeny pomoci prerusované ¢ary. Hlavni myslenka postupu spociva
vtom, Ze pouZiti vygenerovaného ortonormalniho systému ndam umozZni ziskat
trendovou kfivku (komponentu) uvaZované casové rady. Posledni kfivka na obou
obrazcich, ktera je charakterizovana prerusovanou ¢arou s body, ukazuje odchylky mezi
pozorovanymi hodnotami a odhadem trendové slozky.

Odhad trendové k¥ivky celkového mnozstvi pfijm z vyvozu v mil. K¢
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Obrazek 41: Odhad trendové kfivky celkového mnoZstvi pfijm( z vyvozu CR

Odhad trendové kfivky celkového moistvi vydajii z dovozu v mil. Ké
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Obrazek 42: Odhad trendové kfivky celkového mnoZstvi vydajii z dovozu do CR

Nyni Ize stru¢né shrnout ziskané vysledky z ekonomického uhlu pohledu. O trendovych
krivkach na Obrazku 41 a 42 lze tvrdit, Ze demonstruji rlstovy potencial, coz mlze byt
zplUsobeno rlstem ekonomické aktivity ve vybrané zemi. Tim je zde myslen rlst
ekonomické aktivity v celé Ceské republice, ktery je reprezentovan celkovou vysi vydajd
z dovozu (i pfijmU z vyvozu). Dale lIze detailnéji popsat smér obou trendovych kfivek,
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které maji od roku 2003 do roku 2008 rlstovy charakter, ktery lze vysvétlit pomoci
vSeobecné rostouci ekonomické aktivity. Naslednd zména sméru (recese) na konci
tohoto casového uUseku trvajici do prelomu roku 2009/2010 je zplsobena vzniklou
celosvétovou ,financni krizi“. Tento smér je zachovan az do prelomu let 2011/2012, kdy
se na scénu vratila plvodni celosvétova , krizova“ nervozita a obé trendové kfivky az do
soucasnosti vykazuji klesajici tendenci. Zde stoji za povSimnuti skutecnost, Ze od roku
2003 aZz do konce 2011 nedochazelo v dovoznich ani vyvoznich objemech k vyraznému
poklesu, dokonce je patrnd neklesajici tendence a zarover Ceskd republika navysuje po
odeznéni prvni viny ,financni krize“ své vyvozy i dovozy. Uvedenou metodu lze dale
vyuzit pro kratkodobé progndzy (predikce).

Obé konkrétni aproximace neznamych trendovych kfivek (ve smyslu této prace) jsou
dale uzitecné i pro jejich vzajemné porovnani, zejména v dlouhodobém c¢asovém
horizontu. Vznikla situace je znazornéna na nize uvedeném obrazku, kde prerusovana
kfivka oznacuje trendovou kfivku pro celkovou vysi vydajli z dovozu a pInd ¢ara oznacuje
trendovou kfivku pro celkovou wvysi pfijmG z vyvozu. Rozdil mezi vykreslenymi
trendovymi kfivkami predstavuje kladnou nebo zapornou hodnotu (aktudlnich odectl)
zahrani¢niho obchodu platebni bilance, tedy obchodni bilanci. Obecné zde muize byt
feceno, Ze jestlize se nachdazi plna c¢ara nad prerusovanou, potom hodnota vzniklé
trendové bilance” je kladna a zahraniéni obchod® ma znaky dobré kondice.

Srovnani trendovych krivek (v mil. K¢)
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——O0dhad trendové kfivky celkovych pfijmu z vyvozu
---- Odhad trendové kFivky celkovych vydajii z dovozu

—--—PFijmy z vyvozu - vydaje z dovozu

Obrazek 43: Srovndni odhadnutych trendovych kfivek z celkové vyse pfijmi a vydaji CR

Treti zobrazena kfivka je charakterizovdna pomoci prerusované cary prokladané body
areprezentuje vzniklé rozdily mezi obéma odhady trendovych kfivek. Z obrazku je
evidentni neklesajici, dokonce rostouci tendence sméru, ktery znamena ,,rychlejsi“ rlst
celkové vyse prijml z vyvozu nez vydaju z dovozu. Struéné feceno, ekonomicka aktivita

%2/ tomto specialnim p¥ipadé.
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v Ceské republice zvy$uje celkové piijmy z vyvozu rychleji, nei celkovou vysi vydajd
z dovozu v milionech K¢ jiz od roku 2003 (jisty vliv na to mohou mit i kurzové poméry,
nejen).

Poznamka 5.5 Takto upravené casové rady mohou ndsledné obsahovat dalsi sloZky
nestacionarity jako sezdnni nebo cyklickou slozku, ale ty budou predmétem dalsiho
vyzkumu navazujiciho na prezentovanou prdci.

5.2.7 Predikce trendové slozky

V predchozi ¢asti byla neznama trendova slozka podrobena analyze, pfi které nebyl
prozatim specifikovan vybér a pocet pouzitych koeficientl (téZz prvkd ortonormalniho
systému). Koeficienty byly vybrany pragmatickym pfistupem pro ziskani ,vyhlazené”
trendové krivky za celé uvaZované obdobi, tj. bylo pouZito prvnich 6 koeficient(
(ortonormalnich prvkd). Dale je moiné analyzovat pouzity model s vyuZitim
heuristického pfistupu, tj. vybrat ,,vhodné“ koeficienty a prvky ortonormalniho systému.
Tim je myslen vybér téch koeficientl, které maji ,,nejvétsi“ (ve smyslu této prace) vliv na
odhad (tvorbu) trendové kfivky. V ndvaznosti na popsany model s vybranymi koeficienty
je zaroven navrien model pro (moZnou) predikci trendu v kratkodobém casovém
horizontu. Ten je zvolen poctem 12 mésicl v zavislosti na predchozich datech, které jsou
vzhledem k vérohodnému popisu (vaze) zmén v posledni dobé zvoleny za dobu 3 let,
tedy poslednich 36 mésici vietné posledné ziskaného méreni (5/2012). Shrnuto,
zakladem odhadu trendové kfivky je poslednich 36 pozorovani (mésicnich) s predikci na
12 pozorovani (mésicu). Volba delSiho predikéniho intervalu by jiz vzhledem k dynamicky
se ménicimu prostredi ztrdcela smysl. Analyze jsou podrobeny oba ziskané redlné
soubory dat (vyvoz, dovoz) a ziskané vysledky jsou uvedeny na Obrazku 44 a 45 nize.

Odhad a predikce trendové kfivky celkového mnoZstvi pFijmu z vyvozi v
mil. K¢
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Obrazek 44: Odhad trendové kfivky (6/2009 — 5/2012) a 12 mési¢ni predikce celkového mnoZstvi
pFijm& z vyvozu CR, n = 48
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Odhad a predikce trendové kfivky celkového moZstvi vydaji z dovozu v
mil. Ké
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Obrazek 45: Odhad trendové krivky (6/2009 — 5/2012) a 12 mésicni predikce celkového mnoZstvi
vydajii z dovozu CR, n = 48

L

Zde je patrnad ,rdstova” dynamika odhadovanych trendovych sloZzek s naslednym
predikénim poklesem. PouZita heuristika vybrala pro soubor realnych dat vyvozu 10
koeficientl (ortonormalnich slozek) a pro soubor redlnych dat dovozu 11. Vykreslené
odhady (¢arkovanou c¢arou) trendové slozky jiz nejsou vyhlazeny jako v predchozim
pfipadé a je patrny ,vinovity” tvar, ktery ,upresiuje” ziskané odhady. Pro kontrolu Ize
pouzit vybrané testovaci kritérium, napf. obecny koeficient determinace popsany vyse.
Srovnani vyvoju (prabéhu) trendovych krivek je prezentovano na nasledujicim Obrazku

46, kde za povsimnuti stoji ,vyssi“ dynamika v odhadu trendové kfivky pro pfijmy
z vyvozu, nez vydajl z dovozu a jejich zdména v predikovaném obdobi.

Srovnani odhadu a predikci trendovych kfivek v mil. Ké
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Rozdil trendovych kfivek (pFijmy-vydaje) ——Konec odhadu, za¢atek predikce

Obrazek 46: Srovndni odhadnutych trendovych krivek za 48 mésict véetné 12 mésicni predikce
z celkové vyse prijmi a vydaji CR
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Pro uUplnost jsou zde zobrazeny ziskané soubory realnych dat (datovych vektoru),
respektive jejich vzdjemné srovnani véetné predikénich odhadd na 12 mésicu.

Srovnani ziskanych realnych dat a jejich predikci v mil. K¢
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Obrazek 47: Srovndni ziskanych soubord redinych dat z celkové vyse pfijmi a vydajii CR za 36
mésicl a jejich 12 mésicni predikce

V souvislosti s predchozimi trendovymi odhady zde nastala situace, kdy trendova kfivka
vydajl z dovozu prevysi kfivku prijma z vyvozu (v predikci), coz mlze znadit pocatek
(nejen) negativniho prostfedi pro ekonomiku dané zemé v uvaZovaném c¢asovém
obdobi, tj. zvysujici se negativni rozdil mezi predikcemi. Ddle jsou na Obrdzku 47 patrné
vy$si hodnoty ziskanych pozorovani u pfijml z vyvozu neZz vydaji z dovozu. Situace
zaroven ukazuje na moznou ,slabou stranku” navrzenych modelt k odhadu trendovych
krivek, kterad jiz byla diskutovana v predchozi kapitole. Ta se vyznacuje jak ve ,,vhodném®“
uréeni prvotni hodnoty pro tvorbu trendové kfivky (resp. datového vektoru realnych dat
X), tak v urceni délky c¢asového useku, pro ktery jsou trendové kfivky odhadovany.
Naznak feseni uvedené problematiky je uveden v Kapitole 6.

5.2.8 Vysledné hodnoty spolehlivosti (selhdni) pro nestaciondrni data

Analyza spolehlivosti v pfipadé nestacionarniho charakteru dat je popsana v predchozi
kapitole vztahem (4.100). V uvedené problematice je dlleZita znalost celé distribucni
funkce ng_sy(Ym(t)—Xm(t)), t=1,..,T pro ziskani spolehlivosti v jednotlivych
komponentach (pdrovanych pozorovdni). Rozdily mezi odhadovanymi trendovymi
kfivkami a ndhodnymi slozkami jsou ukdzany na Obrazku 48. Zde je patrny ,vyhlazeny”
tvar rozdilu mezi trendovymi kfivkami v zavislosti na c¢ase, ktery ma potom vliv na
prabéh (vyvoj v case) ziskanych hodnot spolehlivosti. Volba trendovych kfivek pochazi
z Obrazku 43 a volby vyhlazené trendové krivky, nikoliv ze zvolené heuristiky, ktera (jen)
vraci mozny (nikoliv zavazny) pocet pouzitych koeficientll ovliviujici jeji tvar.
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Rozdil mezi ziskanymi trendy (vyvoz - dovoz) a mezi nahodnymi
sloZzkami (dovoz - vyvoz) v mil. K¢, n =113
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Obrazek 48: Rozdil mezi ziskanymi trendy (vyvoz — dovoz) a mezi nahodnymi slozkami (dovoz —
vyvoz) v mil. K¢ pron =113

Aproximace distribuéni funkce z rozdilu nahodnych slozek ng_gy(Ym(t)—Xm(t)),

t =1,..,T pro vypocet spolehlivosti je vykreslena na Obrazku 49.

Aproximace distribucni funkce z rozdilu nahodnych slozek, Parzenova
jadrova funkce, h =527, n =113
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Rozdil ndhodnych sloZek (dovoz - vyvoz)

Obrazek 49: Neparametricky odhad distribucni funkce z rozdilu ndhodnych sloZek, Parzenova
jadrova funkce, h =527, n=113

Potom wvyvoj spolehlivosti pro jednotlivé komponenty (parovana pozorovani
v jednotlivych mésicich) s vyuZzitim odhadované distribuc¢ni funkce pro rozdil trendovych
sloZek je uveden na Obrazku 50.
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Vyvoj spolehlivosti pro rozdil trendovych sloZek v jednotlivych
mésicich, n=113
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Obrazek 50: Vyvoj hodnot spolehlivosti pro rozdil trendovych sloZzek, n = 113

Odhadem stredni hodnoty z uvedenych spolehlivosti s pomoci aritmetického priiméru
(tj. spolehlivost za celé vybrané obdobi 113 pozorovani) je ziskana ,celkova“ hodnota
spolehlivosti 71,75 %.

5.2.9 Finalni vysledky

V ptipadé stacionarniho charakteru dat poskytuje model relativni frekvence dobry odhad
spolehlivosti vzhledem k jednoduchosti, naro¢nosti vypoctu na ¢as a mozné chybovosti
pfi vypoctech. Metoda je zde pouZita za Ulelem porovnani s,ndrocnéjsimi“
neparametrickymi jadrovymi modely, které obsahuji odliSné typy jadrovych funkci
a dosahuji ,témér stejnych” vysledk(. Prvni neparametricky jadrovy model pouziva
Gaussovu jadrovou funkci a druhy prezentovany model pouzivd Parzenovu jadrovou
funkci. Vybér Gaussovy jadrové funkce byl proveden na zakladé vlastnosti (vyhlazena
funkce, ,tézké” konce, ...) a obsahu v kazdém statistickém softwaru. Vybér Parzenovy
jadrové funkce je zaloZzen na vypocetni (odvozovaci) ,sloZitosti“ (Cas, hardware).
Uvedené vlastnosti jsou demonstrovany na tvarech vyslednych neparametrickych
aproximaci hustot.

V pripadé nestacionarniho charakteru dat je zdvér odliSny. Zde je evidentni vyhoda
neparametrickych jadrovych odhadu, ktera predstavuje pfistup k aproximaci distribuéni
funkce pro vypocet spolehlivosti (selhani).

Ziskané vysledné hodnoty spolehlivosti jsou prezentovany v ndsledujici Tabulce 5, kde si
Ize povSimnout ,,minimalnich“ rozdild.
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Porovnani ziskanych pravdépodobnosti spolehlivosti za 113 mésict

Relativni frekvence (stac. data) 69,91 %
Gaussova jadrova funkce (stac. data) 68,98 %
Parzenova jadrova funkce (stac.data) 68,96 %
Rozdil trendovych ktivek (nestac.data) 71,75 %

Tabulka 5: Porovndni jednotlivych metod pro ziskdni pravdépodobnosti spolehlivosti za obdobi
113 pozorovadni

Graficka prezentace konecnych vysledkl je uvedena na Obrdzku 51. V pfipadé
predpokladu stacionarniho charakteru dat je ,nejvétsi“ rozdil mezi metodami 0,95
procentnich bodu a je mezi modelem pouzivajicim Parzenovu jadrovou funkci a relativni
frekvenci. Naopak ,nejmensi“ rozdil 0,02 procentnich bodl je mezi obéma modely
pouzivajicimi neparametrické jadrové odhady. Za predpokladu nestaciondrniho
charakteru dat je vysledek spolehlivosti ,,nejvyssi“.

Porovnani jednotlivych metod pro ziskani pravdépodobnosti
spolehlivosti za obdobi 113 mésicu
71,75%

69,91%

68,98% 68,96%

| Relativni frekvence (stac. data) @ Gaussova jadrova funkce (stac. data)

O Parzenova jadrova funkce (stac. data) O Rozdil trendt (nestac. data)

Obrazek 51: Porovnadni jednotlivych metod pro ziskani pravdépodobnosti spolehlivosti ze
ziskaného souboru redlnych dat Citajicich 113 mésici

Vysledky lze formulovat tak, Ze v pfipadé staciondrniho charakteru dat jsou
spolehlivostni rozdily mezi uvedenymi metodami v rozmezi jednoho procentniho bodu.
Nejvyssi spolehlivost je ziskdna s pouzitim neparametrického modelu s Parzenovou

evvs

frekvence.

Ziskané vysledky potvrdily pfedchozi zavéry o pouzitelnosti relativni frekvence v pfipadé
stacionarniho charakteru dat a vhodnosti neparametrického pfistupu v pfipadé
nestacionarniho charakteru dat. Ddle se ziskané vysledky jevi jako ,,témér nezavislé” na
pouzité jadrové funkci, pokud zde nejsou uvazovany specialni jadrové funkce napf.
jadrova funkce ve tvaru ,V“.
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Poznamka 5.6 Ziskané hodnoty pravdépodobnosti mohou byt poté interpretovany i jako
pravdépodobnost kladné bilance zahranicniho obchodu (obchodni bilance) v ndhodné
vybraném meésici bez respektovdni casu.

5.3 Vysledky v kumulacich

Pravdépodobnost spolehlivosti nebo selhani z nacitanych (kumulovanych) hodnot
pozorovani v obdobi prot = 1, ..., T mUze byt ziskana:

F=P(Y <X)
T T
= P yf < xt>
) 5

T
:P(Z(Yt —x¢) < 0)-

kde X jsou celkové vydaje z dovozu a Y celkové pfijmy z vyvozu. Tim je ziskdna nahodna
veli¢ina z rozdilu obou hodnot v kazdém pozorovani. Neparametrické jddrové odhady
hustoty a distribu¢ni funkce pro vzniklou ndhodnou veli¢inu rozdilu jsou vykresleny na
Obrazku 52 a 53. Vyslednda hodnota (pravdépodobnost) selhani za celé uvaZované
obdobi 113 mésich (pro ziskané kumulace rozdilt) je F = 0,076 %. Naopak vysledna
hodnota spolehlivosti za celé uvazované obdobi je rovna:

R=1-F=1-0,00076 = 0,99924 = 99,924 %. (5.8)

Ekonomické opodstatnéni pro kumulované hodnoty je zaloZzeno na faktu, Ze kumulaci
kladné platebni bilance se vytvafi rezervy na pripadné ztraty v pfistim obdobi. Z vysledné
hodnoty je evidentni ,nepatrna“ pravdépodobnost selhani vzhledem k dosud
nashromazdénym zdrojam.

Neparametricky jadrovy odhad hustoty z rozdilu (pFijmy - vydaje), Parzenova
jadrova funkce, kumulované hodnoty, h = 665, n = 113
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Obrazek 52: Neparametricky jadrovy odhad hustoty z rozdilu (prijmy - vydaje), Parzenova
jadrova funkce, kumulované hodnoty, h = 665, n = 113
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Neparametricky jadrovy odhad distribuéni funkce z rozdilu (pFijmy - vydaje),
Parzenova jadrova funkce, kumulované hodnoty, h = 665, n = 113
1,0

0,9
0,8
0,7
0,6

0,5

F(x)

0,4
0,3
0,2
0,1

0,0

-336 241
-283 148
-230056
-176 963
123871
-70778
17 686
35407
88 499
141 592
194 684
247777
300 869
353 962
407 054
460 147
513 239
566 332
619 424
672 517
725609
778 702
831794
884 887
937 979
991 072
1044 164
1097 257

&

Kumulované hodnoty z rozdilu (pfijmy - vydaje) v mil.

Obrazek 53: Neparametricky jadrovy odhad distribucni funkce z rozdilu (prijmy - vydaje),
Parzenova jadrova funkce, kumulované hodnoty, h = 665, n = 113

5.4 Popis ovérovaciho systému

Spole¢né s praci byl vytvofen program v softwaru Matlab verze 2010a. Cilem bylo
v programu analyzovat navrZzené modely a z nich plynouci prezentace ziskanych vysledk(
véetné grafickych i textovych vypisG v prehledné formé. Nevyhoda vytvoreného
programu spociva v nutnosti vlastnit software Matlab k zajisténi plné funkcnosti.

Hlavni uZivatelské rozhrani je zde prezentovano popisem hlavniho okna obsahujiciho
prostor k interpretaci pozadovanych vysledk( a ovladaci tladitka pro co nejjednodussi
moznou interakci mezi samotnym uZivatelem a naprogramovanymi procedurami
(funkcemi). Samoziejmosti je obsah celého zdrojového kédu, ktery se sklada se ze tfi
zadkladnich souboru:

e “Uvod.m” - soubor obsahuje grafické ztvarnéni uzivatelského rozhrani.

e “uvod_seznam_funkci.m” — soubor obsahuje databazi nize popsanych funkci.

o “vstupy.mat” — soubor obsahuje soubory realnych pozorovani obchodni bilance
z Ceské narodni banky.

5.4.1 Hlavni uzivatelské rozhrani

Hlavni uzivatelské rozhrani predstavuje vstupni dvefe do programu a je zde
reprezentovano graficky pfijatelnym uGUvodnim oknem obsahujicim zakladni tlacitka
a prostor pro grafickou (textovou) prezentaci. Tlacitka s pfislusSnym popisem funkce jsou
umistény na pravé strané od oblasti zobrazujici poZzadované vysledky. Graficky vzhled je
ukdzan na ndésledujicim obrazku, kde je oblast pro prezentaci vysledkll rozdélena na
jedno, dvé nebo ¢tyfi podokna pro prehlednou vizualizaci.
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4] & jadrové odhady a - TomE Toupal o13)
I
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ~

REFRIEREEY T AT EID =

Dvourozmémy neparametricky jédrovy odhad f{x.y), Parzen 10

Piijmy Vidaje
Dvourozmémy neparametricky jédiovy odhad fx,y), Gauss 10

Piijmy Vidaje

Obrazek 54: Hlavni uzivatelské rozhrani vytvoreného programu

5.4.2 Popis tlacitek

Jednotliva tlacitka jsou prihodné pojmenovana po vyse prezentovanych modelech. Pro
vyvolani jednotlivych funkci je nezbytné pouzivat ,pocitadovou mys“. Ta s vyuZitim
kurzoru a po nasledném kliknuti vyvold (spusti) poZadovanou funkci. Vysledky funkce
jsou zobrazeny ,uprostied” spusténého okna.

Obsazené nazvy vsech pouzitych funkci jsou:

e “Zdkladni analyza dat” — vypocet zakladnich statistickych charakteristik.

e “Graf” — zdakladni graficka interpretace cCasovych fad ze ziskanych souborl(
realnych dat.

e “Hist, PP-graf” — graficka interpretace histogramd a p — p grafli pro normalni
rozdéleni.

e “Odhad f(x)” — neparametrické jddrové odhady hustot s pouZitim vybranych
typt jadrovych funkci.

e “Odhad F(x)” — neparametrické jadrové odhady distribu¢nich funkci s pouZzitim
vybranych typa jadrovych funkci.

e  “Srovndni f(x), F(x) ” — srovnani neparametrickych jaddrovych odhadd hustot
a distribucnich funkci pro ziskané soubory dat (vyvoz, dovoz).

e “Odhad f(x,y)” —dvourozmérné neparametrické jadrové odhady hustot.

e “Odhad F(x,y)” — dvourozmérné neparametrické jddrové odhady distribucnich
funkci.

e  “Spol. Gauss” — vypocet spolehlivosti s pouzitim Gaussovy jadrové funkce.

e “Spol. Parzen” — vypocet spolehlivosti s pouZitim Parzenovy jadrové funkce.
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e  “Srovndni G — P” — srovnani spolehlivosti ziskanych z neparametrickych jadrovych
modelUl s pouZitim Gaussovy a Parzenovy jadrové funkce.

e “Trend (vyvoz)” — odhad trendové slozky z celkové vyse pfijm0 z vyvozu pro
ziskany soubor realnych dat (s pouZitim vygenerovaného ortonormalniho
systému, bez heuristiky urcujici poc€et zahrnutych prvka).

e “Trend (dovoz)” — odhad trendové slozky z celkové vySe vydajli z dovozu pro
ziskany soubor realnych dat (s pouZitim vygenerovaného ortonormalniho
systému, bez heuristiky urcujici pocet zahrnutych prvka).

e “Srovndni trendi” — srovnani odhadovanych trendovych kfivek mezi celkovou
vysi pfijmu z vyvozu a vydajl z dovozu pro ziskany soubor realnych dat.

e Aproximace F(x)“— aproximace distribucnich funkci (vyvoz, dovoz).

e _Kum f(x), vyvoz”— neparametricky jadrovy odhad hustoty z kumulovanych dat
pfijmu z vyvozu.

e ,Kum F(x), vyvoz” — neparametricky jadrovy odhad distribu¢ni funkce
z kumulovanych dat pfijma z vyvozu.

e ,Kum f(x), dovoz”— neparametricky jadrovy odhad hustoty z kumulovanych dat
vydajl z dovozu.

e ,Kum F(x), dovoz” — neparametricky jadrovy odhad distribucni funkce
z kumulovanych dat vydajl z dovozu.

e ,Predikce, vyvoz“ — odhad trendové kfivky za poslednich 36 mésic(i a predikce na
nasledujicich 12 mésicli z pfijm0 za vyvoz (pouZiti uvedené heuristiky).

e ,Predikce, dovoz“ — odhad trendové kfivky za poslednich 36 mésicu a predikce na
nasledujicich 12 mésicli z vydajli za dovoz (pouziti uvedené heuristiky).

e ,Spolehlivost z kumulace rozdilu“ — vypocet spolehlivosti a odhad hustoty
i distribu¢ni funkce z kumulovanych dat rozdilu (pfijmy — vydaje).

e ,Spolehlivost ztrendu” — vypoclet spolehlivosti z odhadovanych trendovych
sloZzek a nahodnych slozek.

e Vycistit plochu” — vycisténi plochy po predchozi interpretaci vysledkd.

Poznamka 5.7 U neparametrickych jadrovych funkci, které odhaduji pravdépodobnostni

vevs

na &as tj. ,Kum f (x) a F(x) pro dovoz i vyvoz”, “Spolehlivost z kumulace”.
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Kapitola 6

Zaver

V kapitole jsou prezentovany mozné (budouci) rozsifeni této prace, at jiz jako
pokracovani nebo samostatné vyzkumy a oteviené otazky vzniklé béhem vyzkumu.
VSechny zde uvedené oblasti jsou zaloZeny na problematice vzniklé pfi odvozeni
v predchozich kapitolach a jsou navrzeny ke zlepseni , kvality” prezentovanych modell
nebo vedou k naslednému vytvoreni novych modell zaloZzenych na informacich
z prechozich zaveéru.

6.1 MoZné rozsifeni prace a otevirené otazky

Jeden zdUleZitych problémU popsanych vtéto praci je pravdépodobnost rozdilu
uvazovanych nahodnych veli¢in, ktery maze byt vyjadren jako

Px(t) <y(®) <o, (6.1)

kde x(t),y(t) jsou ziskand pozorovéni obou nahodnych proménnych prot =1,..,n
a konstanta ¢ muZe byt interpretovdna jako pozadovana bezpecnost nebo garance
(pravdépodobnost). Podrobnd analyza pozadované garance pfi aplikaci na (jiné) soubory
redlnych dat (napf. ve strojirenstvi, stavebnictvi, ...) a ovéfeni modell v rozsahlejsi
aplikacni sfére.

Zajimavé problémy, které mohou byt analyzovany pro nasledny vyzkum, byly doposud
diskutovany v literatufe a opét je zde prostor pro zlepSeni ziskanych modell. Mezi
uvedenou problematiku patti zejména analyza vyhlazovaciho parametru h, jeho vlivu na
ykvalitu” neparametrickych jadrovych odhadl (zainteresovanost) a zavislosti na apriorni
informaci o pravdépodobnostnim rozdéleni.

Dalsi rozsiteni prace se tykd navrhovanych modeld casovych fad, resp. metody
dekompozice, kterou je mozné rozsifit o sezénni i cyklickou slozku a odhady zahrnout do
modelu. Zaroven analyzovat (matematicky, ekonomicky, ...) prvni hodnotu intervalu
a zvolenou délku pro odhady jednotlivych slozek (napf. volba prvni hodnoty primérem
roku, ...). Upravené modely poté aplikovat pro ziskani spolehlivosti. Soucasné analyzovat
predikci trendové kfivky pro rlizné volby modeld (napf. primka, ...).
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Samostatnou kapitolou je analyza jadrovych funkci, presnéji kladnych jadrovych funkci,
které zde byly strucné interpretovany (tj. jddrové funkce pro kladné hodnoty ziskanych
pozorovani) a jejich vliv na tvorbu modeld.

6.2 Vlastni zavér

V prvni ¢asti prace jsou diskutovany vybrané pojmy z teorie zabyvajici se spolehlivosti,
rozbory, odvozené dlikazy ivztahy (vazby, modely). Pozornost je zamérena na rlzna
pojeti spolehlivosti v souvislostech, tj. rlzné typy spolehlivosti a statistické pojeti
rizikové udalosti. Nasledné jsou uvedeny nékterd klasicka pravdépodobnostni pojeti

v popisu tvorby existujicich model( a dvéma vybranymi modely s rozdilnou ,,ndrocnosti
k odhadu. Zavér kapitoly popisuje navrzeny neparametricky model spolehlivosti.

Druha ¢ast prace popisuje jednorozmérné i dvourozmérné neparametrické jadrové
odhady hustoty i distribu¢ni funkce véetné vlastnosti. Dale jsou prezentovany vybrané
typy jadrovych funkci a vznikld problematika, zejména volba vyhlazovaciho parametru
u hustoty pfi znalosti i neznalosti ,skutecné” funkce hustoty. Volba vyhlazovaciho
parametru je detailné rozebrana i pro odhad distribu¢ni funkce, véetné popisu vzniklého
algoritmu. V pfipadé nahodné veliiny vzniklé sou¢tem nahodnych veli¢in je navrZen
(neparametricky) model pro odhad hustoty a distribu¢ni funkce. Model je uveden pro
ziskani spolehlivosti za kumulované obdobi, coz vychazi z ekonomické podstaty
zkoumanych dat. Zavér kapitoly prezentuje vyuziti neparametrickych odhadl pro
spolehlivost s pouzitim rdznych typl jadrovych funkci (Parzenova a Gaussova). Vybér
»,vhodné“ jaddrové funkce neni na prvni pohled tak dulezity, protoze zde pouZité funkce
modeluji ,témér stejné” distribucni funkce. Rozdily mezi funkcemi jsou hlavné
v aproximacich hustot, proto provedeny vybér mlze byt v souladu s vypocetni slozitosti
(ndrocnosti na ¢as, hardwaru, ...) nebo s obtiZnosti pfi odvozeni (pfi zanedbani jadrovych
funkci, napft. funkce ve tvaru “V”).

Treti Cast prace je zamérena na vyuZiti modeld v aplikacni sfére. V Uvodu je popsana
platebni bilance (stru¢ny ekonomicky vyznam). Nasleduje problematika ¢asovych fad,
dekompozice na mozné slozky véetné popisu potizi vybrané trendové (systematické)
slozky. Ziskané poznatky jsou pouZity na vybrany aditivni model casové fady
s predpoklddanou (neznadmou) trendovou slozkou. Odhad trendové slozky
(retrospektivniho trendu) je zalozen na soustavé bazickych casovych prabéhd a z ni
vytvorené ortonormalni soustavy (baze). Vznikla nahodna sloZka je podrobena statistické
inferenci. V navaznosti na predchozi odhady trendové kfivky je potom navriena jeji
kratkodoba (ro¢ni) predikce véetné heuristického pfistupu k vybéru mozné mnoziny
vygenerovanych ortonormalnich slozek. Vznikla systematickd (trendova) a nahodnd
slozka je poutzita k ziskani spolehlivosti. Zavér kapitoly se zabyvd nezapornosti platebni
bilance modelovanou spolehlivosti, obchodni bilanci v aktualnich hodnotach
a kumulacich na ziskanych realnych datech véetné grafické prezentace dat.
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Nasleduje konkrétni aplikace navrzenych modell na souborech realnych dat z obchodni
bilance Ceské republiky a rozbory (ovéfeni) ziskanych vysledk(. Nejprve je zde prostor
pro vlastni realizaci a vyuziti zakladnich vztah( (neparametrické jadrové odhady hustoty,
distribucni funkce, spolehlivosti) na vygenerovaném souboru dat. Zde jsou analyzovany
vlastnosti model( a jejich citlivost na vstupni parametry. Z vysledk(l Ize usuzovat na
mozné zavéry, ze ,vyznamny” vliv na odhad tvaru hustoty ma parametr méfitka i vybér
jadrové funkce. Odhad distribu¢ni funkce jiz neni tak citlivy na volbé jadrové funkce
anejsou zde témér ,zadné” rozdily v odhadech. Ziskané spolehlivosti nevykazuji
»vyznamné” rozdily pro vybrané jadrové funkce a parametr vyhlazovani. Potom jsou
navrzené modely aplikovany na ziskané soubory realnych dat v aktualnich hodnotach, na
kterych jsou prechozi zadvéry potvrzeny. Neparametricky jadrovy odhad distribuéni
funkce podle navrieného pristupu nevykazuje rozdilné hodnoty oproti klasickému
neparametrickému jadrovému odhadu, ale je dosazeno pftiblizeni k odhadu empirické
distribu¢ni funkci a ,nizsi“ narocnosti na vypocty. Detailnéji jsou zde popsany analyzy
spolehlivosti (selhdni) pro jednotlivé mésice a za celé obdobi. Vysledné hodnoty analyz
za celé obdobi jsou poté porovnany s relativni frekvenci, kde neni dosazeno vyznamnych
zmén (tj. vice nez 1 procentni bod), a proto se relativni frekvence jevi jako vhodné;si
metoda pro spolehlivost v pfipadé stacionarniho charakteru dat. V pfipadé
nestacionarnich charakteru je odhadovdna trendova (systematicka) slozka, jeji predikce
a vyslednd hodnota spolehlivosti. Zde dosahuje spolehlivost vysSich hodnot, nez
v pfipadé stacionarniho charakteru dat. Nasleduje spolehlivost pro kumulovanda data,
ktera vzhledem k dlouhodobému kladnému saldu dosahuje za celé obdobi vysoké
hodnoty. Kapitola je zakonena popisem uzivatelského rozhrani vytvoreného programu.

V zavéru jsou zde diskutovany nejen budouci mozna rozsifeni této prace, ale i vzniklé
oteviené otazky pro hledani riznych pfistup( v dalSim osobnim rozvoji.

Hlavnim cilem prace je popis sou¢asného stavu spolehlivostni problematiky a rozsireni
do oblasti neparametrickych jadrovych modell jak pro staciondarni tak nestacionarni
charakter dat. Ziskané poznatky (myslenky) jsou poté aplikovany na soubory realnych
dat z aplikacni oblasti (platebni resp. obchodni bilanci). Vyhoda uvedenych pfistupt
spociva v ziskani spolehlivosti (selhani) bez apriorni znalosti pravdépodobnostniho
rozdéleni pro ziskany dvourozmérny soubor dat v pfipadé stacionarnich charakteru
a v pripadé nestacionarniho charakteru dat ve zlepseni , kvality” vytvorenych modeld.
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Priloha A

Priloha A

Priloha popisuje dikaz asymptotické nestrannosti a vydatnosti neparametrického
jddrového odhadu. Nejprve je zde popsana ,nestrannost”, ktera mize byt odvozena
s pomoci nasledujiciho postupu.

A.1 Asymptoticka nestrannost

Necht {x,,...,x,} je i.i.d. vybér nahodné veli¢iny X rozsahu n, potom podminky pro
uvazovany nahodny vybér davaji shodnou a nedostupnou funkci hustoty f(x) pro
vSechny ziskand pozorovani v tomto souboru dat. Ta neni samoziejmé k dispozici a jejich
sdruzena funkce hustoty mlze byt vyjadiena jako

f(xq, e Xn) =1_[f(xi), n€N,. (A.1)
i=1

Stfedni hodnota z odhadované hustoty obsahujici ndhodny vybér, kde z podminek pro
ndhodny vybér predpokldddme shodnou a nedostupnou hustotu f(x) pro vsechna
pozorovani, mize byt odvozena nasledujicim postupem, kde jsou ukdzany postupné
kroky pro lepsi pochopeni celé problematiky.

+o00
E{f(x; h)} = f j f(x; h) [Hf(xl)] dx; ...dx,
n +oo
- nhz f f i)] dx, ...dx,
(A.2)
= 7 f
= f k(y)f(x—hy)dy, h>0 neN,.
Symbolem =, je v postupu pouZita substituce y = % = dz = —hdy. Potom limita
uvazované stfedni hodnoty pro h — 0, mUzZe byt prepsana do tvaru
Jim B(fGiw} = lim [ kO)fG—hydy, k>0 meN,.
- (A.3)
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Pokud jsou zaroven splnény predpoklady zameény limity a integrdlu (zde v nevlastnich
mezich) a funkce hustoty je spojitd, potom plati nasledujici vztah

Jim B(fGi )} = Jim | kO) G~ hy)dy

+ oo

| k) (hlgg Fla- hy)) dy
Zoo * (A.4)

+ 00

[ k) (f <x - hgrg+<hy)>> dy

— 00

= f(x), h>0 n € N,.

Cely dlkaz tohoto tvrzeni za daleko obecnéjSich podminek lze nalézt detailné
zpracovany v Devroy a Gyorfi (1985, s. 6 - 11). Ddle pokud plati

h=hn) —0, (A.5)

pron — oo a f(x) je spojitd, potom odhad hustoty f(x; h) je asymptoticky nestranny.

A2 Asymptoticka vydatnost

Zbyvaijici dlikaz asymptotické vydatnosti neparametrického jddrového odhadu muze byt
opét odvozen nize popsanym postupem. Nejprve je potfeba odvodit stfedni hodnotu

kvadratu odhadu hustoty f2(x; h) postupem

+00

f Tofz(x; h) [ﬁ f(Xi)l dx; ...dx,

—00

E{f?(x; 0}

n

- ZhZZJkZ

i=1 —0

n n +00 +o00

2y ) J Jk hxk)f(xj)f(xk)dxjdxk]

ll]l+1oo—oo

(A.6)
= n; e hx")ﬂxk)dxk
n —1 f f hxk)f(xj)f(xk)dxjdxk

—00 —00

to +00 2
1 -1
=p f kZ(y)f(x—hy)dy+nT<f k(y)f(x—hy)dy) ,

proh > 0an € N,. Ddle je pod pouZitym oznacenim =, uvaZovan nasledujici vztah pro
t=1,..,nvetvaru
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Priloha A

n +to too
1 X—X 1 X —X
2 t _ 2 t
1=1 —0 —00
a
2 U 2 n-DC N\
P D T T n9
i=1j=i+1 i=1j=i+1

pro h>0 a n €N,, kde pod oznatenim =, je charakterizovdana stejnd substituce
y = x%Z = dz = —hdy jako v postupu asymptotické nestrannosti. Nasledné muze byt
ziskan rozptyl odhadu jiz s pouzitim ziskanych vysledk

o {f(x; h)} = E{f2 (o )} — (E{f (x; )})

2

400

1 + oo )
=— f kz(}’)f(x—hy)dy—ﬁ f k() fx — hy)dy |, (A.9)

proh>0an€N,.

Odtud okamZzité (a z asymptotické nestrannosti) plyne pozadavek pro existenci rozptylu
a asymptotickou vydatnost: n - 4o = [(h - 0) A (nh - +)]. Samoziejmé je zde
ptedpokladdno, Ze parametr méfitka je funkci rozsahu pozorovani h = h(n).

Strucné feceno, pro asymptoticky nestranny a vydatny odhad jsou postacujici tti zakladni
podminky pron — +oo:

h-0
nh - +oo

a f (x) je spojita.

136



Seznam publikovanych praci

Seznam publikovanych praci

Clanky v €asopisech a sbornicich

TOUPAL T.: Spatial Poisson Process Parameter Estimation using Information about
Subset. In 32nd Research Student's Conference in Probability and Statistics. Lancaster:
Lancaster University, 2009. s. 35 - 36.

VAVRA F., WAGNEROVA E., TOUPAL T., MAREK P.: Economical and Financial View of
Ageing. Financni fizeni podnik( a financnich instituci. Ostrava: Vysoka Skola banska —
Technicka univerzita, 2009. s. 453 - 460. ISBN: 978-80-248-2059-0.

TOUPAL T.: Nonparametric Estimation of Reliability of Two Random Variables Using
Kernel Estimation of Density. In 33rd Research Student's Conference in Probability and
Statistics. Warwick: University of Warwick, 2010. s. 85.

SEDIVA B., WAGNEROVA E., VAVRA F., TOUPAL T., MAREK P.: Statistical Monitoring of
Failures — Methods and Use. In Proceedings of the 11th International Scientific
Conference Electric Power Engineering 2010. Brno: Brno University of Technology, 2010,
s. 611 —615. ISBN 978-80-214-4094-4.

TOUPALT., MAREK P.: Parameter Estimation of Spatial Poisson Process in Domain with
Unknown Boundary. Journal of Combinatorics, Information & System Sciences 35, New
Delhi: MD Publications Pvt Ltd, 2010, s. 231-242. ISBN: 0250-9628.

VAVRA F., WAGNEROVA E., TOUPAL T., MAREK P., HANZAL Z.: Inflation rate prediction —
a statistical approach. Financni fizeni podnikd a financénich instituci. Ostrava: Vysoka
Skola banska — Technicka univerzita, 2011, s. 552 - 559. ISBN: 978-80-248-2494-9,

TOUPAL T.: Trend component Estimation. In 35th Research Student's Conference in
Probability and Statistics. Warwick: University of Southampton, 2012. s. 41.

TOUPAL T.: Trend Component Estimation. Rizeni a modelovéni finanénich rizik. Ostrava:
Vysoka Skola banska — Technicka univerzita, 2012, s. 618-627. ISBN: 978-80-248-2835-0.

TOUPAL T., VAVRA F.: Risk events, statistical point of view. Rizeni a modelovani
finan¢nich rizik. Ostrava: Vysoka Skola banska — Technicka univerzita, 2012, s. 628 - 633.
ISBN: 978-80-248-2835-0.

137



Seznam publikovanych praci

Poloprovozy

VAVRA F., SEDIVA B., NOVY P., TOUPAL T., MAREK P., WAGNEROVA E.: Intervaly
spolehlivosti intenzity poruch a spojend problematika 1 (Confidence Intervals for Failure
Rate and Related Problems 1). CEPS, a.s., 20009.

VAVRA F., SEDIVA B., NOVY P., TOUPAL T., MAREK P., WAGNEROVA E.: Aplikace
vybranych obecnych ekonomickych a spolehlivostnich modelt pro spolecnost CEPS
(Application of Selected Common Economic and Reliability Models for the Company
CEPS). CEPS, a.s., 20009.

138



