Vlastni transformujici funkce je napséana nésledujicim
zplisobem: a) Test uspé$ného zapséni naposled vypoc¢itané fadky - v
ptipadé uspé&chu se pokracuje na daldim, v opa¢ném
ptipadé vyda hodnotu OUTPUTFULL a pfi dalsim

vyvolani se tento fAdek poCitéd znovu.

b) V pfipadé dokondeni celé oblasti naéteni nové a
nasledujici test uspésSnosti +této operace. V pifipadé
netispéchu vyd4d hodnotu INPUTEMPTY a ukonéi préci.

c) V ptipadé uspésného provedeni vSech operaci vraci
hodnotu CONTINUE.

Implementace

Systém ReSt byl vytvofen skupinou 6 studentd pod vedenim dr.
Pelikéna jako softwarovy projekt MFF UK Praha. Pro implementaci
celého projektu byl pouzit jazyk C++, tedy objektové rozSirfeni
populdrniho jazyka C. Byla vytvofena zékladni "kostra" volné
roz&iritelného systému, tj. navrhnut zpisob #izeni vypoltu tokem
dat a implementovéna sdilené datova struktura DataBase.
Z jednotlivych moduld byly naprogramovany nasledujici: &tend
soubord s popisem tfirozmérné scény (formaty DXF, EXP a 3D),
projekce scény do jednotlivych pohledd, &arovd viditelnost
(Appeldv algoritmus), plo3na viditelnost (Z-buffer), stinovéni
(konstantni, Gourardovo i Phongovo)., vystup vygenerovaného
obrazku na obrazovku, tiskérnu (PostScript) a do soubord (GIF,
PCX, oktalové stromy...).

Cely projekt v soudasné dobé obsahuje asi 10.000 fadkd
zdrojového textu. Systém ReSt je volné Sifitelny a je mozZné jej
ziskat na vyse uvedenych adreséch autori.

Zavér

Cilem projektu nebylo vytvofeni konkrétni aplikace, ale
vilbec nadvrh jednodu$e roz$ifitelného a modifikovatelného systému
pro zobrazovani <trirozm&rnych scén. Tento 1ukol se pouzitim
sdilené databdze scény a rizenim vypodetniho procesu tokem dat
podafilo dostatedn& uspokojivé splnit. Koncepce celého projektu
nabizi mnoho moZnosti dal$iho rozgirovani a "vylepsSovéni", at jiZ
o klasické nebo i nové algoritmy a metody pouZivané v tfirozmérné

poditadové  grafice. Jako pifiklad uvedme napf. zavedeni
kvalitnéjsi reprezentace povrchi pomoci Beziérovych a spline
ploch, pouziti objemové  reprezentace pomoci CSG modelu,

antialiasing pro vylep$eni kvality vyslednych obrézkd, vystup na
plotter pomoci jazyku HPGL ¢i zobrazeni scény pomoci
ray-tracingu nebo radiaénimi metodami.
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1 Slovnik pojm, terminologie

Soufadnice

o kartézské

o homogenni - bodu (z,y) se pfifazuji homogenni soufadnice (fz, By, 8),
vektoru [x,y] soufadnice [x,y,0]. ‘

e barycentrické - jedna se o soufadnice "pa trojihelniku”. Oznatmeb;,i =1,2,3
vrcholy trojithelnika, pak bod p mé barycentrické soufadnice (a1, a2, as), pro
néz

p= a1b1 + azbz + 03b3
Afinn{ invariantnost - objekt ma stejnou vlastnost pied i po provedeni afinni transfor-
mace (tj. nasobeni soufadnic regularni matici).
Fergusonova kubika - uplatnéni Hermitovy interpolace na kfivky. Je uréena pocatetnim
a koncovym bodem a teénymi vektory v té&chto bodech.

Spline — matematicky model chovani pruZného latkového kfivitka. Kubicky spline — po
Zastech polynomicka funkce (3. stupné) se spojitymi derivacemi aZ do druhého fadu.
Parametrizace kfivky - "&asovy reZim” pohybu po kfivce.
e pfirozena — parametrem je délka oblouku,
e uniformni - kaZdému oblouku "je pfidéleno stejné Easové kvantum”,

o neuniformni

~ chordalova
tiy1 — ti = c|Piyy — Pyl

Epstein (87) dokazal, Ze v opérnych bodech nemiiZe vzniknout singularita.
— Leeova (dostfediva) —~ minimalizuje dostfedivé sily

tis1 —ti =[Py — Py
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— Niclsenova - afinné invariantni
— uZivatelskd

Bézierovy kFivky a plochy - zikladem jsou Bersteinovy polynomy (prvné pouity v
roce 1912 pfi ditkazu Weierstassovy véty o nejlepai aproximaci):

BXt) = (’:)t‘(l — ),

Bézirova kfivka se definuje vztahem
P(t)=Y biB}(1).
=0

Spojitost
e tiidy C,, - rovnost derivaci ve spoletném bodé

o tiidy GC, - shoda geometrickych vlastnosti (te¢ny, kfivosti). Plati:
Je-li kfivka u(t) tridy GC,, pak ezistuje reguldrni zména parametrizacet = t(t*)
tak, ze, Ze kiivka u(t(t")) je tfidy C,.

Raciondlni specializace - pouziti pfedpisu v projektivnim rozsifeni eukleidovského pro-
storu, tj. uZiti homogennich soufadnic. Invariance k projektivnim transformacim.

Twist - zkrut - druha smilen4 parcialni derivace vektorové funkce f(u,v).

2 Historicky pfehled

1959 P. de Casteljau - trojihelnikové platy

1959-1962 P. de Casteljau a P. Bézier ~ zavedeni Bézierovych kiivek

1963 J. Ferguson — parametricky spline

1963-1964 P. de Casteljau a J. Ferguson - tenzorovy souéin ktivek jako popis ploch
1965 D. Shephard - interpolace pro plochu popsanou libovolné rozmisténymi body
1967 S.A. Coons - plochy uréené kiivofarym &tyfihelnikem

1967 S.A. Coons - racionalni k¥ivky jako prostfedek k popisu kuZelosetek

1970 R. Forrest — napojovani Bézierovych segmentd

1972 C. de Boor — zavedeni B-spline teorie
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1973 W. Gordon a R.E. Riesenfeld ~ zavrieni teorie B-spline a vztah k Bézierovym kfiv-
kam
1977 M.A. Sabin ~ Bernsteindv tvar B-splint nad trojihelnikem
1979 G.E. Farin - napojovani trojihelnikovych plati
1983 B.A. Barsky ~ geometricka spojitost - B-spline
...— osobnosti poslednich 10 let: W. Bohm, G.E. Farin, J. Hoschek, D. Lasser

3 Klasické interpola&ni metody

3.1 Rovnice kfivek
Kiivku mé¥eme vyjadfit vektorovou rovnici
P =P(t), t € (a,b).
Vektorova funkce P(t) je uréena svymi slozkami z(t), y(t), z(t), co? zapisujeme
P(t) = [z(t), (1), 2(2)).
KruZnice
P=S+H,cost+Hysint, t€<0,2r >
H,H, =02 [Hy| = [Hs|.

Elipsa
P =S+ Hjcost+ H,sint, t €<0,2r >
Hyperbola :
P=S+H, cosht+ Hysinht, t€ R
Parabola

P=S+Hit+H;? teR

3.2 Spline funkce

Necht je d4no zo < 23 < ... < Zn 2 funkéni hodnoty yo, Y1, - - - » Ya. Kubickou splajn funkei
rozumime funkci f(z), pro niZ:

1. flz)=yii=0,...,m,

2. na intervalu (z;. ziy1) plati f(z) = fi(z), kde fi(z) je polynom nejvyse tfetiho stupné
(i=0,....n—1).
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3. funkce f i jeji derivace f' a f” jsou spojité na intervalu < xo,zn >.
Nejcastéji se uZiva okrajovych podminek (jedné z t&chto moZnosti):
o Zadani yo 2 yn.
e zadani y"p a ¥ n.

Specialné se uziva volby yo = ya = 0, pak mluvime o pfirozené kubické splajn funkei.

4 Coonsovy platy
Prehled typt Coonsovych platu:
e piechodové (pfimkova) plocha - dany dvé kiivky
o bilinearni plat - dan kfivogary &tyfihelnik
e bikubicky plat - dan kfivodary &tyFihelnik - zajistuje platovani
o Fergusoniiv plat - dano 12 vektort
e Zestnactivektorovy plat — viz Fergusonfiv plat, navic 4 twisty v rozich platu

obecny plat — kiivotary &tyFihelnik, pfiéné derivace podle hranice, twisty v rozich -
platovani k plocham, které nejsou Coonsovy

@

e troj-, dvoj-, jedno- a nulaiihelnikové platy

5 NURBS

V tomto odstavci shrneme poznatky z teorie B—spline funkci, vysvétlime pojem NURBS a
uvedeme poznamky k NURBS reprezentaci nékterych kfivek a ploch.

5.1 B-spline baze

Zékladem pro teorii Bézierovych kiivek a ploch byly Bernsteinovy polynomy. Pro B-spline
kfivky je poufito definovini bazovych funkei po &dstech s tim, Ze tyto funkce jsou spline
funkcemi, tj. jsou to po Zastech polynomické funkce se "spojitou derivaci co do nejvysiiho
fadu”.

Oznatme T = (lo,...,tm) tzv. vektor parametrizace. Plati
o<t; ... <t

B-spline baze je tvofena funkcemi (polynomy) N fadu k definovanymi pFedpisem:
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eprok=1
. _J 1 prot; <t <ty
Nat)= { 0 jinde
e prok>1
t=t
tipk-1 — L

bk — 1

Na(t) Nigi{t) + Nig1p-1(2) (1)

tivk — L1

Je nutné vzit v avahu, Ze v tomto vyrazu mohou vzniknout vyrazy typu g, které defini-
toricky poloZime rovny nule.

B-spline baze je tedy chakterizovana:

e fadem k polynomi (polynomy jsou stupné k — 1)

» vektorem parametrizace, tj.
— &islem m - polet sloZek vektoru parametrizace je m + 1
— slozkami g £ £... S tm

o Cislem j - poéet funkei tvofici bazi je j + 1.

Mezi uvedenymi charakteristikami musi byt, jak plyne ze vztahu (1), jisté vazba: Ke
stanoveni funkce N;, musi byt v parametrickém vektoru k dispozici a% slozka tiyn. JelikoZ
hodnota i pro n = k nabyvi maximélni hodnoty j, musi platit m > k +j. Sta&i viak
volit m = k + j, tj. pocet slozek parametrického vektoru je o jedna v&tSi neZ soucet fadu
B-spline baze a po&tu funkci baze.

UkaZeme nyni, %¢ Bernsteinovy polynomy jsou specidlni B-spline bazi. Pro Bernsteinovy
polynomy stupné n plati: j =n+1ak=rn+1. Proto pro podet m slofek parametrického
vektoru plati m = 2(n + 1). Pro Bernsteintv polynom plati t €< 0,1 >, proto volime

to=t1=...=‘.-t“=0 a tﬂ+1=tn+2=...=t2“+2=l

Matematickou indukci podle stupné polynomu provedeme pro takto sestaveny para-
metricky vektor dikaz, Ze B-spline baze splyne se systémem Bernsteinovych polynomi:

1. Necht k = 2, pak parametricky vektor T = (0,0,1,1) a

Noa(t) = tN;‘(t) + u _lt)_hg"(t) = (1= t)Nu(?),

tj. na intervalu < 0,1 > je Nop(t) = (1 ~ t) = B}(t). Podobné zjistime. Ze Nyp(t) =
= Bt).

185



2. Necht nyni tvrzeni plati pro k = ng, tj. mame

Ning1(t) = (L= B + {Litno+1 — t)B?-:I-z(t).

Ligng — Li Litno+1 — Liga
a ukdZeme, Ze plati i pro k =no+ 1.

JelikoZ pro i S ng— 2 je t; = tiy1 = 0 & Lipny = Lignos1 = 1, plati
Nimonr(t) = tB°7%() + (1 = )BI'(1) = B(1)

a tvrzeni je dokazano.

5.2 B-spline kfivky a plochy

B-spline kfivku fadu k pro fidici polygon bo,...,b;, k < j 4 1, a vektor parametrizace
T = ({6, . -, tm) definujeme pfedpisem

j
x(t) = Z b,‘Nik(i)
=0
B-spline plocha se definuje jako tenzorovy produkt (indexem rozlifujeme jednotlivé kom-
ponenty), tj.
ho J2
X(il, iz) = Z Z bilizNilkl (tl)Nt'z"z (t2)'

61 =012=0

V dalsim textu se budeme vénovat vlastnostem kfivek.

1. Volba vektoru parametrizace
Pro oteviené kfivky se nejcastéji pouZiva parametrizace ve tvaru

to=...=tk-1=0,

ik=],...,ik+,=s+1,...tj+1=...=tk+j=j+2—k‘

Pro uzaviené kiivky je nutné indexy vrchold polygonu, resp. sloZek vektoru paramet-
rizace pouit cyklicky, tj. modulo (j +1), resp. (m+1)at, =s+1-k,s=0,...,m.
Uvedené parametrizace jsou piikladem uniformni paremetrizace. Neuniformni pe-
rametrizace miZe ve vektoru parametrizace respektovat napf. poméry délek stran
fidiciho polygonu a tim se aspoh Eastetn& bliZit k idedlu pfirozené parametrizace.

2. Lokalizace zmén
Poloha bodu b, ovliviiuje tvar kfivky pro parametr ¢ v intervalu < t,,1,4¢ >. Vliv
zmény polohy Fidicich bod je tedy lokalizovdn, tj. obecn& nedochazi ke zméné celé
kfivky.
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3. Hladkost
B-spline kiivka je spline kfivkou, tj. je tfidy Cx—2. Specidlni konstrukei vektoru
parametrizace (uvedenim nasobnych hodnot) lze vytvafet na kiivce singularni body,
resp. snizit v odpovidajicim bodé tfidu spojitosti.

4, Podminka konvexniho obalu
Podminka konvexniho obalu je lokalizovina vidy na k po sobé jdoucich vrchold.

5. de Booruv algoritmus
Algoritmus de Casteljau, ktery jsme pouZivali v pfipadé Bézierovych kiivek a ploch,
mé pro B-spline a NURBS kfivky a plochy obdobu v podobé de Boorova algoritmu.
Oba algoritmy se li3{ ti, %e v pfipad€ algoritmu de Casteljau se d&leni stran Fidiciho
polygonu provadi v konstantnim poméru. V pfipadé neuniformniho B-splinu je pomér
déleni proménny a zavisi na rozdilech sloZek vektoru parametrizace.

5.3 NURBS kiivky a plochy

Podobné jako v piipadé Bézierovych kfivek je i pro B-spline kfivky moZné definovat ra-
ciondini specializaci, tj. NURBS, a tim roziifit dalsi moZnosti popisu tvarové sloZitych
objekti.

Pro nekteré kfivky a plochy, které jsou Easto pouzivany v CAD systémech, uvedeme
jejich popis ve smyslu NURBS teorie.

5.3.1 Lomena &ira

Otevienou lomenou ééru lze popsat vidy jako NURBS (dokonce jako B-spline). Stati vo-
lit danou lomenou &iru jako ¥idici polygon, k = 2, vahy f; = 1 a vektor parametrizace
T =(0,0,1,...,j -2, =1, -1).

Pro uzavfenou lomenou édru se zméni vektor parametrizace: T = (0,1,...,5 — 1,7).

5.3.2 KruZnice a elipsa

Pomoci NURBS mfizeme popsat celou kruznici (stfed v poZatku, polomér r a kruZnice leZi
v roviné zy: volime (v homogennich soufadnicich)

bo = (r,0,0,1), by = (0,r,0,0), by = (-r,0,0,1),
by = (0,—r,0,0),k = 2,T = (0,1,1,2,2).

Afinni transformaci snadno ziskime vyjddreni elipsy (poloosy a.b, osy elipsy leZi na

osach z a y):
b = (2,0.0,1), by = (0,5,0,0), by = (~a.0,0.1),
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= (0.-b.0.0.k=2.T = (0.1.1.2.2).
Pro kruznici a elipsu i pro jejich oblouky lze odvodit i vyjadfeni. v némZ neni pouZito
neviastnich bodu.
5.3.3 Prehled popisu ploch
Pomoci NURBS ploch lze popsat:

o Translaéni plochy. u nichz je 1vofici kfivkou NURBS kfivka a je zadan vektor
posunuti h.

¢ Rotaéni plochy dané meridianem. ktery je popsan jako NURBS.

o Piechodovou plochu mezi dvéma profily, tj. pro dvé NURBS kfivky popsa‘
piimkovou plochu obsahujici dané kfivky. Zde je nutné nejprve dosihnout toho. aby
obé& zadavajici kfivky byly vyjadfeny pomoci polygonu se stejnym poétem vrchold a
aby mély stejné vektory parametrizace.

e Obecny “sweep”. tj. plochu. kiery vzniki "vedenim” meénici se kfivky po pro-
storové kfivce. Vkladané profily jsou umistovany do normaélové roviny prostorové
kfivky.
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