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Abstrakt

Cilem této bakalaiské prace je predstaveni a analyza zakladnich a nékterych pokrocilych
modeld z matematické biologie, které popisuji popula¢ni dynamiku.

Klic¢ova slova: Malthusuv popula¢ni rist, Verhulstova rovnice, funkéni odezva, model
populacni exploze obalece, Lotka-Volterra, Rosenzweig-MacArthur, interference predatora,
epidemické modely, endemické modely

Abstract

The goal of this bachelor thesis is introduction and analysis of basic and advanced
models of mathematical biology describing population dynamics.

Key words: Malthus population growth, Verhulst equation, functional response, in-
sect outbreak model: spruce budworm, Lotka-Volterra, Rosenzweig-MacArthus, predator
interference, epidemic models, endemic models
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Uvod

Jeden z prvnich pokusii, jak modelovat zménu populace, byl Malthustiv model popula-
¢niho ristu z roku 1798. Na tuto myslenku poté navézal Pierre Francois Verhulst se svou
logistickou rovnici roku 1838. Postupem c¢asu zacala byt popula¢ni dynamika vyuzivana
v matematické biologii pro chapani chovani riznych zivoc¢isnych druhii. Jako zaklad pro
diferencialni rovnice zacala byt pouzivana teorie her, ktera popisovala chovani jedinct pti
jejich interakci.

V této praci si kromeé zakladnich modelt popula¢ni dynamiky pfedstavime Hollingovy
funkcéni odezvy, které nasledné pouzijeme v modelu populac¢ni exploze obalece a modelech
interakce dvou zivocisnych druhti. Zamérime se predevsim na tzv. modely predator-korist,
poc¢inaje modelem Lotky a Volterry. V posledni kapitole se podivame na zakladni modely
sifeni infek¢énich onemocnéni.

Popula¢ni dynamika bude dana spojitymi modely popsanymi obycejnymi diferencial-
nimi rovnicemi, ptipadné jejich soustavou. Zaméiime se predevsim na kvalitativni vlastnosti
jednotlivych modeli. Tedy budeme zkoumat pocty a stabilitu stacionarnich feseni a také
bifurkace.

K analyze a vypoctim pouzijeme matematicky software Mathematica a Matlab. K hle-
dani bifurkaci pak vyuzijeme toolbox Matcont pro matematickou kontinuaci pro software
Matlab.



Znaceni

derivace funkce y(x) podle proménné x

n-ta derivace funkce jedné proménné y podle jeji proménné
Jacobiova matice

vlastni ¢islo matice

vlastni vektor matice odpovidajici vlastnimu ¢islu

mnozina realnych cisel

mnozina komplexnich ¢isel

determinant matice A

stopa matice A

imaginarni jednotka komplexnich ¢isel



1 Zakladni pojmy

Nejprve zavedeme nékteré stézejni pojmy a postupy. Matematické postupy a pojmy
budeme cerpat z materiala [6] a [8].

Definice: Soustava autonomnich diferencialnich rovnic

Méjme soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

dx(t)
B~ Px()), (1)
a1 (t) fi(x(t))
kde x(t) = : je vektor Feseni a F(x(t)) = : je vektor pravych stran.
n(t) Sn(x(1))

ustava rovni nazyva autonomni, protoze neni zavisla na nezavislé proménné
Soustava rovnic se nazyva autonomni, protoze neni zavisla na nezavislé proménné, ted
pravé strana F(x(¢)) neni pfimo zavisld na proménné ¢.

Definice: Stacionarni bod

Méjme soustavu autonomnich oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (1). Bod X, pro ktery
plati
F(x) =0, (2)

nazveme stacionarni bod, popf. stacionarni feseni, soustavy obycejnych diferencialnich rov-
nic.

1.1 Analyza stacionarnich bodt— linearni pripad

Uvazujme soustavu (1) v maticovém tvaru:

dx(t)
e Ax(t). (3)
Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze matice A je fadu 2x2 a x = [z, y]?. Linearni soustava
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic mé vzdy nejvyse jeden stacionarni bod (pro regularni
matici A). K analyze stacionarniho bodu budeme potiebovat vlastni ¢isla a vlastni vektory
matice A.
Jelikoz je matice A Tadu 2 x 2, ma dvé vlastni ¢isla A, A2 a k nim dva odpovidajici
vlastni vektory vy, va.
Stacionarni body délime na stabilni a nestabilni. Specialni pfipadem stability je pak
asymptoticka stabilita.



Definice: Stabilita stacionarniho bodu

Reknéme, Ze stacionarni bod X je stabilni, pokud plati
Ve>030>0:Vt>0Vx:|x(0) —X(0)] <= |x(t) —X| <,

tedy, ze kazdé Teseni zacinajici dostatecne blizko stacionarniho bodu, ztistane blizko staci-
onarniho feseni. Pokud stacionarni bod neni stabilni, pak je nestabilni.

Pro stabilni stacionarni reseni mtizeme definovat jesté silnéjsi stabilitu, tzv. asympto-
tickou stabilitu. Stacionarni feseni je asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a zaroven

plati
30 >0:Vx:|x(0) —x%(0)] < = tlim x(t) =X,

tedy, ze kazdé Teseni, které zac¢ina dostatecné blizko, bude ke stacionarnimu feseni konver-
govat.

V nésledujici tabulce rozdélime stacionarni body pomoci vlastnich ¢isel regularni matice

A:

Typ stacionarniho feseni Vlastni ¢isla Fazovy portrét
Nestabilni sedlo A >0>X,02€R Obrazek la
Nestabilni uzel A2 >0,M2€R Obrazek 1b

Stabilni uzel M2 <0,A2€R Obrézek 1c
Stabilni stred Ao =1Pi, M\ €C,5eR\ {0} Obréazek 1d
Stabilni spirala Mo=axfi,a<0,\2€C,feR\{0}| Obrazek le
Nestabilni spirala Ma2=a=xPi,a>0,X\eC,peR\{0} Obréazek 1f

Kazdy vlastni vektor odpovidajici svému vlastnimu ¢islu predstavuje charakteristicky
smér ve fazovém portrétu, nebo-li je smérovym vektorem p¥imky podél niz se feSeni pii-
blizuji nebo oddaluji od staciondrniho bodu [0,0]. Oddalovani resp. piiblizovani podél
takové pfimky zavisi na zapornosti resp. kladnosti prislusného vlastniho ¢isla. Naptiklad u
sedla je na jedné ose nestabilni vlastni vektor odpuzujici feseni a na druhé stabilni vektor
pritahujici feseni.

Z néasledujicich fazovych portréti je vidét, ze stabilni spirdla a stabilni uzel jsou dokonce
asymptoticky stabilni, zatimco stfed je pouze stabilni.






1.2 Analyza stacionarnich bodu- nelinearni pripad

V nelinedrnim ptipadé obvykle mame vice nez jeden stacionarni bod. Abychom zjistili
jeho stabilitu a druh, je tfeba provést linearizaci na jeho okoli. K tomu pouzijeme Jacobiho
matici J soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic:

Afix®) . Afi(x(t)
Ox1(t) 0z (1)

Ofn(x(®) .. 9fa(x(®)
Ox1(t) Oz (t)

Po dosazeni vybraného stacionarniho bodu do Jacobiho matice mtizeme dale pokraco-
vat stejné jako v linearnim piipadé.

V nékterych pripadech mtze byt problém exaktné ziskat hodnoty vlastnich ¢isel Jaco-
biho matice. Lze tedy pouzit metodu zaloZenou na determinantu a stopé Jacobiho matice.

Charakteristickou rovnici (pro n = 2) matice lze vyjadiit ve tvaru

N —tr(JT)A +det(J) =0

a hodnoty vlastnich cisel ve tvaru

tr(J) £ /tr(J?) — 4det(J)
5 .

Al =
Dalsi uzite¢né vztahy jsou Vietovy vzorce:
AMAg = det(T),
A+ Xy =tr(J).
Z téchto vztahti mizeme urcovat stabilitu stacionarnich bodt i bez znalosti vlastnich ¢isel.

e Pokud je det(J) < 0, pak mame realna vlastni ¢isla s riznym znaménkem a stacio-
narni bod je nestabilni sedlo.

e Pokud je det(J) > 0 a diskriminant D > 0, pak jsou vlastni ¢isla redlné se stejnym
znaménkem. Tedy kdyz je tr(J) > 0, pak méame stabilni uzel a kdyz je tr(J) < 0,
tak mame nestabilni uzel.

e Pokud je det(J) > 0 atr(J) = 0, pak jsou vlastni ¢isla ryze imaginarni a stacionarni
bod je stabilni stied.

e Pokud je det(J) > 0 a diskriminant D < 0, pak jsou vlastni ¢isla imaginarni a jejich
realnd st je rovna Y. Tedy kdy# je tr(J) > 0, pak méme stabilni spiralu a kdy?
je tr(J) < 0, tak méme nestabilni spirdlu.



Limitni cyklus

V nékterych fazovych portrétech se objevuje tzv. limitni cyklus (viz. Obrazek 2). K tomu
dochazi u soustav, které maji stacionarni oscilujici feSeni (napf. Van der Poolova rovnice).
Limitni cyklus vypada na fazovém portrétu jako uzaviena kiivka a stejné jako stacionarni
body je cyklus stabilni nebo nestabilni, tedy ostatni feseni ptritahuje nebo odpuzuje.
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Obrézek 2: Limitni cyklus

Definice: Atraktor

Atraktor je mnozina bodt, ke které se s postupujicim ¢asem asymptoticky priblizuji
vSechna TeSeni zacCinajici v jejim urcitém okoli. Tato mnozina je nejmensi mozna a nedéli-
telna zptisobem, ktery by zachoval jeji smysl. Okoli pocatec¢nich stavii, které se k atraktoru
blizi, se nazyva bazén atrakce. Kazdy atraktor ma svij vlastni bazén atrakce. Asymptoticky
stabilni stacionarni bod a stabilni limitni cyklus jsou atraktory.

Definice: Bifurkace

Bifurkace je kvalitativni zména ve fazovém portrétu soustavy obycejnych diferencial-
nich rovnic. Pfedstavuje zménu poctu a/nebo stability stacionarnich feSeni. Nastavd u
dynamickych systémil s parametry.
Definice: Bifurkac¢ni bod

Bifurka¢ni bod je hodnota parametru, pii které dochazi k bifurkaci.



Priklad 1

Méjme soustavu rovnic

dz
dt

dy

&=py -7,

= —x’

kde p € R je parametr.

Hledame stacionarni body, tzn. polozime pravé strany rovnic rovné nule. Dostaneme
tak trividlni feSeni [z,y] = [0,0] a dale feSeni zavislé na parametru p: [z,y] = [0, £,/p)]
(p > 0). Soustava je nelinedrni, proto vypoc¢itame Jacobiho matici:

1 0
0 p—3y

j:

Pokud do Jacobiho matice dosadime staciondrni body dostaneme:

-1 0 -1 0
jl = ) t72,3:
0 p 0 —2p

Diagonalni matice maji vlastni ¢isla na diagonale a v obou ptipadech je vidét, ze
A1 = —1 a druhé vlastni ¢islo méni znaménko, kdyz parametr p prochazi nulou. To nam
ovliviiuje stabilitu (a také pocet) stacionarnich feseni, tedy mizeme Fict, zZe bifurkaéni bod
je p = 0. Rozdélime si tedy problém, na t¥i podproblémy podle hodnoty parametru p:

e p < 0: Matice J; ma vlastni ¢isla Ay = —1, Ay < 0, tedy toto nulové stacionarni reseni
je stabiln{ uzel. Vlastni vektory jsou v; = (1,0)7, vy = (0,1)7, okoln{ Feseni se tedy
budou ke stacionarnimu bodu priblizovat podél os. Dalsi stacionarni feseni pro tyto
hodnoty parametru p neexistuje. Situaci odpovida fazovy portrét na obrazku 3a.

e p = 0: Pro takovéto p jsou vSechny stacionarni body nulové, tedy méme jedno troj-
nasobné nulové stacionarni feseni (stabilni uzel). Vlastni ¢isla Jacobiho matice jsou

A = —1, Ay = 0, z ¢ehoz nemizeme usoudit stabilitu. Z obrazku 3b je ovSem jasné
vidét, ze stacionarni bod je stabilni. Vlastni vektory jsou v tomto pfipadé stejné, jako
pro p < 0.

e p > 0: V tomto pripadé existuji t¥i stacionarni body. Nulovy bod ma vlastni ¢isla
A = —1,A > 0 a je tak nestabilnim sedlem. Jeho vlastni vektory jsou opét
vi = (1,007, vy = (0,1)T, tentokrat vSak v, je stabilni charakteristicky smér a v
je nestabilni. Zde mame také dva realné nenulové stacionarni body, jejichz vlastni
¢isla jsou Ay = —1, Ay < 0 a jsou tak oba stabilni. Vlastni vektory jsou stejné jako
v predchozich ptipadech a charakteristické sméry jsou zde stabilni(viz obrazek 3c).



Obrazek 3a: Fazovy portrét pro p = —1 Obrazek 3b: Fazovy portrét pro p =0

Obrazek 3c: Fazovy portrét pro p =1

Bifurkaci, ke které zde dochézi, nazgvame superkriticka vidlicova bifurkace (pitchfork
supercritic bifurcation). Pro p < 0 mame jednoduché nulové stabilni stacionarni feSeni, pii
prichodu nulou se toto feseni stava trojnasobnym. Nasledné se roztrhne na 3 jednoducha
stacionarni reseni, pficemz nulové feseni se stava nestabilnim sedlem a dvé zbyla stabilnimi
uzly, které se po ose y oddaluji od nulového feSeni pro zvétsujici se parametr p. Opacny
problém popisuje subkritické vidlicova bifurkace (pitchfork subcritic bifurcation).

1.3 Dimenzionalni analyza

Slozitéjsi modely, které budeme analyzovat, vétsinou obsahuji velky pocet parametri,
coz znac¢né ztézuje analyzu a hledani bifurkac¢nich bodd. V néktery pripadech je proto
vhodné pouzit tzv. dimenzionédlni analyzu (viz material [5]), pomoci které lze pocet para-
metr zredukovat a model tak zjednodusit.



Myslenka, ktera stoji za touto metodou, je, Ze snizeni jednoho parametru lze kompen-
zovat zvySeni druhého (nebo vice) parametri a systém pritom ztistava kvalitativné stejny.
Postup je takovy, Ze za proménnou napt. IV, ktera reprezentuje néjakou veli¢inu zavedeme
N = NN, kde N reprezentuje hodnotu této veli¢iny a N j jeji rozmér (napf. litr, metr atd.).
Nové proménné v diferencialni rovnici je pak N a N se snazime zavést tak, abychom rov-
nici co nejvice zjednodusili. Z toho vyplyva, Ze dimenzionalni analyze neni jednoznacna.
Dimenzionélni analyzu predvedeme na dvou modelech, které budeme pozdéji analyzovat v
nasledujicich kapitolach.

Priklad 2

Méjme diferencialni rovnici

AN N a2
— rN(1—
o N -

kde r, K,a a b jsou parametry. Dosadime N = u(7)p; a t = 7pe (u je funkce, 7 nezavisla
proménnd) a dostaneme:

d )

dTps ! K b + (up1)?
Po uprave dale:

du (1 upq ) au’pips

— =rupy(l — —) — —————.

dr K (1+ %ﬁ’? )b?

Podivame-li se na tvar zlomku je vhodné zavést p; = b a py = g Néasledné zvolime nové

parametry p = 2 a ¢ = £ a dostaneme rovnici:
du U u?
— =pu(l — =) — ,
ar P ( q> 1+ u?

ktera uz ma pouze dva parametry a jeji analyza bude snazsi.

Priklad 3

Méjme soustavu 2 diferencialnich rovnic:

%ZN(T—CLP)

42 = P(eaN —m) 7

kde r,a,e a m jsou parametry. Dosadime N = u(7)p;, P = v(7)pe a t = Tps a dostaneme:

ZZ?B = up1(r — avpy)
ZZZ = vpe(eaup; —m)

10



Po tprave dale:

Z—Z = up3(r — avps)

dv '

7 = vps(eaupy —m)

U prvni zavorky vytkneme r a z druhé m. Poté je vhodné zavést p; = 2+ a p» = L. Nasledné
zavedeme tieba p3 = % a novy parametr o = . Dostaneme tak soustavu

du — y(1 —v)

9 = av(u—1)

ktera mé pouze jeden parametr a.

11



2 Zakladni biologické modely

V této kapitole se budeme vénovat zakladnim biologickym a populacnim modeltim.
Budeme cerpat z materiali [5] a [7]. Tyto modely popisuji zménu néjaké populace béhem
¢asu, pri¢emz populaci mtizeme chapat spolecenstvo zivych jedinct (napf. lidi nebo hmyzu)
nebo i skupinu cCastic.

Mnozstvi jedincti populace budeme aproximovat spojitou nezapornou funkei N(t) za-
vislou na ¢ase t. Déle pro nas budou dilezité dvé funkce b(t, N(t)),d(t, N(t)), které jsou
zavislé na velikosti populace a ¢asu. Funkce b predstavuje rychlost ristu dané populace,
zatimco funkce d rychlost abytku jedinct. U obou budeme predpokladat spojitost a ne-
zapornost. Miuzeme tedy tvrdit, ze pokud bude b > d, populace bude rist, pro b = d
stagnovat a pro b < d vymirat.

Nyni predpokladejme, ze N(t) je funkce diferencovatelnd. Chceme vyjadfit zménu ve-
likosti populace na urcitém casovém intervalu At:

N(t+ At) — N(t) = b(t, N(t))N(t)At — d(t, N(t))N(t) At. (5)
Po tpravé dostaneme:

N(t+ At) — N(t)

0= = b, NN () — d(e, NN (). ()
Pfi limitnim pfechodu At — 0 dostaneme obycejnou diferencidlni rovnici:
dN
= (b(t, N) = d(t, N))N(t) = pu(t, N)N(t). (7)

dt
Funkce p(t, N) zde udava miru rastu (abytku) populace. Kromé ¢asu a velikosti populace
miize byt zavisla na riznych dalSich parametrech.

2.1 Malthusuv model popula¢niho rustu
V rovnici (7) se objevila funkce p(t, N). Nejjednodussi tvar, jaky by mohla mit, je
konstanta. Méjme tedy pocatecni tlohu:

dN
— =kN
dt ’ (8)

N(0) = Ny > 0, (9)

kde Ny je pocatecni velikost populace a k € R je konstantni mira riistu.
Tuto tlohu mtizeme snadno vytesit pomoci separace proménnych a ziskat feseni:

N(t) = Noe*. (10)

Populace tedy roste nebo klesa (pro hodnoty k) exponencialné. Tento model je velmi
jednoduchy a je jasné, ze prilis nereflektuje realitu. V urc¢itych piipadech, ale mtze mit
své vyuziti. Pro malou populaci a kratky casovy tsek je exponencialni rist odpovidajici a
Malthustiv model zde mé svij smysl.
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2.2 Verhulstova rovnice

Jak jsme vidéli v predeslé podkapitole, Malthustiv model je jen malo uzite¢ny. Prvni
myslenka, kterd nas napadne, je neaproximovat ristovou funkci i konstantou, ale tfeba
linearni funkci.

Méjme pocatecni tlohu:

— =(a—bN)N, (11)
N(0) = Ny > 0, (12)

kde N(t) je velikost populace, Ny pocatecni velikost populace a a, b jsou kladné konstanty.
Konstanta a je zde koeficient riistu a b je koeficient zpomaleni riistu.

Rovnici (11) upravime do zndméjsiho tvaru. Vytkneme koeficient a ze zavorky a zave-
deme dva koeficienty r :=a a K := §. Vysledna rovnice

dN N

T r(1 K)N (13)
je tzv. Verhulstova rovnice, kde r je koeficient popula¢niho ristu a K je nosna kapacita.
prostredi.

Tento model mé dvé stacionarni reseni. Jedno N; = 0 a druhé Ny = K. Prvni sta-
cionarni feseni predstavuje nulovou populaci, kterd se tedy nemiize zadnym zptisobem
zvétsovat. Druhé feseni je rovno nosné kapacité prostiedi, coz je maximalni velikost popu-
lace, ktera v daném prostiedi miize zit. Populace zac¢inajici o velikost K se tedy nemiize
zvétsovat, ale nebude se ani zmensovat.

Rovnici (13) s po¢ateéni podminkou (12) lze analyticky vyfesit separaci proménnych a
rozkladem na parcidlni zlomky. Dostaneme tak feSeni:

K Nye
N(t) = .
(®) K + Ny(et —1)

(14)

Pro Ny > 0 plati, ze 1tlim N(t) = K, tedy pro vSechny kladné pocatecni podminky
—00
se Teseni bude blizit k nosné kapacité K. Mtzeme tedy tvrdit, Ze stacionarni feSeni N,

je asymptoticky stabilni, zatimco N; je nestabilni. Graf feSeni mezi N; a N, se nazyva
logisticka kiivka (viz Obrazek 4a).
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Obrazek 4a: Logisticka kiivka Obréazek 4b: Reseni Verhulstovy rovnice

Na obrazku ¢. 4b jsou vykreslena feSeni pro rizné pocatecni velikosti populace pfi pa-
rametrech » = 2, K = 3. Toto numerické feseni potvrzuje stabilitu stacionadrniho feseni
Ny = K. Pro pocatecni velikost populace mezi stacionarnimi fesenimi populace roste ve
tvaru logistické kiivky, nejprve rychle a pozdéji pomaleji, jak se blizi ke kapacité prostiedi.
Populace s pocatecni velikosti vétsi nez kapacita prosttedi postupné vymira, dokud pocet
jedincti neklesne na kapacitu K.

Na zavér poznamenejme, ze existuje také diskrétni verze logistické rovnice, casto také
nazyvana logistickd mapa, popsand diferen¢ni rovnici

Tpt1 = 12T,(1 — x,,), (15)

kde parametr r > 1 je biologicky potencial a x,, je okamzita velikost populace délend ma-
ximéalni moznou velikosti populace v roce n. Tato rovnice produkuje zajimavy bifurkacni
diagram (viz obrazek 4c). Pfi ur¢itych hodnotach parametru r dochéazi k tzv. bifurkaci
zdvojeni periody (period doubling bifurcation), tedy nejprve vzniké limitni cyklus, u kte-
rého se nasledné zdvojuje perioda. Jak vidime z obrazku, vzdalenost mezi jednotlivymi
bifurkacemi se rychle zkracuje. Pomér délek dvou po sobé jdoucich intervalt se limitné
blizi tzv. Feigenbaumové konstanté ¢ = 4.669....

14



09+ Pt
08}
07+
06

E o5t

x
04+
03+

021

01+

1 1 1 1 1 )
1 15 2 25 3 35 4
r

Obrazek 4c: Bifurkac¢ni diagram logistické mapy

2.3 Dynamika klimaxové populace

V minulé podkapitole jsme pfedpokladali, ze populace roste, pokud je jeji velikost pod
kapacitou prostredi. Funkce p tedy byla klesajici. V realné pripadé se vSak mtize stat, ze
populace bude prilis mala na to, aby se mohla zvétsovat. Mize se to stat tieba v pripa-
dech, kdy neni dostatek partnerti pro rozmnozovani nebo populace neméa dost ¢lenti, aby
se mohla ubranit vnéjsim vliviim prostiedi.

Chceme tedy zadefinovat funkci g s néjakou prahovou hodnotou preziti populace.
Budeme tedy vyzadovat, aby p byla kladnd pro N € (P, K) a zapornd na intervalu
N € (0,P) U (K,00), kde P je prahova hodnota pfeziti populace a K > P opét nosna
kapacita prostiedi.

Nejjednodussi takovou funkci je

N N
N)y=r(=-1)(1-—= 1
p(N) = (5~ (1 - ) (16)
a diferencialni rovnice pak ma tvar:
dN N N

Najit exaktni feseni by zde bylo prilis problematické a tak ndm nezbyva nez pouzit kva-
litativni analyzu. Snadno najdeme t¥i stacionarni feseni Ny = 0, Ny = P a N3 = K. Prava
strana rovnice (16) je funkci N (viz Obrazek 5a) a je zdporna pro N € (0, P) U (K, 00) a
kladn& pro N € (P, K). Jelikoz je tato funkce derivaci funkce N(t) plati, ze funkce N(t)
je na intervalu (0, P) U (K, 00) klesajici a na intervalu (P, K) rostouci. Stacionarni feseni
N 3 jsou tedy stabilni a N, je nestabilni.
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Obréazek ba: Funkce derivace N (t) Obrézek 5b: Reseni rovnice (16)

Na obrazku ¢. 5b vidime feSeni modelu pro rtizné pocatecni populace s parametry r = 2,
P =2 a K = 5. Mizeme vidét, ze pokud je pocatec¢ni populace nizsi nez prahova hodnota
P, tak vymira. Kdyz je mezi prahovou hodnotou a kapacitou prostiedi, tak se zvétsuje. A
pokud je pocatecni velikost populace prilis velka tak opét vymira, dokud se nedostane k
nosné kapacité prostiedi. Reseni tohoto modelu tedy odpovid4 nasi predstavé o prahové
hodnoté pro velikost populace.

2.4 Dynamika populace pod predataé¢nim tlakem

Zatim jsem pracovali pouze s populaci jejiz pocty byly redukovany kvili nedostatku
zivin v prostfedi. Nyni predpokladejme, ze se v prostiedi vyskytuji také predatori, kteri
tuto populaci lovi. Predatora v diferencialni rovnici pfedstavuje tzv. preda¢ni funkce P(N),
ktera populaci redukuje. Tato funkce je rtzna podle typu predatora. Vseobecné se tyto
funkce oznacuji jako funkéni odezvy (functional response). V této ¢asti se budeme zabyvat
modely, které nejsou zavislé na populaci predatora. Modely typu predator-kofist budou
nasledovat v dalsi kapitole.

2.4.1 Funkéni odezva

Ekolog C. S. Holling klasifikoval tfi zakladni typy funkéni odezvy, podle chovani pre-
datora. Vychazel pritom z myslenky, ze kazdy predator déli sviij ¢as na vyhledani koristi
(t,) a nésledné na jeji zpracovani (t,), tedy:

t=t,+t,.

Je logické tvrdit, Ze cas na zpracovani kotisti se bude odvijet od poctu chycenych jedincii
(N,) kotisti, tedy
l, = tz1 N, z)

kde t., je ¢as na zpracovani jednoho jedince.
Predator béhem casu ¢, prohledava oblast s rychlosti v a chytéa kotfist v této oblasti.
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Velikost oblasti je pak dané vt, a pocet chycenych jedinci je N, = vt, N, kde N je populace
koristi v oblasti. Z téchto vztahii dostaneme:

_ utN

1+t uN’

N,
t=-—"+1t,N, = N,
vN !
Tato rovnice se nazyva tzv. Hollingova diskova rovnice. Jelikoz je N, pocet chycenych
jedinct, je to i pocet usmrcenych. Pro jednotku ¢asu (¢t = 1) pak:

vN

P(N) = ———.
(V) 1+1t,,oN

(18)
Funkce P(N) je tedy predace za jednotku ¢asu pii urcité populaci N. Maximéalni predace

je pak jeji limitni stav Pyax = Nlim P(N) = ti Zavedeme také funkci timrtnosti
—00 21

D(N) = w. Nyni mtzeme rozlisit tii zékladni typy funkéni odezvy.

Typ I

Prvni typ odpovida pasivnimu predatorovi, ktery svoji kofist nevyhledava, ale pouze
vyckava (napf. pavouk vs. moucha). V rovnici (18) bude ¢,, = 0 a funkce tak bude linedrni.
Abychom zamezili nekone¢nému loveni kofisti, funkci P(NV) definujeme po ¢astech tak, aby
dosahla vybrané hladiny nasyceni predatora Py;x:

UN, N<PMAX
P(N) = = (19)

Pyax, N> —PAQAX

Na obrazku 6a vidime graf funkce P(N) a na obrazku 6b vidime tmrtnost D(N) v
zavislosti na velikosti celkové populace kofisti.

6r 3r

Pmaxf

6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 10

1 Pmax/a 4 5
N N

Obréazek 6a: Funkce P(N) typu I Obrazek 6b: Funkce timrtnosti D(N)

Typ II
Funkéni odpovéd P(N) typu IT odpovida funkei (18), kde jsme ukazali, ze Pyaxy = tL
21

Funkce ma tedy tvar:
UPMA)(N

P(IN) = ———.
(V) Pyrax +vN

(20)
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7 obrazku 7a vidime, ze pro malou populaci N predace velmi ostfe roste. Poté zpo-
maluje, protoze u predatora zacne prevladat Cas zpracovani koristi nad casem jejiho na-

lezeni, od cehoz se také odviji hranice nasyceni predatora Pyjax = % Graf funkce
21
— _vPuax  ; 4
D(N) = pMAX5 je na obrdzku Tb.
6r 3r

Pmax

z 3 z
o o
2} 1
)
0 ‘ ‘ ; ‘ ‘ 0 i . T S —
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
N N
Obréazek 7a: Funkce P(N) typu II Obrazek 7b: Funkce timrtnosti D(N)
Typ 111

Oproti predchozim dvéma typtm, u tohoto typu se rychlost hledani potravy zvysuje,
kdyz se zvysuje hustota kofisti. Funkce odpovida predatortim, kteri vyhledavaji kotist s
nejvétsi populaci (napf. ptaci), tedy pro malou populaci N nedochézi k velké predaci. Hra-
nice nasyceni bude opét Pyax = i, ale tentokrat bude rychlost v = kN, kde & > 0
je konstanta umeérnosti mezi velikosti populace a rychlosti jejiho hledani. Dostaneme tak
funkeci:

PraxN?

P(N)= —7F—.
( ) P]kaX + N2

(21)

Funkce bude mit tentokrat esovity pribéh (viz obrazek 8a)a bude opét konvergovat k

Pyrax. Zlomovym bodem, kde dojde k nartstu vétsi predace, je tzv. poloviéni saturacni
konstanta /244X Funkce tmrtnosti mé tvar D(N) = S2uaxkN Naximum funkce D(NV)
k Pyax+kN

je pravé pii hodnoté poloviéni saturacni konstanty (viz obrazek 8b).
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N N

Obréazek 8a: Funkce P(N) typu III Obrazek 8b: Funkce timrtnosti D(N)

2.4.2 Model populac¢ni exploze obalece

Nésledujici model popisuje populaci obalece, coz je lesni sktidce, ktery pozird jehlice
stromi v Kanadé. Jeho populace je pak redukovana ptactvem.
Vychazime z Verhulstovy rovnice, ktera popisuje rist populace, a dale pridame funkci,
ktera predstavuje predaci:
dN N
— =rN(1—-—)— P(N). 22
= rN(1 - ) — P(V) (22)
N(t) je populace obale¢e, r > 0 je koeficient rtistu populace, K > 0 nosné kapacita
prostiedi, kterd se v tomto pfipadé vztahuje k hustoté jehlic na stromech. Funkce P(N) je
predace.
Nyni je tieba zavést funkci P(N). Pouzijeme Hollingovu funkéni odezvu typu III. Ve

. 2 v v/ v 4
funkci P(N) = % preznaCime a = Pyax a b = PM%, kde b bude polovicni

saturacni konstanta. Dostaneme tak predac¢ni funkci ve tvaru:

alN?

PIN) = 55 (23)

Tato funkce méa nasledujici vlastnosti:
e pokud je populace nulova, pak i P(0) = 0.
e pokud je populace velkd, i predace bude velkd, tedy P(N) je rostouci.

e pokud je populace velka, predatofi ji nelovi neomezené, ale pouze do urcité miry
nasyceni a. Plati tedy Ja > 0 : ]\}13;0 P(N) = a.

e pokud je populace mala, ocekdvame, Ze predatoti daji prednost jinym zdrojim po-
travy, nez aby vyhledavali jedince této populace. Vyzadujeme tedy, aby pro malou
populaci N mensi nez néjaka prahova hodnota b > 0, rostla predace pro rostouci N
jen pomalu.
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Dostévame tak diferencidlni rovnici ve tvaru:

2
N v Ny eV (24)
dt K’ b+ N?

Nasim cilem je provést kvalitativni analyzu, tedy zjistit pocet stacionarnich feseni, a
jelikoz nase rovnice obsahuje parametry, najit bifurkacni body. Rovnice (24) mé bohuzel 4
parametry, budeme ji tedy chtit néjakym zptisobem zjednodusit. Pouzijeme tedy dimenzi-
onalni analyzu (viz kapitola 1.3 o dimenzionalni analyze):

b b K
N:Ub, t:_7—7 p:T_’ q:—
a a b
Dostaneme tak rovnici: p 9
U U u
— =p(1l -y — ——— 25
dr M q)u 1+u?’ (2)

ktera obsahuje pouze dva parametry a tak se nam s ni bude lépe pracovat.

Oznacme si pravou stranu rovnice (25) jako funkei f(u, p,q). Stacionarni feseni dosta-
neme jako kofeny rovnice f(u,p,q) = 0. VSechny parametry, které obsahovala rovnice (24)
byly kladné, tedy i parametry p,q > 0. Nezavisle na jejich hodnotach vzdy dostaneme
jedno stacionarni feseni ug = 0. Derivace %(uo) =p > 0, tedy ug je nestabilni stacionarni
feSeni.

Pocet a hodnoty dalsich stacionarnich feseni zaviseji na hodnotach parametri p, q. Dalsi
feSeni jsou kofeny rovnice

N

u

p(1 5) REERYE (26)
coz je na prvni pohled kubicka rovnice, jejiz feseni by se analyticky urcovalo Spatné. Jelikoz
nas predevsim zajimaji poc¢ty stacionarnich feseni, budeme je hledat graficky a numerickym
experimentem. Oznac¢me si:

u u

fi(u,p,q) = p(1 — E)’ fo(u) = o (27)

Stacionarni Feseni je pak bod, ve kterém piimka f; protind (dotyka se) funkci fo. Priseciky
funkce f; s osami jsou [0, p| a [g,0]. V této chvili si pomtZeme numerickym experimentem.
Chtéli bychom do roviny ¢, p vykreslit oblasti hodnot parametri, kde mé rovnice (26) tii,
dvé nebo jedno feSeni (nenulové stacionarni feseni). Pro dal$i pouziti je vhodné rovnici
(26) upravit do polynomialniho tvaru:

folw,p,q) = pu® — pgu® +u(p + q) — pg = 0. (28)
Jako rozhodovaci kriterium pouzijeme diskriminant kubické rovnice:
A = 18abcd — 4b*d + b*c* — 4ac® — 27a*d?, (29)

kde koeficienty a, b, ¢, d jsou koeficienty kubické rovnice (28).
Pokud je A > 0 dostaneme tfi nenulova stacionarni feseni. Pokud je A < 0 pak dosta-
neme jedno realné a dvé komplexné sdruzena feseni, pricemz nas zajima pouze to realné.
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Pro A = 0 miizeme dostat jedno trojnasobné feseni nebo dvé, pficemz jedno z nich je
dvojnéasobné.

Uvédomme si, ze dvojnasobné feseni lze interpretovat, jako te¢na pfimky f; k funkci fs,
napt. fi(u,pi1,q) nebo fi(u,ps,q) na obrazku 9a. Trojndsobné pak jako tecna v inflexnim
bodé. Inflexni bod ma kubickd funkce pouze jeden, takze trojnasobné feseni bude také
jen jedno. Funkce f(u) mé inflexni (nestacionarni) bod v u = /3 a teéna je pak funkce

fi(u,p*, ¢*) na obrazku 9a, kde ¢* = V27 a p* = g.

Obrézek 9a: Grafické hledani pocétu feseni Obrazek 9b: Pocet feSeni rovnice (28) v roviné (g, p)

Vysledek numerického experimentu je obrazek 9b, kde jsou v roviné (q,p) oznaceny
oblasti, kde je jedno stacionarni feSeni (modrd) a tii (zlutd). Na hranicich mezi témito
oblastmi jsou pak dvé stacionarni feseni. Zajimavy je bod, kde se krivky se dvéma fteSe-
nimi potkavaji. V tomto bodé je jedno trojnasobné stacionarni feseni odpovidajici tecné v
inflexnim bodé na obrazku 9a.

Mohlo by nés také zajimat, kam se budou limitné blizit kfivky ohranicujici oblast na
obrazku 9b. Pro body na téchto kiivkach plati

Vu: h(wpa) = hlw), =T
tedy, Ze jsou to hodnoty p, q, pro které je pifimka f; te¢na ke grafu f,. Pomoci téchto vztaht
muizeme parametrizovat kfivku z obrazku 9b. Plati tedy:

(30)

2
up U P u’—1
£ R —— 1
P+ 1+ u? g (1+u?)? (31)
Z (31) pak vypocitame:
2u3 2u3
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Méme tak parametrizovanou kiivku K (u) = [¢(u), p(u)]T. Pro u — oo : K(u) — [00, 0]
aprou— 1, : K(u) — [00, 3].

Nyni, kdyz zndme pocty stacionarnich feseni, pfichazi na fadu jejich stabilita. Jak jsme
uvedli na zac¢atku, vzdy mame jedno nulové stacionarni feseni ug = 0, které je nestabilni.
Jelikoz populace neni nikdy zaporna, ocekavame, ze vSechna nenulova stacionarni reseni
budou vzdy kladna. Ovéfit si to miizeme pomoci Descartova znaménkového pravidla (viz
materidl [3]), kterd ndm uréi maximalni pocet kladnych nebo zapornych kofent rovnice
f»(u,p,q) = 0. Po¢itdme zmény znamének u koeficienttt po sobé jdoucich mocnin u v poly-
nomu f,(—u,p,q) = —pu® — gpu® — (p+ q)u — gp. Parametry p, ¢ > 0 a tak ndm znaménko
neovliviiuji, vysledkem je tedy 0 zmén, coz znamena maximalné 0 zapornych korenti. Kromé
jednoho nulového Teseni, které jiz zname, jsou tedy vSechna ostatni feseni kladna.

Jelikoz nezname konkrétni hodnoty stacionarnich bodid, nemtizeme v téchto bodech
pocitat derivace funkce f podle u a zjisStovat tak stabilitu. Vime, Ze pokud je derivace v
bodé zaporné, pak je funkce v tomto bodé klesajici a naopak. Stabilitu tak mtizeme urcovat
graficky. Pro zjednoduseni zafixujeme parametr ¢, parametr p budeme postupné zvétsovat
a budeme pozorovat chovani grafu funkce f(u,p,q) a také vykreslime FeSeni differencialni
rovnice.

Pro q < ¢* = /27 dostavame vzdy jedno nenulové feseni u,, viz obrazek 10a, které je
stabilni, protoze je funkce f v tomto bodé vzdy klesajici. Odpovida tomu i graf feseni (viz
obrazek 10b) pro konkrétni hodnotu parametru p.

0.2 \ N\
P
0.1 R I I T T T TR TR TR AT VAR

Obrézek 10a: Graf f(u,p,1) Obrézek 10b: Graf feSeni u pro [p, ¢] = [0.5,1]

V27
8

je trojnasobné (viz obrazek 11a). Zde znadme konkrétni hodnoty parametri a fegeni u = /3
a tak mizeme spocitat derivaci, ktera je v tomto bodé zaporna a stacionarni feseni je tak
stabilni.

Pro ¢ = ¢* dostaneme opét jedno nenulové feseni u; s tim rozdilem, ze pro p = p* =
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0.5

Obrazek 11a: Graf f(u,p, v/27) Obréazek 11b: Graf feSeni u pro [p,q] = [@, V27]

Zafixujeme ¢* < ¢ (napt. ¢ = 10), na obrazcich 12a a 12b vidime chovéni funkce f. Pro
p < p1 (p1 odpovida te¢né na obr. 9a) dostavame jedno nenulové stabilni FeSeni u,, FeSeni
diferencialni rovnice se kolem u; chovaji podobné, jako na obrazku 11b.

f(up.q)

Obrézek 12a: Graf f(u,p, 10) Obrézek 12b: Graf f(u,p, 10)- pfiblizeni

Ve chvili, kdy dosahneme p = p; mame opét stabilni nenulové u,, ale také se objevuje
dvojnéasobné Teseni us. Derivace % = 0, protoze ma zde funkce f extrém. Pti pohledu
na obrazek 12c vidime, ze okolni feseni se z jedné strany pfiblizuji a z druhé oddaluji.
Miizeme tedy fict, Ze us je nestabilni. Pro p; < p < ps se dvojnasobné feseni uy roztrhne
na dvé a dostdvame tak tii nenulova stacionarni feSeni. ReSeni u; je stale stabilni, uy je

nestabilni a u3 je nové stabilni feseni.
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Obrazek 12c: Graf feSeni u pro ¢ = 10 a p = p; Obréazek 12d: Graf feSeni u pro ¢ = 10 a p; < p < po

Pokud budeme parametr p nadale zvétsovat, pro p = py stacionarni feSeni u; a us
splynou v jedno nestabilni feSeni uy (viz obrazek 12e) a zustane nam stabilni feSeni ug.
Pro p > p, dvojnésobné feSeni zmizi a ztistane pouze jedno nenulové stabilni feSeni ug (viz
obréazek 12f).

Obrézek 12e: Graf feseni u pro ¢ =10 a p =py  Obrazek 12f: Graf feseni u pro ¢ =10 a ps <p

Podivejme se na vyznam jednotlivich stacionarnich feseni. ReSeni u; odpovida tzv.
stavu preziti. Populace obalece (nenulovd), kterda je mensi nez toto feSeni roste, dokud
nedosdhne urcitého poctu. Pokud je velikost populace vétsi, pak klesd k tomuto feseni.
Z toho vyplyvéa, ze pokud chceme co nejvice zredukovat populaci obalece, snazime se mi-
nimalizovat toto feSeni vhodnym zvolenim parametri a zabranit prekroceni uy,. Populace
vetsi nez u; pak vzdy k uy klesne.

Pokud populace prekroci feseni uy, zaCne se nezadrzitelné priblizovat k feSeni ug, coz
znadi populacni explozi. Je tedy jasné, ze se chceme vyvarovat stavu, kdy w; zmizi (viz
obrazky 12e a 12f).

Jak vidime z obrazku 9b, k bifurkaci dochazi pouze pti piekroceni kiivky K (u). Zjistili
jsme, zZe pfi fixnim ¢ pro kritické hodnoty parametru p vznika dvojnasobné feseni, které
se nasledné roztrhne na dvé rtizné (a naopak). Pfi prechodu kiivky K (u) tak dochazi k
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bifurkaci sedlo-uzel. Pro fixni ¢ = 10 muzeme nakreslit bifurkacni diagram, viz obrazek
13a.

/

-

o] p1 p2 1
P p

o = N ®w N~ 0 0 N o ©

Obrazek 13a: Bifurka¢ni diagram pro g = 10 Obrézek 13b: Cusp bifurkace

N4&s systém ma dva parametry a kvalitatnivni zménu, ke které zde dochazi, nazyvame
bifurkace typu cusp, ktera je charakterizovana plochou (viz obrazek 13b). Bod [¢*, p*] se
nazyva bod vratu a stretavaji se zde dvé krivky, na kterych dochéazi k sedlo-uzlové bifurkaci
(viz obr. 9b). Bifurka¢ni diagram z obrazku 13a je Fez touto plochou pro hodnotu parametru
q = 10.

Zafixujme si parametr ¢ > ¢* a zvétsujme parametr p. Pfi pohledu na obrazek 13a
vidime, Ze TeSeni s poc¢atecni podminkou nizsi nez u; nasleduje stacionarni feseni u; az do
hodnoty parametru p = p,. Pfi této hodnoté dochézi k sedlo-uzlové bifurkaci, stacionarni
feSeni u; zanikd a TeSeni zacinaji nasledovat stacionarni feseni ug, které znaci populacni
explozi. Tento skok se nazyva hystereze (hysteresis, hysteresis loop). Obdobné miizeme
postupovat zprava doleva na obrazku 13a.

2.4.3 Model obalece s parametrem jako ¢asové zavislou funkci

Ukazali jsme, ze v modelu populacni exploze obalece se objevuje zajimavy fenomén,
tzv. hystereze a to pfi zvysSovani a snizovani parametru p. Mohli bychom tedy parametr p
nahradit casové zavislou funkci a sledovat, zda-li se nebude néco podobného dit v pribéhu
casu. Zavedeme tedy funkci

p(t) = 5(sin(t — ) + 1),

ktera bude oscilovat mezi nulou a jednickou. Dostaneme tak diferencialni rovnici:

du 1 T u u?
T Zinlt— 5y 1u(l — Y - .
o 2(sm(t 2) + 1Du( q) T

(33)

Rovnice (33) jiz neni autonomni a tak ji nemuzeme analyzovat metodami, které jsme
pouzivali doposud. Zbyva tedy pouze simulace pro riizna q. Na obrazku 13a mtzeme vidét,
Ze se krivky TeSeni priblizuji k néjakému periodickému teseni, které nahrazuje stacionarni
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feSeni. V idedlni pfipadé bychom si predstavovali, ze pro oscilujici funkei p(t) a ¢ = 10
se budou v priitbéhu ¢asu objevovat a zanikat stacionarni feseni. Bohuzel tomu tak neni.
Na obrazku 13b mtzeme vidét, Ze jsou zde dvé stabilni periodicka Teseni, kterd pritahuji
okolni feseni. Lze tedy ocekéavat, ze mezi nimi bude nestabilni periodické feseni, které okolni
feSeni odpuzuje. Jediné stacionarni reseni, které ziistalo beze zmény, je nulové a nestabilni.
Ukazuje se, zZe jiné funkce p(t) nebo ¢(t) pouze méni tvar téchto ”stacionarnich”feseni a
nedochézi zde k efekttim, jaké bychom si predstavovali.

-
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u
- N w S o () ~ [ed ©

(=]

o
-
o
N
o

30 40 50

Obrazek 13c: Fazovy portrét pro ¢ = 1 Obrézek 13d: Fazovy portrét pro ¢ = 10
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3 Modely interakce Zivocisnych druht

V této kapitole se sezndmime s tématikou interakce populaci zivocisnych druhti. Vénovat
se budeme predevsim modelim typu predator- kofist, u kterych zavedeme zakladni model

vvvvvv

zdroju [5], [7] a [9].

Interakci rozdé€lujeme na tii zédkladni typy. K pochopeni tohoto rozdéleni si pomtizeme
zavedenim soustavy 2 diferencialnich rovnic, které budou obecné popisovat interakci dvou
populaci:

% = (e1 — a1 N1)Ni + 71 N1 No

dd% = (€2 — aaN) Ny + 72 N1 Ny

(34)

V modelu interakce (34) jsou N; 5 velikosti dvou populaci, ¢ je ¢as a o 2, €1 2 jsou kladné
konstanty. Znaménko koeficient v; o rozhoduje o typu interakce podle toho, jestli ¢leny
v1,2IN1 Ny populaci redukuji nebo zvétsuji:

Mutualismus ++

Predace +—(—+)

Konkurence —_

3.1 Model Lotka-Volterra predator-korist

Model Lotka-Volterra popisuje vztah dvou populaci: predatora a kotisti. Populaci kofisti
oznac¢ime jako funkci ¢asu N (t) a populaci predatora jako funkci P(t). Tento model je velmi
jednoduchy, ale dilezity zejména z teoretického hlediska:

& =(a—bP)N
. (35)
42— (cN —d)P

Model (35) je v literatuie standardné pouzivan, ale pro nase ucely se uplné nehodi, protoze
P =rN(1-%)—Pf(N)
2 — ePf(N) —mP

“dt

(36)

V modelu (36) je r mira ristu populace kofisti, K nosna kapacita prostiedi, e G¢innost
preménny zkonzumované koristi na nové predatory, m mira amrtnosti populace predatora
a f(N) funkéni odezva. VSechny parametry jsou kladné a funkce populaci jsou nezaporné.

Ze soustavy (36) vidime, Ze pokud je populace predatora nulova, pak populace kofisti
roste logisticky a naopak pro nulovou populaci kofisti, populace predatora vymira. Pokud
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nyni pouzijeme neomezenou funkéni odezvu typu I f(N) = aN,a > 0 a budeme ptedpo-
kladat, ze kapacita prostfedi K — oo, dostaneme model Lotka-Volterra:

= N(r —aP) (37)
P — P(eaN —m) '

“at

System (37) ma dvé stacionarni feseni, jedno trivialni [Ny, P;| = [0, 0], které odpovida
vyhlazeni populaci a druhé [Ny, P»] = [, 7], Analyza téchto feSeni by byla kvili ¢tyfem

parametrim zbytecné slozitd a tak pouZijeme dimenziondlni analyzu (viz kapitola 1.3),
abychom jejich pocet zredukovali a soustavu tak zjednodusili:

ealN aP m
u(r) = — (1) = —, T =rt, o= —
m, r r
Ziskame tak systém

du
—=u(l—-v
aull=o) 39)
F=av(u—1)

kde u(7) je populace kofisti, v(7) populace predatora a a > 0 je parametr.

Tento zjednoduseny systém ma opét trividlni stacionarni feseni [Ny, P;| = [0, 0] a druhé
stacionarni feSeni [Na, Po] = [1,1]. Stacionarni body, které uvazujeme (N, P > 0) a které
jsou zaroven oba nenulové, budeme nazyvat koexistenc¢ni stacionarni body, protoze v nich
koexistuji obé populace.

Pro oba stacionarni body vypocitame Jacobiho matici:

1 0 0 —1

0 —« a 0
Vlastni ¢isla J; jsou Ay = 1 a Ay = —a < 0. Trividlni stacionarni bod je tedy sedlo.
Vlastni ¢isla Jo jsou \; = —iy/a a Ay = iy/a a koexistenéni stacionarni bod je tedy sta-

bilni st¥ed (viz obrazek 14). JelikoZ je parametr a vzdy kladny, nedochézi zde k zadnym
bifurka¢nim jevim.

28



/////////

v1

-
0 u1 2 3 4 5
u

Obréazek 14: Fazovy portrét modelu (38)

3.2 Model s logistickym rustem koristi
Opét vyjdeme z obecného modelu (36), znovu pouzijeme neomezenou funkéni odezvu
typu I f(IV) = alN, ale tentokrat budeme pocitat s kapacitou prostiedi K < oo:
AN N
a2 — eqNP — mP

dt

(40)

Model (40) mé opét jedno trividlni staciondrni feseni [Ny, P;] = [0, 0], dale jedno sta-
cionarni feseni [Ny, P»] = [K, 0] a jedno koexistencni [N3, P3| = [, %] (za urcitych
podminek).

Trivialni stacionarni bod ma vlastni ¢isla A\; = —m < 0,y = r > 0 a je tak sedlem
nezavisle na hodnotéach jakychkoliv parametri. Druhy stacionarni bod, ktery predstavuje
populaci kofisti bez predatora mé vlastni ¢isla Ay = eaK — m, Ay = —r < 0. Hodnota
tohoto stacionarniho bodu je zavisla na parametru K, takze ostatni parametry vztahneme
k nému. Vlastni ¢islo Ay = 0, pokud K = 2*. Pro K < * je tento stacionarni bod stabilni
uzel a pro K > 2% je to sedlo.

Treti stacionarni bod je relevantni pouze v pripadé, ze je v prvnim kvadrantu. N3 je
vzdy kladné, Ps = 0 pokud je K = 2. Vidime tedy, Ze druhy a tieti stacionarni bod
pii hodnoté parametru K = % splyvaji. Druhy stacionarni bod se méni ze sedla na sta-
bilni uzel a tak mizeme predpokladat, ze zde dochazi k transkriptické bifurkaci. Pokud je
K > 2 pak je P3 > 0 a tento stacionarni bod uvazujeme.

29



Vlastni ¢isla stacionarniho bodu [V3, Ps] jsou

—mr + \/mfr (—4a2e2K2 + 4aeKm + mr)

M= 2aeK ’
mr + \/mr (—4a?e2K2 + 4aeKm + mr)
A2 = 2aeK '
Vlastni ¢islo Ay je pro K = 2 nulové, takze miizeme tuto hodnotu parametru K

oznacit za bifurkacni bod transkriptické bifurkace. Vidime, ze obé vlastni ¢isla obsahuji
odmocninu. Vyraz pod odmocninou by mohl byt za urcitych okolnosti zaporny a mohla
by tak vzniknout spirdla. Zavedeme konkrétni hodnoty parametri m = 2,e = 0.25,a = 2
a dostaneme tak vyraz pod odmocninou ve tvaru: r(32K — 8K? + 16r). Hleddme rozsah
parametru r, ve kterém bude tento vyraz mensi nez nula:

r< %K (K —4).
Vidime, Ze pokud je K < ' = 4, tak k tomu nedojde (r > 0), ale pro K > 4 vzdy existuje
hodnota parametru r, pti které je vyraz pod odmocninou zaporny. Jelikoz v obou vlastnich
¢islech je ¢len —mr < 0, pfi vhodném r miize vzniknout stabilni spirala.

Shriime nase poznatky. Pro K < * mame v nasem kvadrantu sedlo v po¢atku a stabilni
uzel [Ny, P»]. PTi K = % dochézi k transkriptické bifurkaci. Pro K >  je [Ny, P»] sedlo,
[N3, P3| prechazi do naSeho kvadrantu, je stabilnim uzlem a pro urcitou hodnotu r se
degeneruje na stabilni spirdlu (coz neni bifurkace). Pro m = 2;e = 0.25,a = 2,7 = 10 a
riaznad K vykreslime fazové portréty. Na obrazku 15a je portrét bez tretiho stacionarniho
bodu, na obrazku 15b pti bifurkaci, na obrazku 15c se stabilnim uzlem a na obrazku 15d
se stabilni spiralou.
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Obrézek 15a: Fazovy portrét pro K = 3 Obrézek 15b: Fazovy portrét pii bifurkaci K = 4
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Obrazek 15c: Fazovy portrét pro K = 6 Obrazek 15d: Fazovy portrét pro K =8

3.3 Model Rosenzweig—MacArthur

V této podkapitole navazeme na predchozi model (40). Tentokrat ovSem do obecného
modelu (36) za funkci f(N) dosadime funkéni odezvu typu II, tedy f(N) = %, a

dostaneme model:
AN __ N ANP
@ =N (1 - F) TN (41)

dP _ eANP _ D
dt — 1+hAN

Vétsina parametrii je stejna jako v predchozim modelu, navic se zde objevuje parametr
A predstavujici rychlost, se kterou predator dopadne kofist, a parametr h, ktery popisuje
¢as na zpracovani jedince kofisti. V [10] Rosenzweig ptredstavil tzv. paradox of enrichment,
tedy ze zvysovani kapacity prostfedi K miize vést k destabilizaci celého systému.

Model (41) je svym zpusobem podobny modelu (40) a lze tedy ocekavat, ze vysledky
kvalitativni analyzy budou v né¢em podobné. Soustava (41) ma stejné jako (40) tii staci-
onarni body

m e(e KX —m — hKm)r
Ae — hm)’ KX\2(e — hm)?

[Nl,Pl]:[0,0], [N2’P2]:[K70]7 [NBaPB]:[ ]7
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kde trividlni [Ny, P;] opét pfedstavuje vyhynulé populace, [No, P»] populaci kofisti bez
predatora. Tteti, koexistenc¢ni stacionarni bod uvazujeme v pfipadé, ze e > hm a zaroven

K> 2.

= Xe—hm

Triviadlni stacionarni bod ma vlastni ¢isla A\; = —m, Ay = r a je tedy opét sedlem.
Stacionarni bod [Na, Po] méa vlastni ¢isla A} = 1i§f>x —m, g = —r, takze pro e < hm a

také pro K < m a e > hm je stabilnim uzlem a pro K > ﬁ a e > hm je sedlem.
Pro je K = ﬁ je A1 = 0, takze pro tuto hodnotu mtzeme ocekavat opét né€jakou
bifurkaci.

Vlastni ¢isla tietiho stacionarniho bodu jsou kvili velkému poctu parametrii na obecnou
analyzu pomérné slozita. Diky zkuSenosti s predchozim modelem mtzeme ocekavat, ze pro
K = ﬁ opét dochézi k transkriptické bifurkaci. Pokud polozime K = ﬁ a
dosadime do Pj, pak [N, Po] = [N3, P]. Pii stejné hodnoté K je vlastni ¢islo tfetiho
stacionarniho bodu \; = 0 a tak mutzeme potvrdit, ze pfi této hodnoté parametru K
dochéazi k transkriptické bifurkaci.

Zavedeme konkrétni hodnoty pro parametry e = 0.5,m = 1,h =025, A =1ar = 3.
Hodnota parametru K pro transkriptickou bifurkaci je K = 4. Stejné jako u minulého
modelu se pro urcitou hodnotu A méni koexistenc¢ni stacionarni reseni ze stabilniho uzlu
na stabilni spiradlu. Pro tyto hodnoty parametri k tomu dochazi pii K = 6.11929. Nyni
budeme zvysovat parametr K a sledovat jestli se systém destabilizuje.

Pro hledani bifurkace pfi zvySovani parametru K lze pouZit toolbox pro MATLAB
pro matematickou kontinuaci s nazvem Matcont. S jeho pomoci zjistime, Ze pfi hodnoté
K = 12 dochézi k Hopfové bifurkaci. Pti pohledu na fazovy portrét (viz obrazek 16c¢)
vidime, Ze vznika stabilni limitni cyklus. Hopfova bifurkace je tedy v bifurka¢nim bodé
K = 12 superkriticka. Limitni cyklus se pro rostouci parametr K déale rozsituje a diky své
stabilité destabilizuje chovani obou populaci, jak je vidét na bifurkacnich diagramech (viz
obrazky 16a,16b). Pro dostate¢né velkou amplitudu limitniho cyklu jsou v ur¢itém case obé
populace blizko nule a hrozi tedy, ze jedna nebo obé vyhynou pii néjaké odchylce. Pokud
prvni vyhyne populace predatora, populace kotisti miize také vyhynout nebo s trochou
stésti prezit a dokonvergovat ke kapacité prostiedi K.

= /// T F—
3 4r
4+ ‘ < :
: 2t
2+
0 /
o /
L L L s L L s L s , 2 A L L L L L L L .
0O 2 KT 6 8 10 KH 14 16 18 20 0 2 KT 6 8 10 KH 14 16 18 20
K K
Obrazek 16a: Bifurka¢ni diagram (K, N) Obrazek 16b: Bifurkac¢ni diagram (K, P)

32



0o 1 2 3 P3 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
P

Obrazek 16c: Fazovy portrét s limitnim cyklem pii K = 15

3.4 Model predator- korist s interferenci predatora

V této kapitole pouzijeme predchozi model Rosenzweig-MacArthur s Hollingovou fun-
kéni odpovédi typu I a navic zavedeme parametr A jako funkci A(P) = (bJ;\—I%)w. Dostavame
tak model:

AN _ N\ o(@+P)wINP

dt =N (1 K) 1+hAo(b+P)(—wIN (42)
dP _ edo(+P)"WNP D '

dt — 14+hXo(b+P)—WIN

Parametry b, \g > 0 a parametr w pfredstavuje stupen vzajemného ovliviiovani pre-
déatord pii lovu (foraging facilitation/predator interference). Hodnota parametru w, pak
rozhoduje o typu chovani predatori. Pro w > 0 se predatofi ovliviiuji negativné, napriklad
kradou jiz ulovenou kofist jinym predatorim. Pro w < 0 je efekt opacny a pro w = 0
se model zjednodusi na model Rosenzweig-MacArthur, ktery jsme analyzovali v minulé
podkapitole.

Zaméiime se interferenci predatort tedy pfipad, kdy je parametr w > 0. Funkce A(P),
ktera popisuje rychlost nalezeni kotisti predatorem, je v tomto pripadé logicky klesajici a
A(P)" < 0. Pti pohledu na soustavu (42) vidime, Ze opét urcité existuje trivialni stacionarni
bod [Ny, Pi] = [0, 0]. Stejné tak je zjevné, Ze existuje stacionarni bod [Ny, P] = [K, 0], jako
u predchozich modeli.

Trivialni stacionarni bod je opét vzdy sedlo. Druhy stacionarni bod ma vlastni ¢isla:

eK )Xy — (0¥ +hKX)m  XK(e—hm)—b"m
b + hK X\ N bw + hK )\ ’

)\1 = )\2 = —T.

Miuzeme tedy vidét, ze pokud je e < hm dostaneme vzdy stabilni uzel. Stejné tak

proe > hm a K < /\m—bw je stacionarni bod stabilnim uzlem. Pouze pro e > hm a
o(e—hm)
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K > #% dostavame sedlo. Pro K = #’% je A1 = 0 a po zkusenosti s predchozimi
modely muzeme ocekavat, ze pii této hodnoté bude opét dochéazet k transkriptické bifur-
kaci.

V [1] Berec ukazal, Ze pro w € (0, 1) se miZe objevit maximalné jeden koexistenéni sta-
cionarni bod. Déle pro w > 1 miizeme dostat zadny, jeden nebo tii koexistencéni stacionarni
body. V [9] je ukdzana analyza bifurkaci, kterd je ovSem obecné pfili§ slozitd a nelze ji v
rozsahu této kapitoly provést. Proto zavedeme konkrétni hodnoty pro nékteré parametry
a podivame se, jak se bude model chovat pfi zméné hodnot parametri K a w. Piipady
w € (0,1) aw > 1 budeme Fesit zvlast kvili riznému poctu koexistencénich stacionarnich

bodi.

3.4.1 Pripad w € (0,1)

Jiz vime, Ze v tomto pripadé existuje maximalné jeden koexistenc¢ni stacionarni bod,
ktery mtize zmizet (mimo prvni kvadrant) pouze pfi transkriptické bifurkaci K = /\O(’:qu;m)
V minulém modelu jsme ukazali, Ze pti zméné parametru K dochéazi k Hopfové bifurkaci,
takze zde budeme hledat néco podobného v bifurkaéni roviné (w, K') pfi hodnotach para-
metri: r =1,e=2,m=4,h=0.25,b =1, g = 6.4.

S vyuzitim softwaru Matcont dostaneme v roviné (w, K) kfivky, na kterych dochézi k
bifurkacim (viz obrazek 18a). Dtlezitou roli zde hraje bod GH
(wen, Kar] =~ [0.74135215, 11.633134], ktery charakterizuje tzv. Bautinovu bifurkaci (jinak
zobecnénd Hopfova bifurkace). V tomto bodé se stfetavaji 2 vétve, na kterych dochazi k
subkritické a superkritické Hopfové bifurkaci a také kiivka, na které dochazi k sedlo-uzlové
bifurkaci limitnich cykld, pfi které vznikd (zanikd) limitni cyklus, ktery se nasledné roz-
trhne na vnéjsi stabilni a vnitini nestabilni limitni cyklus. Bifurkac¢ni diagram normalni
formy Bautinovy bifurkace mizeme vidét na obrazku ¢. 17 (z materidlu [11]). Zde pfi pfe-
chodu kiivek H_ resp. H, dochézi k superkritické resp. subkritické Hopfove bifurkaci a pti
prechodu kiivky LPC' dochézi k jiz zminované sedlo-uzlové bifurkaci limitnich cykld. Na
nasem bifurkénim diagramu (viz obrazek 18a) jsou tyto kiivky oznaceny Sipkami.
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Obréazek 17: Bifurkac¢ni diagram Bautinovy bifurkace

Pro K = 30 vykreslime bifurka¢ni diagram (viz obrazek 18b) a popiSeme chovani
modelu pfi jednotlivych bifurkacich. Budeme postupovat zprava, tedy budeme snizovat
parametr w od jedné k nule. Pro hodnotu w = 0.9 mame pouze stabilni spiralu (viz.
obrazek 18c). Pfesnou hodnotu, pii které dochézi k sedlo-uzlové bifurkaci limitniho cyklu
je problematické ziskat, ale predpokladame, Ze to bude priblizné hodnota parametru w ~
0.812. V tomto bifurkac¢nim bodé€ se kolem stabilni spiraly objevi semistabilni limitni cyklus
(zevnitf nestabilni, zvenku stabilni). Pokud budeme nadéle snizovat parametr w, tento
cyklus se roztrhne na dva (viz obrazek 18d). Vnitini bude nestabilni, vnéjsi stabilni a pro
klesajici hodnotu w se od sebe budou oddalovat. V bifurka¢ni bodé w =~ 0.79589101 dojde
k subkritické Hopfové bifurkaci (viz obrazek 18e) a vnitini nestabilni cyklus zanikne a
zbyde pouze stabilni cyklus kolem nyni nestabilni spirdly (viz obrazek 18f). V oblasti se
stabilnim limitnim cyklem vidime, Ze se pro velka K objevuje paradox of enrichment, ktery
jsme popsali u minulého modelu.

Jelikoz jsme zvolili b = 1, ke transkriptické bifurkaci dochazi pti hodnoté K = 0.625
nezavisle na hodnoté parametru w.
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3.4.2 Priipad w >1

Stejné jako v pfedchozim piipadé zvolime konkrétni hodnoty parametri: r = 3,e =
0.7,7m = 1,h = 0.25,b = 1.3, \p = 33.734. Pomoci Matcontu opét vykreslime bifurkacni
diagram v roviné parametri (w, K) (viz obrazek 20a). Tentokrat pro nas bude zajimavy bod
BT |wpr, Kpr] ~ [2.4806645, 6.1981507], ve kterém dochazi k tzv. Bogdanov-Tankensové
bifurkaci. V tomto bodeé tak dochazi zaroven k superkritické Hopfoveé bifurkaci, sedlo-uzlové
bifurkaci a sedlové homoklinické bifurkaci, ktera predstavuje anihilaci limitniho cyklus pri
srazce se sedlem. Na obrazku 19 (z materidlu [12]) miZzeme opét vidét bifurkacni diagram
Bogdanov-Takensovi bifurkace v normalni formé, kde na kiivkach 7", _ dochézi k bifurkaci
sedlo-uzel, na kiivce H k Hopfové superkritické bifurkaci a na kfivce P pak k sedlové
homoklinické bifurkaci.

Obrazek 19: Bifurkacni diagram Bogdanov-Takensovy bifurkace

V nasem pfipadé se v roviné parametri (w, K) (viz obrazek 20a) vyskytuji dvé kiivky
oznacené ¢islem 1, na nichz dochéazi k bifurkaci sedlo-uzel a které se setkavaji v bodé vratu
(CP) |w,, K.| ~ [2.5503461, 4.2245834], kde dochazi ke cusp bifurkaci. Déle zde existuje
krivka cislo 2, kde dochazi k superkritické Hopfové bifurkaci. Tato kfivka je te¢na k jedné
z vétvi sedlo-uzlové bifurkace a kon¢i v bodé BT. Dale pokracuje kiivka ¢. 3, na které
se pouze transformuje spirala na uzel. Kfivku, na které dochazi k sedlové homoklinické
bifurkaci je obtizné vykreslit, vime ale, Ze k této bifurkaci je zapotiebi sedlo, a tak mtizeme
tvrdit, Ze tato kiivka se bude vyskytovat mezi kiivkami sedlo-uzlovych bifurkaci.

Pro dostatecné velkd w napt. w = 2.5 dojde ke dvéma superkritickym Hopfovym bifur-
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kacim, aniz by byl limitni cyklus pferusen homoklinickou bifurkaci (viz bifurkaéni diagram-
obrazek 20b) a dvéma sedlo-uzlovym bifurkacim. Simulace ukézaly, Ze pro nékterd w > wpgr
je krivka s homoklinickou bifurkaci dvojité prohnuté, tedy dochazi ke dvéma homoklinic-
kym bifurkacim, jak mtzeme vidét na bifurka¢nim diagramu pii w = 2.49 (viz obrazek
20c).

NN
) 1 1.5
N \,{ . /
N \7\\\‘\‘: ~ = 1F P
o ;\g\ ’ g o
4t »
\\ 0.5F v "
- P — C -
_— 1
’ — - A8 - 0
\2
0 L L L i ) ‘ ‘ ‘ | v
24 242 244 2.46 248 25 2.52 2.54 2.56 258 26 0 1 5 K3 - : .
w
Obréazek 20a: Rovina parametrt (w, K) Obrézek 20b: Bifurkaéni diagram (w, N) pro w = 2.5

Pokud budeme pro pevné w = 2.49 zvysovat K, model se bude chovat takto. Pro
K < 0.12660142 neexistuje zadny koexistenc¢ni stacionarni bod. V K =~ 0.12660142 dochéazi
k transkriptické bifurkaci a objevuje se jeden koexistencéni stacionarni bod, ktery je stabilni
spirdlou (viz obréazek 20d). V bifurka¢nim bodé K = 1.9852649 dochazi k superkritické
Hopfové bifurkaci a vznika tak stabilni limitni cyklus (viz obrazek 20e). V K = 4.9392335
dochazi k bifurkaci sedlo-uzel (viz obrazek 20e) a vznika sedlo a stabilni uzel (viz obrazek
20f). V K ~ 5.163 dochéazi k prvni sedlové homoklinické bifurkaci a limitni cyklus mizi (viz
obrazek 20g). Dale v K =~ 5.55425 dojde k druhé sedlové homoklinické bifurkaci a stabilni
limitni cyklus se opét objevuje s mensi periodou (viz obrézek 20h). Poté pfi superkritické
Hopfové bifurkaci v K =~ 5.7389735 zmizi limitni cyklus (viz obrazek 20i) a pii pii sedlo-
uzlové bifurkaci v K = 5.7770289 zanikne sedlo a stabilni spirala. Zbyde pouze stabilni
uzel (viz obrazek 20j).

7 dalsich simulaci vyplyva, ze pro w < wpgr dochazi pouze k jedinné homoklinické
bifurkaci. Ukazuje se ovSem, zZe tato homoklinicka bifurkace jiz neni sedlova, ale sedlo-
uzlova. Tedy, ze na kraji limitniho cyklu pfi urcité hodnoté parametru dochazi k sedlo-
uzlové bifurkaci, ktera tento cyklus roztrhne.
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Obrazek 20c: Bifurkacéni diagram (w, N) pro w = 2.49
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Obrazek 20h: Fazovy portrét pro K = 5.7

Obrazek 20g: Fazovy portrét pro K = 5.5
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4 Modely sifeni infek¢nich chorob

V této kapitole se budeme zabyvat modely, které popisuji sifeni infekénich onemocnéni.
Cerpat budeme z materialt [2] a [4]. Infekéni onemocnéni jsou nemoci zptisobené parazity.
Parazité se déli na makroparazity (viditelné pouhym okem) a mikroparazity (viry, bakte-
rie...). My se budeme zabyvat mikroparazitickymi infekcemi. Kazdy jedinec si pii tomto
onemocnéni prochézi nékolika fazemi. Ze zacatku je zdravy a pouze nachylny k onemoc-
néni. Ve chvili nakazeni vstupuje do latentniho obdobi, kdy nem4 zadné symptomy a neni
nakazlivy. Poté se stava nakazlivym a v urcité chvili se projevi také symptomy. Dobu od
okamziku nakazeni do projeveni symptomu nazyvame tzv. inkubacni obdobi.

Budeme samoziejmé pracovat s celou populaci, kterou popiseme funkei ¢asu N(t). Déle
budeme uvazovat nékolik funkci, které budou popisovat ¢ast populace N v daném obdobi:

e S- velikost ¢asti populace, ktera je nachylnd k onemocnéni (susceptible), tzn. jedinci,
ktefi jsou zdravi, ale mohou onemocnét danou nemoci.

e - velikost ¢asti populace, ktera je jiz nakazena (infectious) a schopna nakazit ostatni.

e R- velikost ¢asti populace, kterd byla nakazena, ale nesiii jiz ddle onemocnéni. To
miize byt zptsobeno tim, Ze byli izolovani, jsou po smrti nebo se uzdravili a jsou nyni
trvale imunni.

Vsechny tyto funkce jsou zavislé na ¢ase a predpokladame, ze plati S(t)+1(t)+ R(t) =

latentnimu obdobi.
Riizné modely se znaci podle toho, jaké z téchto funkeci v nich vystupuji a jak se jedinci
premistuji v jednotlivych skupinach. Pro pfehlednost se pouzivaji nasledujici diagramy:
S—1
S—=I1—=S5
S—1—R
S—-I—-R—S
S—-FE—-I1—R
S—-FE—-I—-R—>S
Modely popisujici sifeni infekénich onemocnéni mtizeme dale rozdélit na dva typy, epi-
demické a endemické. Epidemické modely popisuji nemoci, které se objevuji v populaci
kratkodobé (SARS, ptaci chiipka). Proto se uvazuji nulové koeficienty rtistu a tmrti. Vétsi-
nou také uvazujeme nulovy koeficient tmrtnosti souvisejici s nemoci, ackoliv realné nemoci

mohou byt smrtici. Velikost celkové populace N je pak konstantni.
Endemické modely popisuji nemoci, které v danném prostiedi existuji neustale (napf.
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malérie v nékterych ¢astech Afriky). Pracujeme tak na velkém ¢asovém méfitku a koefici-
enty ristu a imrtnosti nesouvisejici s nemoci jsou nenulové. Hodnota koeficientu timrtnosti
souvisejici s nemoci se odviji od charakteru samotného onemocnéni.

4.1 Modely SI a SIS

Zakladni epidemické modely pracuji pouze se dvéma ¢astmi populace, tedy se zdravymi
a nemocnymi. Podle toho se také tyto modely oznacuji. Model SI popisuje nemoc na
kratkodobé ¢asové Skéle (napi. tydny) a predpokladd, ze zdravi jedinci, ktefi se nakazi, uz
zustavaji nemocni, coz znazornuje diagram S — I. Pro funkce S, I bude platit:

S(t)+1(t) =N >0,

kde N je celkova velikost populace a je konstantni. Diferencialni rovnice pak maji tvar:

as _ _
de d <S’]>. (43)

Funkce f(S,I) popisuje vyskyt nemoci. Tato funkce je rostouci v obou proménnych
a pouzijeme nejjednodussi model f(S,1) = SIS, kde § > 0 predstavuje miru kontaktu
nemocnych a zdravych jedincti. Mtiizeme zde vidét jistou analogii s funkéni odezvou, kterou
jsme pouzivali v modelech predator-kotrist. Model mtzeme pak reprezentovat diagramem:

BIS

S —= 1.

Soustavu (43) mizeme zredukovat na jednu rovnici eliminovanim funkce S (S(t) = N —

I(t)). Dostaneme tak rovnici:

dl I

Tato rovnice ma stejny tvar jako logisticka rovnice s r = SN a K = N. Vime tedy, Ze
nemoc se rozsifi v celé populaci N, tedy prot — oo bude I - N a S — 0.

Model (43) nezahrnuje moznost uzdraveni, tedy presunu jedinct z populace I do po-
pulace S. K tomu slouzi epidemicky model SIS znazornovany diagramem S — I — S. V
tomto modelu kromé funkce f(S, I) figuruje dale funkce g(I), ktera predstavuje zotavovani
se z nemoci. Nejjednodussi moznosti je opét linedrni funkce g(7) = I, kde koeficient v > 0
je mira zotaveni. Model pak muzeme reprezentovat diagramem:

BIS

[SRUALN SUENSS

a popsat soustavou rovnic:
% = —pBSI +~1

o (45)
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Eliminaci funkce S(t) opét zredukujeme soustavu (45) na jednu diferenciélni rovnici:

dl
L BI(N=1)—~I.
o BI( ) =

Tuto rovnici mizeme upravit do logistického tvaru, pficemz zaroven zavedeme koeficient
Ry = TN tzv. zdkladni reprodukéni pomér (basic reproductive ratio), coz je pocet jedinci
infikovanych jednim jedincem. Dostavame tak rovnici:

=Ry~ DI~ ). (16)
t

Dostali jsme tedy rovnici v logistickém tvaru, kde r = y(Ry — 1) a K = N(1 — Rio)
Vidime, Ze mira rtistu » by mohla byt pro néktera Ry zaporna. Pro Ry < 1 jer < 0 a
populace [ klesa. Nemoc v takovém pripadé v prubéhu casu vymizi. Naopak pro Ry > 1
je r > 0 a populace I poroste. Nemoc se tak stane endemickou. Pro t — oo pak S — 0 a
I —- N(1- RLO) Hodnota koeficientu Ry ndm tedy tika, zda-li se nemoc bude v populaci
N sifit. Velikost koeficientu r pak ukazuje, jak rychlé takové Sifeni bude.

4.2 Epidemicky SIR model

U pfedchoziho modelu SIS jsme predpokladali, ze jedinci populace N, ktefi se uzdravi,
jsou opét nachylni k onemocnéni. U modelu SIR priddme skupinu R, ve které budou jedinci,
kteri se uzdravili a vybudovali si k onemocnéni imunitu anebo jedinci, kteti byli izolovani,
aby nenakazili ostatni zdravé jedince.

Pracujeme s epidemicky modelem takze opét plati, ze S(t) + I(t) + R(t) = N > 0,
kde N je konstatni velikost populace. Diagram modelu SIR se bude podobat diagramu
modelu SIS, s tim rozdilem, ze zde se jedinci pfesunuji ze skupiny I pouze do skupiny R
pii koeficientu ~:

s 25 1 24 R,

Soustava diferencialnich rovnic pak vypada takto:

B — _BSI
4l — BST — I . (47)
=1

Chtéli bychom, aby se v rovnicich opét objevil parametr Ry, pouzijeme tedy dimenzi-
onalni analyzu:

S =uN, I =vN, R =wN, t=r17, Ry = —.
Y
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Dostaneme tak soustavu diferencialnich rovnic s jednim parametrem:

g—ﬁ = —Ryuv
g—z = (Rou—1)v - (48)
e

Nové proménné u,v a w jsme zavedli jako podil populace N, jejich soucet bude tedy
u~+ v+ w =1, coz nam také zjednodussi nasledujici analyzu. Budeme tedy pracovat na
simplexu S3 = {(u,v,w) : 0<u<1,0<v<1,0<w<1,u+v+w = 1}. Polozime pravé
strany (48) rovné nule. Ze tfeti rovnice plyne, Ze pro stacionarni body musi byt v = 0, coz
vynuluje i zbylé rovnice. Stacionarnich bodi je proto nekone¢né mnoho. Pro v = 0 mtizeme
z rovnice u+v+w = 1 odvodit, Ze pro stacionarni body plati, ze [u*, v*, w*] = [u*,0,1—u*].

Prvni dvé rovnice nejsou zavislé na proménné w a tak je mizeme analyzovat samostatné.
Prava strana tfeti rovnice je rovna v a vime, ze v(t) > 0. Derivace je tedy kladna (resp.
nulovd) a funkce w bude rostouci. Jacobiho matice prvnich dvou rovnic mé tvar:

—Ro’U —Rou
PL()U -1 + Rou

J =

Ve stacionarnim bodé méa Jacobiho matice vlastni cisla Ay 0a Xl = Ryu*—1.V

roviné (u,v) jsou vSechny stacionérni body na polose u : 0 > u > 1. Z druhého vlastniho

¢isla a obrazkid 21a, 21b mizeme vidét, Ze stacionarni body u* < Rio feSeni pritahuji a

ostatni odpuzuji.

> 0.5¢

0 01 02 03 04 RO 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrazek 21a: Fazovy portrét pro Ry = 0.5 Obrazek 21b: Fazovy portrét pro Ry = 2

4.3 Endemicky SIR model

U epidemickych modeli jsme pracovali na kratkodobé casové skale a tak jsme zanedba-
vali zmeény velikosti populace N a predpokladali jsme, Ze nemoc nezptisobuje zadna tmrti.
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U endemickych modeli s témito faktory pocitat budeme a lze je znazornit diagramem

bN BIS tecl ~I
- S — I — R,
3 dS bdl L dR

kde koeficient b je mira narozeni, d mira tmrti nesouvisejicich s nemoci a ¢ mira Gmrti
souvisejicich s nemoci. Celkova populace je pak funkci ¢asu N = N(t), ktera spliuje
diferencialni rovnici:

dN

Budeme uvazovat dva pripady, dynamiku s imrtnosti a bez amrtnosti, ktera souvisi s
nemoci.

4.3.1 Dynamika bez timrtnosti souvisejici s nemoci
Predpokladame model, kde b = d > 0 a ¢ = 0. Celkova velikost populace je konstantni
a soustava diferencialnich rovnic vypada takto:
ds _
% =ON — BIS —bS
A BIS — I —bI . (50)
Cﬁl—f =~ —-bR

Pouzijeme opét dimenzionalni analyzu

N
S—uN, I—uN., ReuwN, t——T— R0
(v +0) (v +0)
a dostaneme soustavu rovnic:
g—:{ = ﬁ(l —u) — Ryuw
D — (Ryu — 1)v (51)

dw __ yv—bw
dr —  y+b

s omezenim u + v +w = 1.

Soustavu budeme opét fesit na simplexu S3, ktery jsme zavedli u predchoziho modelu.
Jelikoz prvni dvé rovnice opét nejsou zavislé na proménné w, miizeme je fesit samostatneé,
jako projekci na trojuhelnik v roviné (u,v).

Soustava (51) mé stacionarni bod [uy, vy, wy] = [1,0, 0], ktery pfedstavuje populaci N
bez onemocnéni. Tento stacionarni bod ma vlastni ¢isla A\; o = —ﬁ a3 = Ryg—1. MlzZeme
tedy vidét, ze pro Ry < 1 je tento stacionarni bod stabilni uzel a pro Ry > 1 je sedlem.
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Pro Ry = 1 je toto vlastni ¢islo nulové, takze by zde mohlo dochézet k néjaké bifurkaci.
Podivame se tedy na dalsi stacionarni bod.

Za urcitych podminek uvazujeme dalsi endemicky stacionarni bod
[ug, Vg, Wwo] = [R%)v ?ﬁ%)_éz, ?ﬁg; Rlo)] Pro Ry > 1 je tento stacionarni bod v uvaZované oblasti

a pro Ry = 1 splyva se stacionarnim bodem [u;, vy, w;]. Vlastni ¢isla tohoto stacionarniho
bodu jsou:

b Vby/b(Ry — 2)2 — 4v(Ry — 1) + bRy
M=——— dg=-— ,
v+b 2(b+ )
N — Vby/b(Ry — 2)? = 4y(Ro — 1) — bRy
5 2(b+7) '

Lze snadno ovéfit, ze pro Ry = 1 je A3 = 0 a zbyla vlastni ¢isla jsou identické s témi u
prvniho stacionarniho bodu. Vse nasvédcuje tomu, ze pro Ry = 1 dochézi k transkriptické
bifurkaci. Pro Ry > 1 je prvni stacionarni bod stabilni a druhy nestabilni a pro Ry < 1 je
tomu naopak. Pro urcitou hodnotu R, v zavislosti na ostatnich parametrech se pak jesté
stabilni uzel druhého stacionarniho bodu transformuje na spiralu, coz ovSem neni nic zvI4st
zajimavého. Na obrazcich 22a a 22b mutzeme vidét fazové portréty pro oba pfipady a na
obrazku 22c Teseni pro Ry = 10.

1
0.9+
0.8F
0.7+
06F

> 0.5¢
0.4r
0.3

0.2F
01F

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 RO O RO 02 03 04 05 06 07 08 08 1
u u
Obrazek 22a: Fazovy portrét pro Ry = 0.5 Obrazek 22b: Fazovy portrét pro Ry = 10

g |\ —s()
8 o5} Y I(t)
o R(t)

Obréazek 22c: Reseni pro Ry = 10
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4.3.2 Dynamika s imrtnosti souvisejici s nemoci

V nasledujicim modelu budeme predpokladat, ze b > d a ¢ > 0. Zaroven misto b/N
pouzijeme v rovnicich konstantni miru ristu B. Dostavame tak rovnice

& — B BIS —bS —dS

dt
4 = BIS =~y —cl —dI (52)
dR _
dN
=B —cN—dN
s omezenim S+ 1+ R = N.
Soustava (52) mé jeden stacionarni bod [Sy, I1, Ry, Ni| = [%, 0,0, g], ktery predstavuje
stav populace bez pfitomnosti nemoci. Tento stacionarni bod ma vlastni ¢isla A\j 23 = —d

BB—d(c+d . PN . .y
aN = w. Zavedeme opét parametr Ry = d(%fﬂ) a upravime ¢tvrté vlastni ¢islo

do tvaru Ay = (c+d+v)(Rp — 1). Stacionérni bod je tedy stabilni uzel pro Ry < 1 a sedlo
pro Ry > 1.

Za ur¢itych podminek opét uvazujeme endemicky stacionarni bod [Ss, I, Ry, No| =
[i d(RO—l) ’Y(Ro—l) C+(d+V)R0]
dRy’ [3 ) :8 3 ,8
Ag=—da

a to pti Ry > 1. Druhy stacionarni bod ma vlastni ¢isla

\e — dRo++/d?Ro+4d(1—Ro)(c+d+7)
3 — = 2 )

\ —dRo++/d2Ro+4d(1—Ro)(c+d-+v)
4= 5 .

Za podminky Ry > 1 je druhy stacionarni bod stabilnim uzlem. Pro Ry =1je Ay, =0 a
oba stacionarni body splyvaji. Pti této hodnoté tedy opét dochézi k transkriptické bifurkaci.
Na obrazku 23 mtzeme vidét feseni pro Ry = 10.

Reseni

Obrazek 23: Reseni pro Ry = 10
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Zaveér

V této praci jsme se zabyvali modely populacni dynamiky z matematické biologie.
V prvni kapitole jsme zavedli nékteré stézejni matematické pojmy a ukézali jsme, jak po-
stupovat pii kvalitativni analyze obycejné diferencidlni rovnice (resp. jejich soustavy). Také
jsme si predstavili dimenzionalni analyzu, jako metodu pro zjednoduseni modelu popsa-
ného diferencialnimi rovnicemi zptisobem, ktery neméni jeho kvalitativni vlastnosti.

Ve druhé kapitole jsme se seznamili se zakladnimi modely popula¢ni dynamiky, jako
je Malthustiv model popula¢niho ristu a Verhulstova logisticka rovnice. Na zavér kapitoly
jsme se podivali na dynamiku s predatacnim tlakem, kde jsme nejprve predstavili Hollin-
govy funkéni odezvy a nasledné analyzovali model popula¢ni exploze obalece. U tohoto
modelu jsme pak experimentovali se zaménou parametru za casové zavislou funkci.

V naésledujici kapitole jsme se zaméfili na modely interakce dvou zivocisnych druh,
konkrétné na tzv. modely predator-kotfist. Jako prvni jsme se seznamili s jednoduchym
modelem Lotky a Volterry. Od ného jsme postupovali pres model s logistickym ristem
kotisti k modelu Rosenzweiga a MacArthura s tzv. ”paradox of enrichment”. Na zavér této
kapitoly jsme model Rosenzweig-MacArthur obohatili o interferenci predatora a za pomoci
simulaci v toolboxu Matcont pro Matlab hledali bifurkace.

V posledni kapitole jsme se seznamili s modely Sifeni infekénich chorob. Od zaklad-
nich modeli SI a SIS jsme se propracovali k epidemickému modelu SIR a néasledné k jeho
endemické podobé s a bez timrtnosti souvisejici s nemoci.
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