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Abstrakt

Stabilizace jednonohého robota

Tato diplomová práce se zabývá modelováńım prototypu a návrhem zpětnovazebńıho
ř́ızeńı pro prototyp jednonohého robota s dvouosým náklonoměrem a třemi nezávislými
lineárńımi voice coil aktuátory. Pro prototyp robota navrhujeme lineárńı ř́ızeńı takové, aby
bylo dosaženo stabilizace těla robotu ve svislé poloze. Stabilizace by měla být dosažena
vhodným posunem magnetických závaž́ı voice coil aktuátor̊u tak, aby těžǐstě a bod styku nohy
robota s podložkou byly ve svislé ose. Předpokládáme, že prototyp robota je vstupně symet-
rický. V práci zkoumáme vstupńı symetrii systému a návrh symetrického ř́ızeńı. Pro prototyp
jsou vytvořeny matematické modely Newton-Eulerovou a Lagrangeovou metodou. Pro tyto li-
nearizované modely navrhujeme stavovou a výstupńı zpětnou vazbu. V práci je vytvořen také
model robotu a ř́ıd́ıćıho systému v programovém prostřed́ı Matlab/Simulink/SimMechanic.
Navržené ř́ızeńı je aplikováno na prototyp robota.

Kĺıčová slova

Jednonohý robot, Lagrangeova a Newton-Eulerova metoda modelováńı systémů, vstupńı
symetrie systému, symetrická zpětná vazba, návrh stavové a výstupńı zpětné vazby, metoda
LQR, metoda přǐrazeńı Jordanovi formy, modelováńı v SimMechanics

Abstract

Stabilization of one-legged robot

This thesis deals with modeling of prototype and with design of feedback control for a one-
legged robot prototype with biaxial incliner and three independent linear voice coil actuators.
For the prototype of robot is proposed a linear control such as to achieve stabilization of the
body of robot in a vertical position. Stabilization should be achieved by an appropriate shift
of magnetic weights of voice coil actuators that the center of gravity and point of contact of
the robot legs with ground should be in the vertical axis. We presume that the prototype
of robot is symmetrical in inputs. In this thesis we investigate the symmetry of the system
input and design of symmetric control. For the prototype is built mathematical models by
Newton-Euler and Lagrange method. For these linearized models we design the state and
output feedback. In the thesis is also created a model of the robot and the control system in
programming environment Matlab/Simulink/SimMechanic. The proposed control is applied
to a prototype of robot.

Key words

One-legged robot, Lagrange and Newton-Euler method of system modeling, symmetry
of system’s inputs, symmetrical feedback, the proposal of state and output feedback, LQR
method, Jordan form assignment method, modeling in SimMechanics
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2.4 Matematický model sestavený Newton-Eulerovou metodou . . . . . . . . . . . 10

2.4.1 Tvorba modelu konstrukce robota . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.8.3 Sestaveńı Lagrageových rovnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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3.3 Robustnost zpětnovazebńıho systému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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1 Úvod

Prvńı problém, který se vyskytne při návrhu zpětnovazebńıho ř́ızeńı, je jakým zp̊usobem
identifikovat reálný systém. Každý reálný systém je obecně nelineárńı systém. Pokud je to
možné, snaž́ıme se popsat dynamické chováńı a strukturu reálného systému matematicky. Po-
kud známe fyzikálńı vztahy, které pro systém plat́ı, lze jako nástroj pro tvorbu matematického
popisu mechanických systémů použ́ıt Newton-Eulerovu nebo Lagrangeovu metodu. Využit́ım
těchto metod dostáváme obecně soustavu nelineárńıch diferenciálńıch rovnic. Teorie automa-
tického ř́ızeńı se však zabývá předevš́ım návrhem regulátor̊u pro lineárńı systémy. Pro návrh
lineárńıho ř́ızeńı je potřeba převést popis nelineárńıho systému na popis lineárńıho systému.
Soustavu diferenciálńıch rovnic převedeme na nelineárńı stavový popis a pro konkrétńı pra-
covńı bod stavového prostoru provedeme linearizaci. Dostaneme tedy lineárńı stavový popis,
pro který navrhujeme regulátor. Tento obecný postup aplikujeme na systém prototypu jed-
nonohého robota.

Obrázek 1.1: Prototyp jednonohého robota se 3 nezávislými lineárńımi voice coil aktuátory
a dvouosým náklonoměrem

Protyp jednonohého robota budeme modelovat pro Newton-Eulerovu metodu jako systém
4. řádu, kde zanedbáme dynamiku aktuátor̊u a budeme v mı́stě aktuátor̊u uvažovat pouze si-
lové p̊usobeńı na konstukci. Pro tento nejjednodušš́ı model ověř́ıme vstupńı symetrii systému
a také navrhneme symetrickou stavovou zpětnou vazbu.
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Dále se v práci zabýváme tvorbou modelu v programovém prostřed́ı Matlab/Simulink/
SimMechanics. Tento př́ıstup má výhodu v tom, že během simulace máme k dispozici vi-
zualizaci modelu a dokážeme si lépe představit, jak se model chová. Vizualizace je velmi
jednoduchá, ale poměrně dobře odpov́ıdá prototypu.

Obrázek 1.2: Animace v SimMechanics

Pro prototyp budeme navrhovat zpětnou vazbu s využit́ım modelu 10. řádu vytvořený
Lagrangeovou metodou. Protože při tvorbě Lagrangeova modelu popisujeme systém robotu
matematicky, známe dobře vnitřńı strukturu a označeńı jednotlivých stav̊u, vstup̊u a výstup̊u
systému. Pro model v SimMechanics je nám struktura modelu skryta.

Prototyp jednonohého robota chceme ř́ıdit pouze za pomoci znalosti náklonu a úhlových
rychlot́ı konstrukce robota. Ke stabilizaci robota ve svislé poloze je tedy potřeba navrhovnout
výstupńı zpětnou vazbu.
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2 Odvozeńı matematického modelu

2.1 Těžǐstě soustavy hmotných bod̊u

Tuhé těleso tvoř́ı soustava pevně vázaných hmotných bod̊u. Těžǐstě tuhého tělesa je
p̊usobǐstěm t́ıhové śıly. V těžǐsti můžeme umı́stit celkovou hmotnost soustavy hmotných bod̊u.
Celková hmotnost je dána součtem hmotnost́ı všech hmotných bod̊u soustavy. Polohový vek-
tor resp. pr̊uvodič těžǐstě urč́ıme takto:

m = Σn
i=1mi

rc =
1

m
· Σn

i=1ri ·mi (2.1)

Obrázek 2.1: Soustava hmotných bod̊u

2.2 Antisymetrická matice

Antisymetrická matice S (Skew Symetric Marix) je taková matice n×n, pro kterou plat́ı:

ST + S = 0 (2.2)

tedy každá taková matice 3× 3 má tuto formu:

S =

 0 −s3 s2
s3 0 −s1
−s2 s1 0

 (2.3)
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Pro každé dva vektory a,b ∈ R3 plat́ı:

S(a)b = a× b (2.4)

kde S(a) je antisymetrická matice sestavená z prvk̊u vektoru a.

S(a) =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

 a =

a1a2
a3

 (2.5)

2.3 Newton-Eulerovy pohybové rovnice

Pohyb tuhého tělesa o hmotnosti m je popsán Newtonovou dynamickou rovnićı sestavenou
k těžǐsti tělesa. Tedy pro výslednici všech sil FV p̊usob́ıćı na těžǐstě tělesa plat́ı (2. Newton̊uv
zákon):

FV = maT (2.6)

kde aT je okamžité zrychleńı pohybu těžǐstě tělesa.
Okamžité zrychleńı hmotného bodu je časovou derivaćı jeho okamžité rychosti. Uvažujeme-

li (pohyb po kružnici) rotaci, pak pro okamžité zrychleńı hmotného bodu plat́ı:

a =
dv

dt
=
dω

dt
× r (2.7)

kde ω je vektor úhlové rychlosti a r je polohový vektor hmotného bodu.
Hybnost hmotného bodu je definována jako skalárńı součin hmotnosti a okamžité rychlosti

hmotného bodu.

p = mv (2.8)

Dále je pohyb tělesa popsán Eulerovou dynamickou rovnićı (2.11), kterou lze odvodit z
1. impulsové věty:

F =
dp

dt
(2.9)

tak, že tuto rovnici vektorově vynásob́ıme polohovým vektorem r. Potom tedy dostaneme
rovnici,

r× F = r× dp

dt
(2.10)

kterou lze napsat ve tvaru:

dH

dt
= M (2.11)

Vztah (2.11) je mamtematickým vyjádřeńım 2. impulsové věty. Kde M je moment vněǰśıch
sil a H je moment hybnosti. Moment hybnosti hmotného bodu vzhledem k počátku soustavy
souřadnic je definován jako vektorový součin pr̊uvodiče a vektoru hybnosti bodu. Plat́ı:

H = r× p (2.12)

Uvažujeme-li čistou rotaci hmotného bodu můžeme vektor hybnosti upravit na tvar:
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H = r×mv = r×m(ω × r) =

= −m[r× (r× ω)] = −mS(r)S(r)︸ ︷︷ ︸
I

ω

H = Iω (2.13)

kde S(r) je antisymetrická matice sestavená podle vztahu (2.5), m je hmotnost hmotného
bodu, ω je úhlová rychlost, r je pr̊uvodič a I je matice:

r =

xy
z



I = −mS(r)S(r) =

m(z2 + y2) −mxy −mxz
−mxy m(z2 + x2) −mzy
−mzx −mzy m(x2 + y)

 (2.14)

Matici I nazýváme tenzor setrvačnosti.

2.4 Matematický model sestavený Newton-Eulerovou meto-
dou

Konstrukci jednonohého robota lze při tvorbě modelu považovat za tuhé těleso. Tuhé
těleso nahrad́ıme soustavou čtyř pevně vázaných hmotných bod̊u umı́stěných v pravotočivé
soustavě souřadnic viz. Obrázek 2.2. Body A,B,C,S jsou hmotné body konstrukce robotu a
bod T je těžǐstě.

Obrázek 2.2: Soustava hmotných bod̊u reprezentuj́ıćı robota
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2.4.1 Tvorba modelu konstrukce robota

Jednonohý robot se skládá z těla a tř́ı stejně dlouhých ramen. Na konćıch ramen jsou
voice coil aktuátory. Ramena sv́ıraj́ı s tělem robotu úhel 45◦, zároveň ramena mezi sebou
sv́ıraj́ı úhel 120◦. Při tvorbě modelu chceme zachovat dynamiku systému a zároveň chceme,
aby model robotu byl co nejjednoduš́ı. Nahrad́ıme tedy konstrukci čtyřmi hmotnými body
(A,B,C,S) viz. Obrázek 2.2 a voice coil aktuátory nahrad́ıme p̊usob́ıćımi silami (FA,FB,FC)
v bodech A,B,C, které maj́ı hmotnost m.Bod S má hmotnost M a pro hmotnost těžǐstě T
tedy plat́ı:

µ = M + 3m

Nyńı urč́ıme polohové vektory jednotlivých bod̊u v pravotočivé Kartézké soustavě souřadnic.
Bod S lež́ı na ose z, proto bude mı́t jeho polohový vektor rS x-ovou a y-ovou souřadnici
nulovou. Bod A lež́ı v rovině XZ, proto bude mı́t jeho polohový vektor rA y-ovou souřadnici
také nulovou. Polohové vektory:

rS =

0
0
l

 rA =

0
h
r

 (2.15)

Polohové vektory bod̊u B a C urč́ıme ze znalosti konstrukce tak, že provedeme rotaci
polohového vektoru rA kolem osy z o úhel δ = ±120◦. Rotace v ose z proti směru hodinových
ručiček je charakterizována matićı rotace:

Rδ =

cos(δ) − sin(δ) 0
sin(δ) cos(δ) 0

0 0 1

 (2.16)

tedy pro polohové vektory plat́ı:

rB = R120◦rA =

−1
2 −

√
3
2 0√

3
2 −1

2 0
0 0 1


r0
h

 =

−1
2r√
3
2 r
h

 (2.17)

rC = R−120◦rA =

 −1
2

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0
0 0 1


r0
h

 =

 −1
2r

−
√
3
2 r
h

 (2.18)

Pro určeńı polohového vektoru využijeme vzorec (2.1), do kterého dosad́ıme př́ıslušné
hmotnosti a polohové vektory:

rT =
m(rA + rB + rC) +MrS

µ
=

 0
0

3mh+Ml

3m+M

 (2.19)

V bodě A má p̊usobǐstě śıla FA, která p̊usob́ı kolmo na rameno robotu v rovině XZ. Pro
śılu FA p̊usob́ıćı na bod A vyjádř́ıme směrový vektor FA:
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FA =


√
2
2
0√
2
2

 (2.20)

V bodě B má p̊usobǐstě śıla FB a v bodě C śıla FC . Vektory těchto sil lze vyjádřit obdobně
jako pr̊uvodiče rB, rC , provedeme rotaci vektoru śıly FA o 120◦.

FB = R120◦FA =

−1
2 −

√
3
2 0√

3
2 −1

2 0
0 0 1



√
2
2
0√
2
2

 =

−
√
2
4√
6
4√
2
2

 (2.21)

FC = R−120◦FA =

 −1
2

√
3
2 0

−
√
3
2 −1

2 0
0 0 1



√
2
2
0√
2
2

 =

−
√
2
4

−
√
6
4√
2
2

 (2.22)

(2.23)

2.4.2 Sestaveńı pohybových rovnic

Konstrukci robota jsme namodelovali pomoćı hmotných bod̊u, vzájemné polohy hmotných
bod̊u jsou časově neměnné. Poloha celé konstrukce se však v čase měńı. Uvažume tedy
vzájemný pohyb konstrukce robotu a podložky, který je charakterizován dvěma rotacemi.
Dle volby souřadného systému na Obrázku 2.1 jsou to rotace kolem osy x o úhel ϕ(t) a
rotace kolem osy y o úhel ψ(t). Složenou rotaci v obou osách bude charakterizovat matice
rotace Rxy, která vznikla násobeńım matic elementárńıch rotaćı.

Rxy = RψRϕ =

 c(ψ(t)) 0 s(ψ(t))
0 1 0

−s(ψ(t)) 0 c(ψ(t))

1 0 0
0 c(ϕ(t)) −s(ϕ(t))
0 s(ϕ(t)) c(ϕ(t))

 =

 c(ψ(t)) s(ψ(t))s(ϕ(t)) s(ψ(t))c(ϕ(t))
0 c(ϕ(t)) −s(ϕ(t))

−s(ψ(t)) c(ψ(t))s(ϕ(t)) c(ψ(t))c(ϕ(t))

 (2.24)

kde
sin(x) = s(x) cos(x) = c(x)

Abychom vyjádřili časovou závislost polohových vektor̊u hmotných bod̊u a p̊usob́ıćıch sil
v bodech, vynásob́ıme vektory z leva matićı Rxy. Pro přehledný zápis uvažujeme následuj́ıćı
označeńı funkćı sinus a cosinu:

sin(ψ(t)) = sψ sin(ϕ(t)) = sϕ

cos(ψ(t)) = cψ cos(ϕ(t)) = cϕ

Pak tedy dostaneme vztahy:
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rA(t) = RxyrA =

 cψr + sψcϕh
−sϕh

−sψr + cψcϕh


rB(t) = RxyrB =

−1
2cψr +

√
3
2 sψsϕr + sψcϕh√

3
2 cϕr − sϕh

1
2sψr +

√
3
2 cψsϕr + cψcϕh


rC(t) = RxyrC =

−1
2cψr −

√
3
2 sψsϕr + sψcϕh

−
√
3
2 cϕr − sϕh

1
2sψr −

√
3
2 cψsϕr + cψcϕh


rS(t) = RxyrS =

sψcϕl−sϕl
cψcϕl



rT (t) = RxyrT =


sψcϕ(3mh+Ml)

3m+M

− sϕ(3mh+Ml)
3m+M

cψcϕ(3mh+Ml)
3m+M

 (2.25)

FA(t) = RxyFA =


√
2
2 cψ +

√
2
2 sψcϕ

−
√
2
2 sϕ

−
√
2
2 sψ +

√
2
2 cψcϕ


FB(t) = RxyFB =

−
√
2
4 cψ +

√
6
4 sψsϕ +

√
2
2 sψcϕ√

6
4 cϕ −

√
2
2 sϕ√

2
4 sψ +

√
6
4 cψsϕ +

√
2
2 cψcϕ


FC(t) = RxyFC =

−
√
2
4 cψ −

√
6
4 sψsϕ +

√
2
2 sψcϕ

−
√
6
4 cϕ −

√
2
2 sϕ√

2
4 sψ −

√
6
4 cψsϕ +

√
2
2 cψcϕ


Dále vyjádř́ıme celkový moment hybnosti soustavy hmotných bod̊u Hs pomoćı aplikace

vztahu (2.14). Celkový moment hybnosti SHB 1odpov́ıdá součtu součin̊u tenzor̊u setrvačnosti
jednotlivých bod̊u a úhlové rychlosti konstrukce robotu ω.

Hs =
∑

Iω = (IA + IB + IC + IS)ω (2.26)

1Soustava Hmotných Bod̊u
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kde

IA = −mS(rA(t))S(rA(t)) (2.27)

IB = −mS(rB(t))S(rB(t)) (2.28)

IC = −mS(rC(t))S(rC(t)) (2.29)

IS = −MS(rS(t))S(rS(t)) (2.30)

ω =

 d
dtϕ(t)
d
dtψ(t)

0

 (2.31)

Vzhledem ke složitosti vztah̊u pro vektor momentu hybnosti Hs jsme úplné matematické
vyjádřeńı uvedli v př́ıloze.

Na SHB aplikujeme 2.Impulsovou větu (2.11). Tedy časová derivace celkového momentu
hybnosti SHB se rovná celkovému momentu Ms p̊usob́ıćıch na SHB.

d

dt
Hs = Ms (2.32)

kde celkový moment p̊usob́ıćı na SHB robotu Ms je součtem momentu MG, který je
zp̊usoben t́ıhovou silou FG a momentu vstupu Mu, který je zp̊usoben silami FA(t),FB(t),FC(t).
Gravitačńı zrychleńı p̊usob́ı ve směru osy -z.

Ms = MG + Mu = rT (t)× FG + Mu (2.33)

kde
Mu = u1MA + u2MB + u3MC (2.34)

MA = rA(t)× FA(t) MB = rB(t)× FB(t) MC = rC(t)× FC(t) (2.35)

FG =

 0
0
−µg

 u =

u1u2
u3

 (2.36)

MG =

 sϕ(3mh+Ml)g
sψcϕ(3mh+Ml)g

0

 (2.37)

MA =

 −
√
2
2 (sψr − cψcϕh)sϕ −

√
2
2 sϕh(−sψ + cψcϕ)√

2
2 (−sψr + cψcϕh)(cψ + sψcϕ) +

√
2
2 (−cψr − sψcϕh)(−sψ + cψcϕ)

sϕh
√
2
2 (cψ + sψcϕ)−

√
2
2 (cψr + sψcϕh)sϕ



MB =

MB(1)
MB(2)
MB(3)

 (2.38)

MB(1) = (−1
2sψr−

√
3
2 cψsϕr−cψcϕh)(

√
3
√
2

4 cϕ−
√
2
2 sϕ)+(

√
3
2 cϕr−sϕh)(

√
2
4 sψ+

√
3
√
2

4 cψsϕ+
√
2
2 cψcϕ)
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MB(2) = (12sψr+
√
3
2 cψsϕr+ cψcϕh)(−

√
2
4 cψ +

√
3
√
2

4 sψsϕ +
√
2
2 sψcϕ) + (12cψr−

√
3
2 sψsϕr−

sψcϕh)(
√
2
4 sψ +

√
3
√
2

4 cψsϕ +
√
2
2 cψcϕ)

MB(3) = (−
√
3
2 cϕr+sϕh)(−

√
2
4 cψ+

√
2
4 sψsϕ

√
3+
√
2
2 sψcϕ)+(−1

2cψr+
√
3
2 sψsϕr+sψcϕh)(

√
3
√
2

4 cϕ−√
2
2 sϕ))

MC =

MC(1)
MC(2)
MC(3)

 (2.39)

MC(1) = (−1
2sψr +

√
3
2 cψsϕr − cψcϕh)(−

√
3
√
2

4 cϕ −
√
2
2 sϕ) + (−

√
3
2 cϕr − sϕh)(

√
2
4 sψ −√

3
√
2

4 cψsϕ +
√
2
2 cψcϕ)

MC(2) = (12sψr−
√
3
2 cψsϕr+ cψcϕh)(−

√
2
4 cψ−

√
3
√
2

4 sψsϕ +
√
2
2 sψcϕ) + (12cψr+

√
3
2 sψsϕr−

sψcϕh)(
√
2
4 sψ −

√
3
√
2

4 cψsϕ +
√
2
2 cψcϕ)

MC(3) = (
√
3
2 cϕr+sϕh)(−

√
2
4 cψ−

√
3
√
2

4 sψsϕ+
√
2
2 sψcϕ)+(−1

2cψr−
√
3
2 sψsϕr+sψcϕh)(−

√
3
√
2

4 cϕ−√
2
2 sϕ)

Budeme uvažovat, že moment vstupu Mu budeme moci měnit pomoćı vstupu u. Model ro-
botu je popsán vektorovou diferenciláńı rovnićı:

o = MG + Mu −
d

dt
Hs (2.40)

kde o= [0 0 0]T a MG + Mu − d
dtHs = Eq = [Eqx Eqy Eqz]

T

Z vektorové rovnice (2.40) dostaneme po složkách tři seperátńı rovnice. Chceme vyřešit sou-

stavu rovnic, kde neznámé jsou úhlové zrychleńı d2

dt2
ϕ = εϕ,

d2

dt2
ψ = εψ. Postač́ı nám proto

uvažovat pouze x-ovou složku (Eqx = 0) a y-ovou složku rovnice (2.40) (Eqy = 0). Řeš́ıme
tedy lineárńı soustavu 2 rovnic pro dvě neznámé. Pro přehledněǰśı zápis soustavy a jej́ıho
řešeńı zavedeme substituci. Soustava lineárńıch rovnic:

Eqx = a1 + b1εϕ + c1εψ = 0

Eqy = a2 + b2εϕ + c2εψ = 0 (2.41)

kde substituce za prvky a1, a2, b1, b2, c1, c2 jsou uvedeny v př́ıloze.
Řešeńım soustavy 2.41 dostaneme úhlová zrychleńı εϕ, εψ, které dále využijeme pro popis

systému ve stavové reprezentaci.

εϕ =
−c1a2 + c2a1
−c1b2 + c2b1

εψ =
a1b2 − b1a2
−c1b2 + c2b1

(2.42)
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2.5 Stavová reprezentace 4-bodového modelu

Chceme-li źıskat popis systému 4.̌rádu ve stavové reprezentaci, je nutné zvolit 4 stavové
proměnné. Jako stavové proměnné zvoĺıme tedy úhly rotace ϕ, ψ a př́ıslušné úhlové rychlosti
ωϕ, ωϕ . Převod diferenciálńıch rovnic na stavový popis provedeme metodou snižováńı řádu
derivace. Stav systému x(t) a derivace stavu ẋ(t) maj́ı tento tvar:

x(t) =


x1
x2
x3
x4

 =


ϕ(t)
ψ(t)
ωϕ(t)
ωψ(t)

 ẋ(t) =


ẋ1
ẋ2
ẋ3
ẋ4

 =


ωϕ(t)
ωψ(t)
εϕ(t)
εψ(t)

 (2.43)

Stavový popis nelineárńıho systému má tvar:

ẋ(t) =


ẋ1
ẋ2
ẋ3
ẋ4

 = f(x(t),u(t)) =


f1(x,u)
f2(x,u)
f3(x,u)
f4(x,u)

 (2.44)

y(t) = h(x(t)) = Ix(t)

kde popis nelineárńıch funkćı fi(x,u), i =1,2,3,4 je uveden v př́ıloze a I je identická matice
4× 4.

2.5.1 Lineárńı stavový popis 4-bodového modelu

Lineárńı stavový popis má tvar:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (2.45)

kde A je matice systému řádu 4× 4, B je matice vstupu řádu 4× 3. Matice A,B dostaneme z
nelineárńıho stavového popisu provedeme-li linearizaci v pracovńım bodě (x0, u0). Linearizaci
nelineárńıho systému provedeme pomoćı Taylorova rozvoje při zanedbáńı vyšš́ıch derivaćı.
Lineárńı model bude aproximovat chováńı nelineárńıho systému v bĺızkém okoĺı pracovńıho
bodu. Matice A,B jsou určeny z Jacobiových matic po dosazeńı pracovńıho bodu (x0, u0).

A =
∂f(x, u)

∂x
|x0,u0 =


∂f1(x,u)
∂x1

... ∂f1(x,u)
∂x4

...
...

∂f4(x,u)
∂x1

... ∂f4(x,u)
∂x4


|x0,u0

(2.46)

B =
∂f(x, u)

∂u
|x0,u0 =


∂f1(x,u)
∂u1

... ∂f1(x,u)
∂u3

...
...

∂f4(x,u)
∂u1

... ∂f4(x,u)
∂u3


|x0,u0

(2.47)

x0 = [0 0 0 0]T , u0 = [0 0 0]T
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Prvky matic A,B záviśı na parametrech robotu. Dosad́ıme-li za parametry robotu naměřené
hodnoty vyrobeného prototypu, dostaneme č́ıselně matice A,B.

M = 0.166 g = 9.81 h = 0.04 l = 0.076 m = 0.064 r = 0.15 (2.48)

A =


0 0 1 0
0 0 0 1

58.1152 0 0 0
0 58.1152 0 0

 B =


0 0 0
0 0 0
0 19.6616 −19.6616

−22.7032 11.3516 11.3516

 (2.49)

2.6 Lagrangeova metoda

Lagrangeova metoda tvorby matematického modelu je alternativou k tvorbě matema-
tického modelu pomoćı Newton-Eulerových rovnic. K sestaveńı Lagrangeových rovnic neńı
potřeba znát všechny p̊usob́ıćı śıly na těleso, pouze muśı být splněna podmı́nka, že silové
pole, ve kterém se těleso nacháźı je konzervativńı. Gravitačńı pole je konzervativńı, protože
pro těleso v gravitačńım poli existuje potencilonálńı energie. Lagrangeovi rovnice maj́ı tvar.

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−
(
∂L

∂qi

)
= Qi 1 ≤ i ≤ n (2.50)

kde

L , T − V je Lagrangian,
T je kinetická energie vzhledem k inerciálńı soustavě,
V je potencionálńı energie,
n je počet stupň̊u volnosti,
qi i=1,2,...,n jsou zobecněné souřadnice
Qi i=1,2,...,n jsou zobecněné śıly

2.7 Parametry robotu

Při tvorbě matematického modelu pomoćı Lagrangeovy metody budeme použ́ıvat speci-
fické označeńı parametr̊u robotu, které jsme odměřili z reálného prototypu. Tyto parametry
nyńı definujeme pomoćı bod̊u umı́stěných v soustavě souřadnic viz. obrázek 2.3.
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Obrázek 2.3: Soustava souřadnic s modelem robotu

Konstrukci robota namodelujeme jako soustavu hmotných bod̊u, které jsou na obrázku 2.3
znázorněny pomoćı červených a žlutých koleček. Červené kolečka znázorňuj́ı ty hmotné body
(AK , BK , CK , S), které jsou pevně svázány s konstrukćı robota. Žluté kolečka znázorňuj́ı
hm. body (A,B,C), které měńı polohu v̊uči konstrukci robota v př́ıslušných osách OA, OB, OC .
Ostatńı body maj́ı význam při definováńı parametr̊u modelu robota.

Seznam parametr̊u robota:

Hmota:

hmotný bod parametr velikost parametru[kg]

Ak mc 0.0165

Bk mc 0.0165

Ck mc 0.0165

A mz 0.0475

B mz 0.0475

C mz 0.0475

S mT 0.166

Př́ıslušné rozměry charakterizuj́ıćı konstrukci robota nadefinujeme pomoćı velikost́ı vektor̊u,
které označ́ıme koncovým a počátečńım bodem viz. obrázek 2.3.
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Vzdálenosti:

velikost vektoru parametr velikost parametru[m]

|
−−−→
A′AK | d0 0.0286

|
−−−→
B′BK | d0 0.0286

|
−−−→
C ′CK | d0 0.0286

|
−−→
A′A| δA (-0.0286,0.0286)

|
−−→
B′B| δB (-0.0286,0.0286)

|
−−→
C ′C| δC (-0.0286,0.0286)

|
−→
OS| lT 0.076

|
−−→
OV | l 0.209

|
−−→
V A′| r 0.2176

|
−−→
V B′| r 0.2176

|
−−→
V C ′| r 0.2176

2.8 Odvozeńı Lagrangeova modelu robota

2.8.1 Popis polohy v soustavě souřadnic

Polohu jednolivých hmotných bod̊u v s.s. vyjadřuj́ı př́ıslušné pr̊uvodiče, což jsou vektory
s počátečńım bodem v počátku s. s. a koncovým bodem v př́ıslušném hmotném bodu. Na
obrázku 2.3 vid́ıme, že tělo robotu lež́ı v ose Y, proto x-ova a z-ova souřadnice pr̊uvodiče rS
budou nulové. Body (A’,AK ,A) lež́ı v rovině XY, proto pr̊uvodiče rA, rAK budou mı́t z-ovou
souřadnici nulovou. Plat́ı tedy:

rS =

 0
lT
0

 (2.51)

rAK =

 r sin(ϕ) + cos(ϕ)d0
l − rcos(ϕ) + sin(ϕ)d0

0

 =

 r
√
2
2 +

√
2
2 d0

l −
√
2
2 +

√
2
2 d0

0

 (2.52)

rA =

 r sin(ϕ) + cos(ϕ)(d0 + δA)
l − cos(ϕ) + sin(ϕ)(d0 + δA)

0

 =

 r
√
2
2 +

√
2
2 (d0 + δA)

l −
√
2
2 +

√
2
2 (d0 + δA)
0

 (2.53)

Odvozeńı těchto vztah̊u si lépe představ́ıme zobrazeńım části robotu v rovině XY viz. obr.
2.4, kde úhel ϕ = π

4 .
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Obrázek 2.4: Částečný model robota

Abychom dostali zbylé pr̊uvodiče hmotných bod̊u, provedeme rotaci pr̊uvodič̊u rA, rAK
kolem osy Y o úhel γ = ±2π

3 , nebot’ maj́ı ramena robotu mezi sebou odchylku právě γ, což
je vidět při zobrazeńı robota v rovině XZ viz. obrázek 2.5.

Obrázek 2.5: Model robota v rovině XZ
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Plat́ı tedy:

rB = Ry(γ)rA =

 −
√
2
4 (r + δB + d0)

l −
√
2
2 (r − δB − d0)

−
√
6
4 (r + δB + d0)

 (2.54)

rBK = Ry(γ)rAK =

−
√
2
4 (r + +d0)

l −
√
2
2 (r − d0)

−
√
6
4 (r + d0)

 (2.55)

rC = Ry(−γ)rA =

 −
√
2
4 (r + δC + d0)

l −
√
2
2 (r − δC − d0)√

6
8 (r + δC + d0)

 (2.56)

rCK = Ry(−γ)rAK =

 −
√
2
4 (r + d0)

l −
√
2
2 (r − d0)√

6
4 (r + d0)

 (2.57)

kde Ry(γ) je matice rotace kolem osy Y o úhel γ:

Ry(γ) =

 cos(γ) 0 sin(γ)
0 1 0

−sin(γ) 0 cos(γ)


2.8.2 Sestaveńı Lagrangianu

K sestaveńı Lagrangianu potřebujeme určit počet stupň̊u volnosti a zobecněné souřadnice
modelu robota. Model robota má 5 stupň̊u volnosti, protože může konat 5 nezávislých pohyb̊u
v r̊uzných osách (osy viz. obrázek 2.3). Přehled pohyb̊u:

typ pohybu osa pohybu časově proměnné parametry

translace osa OA δA(t)

translace osa OB δB(t)

translace osa OB δB(t)

rotace osa X α(t)

rotace osa Z β(t)

Koná-li konstrukce robota rotaci kolem os X a Z, pak se podle toho měńı i př́ıslušné pr̊uvodiče
hm. bod̊u. Rotaci robota muśıme zahrnout ve vyjádřeńı polohy, proto všechny pr̊uvodiče
přenásob́ıme matićı rotace Rxz :

Rxz = Rz(β)Rx(α) =

cos(β) −sin(β) 0
sin(β) cos(β) 0

0 0 1

1 0 0
0 cos(α) −sin(α)
0 sin(α) cos(α)


Rxz =

cos(β) −sin(β)cos(α) sin(β)sin(α)
sin(β) cos(β)cos(α) −cos(β)sin(α)

0 sin(α) cos(alpha)

 (2.58)
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Nyńı můžeme vyjádřit potencionálńı energii všech hmotných bod̊u V v gravitačńım poli,
kde t́ıhová śıla p̊usob́ı ve směru osy -Y podle vzorce:

Vg =
∑
i

mig · hi (2.59)

kde g je gravitačńı zrychleńı, mi jsou př́ıslušné hmotnosti bod̊u a hi = r(2) jsou vždy y-ové
souřadnice pr̊uvodiče danného hmotného bodu.

Vg = g{mz[rA(2) + rB(2) + rC(2)] +mc[rAK (2) + rBK (2) + rCK (2)] +mT rS(2)}

Dále do potencionálńı energie patř́ı také, potencionálńı energie pružnosti:

Vp =
∑
i

1

2
ky2i =

1

2
k[(a− δA)2 + (a− δB)2 + (a− δC)2] (2.60)

kde k je tuhost pružiny, na které jsou zavěšeny body A,B,C a yi je výchylka z rovnovážné po-
lohy, a je délka nezat́ıžené pružiny pružiny. Celková potencionálńı energie V je dána součtem:

V = Vg + Vp (2.61)

Abychom určili kinetickou energii potřebujeme znát rychlosti jednotlivých hmotných
bod̊u. Protože rychlost je časovou derivaćı polohy, zderivujeme polohové vektory podle času.
Časově závislé jsou parametry, které souvisej́ı s pohybem, jsou to parametry δA(t), δB(t),
δC(t), α(t), β(t). Úplný popis složek pro rychlosti jsou uvedeny v př́ıloze.

vA =
d

dt
rA =

vA(1)
vA(2)
vA(3)

 vB =
d

dt
rB =

vB(1)
vB(2)
vB(3)


vC =

d

dt
rC =

vC(1)
vC(2)
vC(3)

 vS =
d

dt
rS =

−cβ( ddtβ)cαlT + sβsα( ddtα)lT

−sβ( ddtβ)cαlT − cβsα( ddtα)lT

cα( ddtα)lT


Pro rychlosti bod̊u AK , BK , CK plat́ı obdobné vztahy jako pro rychlosti vA, vB, vC , jen

u nich nefiguruj́ı parametry změny polohy δA, δB, δC .

vAK =
d

dt
rAK vBK =

d

dt
rBK vCK =

d

dt
rCK (2.62)

Celková kinetická energii soustavy hm. bod̊u robota T je dána součtem d́ılč́ıch kin. ene-
rigíı:

T = TA + TB + TC + TS + TAK + TBK + TCK (2.63)

kde pro kinetickou energii i-tého hmotného bodu o hmotnosti mj plat́ı:

Ti =
1

2
mj viv

T
i (2.64)

Ted’ již můžeme sestavit Lagrangian, který je dán rozd́ılem celkové kinetické a poten-
cionálńı energie soustavy:

L = T−V (2.65)
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2.8.3 Sestaveńı Lagrageových rovnic

Nyńı již máme vyjádřen potřebný matematický popis. Sestav́ıme tedy Lagrangeovi rovnice
dle vztahu (2.50). Kde provedeme substituci časově proměnných parametr̊u a jejich časových
derivaćı na zobecněné souřadnice:

časově prom. parametr zobecněné značeńı

δA(t) q10
d
dtδA(t) q11
d2

dt2
δA(t) q12

δB(t) q20
d
dtδB(t) q21
d2

dt2
δB(t) q22
δC(t) q30
d
dtδC(t) q31
d2

dt2
δC(t) q32
α(t) q40
d
dtα(t) q41
d2

dt2
α(t) q52
β(t) q50
d
dtβ(t) q51
d2

dt2
β(t) q52

Na soustavu hmotných bod̊u p̊usob́ı śıly zp̊usobené změnou polohy hmotných bod̊uA,B,C.
Máme tedy soustavu 5 lineárńıch rovnic, kterou vyřeš́ıme pro neznámé q12, q22, q32, q42, q52 a
následně využijeme k sestaveńı stavovému popisu.

a1 + b1q12 + f1q52 = F1 − bq11
a2 + b1q22 + e2q42 + f2q52 = F2 − bq21
a3 + b1q32 + e3q42 + f2q52 = F3 − bq31 (2.66)

a4 + c4q22 − c4q32 + e4q42 + f4q52 = 0

a5 + b5q12 + c5q22 + c5q32 + e5q42 + f5q52 = 0

kde jsme pro soustavu lineárńıch rovnic zavedli opět substituce ai, bi, ci, di, ei, fi. Substituce
i řešeńı soustavy 2.67 jsou uvedeny v př́ıloze.
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2.9 Stavová reprezentace L-modelu

Stavovou reprezentaci nelineárńıho systému 10.̌rádu dostaneme z Lagrangeových rovnic
uvažujeme-li stavové respektive vstupńı proměnné jako př́ıslušné zobecněné souřadnice re-
spektive śıly takto:

x =



q10
q20
q30
q40
q50
q11
q21
q31
q41
q51


=



x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8
x9
x10


, u =

F1

F2

F3

 =

u1u2
u3

 (2.67)

Stavová reprezenatce:

ẋ = g(x, u) =



g1
g2
g3
g4
g5
g6
g7
g8
g9
g10


=



x6
x7
x8
x9
x10
q12
q22
q32
q42
q52


(2.68)

y(t) = Ix(t)

kde qi2, i = 1, 2, .., 5 jsou řešeńım soustavy (1.66) a I je identická matice 10× 10.

2.9.1 Lineárńı stavový popis L-modelu

Lineárńı stavový popis má tento maticový tvar:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (2.69)

kde matice systému A je řádu 10 × 10, B je matice vstupu řádu 10 × 3. Linearizovaný
stavový model dostaneme pomoćı Taylorova rozvoje nelineárńıho systému v pracovńım bodě
(x0, u0) při zanedbáńı vyšš́ıch člen̊u rozvoje. Tento lineárńı model bude aproximovat chováńı
nelineárńıho systému v bĺızkém okoĺı pracovńıho bodu. Matice A,B jsou určeny z Jacobiových
matic po dosazeńı pracovńıho bodu (x0, u0) takto:

x0 =
[
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

]T
u0 = [0 0 0]T

A =
∂g(x, u)

∂x
|x0,u0 =


∂g1
∂x1

... ∂g1
∂x10

...
...

∂g10
∂x1

... ∂g10
∂x10


|x0,u0

(2.70)
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B =
∂g(x, u)

∂u
|x0,u0 =


∂g1
∂u1

... ∂g1
∂u3

...
...

∂g10
∂u1

... ∂g10
∂u3


|x0,u0

(2.71)

Prvky matic A,B záviśı na parametrech robotu. Dosad́ıme-li za parametry robotu naměřené
hodnoty vyrobeného prototypu, dostaneme č́ıselně matice A,B.

a = 0 b = 1 d0 = 0.035 g = 9.81 k = 10 l = 0.209 lT = 0.076

mc = 0.0165 mk = 0.166 mz = 0.0475 r = 0.2176

A =



0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

−215.80 2.63 2.63 −11.34 0 −22.05 0.50 0.50 0 0
2.63 −215.80 2.63 5.67 −9.82 0.5 −22.05 0.50 0 0
2.63 2.63 −215.80 5.67 9.82 0.50 0.50 −22.05 0 0
75.25 −37.63 −37.63 63.01 0 14.25 −7.13 −7.13 0 0

0 65.17 −65.17 0 63.01 012.34 −12.34 0 0



B =



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

−0.4974 −0.4974 22.0475
−0.4974 22.0475 −0.4974
22.0475 −0.4974 −0.4974
−14.2495 7.1247 7.1247

0 −12.3404 12.3404


(2.72)

25



3 Návrh ř́ıd́ıćıho systému

3.1 Linerárńı kvadratický regulátor (LQR)

LQR problém se zabývá nalezeńım optimálńıho regulátoru ve smyslu minima integrálńıho
kvadratického kritéria. Pro lineárńı spojitý systém s nekonečným časovým horizontem ř́ızeńı
má kritérium tvar:

I =

∫ ∞
0

xTQx+ uTRu dt→ min (3.1)

kde předpokládáme, že Q je pozitivně semidefinitńı matice řádu n×n, která váž́ı odchylku
a R je pozitivně definitńı matice řádu m×m, která váž́ı ř́ızeńı. Předpokládáme tedy, že systém
má stavový popis:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) (3.2)

kde A ∈ Rn×n, n je řád systému, B ∈ Rn×m, m je počet vstup̊u, C ∈ Rp×n, p je počet výstup̊u
systému. Ř́ızeńı bude realizováno stavovým regulátorem:

u(t) = Fx(t) (3.3)

Nutnou podmı́nkou nalezeńı zpětnovazebńı matice F je, aby byl systém řiditelný. Systém je
řiditelný, pokud má matice řiditelnosti Qc plnou sloupcovou hodnost(rank(Qc) = n):

Qc =
[
B AB ... Aν−1B

]
(3.4)

kde ν ∈ [1..n] je index řiditelnosti. Uzavřený systém má tedy tvar:

ẋ(t) = (A+BF )x(t) (3.5)

Dále v́ıme, že stavy v čase t = 0 a t→∞ jsou:

x(0) = x0 x(t)|t→∞ = 0 (3.6)

Řešeńım integrálu I je primitivńı funkce V(t) ve tvaru:

V (t) = −x(t)TPx(t) (3.7)
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kde P ≥ 0 je semidefinitńı matice. Dosad́ıme-li do integrálu I vztahy (3.3) a (3.7), potom
dostaneme následuj́ıćı rovnost:

I =

∫ ∞
0

xT (Q+ F TRF )x dt =

∫ ∞
0

V̇ (t)dt = [V (t)]∞0 = V (∞)︸ ︷︷ ︸
=0

−V (0) = xT0 Px0 (3.8)

kde P je řešeńı rovnice:

(A+BF )TP + P (A+BF ) +Q+ F TRF = 0 (3.9)

3.1.1 Zpětnovazebńı matice podezřelé z extrému

Z rovnice (3.9) pro zpětnovazebńı matici F → F + sX dostaneme:

(A+B(F + sX))TP (s) + P (s)(A+B(F + sX)) +Q+ (F + sX)TR(F + sX) = 0 (3.10)

Derivováńım podle s obdrž́ıme:

(BX)TP (s) + [A+B(F + sX)]T Ṗ (s) + Ṗ (s)[A+B(F + sX)] + (BX)P (s)+

+XTR(F + sX) + (F + sX)TRX = 0 (3.11)

Je - li F podezřelá z extrému, potom plat́ı:

∀x0 : İ(s)|s=0 =
d

ds
xT0 P (s)x0|s=0 = xT0 Ṗ (s)x0|s=0 = 0⇒ Ṗ (s) = 0 (3.12)

Pokud tedy polož́ıme s = 0, potom z rovnice (3.11) dostaneme:

(BX)TP (0) + P (0)BX +XTRF + F TRX = 0 (3.13)

Současně také z rovnice (3.10) plyne:

(A+BF )TP (0) + P (0)(A+BF ) +Q+ F TRF = 0 (3.14)

Uprav́ıme-li rovnici (3.13) dostaneme:

XT (BTP (0) +RF ) + (P (0)BT + F TR)X = 0 (3.15)

Protože tato rovnice (3.15) muśı platit pro ∀ X, je zpětnovazebńı matice určena vztahem:

BTP (0) +RF = 0 ⇒ F = −R−1BTP(0) (3.16)

Kde P(0) je řešeńı rovnice (3.14). Dosad́ıme-li tuto zpětnovazebńı matici (3.16) do rovnice
(3.14) dostaneme po úpravě Algebraickou Riccatiovu rovnici:

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0 (3.17)

Toto odvozeńı je pravdivé za předpokladu, že pro zvolenou matici F je matice A+BF stabilńı.
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3.1.2 Řešeńı problému LQR

Pro přehlednost řešeńı úlohy znovu zopakujeme předpoklady a dostažené řešeńı. Tedy
předpokládáme systém a kritérium ve tvaru:

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0

I =

∫ ∞
0

(xTQx+ uTRu)dt→ min, Q ≥ 0, R > 0

Potom pro stavovou zpětnou vazbu (F nezáviśı na x0) plat́ı:

u = Fx

F = −R−1BTP

I = xT0 Px0

kde P > 0 je řešeńı tvz. algebraické Ricatiovy rovnice (3.17).

3.2 Metoda přǐrazeńı Jordanovi formy (JFA)

Zpětnovazebńımu systému chceme přǐradit Jordanovu formu, protože t́ım zachováme
všechny spektrálńı vlastnosti zvolené matice L, což bychom nedoćılili, pokud bychom
přǐradili pouze vlastńı č́ısla. Přǐrazeńı Jordanovi formy (Jordan Form Assignment-JFA)
může být úplné (přǐrazovaná Jordanova matice L má stejnou dimenzi jako matice systému A)
nebo neúplné (dimenze přǐrazované Jordanovi matice je menš́ı než dimenze matice systému
dim(A) > dim(L)). Úplné přǐrazeńı JFA použ́ıváme, pokud chceme uzavřenému systému
přǐradit všechna vlastńı č́ısla, pokud je tedy přǐrazeńı všech vlastńıch č́ıslel možné. Rozlǐsujeme
tyto zpětné vazby - stavovou zpětnou vazbu:

u(t) = Fx(t) (C = I) (3.18)

kde F ∈ Rm×n, a výstupńı zpětnou vazbu:

u(t) = Ky(t) = KCx(t) (3.19)

kde K ∈ Rm×p.

• pro p = n je úplné přǐrazeńı JF

• pro p < n je neúplné přǐrazeńı JF

3.2.1 JFA pro stavovou zpětnou vazbu

Hlavńı myšlenkou JFA medoty pro stavovou zpětnou vazbu je, že požadujeme podobnost
matice uzavřeného systému s přǐrazovanou Jordanovou formou:

(A+BF ) ∼ L (3.20)

Matice (3.20) jsou podobné právě tehdy, pokud existuje regulárńı matice X taková,že plat́ı:

A+BF = XLX−1 (3.21)
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neboli
AX −XL+BFX = 0 (3.22)

Zavedeme - li substituci Q = FX, přeṕı̌seme rovnici (3.22) na tvar:

AX −XB +BQ = 0

Obrát́ıme-li postup dostaneme proceduru pro výpočet žádané zpětné vazby F:

a) Zvoĺıme náhodně matici Q ∈ Rm×n.

b) Vyřeš́ıme maticovou rovnici AX - XL + BQ =0, řešeńı X(Q) je genericky regulárńı pro
skoro každou matici Q.

c) Protože plat́ı:
A+BQX−1 = XLX−1

je zpětnovazebńı matice F(Q) dána vztahem:

F (Q) = QX−1(Q) (3.23)

Uvedená heuristická procedura vyžaduje matematické zpřesněńı. Množinu všech sta-
vových zpětných vazeb označ́ıme:

F(A,B,L) ,
{
F ∈ Rm×n : A+BF ∼ L

}
(3.24)

a parametrickou matici

Q ,
{
Q ∈ Rm×n : AX −XL+BQ = 0, det[X(Q)] 6= 0

}
Necht’ existuje neprázdná množina stavových zpětných vazeb F(A,B,L) 6= ∅, pr̊unik spekter
matic (A,L) je také neprázdná množina σ(A)∩σ(L) = ∅, potom řešeńı X(Q) maticové rovnice

AX −XL+BQ = 0 (3.25)

je regulárńı pro skoro každou matici Q ∈ Rm×n.

3.2.2 Explicitńı parametrizace stavové zpětné vazby

Výše uvedená heuristická procedura neuvažuje, že bychom mohli volit prvky matice Q
ćıleně. V heuristické metodě voĺıme všechny prvky matice Q, tedy m × n parametr̊u, což je
relativně velký počet pro optimalizaci těchto parametr̊u. Obecně bychom chtěli volit jen tolik
volných parametr̊u, kolik je nezbytně nutné k nalezeńı zpětnovazebńı matice F. Pro zvolené
přǐrazeńı Jordanových blok̊u matice L, chceme nalézt matici Q(α), která bude mı́t minimálńı
počet volných parametr̊u αi, i = 1, ..., r a explicitně jimi parametrizovat zpětnou vazbu F(α):

F (α) = Q(α)X−1(α) (3.26)

kde minimálńı počet parametr̊u je dán vztahem:

r = mn− ν1 − ...− (2k − 1)νk

a nalezeńı struktury matice Q(α) zajist́ı následuj́ıćı algoritmus uvedený v práci [3]:
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vstup: L = diag[L1
1, L

2
1, ..., L

l1
1 |L1

2, L
2
2, ..., L

l2
2 |...|L1

k, L
2
k, ..., L

lk
k ]∈ Rs×s

Lji - jsou reálné Jordanovi bloky velikosti nji odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λj ∈ Λ(L)

nj1 ≥ n
j
2 ≥ ... ≥ n

j
k, ∀j ∈ {1, 2, ..., l}

νi =
∑li

j=1 n
j
i , i = 1, 2, ..., k

m je počet vstup̊u

výstup: Q(α)

1) Vygeneruj nulovou matici Q velikosti m× n
2) Přǐrad’ 1 do následuj́ıćıch prvk̊um Q(x,y):

Q(1,1), Q(1,n11 + 1), ... , Q(1,
∑l1−1

i=1 ni1 + 1);

Q(2,ν1), Q(2,ν1 + n12 + 1), ... , Q(2,ν1 +
∑l2−1

i=1 ni2 + 1);

....

Q(k,
∑k−1

i=1 νi + 1), Q(k,
∑k−1

i=1 νi + n1k + 1), ... , Q(2,
∑k−1

i=1 νi +
∑lk−1

i=1 nik + 1);

3) Přǐrad’ volné parametry αi do následuj́ıćıch prvk̊u matice Q(x,y):

pro j=2,3, ... ,k

Q(j,1), Q(j,2), ... , Q(j,n11 − n1j );

Q(j,n11 + 1), Q(j,n11 + 2), ... , Q(j,n11 + n21 − n2j );

...

Q(j,
∑l1−1

i=1 ni1 + 1), Q(j,
∑l1−1

i=1 ni1 + 2), ... , Q(j,
∑l1−1

i=1 ni1 + nl11 + nl1j );

pro j=3,4,...,k

Q(j,ν1 + 1), Q(j,ν1 + 2) , ... , Q(j,ν1 + n12 − n1j );

Q(j,ν1 + n12 + 1), Q(j,ν1 + n12 + 2) , ... , Q(j,ν1 + n12 + n22 − n1j );

...

Q(j,ν1 +
∑l2−1

i=1 ni2 + 1), Q(j,ν1 + n12 + 2) , ... , Q(j,ν1 +
∑l2−1

i=1 ni2 + nl22 + nl2j );

Q(k,
∑k−2

i=1 νi + 1), Q(k,
∑k−2

i=1 νi + 2), ... , Q(k,
∑k−2

i=1 νi + n1k−1 − n1k);

Q(k,
∑k−2

i=1 νi +n1k−1 + 1), Q(k,
∑k−2

i=1 νi +n1k−1 + 2), ... , Q(k,
∑k−2

i=1 νi +n2k−1−n2k);

...
Q(k,

∑k−2
i=1 νi +

∑lk−1−1
i=1 nik−1 + 1), Q(k,

∑k−2
i=1 νi +

∑lk−1−1
i=1 nik−1 + 1 + 2), ... ,

Q(k,
∑k−2

i=1 νi +
∑lk−1−1

i=1 nik−1 + n
lk−1

k−1 − n
lk−1

k );

Q(i,j), pro i = k+1,k+2, ... , m; j = 1,2, ... , s
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3.2.3 JFA pro výstupńı zpětnou vazbu

O výstupńı zpětné vazbě mluv́ıme v př́ıpadě, že nemáme k dispozici informaci o vektoru
stavu. Pro tento př́ıpad se problém přǐrazeńı Jordanovi formy stává složitěǰśı. Označ́ıme
množinu všech výstupńıch zpětných vazeb:

Ks(A,B,L) ,

{
K ∈ Rm×p : (A+BK) ∼

[
L ∗
0 ∗

]}
(3.27)

kde symboly * označuj́ı libovolné reálné matice. Nyńı uvedeme př́ıstup nalezeńı výstupńı
zpětné vazby, který převád́ı tento problém nalezeńı K ∈ Ks na problém nalezeńı stavové
zpětné vazby F ∈ Fs jiného ekvivalentńıho systému takové, že matice F obsahuje m(n-p)
nulových prvk̊u. Uvažujeme stavový popis (3.2) a transformaci stavu:

z(t) = Tx(t) =

[
C
D

]
, ⇒ x(t) = T−1z(t) (3.28)

kde matici D ∈ R(n−p)×n voĺıme tak, aby matice T byla regulárńı. Potom lze napsat stavový
popis ekvivaletńıho systému (Ā, B̄, C̄):

ż(t) = Āz(t) + B̄u(t)

y(t) = C̄z(t) (3.29)

kde Ā = TAT−1, B̄ = TB, C̄ = CT−1 = [ Ip 0], Ip ∈ Rp×p, pro tento ekvivalentńı systém
máme ř́ızeńı (pro F = KC̄) ve tvaru:

u(t) = Ky(t) = KC̄z(t) = Fz(t) (3.30)

Uvědomme si souvislost podobnosti matic ekvivalentńıch systémů s matićı L:

Ā+ B̄F ∼ L

TAT−1 + TBF ∼ L

A+BKC ∼ L

Nyńı je tedy nutné nalézt pomoćı JFA stavovou zpětnou vazbu F = [ F1 F2 ] takovou,
že F1 ∈ Rm×p a F2 ∈ Rm×(n−p) , pro niž bude F2 = [0]. Potom pro výstupńı zpětnou vazbu
plat́ı:

K = F1 (3.31)

Přesné algoritmy nalezeńı explicitńı zpětnovazebńı matice F(α) takové, aby byla F2 nulová
jsou uvedeny v práci [6]. Při nulováńı matice F2 se počet nezávislých volných parametr̊u αi
většinou sńıž́ı.
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3.3 Robustnost zpětnovazebńıho systému

Nalezeńım robustńı stavové a výstupńı zpětné vazby dle určitého kritéria se zabývá práce
[3]. Pro náhled na věc je d̊uležité znát teorii robustnosti. Výše jsme si naznačili jak expli-
citně parametrizovat zpětnovazebńı matice F (α) pomoćı r volných parametr̊u. Dı́ky volným
parametr̊um αi můžeme hledat matici F(α) ∈ F(A,B,L) takovou, aby byl uzavřený systém
v určitém smyslu optimálńı.

Při modelováńı např́ıklad mechanických soustav uvažujeme r̊uzné hodnoty parametr̊u
jako je hmotnost, tuhosti pružin, délky pružin a jiné konstanty, tyto parametry však většinou
neznáme přesně. Na těchto parametrech ovšem záviśı matice dynamiky systému, kterou
uvažujeme při návrhu zpětné vazby. Pokud při perturbaci všech prvk̊u matice dynamiky
z̊ustane uzavřený systém stabilńı, mluv́ıme o robustńı stabilitě systému. Chceme tedy
aby zpětnovazebńı matice byla stabilńı i pokud k ńı přičteme perturbačńı matici:

(A+ ∆) +BF = (A+BF ) + ∆ (3.32)

kde ∆ je perturbačńı matice.
Podobný problém nastává při realizaci regulátoru v praxi, kdy nemůžeme použ́ıt u re-

gulátoru velký počet platných cifer. Od tohoto regulátoru požadujeme, aby i při perturbaćıch
ve zpětné vazbě byl uzavřený systém stabilńı, tedy aby regulátor nebyl fragilńı (křehký).
Chceme, aby regulátor nebyl fragilńı, tedy aby uzavřený systém z̊ustal stabilńı i po přičteńı
perturbačńı matice ∆ ke zpětné vazbě:

A+B(F + ∆) = (A+BF ) +B∆ (3.33)

Stejně tak pro výstupńı zpětnou vazbu by měl být uzavřený systém stabilńı:

A+B(K + ∆)C = (A+BKC) +B∆C (3.34)

3.3.1 Kritéria robustnosti

Jako jedno z kritéríı robustnosti bychom mohli uvažovat např́ıklad, že najdeme vlastńı
č́ıslo z matice uzavřené smyčky Ac, jehož reálná složka je největš́ı (tvz. spektrálńı abscissa -
α(Ac)) :

α(Ac) = max {Re(z) : z ∈ Λ(Ac)} (3.35)

Tedy hledané vlastńı č́ıslo z je nejbliže k imaginárńı ose. Re(z) je reálná část č́ısla z a Λ(Ac)
je spektrum matice uzavřeného systému např. pro stavovou zpětnou vazbu Ac = A + BF .
Toto kritérium má však nevýhodu v tom, že je velmi citlivé na změny v prvćıch matice Ac.

Proto nás zaj́ımá, jaké perturbace vedou k nestabilitě matice Ac. Máme matici kom-
plexńıch perturbaćı ∆ ∈ Cn×n, pro kterou je euklidovská norma ||∆||2 < ε. Pokud matici
perturbaćı přičteme ke zpětnovazebńı matici,

X = Ac + ∆

chceme, aby matice X byla stabilńı. Spektrum této matice označujme jako komplexńı
ε-pseudospektrum:

ΛC
ε (X) =

{
z : z ∈ Λ(Ac + ∆), pro ∆ ∈ Cn×n, ||∆||2 < ε

}
(3.36)
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nebo pro matici ∆ reálných perturbaćı označujeme reálné ε-pseudospektrum:

ΛR
ε (X) =

{
z : z ∈ Λ(Ac + ∆), pro ∆ ∈ Rn×n, ||∆||2 < ε

}
(3.37)

Jako vhodněǰśı kritérium stability bychom nyńı mohli považovat velikost perturbaćı ε, pro
které by leželo nějaké vlastńı č́ıslo z množiny Λε(X) na imaginárńı ose, toto č́ıslo nazýváme
poloměr stability:

rF = inf
{
||∆|| : ∆ ∈ Fn×n ∧ (Ac + ∆) je nestabilni

}
(3.38)

kde pro F = C nebo F = R máme komplexńı nebo reálný poloměr stability.
V praktických př́ıkladech nás zaj́ımaj́ı sṕı̌se reálné perturbace, ale reálný poloměr stability

rR(X) je výpočetně mnohem složitěǰśı. Koplexńı poloměr stability rC(X) slouž́ı jako dolńı
odhad pro reálný poloměr stability.
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4 Symetrie systému

4.1 Definice symetrie

Lineárńı systém popsaný stavovým popisem:

ẋ = Ax+Bu (4.1)

je vstupně symetrický, jestliže existuje regulárńı matice T, pro kterou plat́ı:

TAT−1 = A (4.2)

TB = BG (4.3)

kde matice G je sestavené z jednotkové matice I záměnou sloupc̊u např. takto:

G =


0 . . . 0 1

1
. . . 0
. . .

. . .
...

1 0


Dále chceme definovat symetrii stavové zpětné vazby (u = Fx):

ẋ = (A+BF )x (4.4)

Tedy stavová zpětná vazba F ∈ Rm×n přǐrazuj́ıćı Jordanovu formu L je symetrická, jestliže
plat́ı:

A+BF ∼ L (4.5)

a zároveň dvojce (A+BF,B) je vstupně symetrická.

4.2 Podmı́nky symetrie systému

Máme dvojci (A,B), kde A je matice systému a B matice vstupu.

1) Dvojci (A,B) převedeme do Jordanovy formy, tedy plat́ı:

J = RAR−1 ∧ B̃ = RB (4.6)
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2) Nalezneme obecný tvar pro zaměnitelné matice W ∈ Z(J) s matićı J , pro které muśı
platit:

WJ = JW ⇒ WJW−1 = J (4.7)

3) Ze vztahu (4.3) dostaname soustavu lineárńıch rovnic, kde neznámé jsou prvky matice
W :

WB̃ = B̃G ⇒WRB = RBG (4.8)

Systém (A,B) je vstupně symetrický, právě tehdy když existuje řešeńı soustavy
(4.8) a zároveň je matice W regulárńı.

4.3 Podmı́nky zpětnovazebńı symetrie

Vyjdeme z podobnosti zpětnovazebńı matice (A+BF) a požadované Jordanovi formy ma-
tice L, jsou-li tyto matice podobné ⇒ existuje matice Q a matice X, která je regulárńı
(det(X) 6= 0). Matice X je řešeńım řešeńım rovnice:

AX −XL+BQ = 0 (4.9)

Dannou podobnost těchto matic můžeme zapsat rovnićı:

A+BF = XLX−1 (4.10)

Dále můžeme matici X předpokládat v součinovém tvaru:

X = X0Z̄ (4.11)

kde matice Z̄ patř́ı do množiny zaměnitelných matic Z(L) s matićı L, tedy plat́ı:

Z(L) = {Z : LZ = ZL, det(Z) 6= 0} (4.12)

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivaletńı:

a) Dvojce (A+BF,B) je vstupně symetrická

b) Dvojce (L,X−1B) je vstupně symetrická

c) Existuje taková zaměnitelná matice ∃Z ∈ Z(L) pro kterou plat́ı:

ZX−1B = X−1BG (4.13)

d) Existuj́ı zaměnitelné matice ∃Z, Z̄ ∈ Z(L) pro které plat́ı:

Z(X0Z̄)−1B = (X0Z̄)−1BG (4.14)

Upravujeme-li rovnici (4.14) dostaneme:

(X0Z̄)Z(X0Z̄)−1B = BG

X0Z̄ZZ̄
−1B = BG
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Součin zaměnitelných matic Z̄ZZ̄−1 je opět zaměnitelná matice Z̃ ∈ Z(L), proto součin
označ́ıme matićı:

Z̃ = Z̄ZZ̄−1 (4.15)

Dostáváme tedy jednu z maticových rovnic pro symetrii zpětnovazebńıho systému:

X0Z̃X
−1
0 B = BG (4.16)

Jako druhou rovnici uvažujeme výše odvozenou rovnici (4.8) pro vstupńı symetrii systému:

R−1WRB = BG (4.17)

4.3.1 Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka zpětnovazebńı symetrie

Je-li součin matic RB regulárńı a existuje-li řešeńı soustavy lineárńıch rovnic :

R−1WRB = BG (∨X0Z̃X
−1
0 B = BG) (4.18)

R−1WRB = X0Z̃X
−1
0 B (4.19)

kde neznámé jsou prvky matic Z̃ ∈ Z(L), W ∈ Z(J), potom je dvojce (A+BF,B) vstupně
symetrická.

4.4 Test symetrie systému

Nyńı bychom měli nejprve ověřit vstupńı symetrii 4-bodového modelu jednonohého ro-
bota. Vstupńı symetrie spoč́ıvá v tranformaci modelu robota v s.s., konkrétně tedy rotaci
o 120◦ kolem osy Y. Pro tuto transformaci se ramena robotu překrývaj́ı a předpokláme, že
vstupy jsou nezávislé na permutaci. Pro rotaci dostaneme 3 r̊uzné permutace vstup̊u viz.
obrázek 4.1 .

Obrázek 4.1: Jednonozka v rovině XZ

Každé permutaci př́ısluš́ı permutačńı matice G - (Ga, Gb, Gc).

Ga =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 Gb =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 Gc =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 (4.20)
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Pro dvojci matic (A,B), které maj́ı stejnou strukturu jako linearizovaný 4-bodový model,
provedeme analogicky kroky uvedené v sekci Podmı́nky symetrie systému.

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
α2 0 0 0
0 α2 0 0

 B =


0 0 0
0 0 0
0 γ −γ
−δ δ

2
δ
2

 (4.21)

Provedeme převod matice A do Jordanovi formy (J = RAR−1):

J =


α 0 0 0
0 −α 0 0
0 0 α 0
0 0 0 −α

 R =


1 0 1

α 0
1 0 − 1

α 0
−1 1 − 1

α
1
α

−1 1 1
α − 1

α


Dále je třeba nalézt matici zaměnitelnou s matićı J, W ∈ Z(J):

W =


a 0 e 0
0 b 0 f
g 0 c 0
0 h 0 d


Pro nalezeńı matice W vyřeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic:

R−1WRB = BG (4.22)

kde neznámé jsou prvky matice W (a,b,c,d,e,f,g,h), pro permutace (G = Gb ∨ G = Gc)
dostaneme 2 r̊uzná řešeńı(Wb,Wc):

Wb =


−1

2
2γ+δ
δ 0 −γ

δ 0

0 −1
2
2γ+δ
δ 0 −γ

δ
1
4
4γ2+3δ2

γδ 0 1
2
2γ−δ
δ 0

0 1
4
4γ2+3δ2

γδ 0 1
2
2γ−δ
δ



Wc =


1
2
2γ−δ
δ 0 γ

δ 0

0 1
2
2γ−δ
δ 0 γ

δ

−1
4
4γ2+3δ2

γδ 0 −1
2
2γ+δ
δ 0

0 −1
4
4γ2+3δ2

γδ 0 −1
2
2γ+δ
δ

 (4.23)

Obě tyto matice Wc,Wb jsou regulárńı, maj́ı plnou hodnost rank(Wb) = rank(Wc) = 4 ⇒
linearizovaný systém jednonohého robota je tedy vstupně symetrický.
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4.5 Symetrie zpětné vazby

Pro nalezeńı symetrické zpětné vazby využijeme nalezenou zaměnitelnou matici W ∈
Z(J), která je řešeńım rovnice (4.18) a tedy je třeba nalézt řešeńı rovnice (4.19) pro neznámou
matici Z̃ ∈ Z(L), kde L je blokově diagonálńı matice pro návrh zpětné vazby metodou
přǐrazeńı Jordanovy fromy. Protože známe pouze postačuj́ıćı podmı́nku vstupńı symetrie
zpětnovazebńıho systému (A+BF,B), je třeba ověřovaćı algoritmus opakovat pro r̊uzné Jo-
ranovy formy podobné se zpětnovazebńım systémem A+ BF ∼ L. Zvoĺıme r̊uzné struktury
matice L a ověř́ıme pro ně zpětnovazebńı symetrii.

L1 =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ3 0
0 0 0 λ4

 L2 =


λ1 1 0 0
0 λ1 1 0
0 0 λ1 1
0 0 0 λ1

 L3 =


λ1 1 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ1 1
0 0 0 λ1



L4 =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ1 0
0 0 0 λ2

 L5 =


λ1 −ω1 0 0
ω1 λ1 0 0
0 0 λ2 −ω2

0 0 ω2 λ2

 L6 =


λ −λ 0 0
λ λ 0 0
0 0 λ −λ
0 0 λ λ


Ke zvoleným strukturám matic Lj samozřejmně př́ısluš́ı paramatrické matice Qj , j =

1,2,...,6 s volnými parametry αi:

Q1 =

 1 1 1 1
α2 α4 α6 α8

α1 α3 α5 α7

 Q2 =

 1 0 0 0
α2 α4 α6 α8

α1 α3 α5 α7



Q3 =

 1 1 0 0
0 0 1 1
α1 α2 α3 α4

 Q4 = Q6 =

 1 0 0 0
0 0 1 0
α1 α2 α3 α4

 Q5 =

 1 0 1 0
α2 α4 α6 α8

α1 α3 α5 α7


Pro zvolené struktury L,Q nalezneme řešeńı Sylvestrovi rovnice (matice X):

AX −XL+BQ = 0 (4.24)

Řešeńı X je závislé na volbě volných parametr̊u αi. Pro řešitelnost rovnice (4.19) muśıme
parametry αi zvolit tak, aby X0 bylo regulárńı. Tuto podmı́nku splňuj́ı např́ıklad parametry:

α1 = 11, α2 = 7, α4 = 11, α3 = 4, α6 = 7, α7 = 2, α8 = 10, α5 = 1

Nyńı již máme všechny potřebné matice zvoleny tak, abychom mohli testovat zda existuje
řešeńı rovnice (4.19) pro neznámé Z̃ ∈ Z(L) při jednotlivých strukturách L.
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Uvažujeme-li zaměnitelné matici Wb,Wc ∈ L(J), pak řešeńı existuje pro zvolené struktury
matic L3,L4. Rovnice:

RX0Z̃(RX0)
−1 −WRB = 0 (4.25)

má takovéto řešeńı:

pro W = Wb pro W = Wc

pro L = L3 Z̃ =


29
14 0 13

14 0
0 59

17 0 111
17

−111
14 0 −43

14 0
0 −43

17 0 −76
17

 Z̃ =


−43

14 0 −13
14 0

0 −76
17 0 −111

17
111
14 0 29

14 0
0 43

17 0 59
17



pro L = L4 Z̃ =


29
14

328
49

13
14

211
49

0 29
14 0 13

14
−111

14 −15
49 −43

14 −328
49

0 −111
14 0 −43

14

 Z̃ =


−43

14 −328
49 −13

14 −211
49

0 −43
14 0 −13

14
111
14

15
49

29
14

328
49

0 111
14 0 29

14


Ověřili jsme splněńı Postačuj́ıćı podmı́nky zpětnovazebńı symetrie, která je splněna

pro struktury matic L3, L4. Přǐrad́ıme-li tedy pomoćı JFA metody Jordanovi formy L3.L4,
pak dostaneme symetrickou stavovou zpětnou:

F (α) = Q(α)X−1 (4.26)

kde X je řešeńım Sylvestrovi rovnice:

AX −XL+BQ(α) = 0 (4.27)
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5 Model prototypu v SimMechanics

Prostřed́ı MATLAB/Simulink/SimMechanics je prostřed́ı pro modelováńı mechanických
systémů pomoćı funkčńıch blok̊u. Při vytvářeńı matematických model̊u mechanických sou-
stav např́ıklad Newton-Eulerovou nebo Lagrangeovou metodou muśıme dopodrobna uvažovat
jednotlivé mechanické vztahy, které pro systém plat́ı. Při vytvářeńı modelu v SimMechanics
se již nemuśıme starat o popis mechanických vztah̊u, stač́ı znát pouze strukturu modelu a
vědět, jak ji v programovém prostřed́ı SimMechanics reprezentovat. Chceme vytvořit model
pro prototyp jednonohého robota.

Obrázek 5.1: Prototyp jednonohého robota se 3 nezávislými lineárńımi voice coil aktuátory
a dvouosým náklonoměrem

Na obrázku 5.1 jsou dobře vidět voice coil aktuátory, součást́ı každého actuátoru je ćıvka
a pernamentńı magnet, který je zavěšen na pružině. Ćıvky jsou pevně přǐsroubované k modré
konstrukci robota. Dvouosý náklonoměr je na obrázku skryt, nebot’ je uložen v dolńı rozš́ı̌rené
části konstrukce.
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5.1 Tvorba modelu

Nyńı přejdeme k modelováńı robota pomoćı funkčńıch blok̊u v SimMechanicsu. V následuj́ıćı
tabulce uvedeme stručný popis jednotlivých funkčńıch blok̊u, které budou použity v modelu
jednonohého robota.

název bloku funkce a parametry bloku značka bloku

Machine Environment blok mechanického proštřed́ı, nastavujeme v
jakém směru p̊usob́ı gravitačńı śıla, připojuje se
k bloku Ground

Ground blok uzeměńı, ve kterém nastav́ıme vztažný ne-
pohyblivý bod, ke kterému se vztahuj́ı absolutńı
souřadnice (World), nečastěji [0 0 0]

Body reprezentuje hmotný bod, hmotné body spo-
jujeme pomoćı kloub̊u (Joints), nastavujeme
hmotnost (mass), souřadnice připojeńı bodu
(CS1 ’=coordinate system 1’,CS2) a souřadnice
hmoty (CG - central of gravity)

Weld pevné spojeńı (’svar’), kloub Weld nemá žádný
stupeň volnosti, obecně u všech kloub̊u je třeba
dodržet zapojeńı od báze k následovńıkovi (B -
base, F - follower)

Prismatic je posuvný kloub, umožnuje translaci v jednom
směru podél libovolně nadefinované osy

Universal je rotačńı kloub, umožnuje rotaci ve dvou osách,
které lze libovolně nastavit

Joint Actuator blok, který umožnuje pohybovat kloubem v
jedné ose, pokud přivedeme na jeho vstup
nějaký signál

Joint Sensor blok, který sńımá polohu a jej́ı derivace v jedné
ose, nastavujeme, ve které ose veličiny sńımáme
a jednotky, ve kterých je sńımáme

Joint Initial Condition blok počátečńı podmı́nky, kde se kloub nacháźı
při simulaci v čase t = 0
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K realizaci modelu je nutné znát rozměry a hmoty robota, tyto parametry jsou popsány v
sekci 2.7, proto je zde nebudeme opakovaně uvádět. Model v SimMechanics odpov́ıdá soustavě
hmotných bod̊u na obrázku 2.3. Gravitačńı śıla p̊usob́ı ve směru osy -y. Pro modelováńı pružin
je nutné zahrnout konstantu k (tuhost pružiny) a konstantu b (tlumeńı). K nastaveńı polohy
hmotných bod̊u jsou potřeba pr̊uvodiče hmotných bod̊u, které jsou uvedeny v sekci 2.8. K
nastaveńı kloub̊u Prismatic jsou potřeba souřadnice os, ve kterých se body A,B,C pohybuj́ı.

OA =
[
cos(π4 ) cos(π4 ) 0

]
(5.1)

OB =
[
−1

2cos(
π
4 ) cos(π4 )

√
3
2 sin(π4 )

]
(5.2)

OC =
[
−1

2cos(
π
4 ) cos(π4 ) −

√
3
2 sin(π4 )

]
(5.3)

Vstupy pro jednotlivé Joint Actuatory jsou śıly (Fa,Fb,Fc), které chceme vypoč́ıst tak,
abychom stabilizovali jednonohého robota ve svislé poloze. Na jednotlivé hmotné body A,B,C
p̊usob́ı také śıly pružin (Fp = k · δi, i = A,B,C) a tlumı́ćı śıla (Fp = k · vδi , i = A,B,C), které
přičteme ke vstupńım silám Fa,Fb,Fc. Dále přičteme kompenzačńı śılu Fk, což je konstanta,
která zajist́ı, abychom měli hmotné body A,B,C ve stejné poloze jako u prototypu na obrázku
5.1. Tato śıla má velikost:

Fk = (mz · g + k · d0) · sin(
π

4
) (5.4)

Obrázek 5.2: Modelové schéma v SimMechanics
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5.2 Řı́dićı systém v SimMechanics

Vytvořený model jednonohého robota je nelineárńı systém 10. řádu. Tento systém je
nestabilńı. My však pro něj chceme navrhnout lineárńı ř́ızeńı takové, aby byl uzavřený systém
stabizován ve svislé poloze. Pro návrh lineárńıho ř́ızeńı je potřeba linearizovat tento model
v pracovńım bodě, který odpov́ıdá svislé poloze (’= situace, kdy pr̊uvodič těžǐstě rS lež́ı na
ose Y orientovaný v kladném směru’). Na obrázku 5.3 vid́ıme, jak by měla vypadat animace
v SimMechanics (nav́ıc jsou popsány hmotné body).

Obrázek 5.3: Animace v SimMechanics

K linearizaci modelu použijeme př́ıkaz v Matlabu linmod(’nazev modelu’), který má
jako návratové hodnoty matice A,B,C,D lineárńıho stavového popisu:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (5.5)

Rozměry a hmotnosti, které jsou nutné pro realizaci modelu, jsme naměřili z vyrobeného
prototypu, avšak velikosti tuhost́ı pružin a tlumeńı nám známé nejsou, tyto hodnoty do-
sti významě ovlivňuj́ı chováńı systému. Simulujme tedy chováńı systému pro r̊uzné tuhosti
pružin. Do modelu dosad́ıme následuj́ıćı parametry:

parametr hodnota význam

l 0.209 m výška prototypu

lT 0.076 m výška konstrukce s náklonoměrem

r 0.2176 m délka ramena aktuátoru

mk 0.166 kg hmotnost konstrukce s náklonoměrem

mz 0.0475 kg hmotnost magnetu aktuátoru

mc 0.0165 kg hmotnost ćıvky aktuátoru

[k1,k2] [10, 5] N ·m−1 tuhost pružiny

d0 0.0286 m polovina pohybového rozsahu aktuátoru

b 1 N · s ·m−1 tlumeńı pružiny
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Stavový popis využijeme pro návrh stavového regulátoru. Regulátor navrhneme např́ıklad
LQR metodou. Penalizačńı matici Q voĺıme jako diagonálńı matici, R voĺıme identickou:

Q = diag([1 1 1 1 1 0 0 0 0 0]) R = I3×3 (5.6)

Pro výpočet použijeme př́ıkaz Matlabu lqr(A,B,Q,R,0). Pro k1 dostaneme stavovou zpětnou
vazbu,

F1 =

[
5.6809 2.2486 −0.0697 −0.7104 0.9804 −0.3658 0.1244 0.0128 0.4033 0.0503
−4.2600 −1.2058 0.0473 0.9080 −4.2571 −1.2041 −0.3414 −0.0401 −0.1973 −0.0232
0.9638 −0.3624 −0.0475 −0.7105 5.6543 2.2464 0.4097 0.0499 −0.0942 −0.0140

]
která uzavřenému systému přǐrad́ı tyto vlastńı č́ısla:

λ1 = -31.1839 +16.2875i λ2 = -31.1839 -16.2875i λ3 = -11.5204 +17.5453i
λ4 = -11.5204 -17.5453i λ5 = -10.9233 +17.6194i λ6 = -10.9233 -17.6194i
λ7 = -8.5719 + 0.3814i λ8 = -8.5719 - 0.3814i λ9 = -7.8378 + 0.4797i
λ10 = -7.8378 - 0.4797i

Pro k2 dostaneme stavovou zpětnou vazbu,

F2 =

[−5.2764 0.8855 3.4197 −0.3115 2.7657 −0.1290 0.0601 0.0062 0.2120 0.0258
1.6588 −0.5193 −4.7812 0.4228 1.6530 −0.5186 −0.1858 −0.0216 −0.1074 −0.0125
2.7503 −0.1287 3.4293 −0.3107 −5.2759 0.8838 0.2124 0.0254 −0.0543 −0.0076

]
která uzavřenému systému přǐrad́ı tyto vlastńı č́ısla:

λ1 = -57.0926 λ2 = -18.5773 λ3 = -5.9654
λ4 = -15.5878 λ5 = -9.3808 λ6 = -8.7949
λ7 = -5.9496 + 3.5000i λ8 = -5.9496 - 3.5000i λ9 = -6.8576 + 2.5604i
λ10 = -6.8576 - 2.5604i

Máme-li vypočtenou zpětnou vazbu, můžeme ji v SimMechanicsu zapojit. Nejdř́ıve z modelu
na obrázku 5.2 vytvoř́ıme subsystém. Všechny stavy systému svedeme do multiplexu, t́ım
źıskáme stav systému - signál x(t), který přenásob́ıme zpětnovazebńı matićı F. Máme tedy
ř́ızeńı u(t) = F x(t), jehož složky přivedeme na vstupy Joint Actuátor̊u.

Obrázek 5.4: Regulačńı schéma
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Nyńı provedeme simulaci pro vypočtené zpětné vazby. Do bloku Joint Inicial Condition
zadáme počátečńı rotaci kolem osy Z o φ10 = −2.65◦. V grafu zobraźıme časové pr̊uběhy
polohy.
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Obrázek 5.5: Graf časové závisloti odchylek φ, ψ od svislé polohy a odchylek δA, δB, δC od
středu rozsahu voice coil aktuátoru pro zpětnou vazbu F1

0 1 2 3
−0.03

−0.025

−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

time [s]

δ(
t)[

m
]

 

 

δ
A

δ
B

δ
C

0 1 2 3
−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

time [s]

οd
ch

ylk
a(

t)[
°]

 

 

φ

ψ
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Porovnáme-li časové pr̊uběhy simulace pro zpětnou vazbu F1 a F2 vid́ıme, že zpětná
vazba F1 má kratš́ı dobu potřebnou ke stabilizaci, avšak je potřeba větš́ı maximálńı výchylka
aktuátoru než jeho rozsah (max(|δA(t)|) > d0). Pro zpětnou vazbu F2 je doba potřebná ke
stabilizaci sice větš́ı, ale je splněn požadavek na maximálńı rozsah aktuátoru (max(|δA|(t)) <
d0). Tabulka charakteristikých hodnot:

k1 k2
max(|δA(t)|) 0.0284 m 0.0301 m

ts (φ(ts) < 0.05◦) 1.5082 s 1.6615 s

46



6 Simulace

6.1 Zpětnovazebńı systém 4-bodového modelu

Pro simulaci chováńı 4-bodového linearizovaného modelu použijeme prostřed́ı Matlab/Simulink.
Matematický model systému byl vytořený k účelu, abychom mohli analyzovat vlastnosti
navrženého zpětnovazebńıho ř́ızeńı. K realizaci systému využijeme v Simulinku blok State-
Space, kde A,B jsou matice uvedené v sekci Lineárńı stavový popis NE modelu, matice
C = I je identická n × n, protože předpokládáme že měř́ıme př́ımo stavy systému, a matice
D je nulová, protože nepředpokládáme př́ımé p̊usobeńı vstupu na výstup. F je zpětnovazebńı
matice navržená př́ıslušnou motodou (JFA,LQR). Stavový popis uzavřeného systému má tedy
tvar:

ẋ = (A+BF )x

y = Ix

u = Fx (6.1)

Simulačńı schéma v Simulinku:

6.1.1 LQR úloha

V předchoźı kapitole jsem odvodili, že 4-bodový model (A,B) jednonožky je vstupně syme-
trický. Proto bychom mohli předpokládat, že pro symetrický model by mohla být nejvhodněǰśı
symetrická zpětná vazba. Tento předpoklad můžeme nyńı doložit na simulaci systému (6.1)
pro r̊uzné zpětnovazebńı matice F. Při návrhu regulátoru pomoćı LQR metody voĺıme dan-
nou penalizaci stav̊u a vstup̊u pomoćı matic Q ≥ 0,R > 0. Pokud zvoĺıme penalizaci stav̊u
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symetrickou tedy např́ıklad:

Q =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 R =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (6.2)

Dostaneme zpětnou vazbu:

F =

 0.0000 3.5983 −0.0000 0.9370
−3.1162 −1.7992 −0.8115 −0.4685
3.1162 −1.7992 0.8115 −0.4685

 (6.3)

Vlastńı č́ısla zpětnovazebńıho systému (A+BF ) jsou:

λ1 = −29.7438 λ2 = −2.1660 λ1 = −29.7438 λ2 = −2.1660

Jordanova forma uzavřeného systému (A+BF ) ∼ JF odpov́ıdá struktuře matice L4, pro kte-
rou jsme ověřili zpětnovazebńı symetrii. Zpětná vazba F je symetrická. Nyńı zvoĺıme r̊uznou
penalizaci stav̊u:

Q =


80 0 0 0
0 30 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 R =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (6.4)

Dostaneme zpětnovazebńı matici:

F5 =

 0.0000 6.4932 −0.0000 0.6175
−7.9728 −3.2466 −0.6368 −0.3088
7.9728 −3.2466 0.6368 −0.3088

 (6.5)

Vlastńı č́ısla zpětnovazebńıho systému (A+BF5) jsou:

λ1 = −12.5203 ω1 = −9.9319 λ2 = −10.5149 ω2 = −7.2420

Jordanova matice uzavřeného systému (A+BF5) ∼ JF5 odpov́ıdá struktuře L5. Pro strukturu
Jordanovi matice L5 jsme ověřili, že zpětnovazebńı systém symetrický neńı. Pro srovnáńı ode-
zvy na změnu počátečńıho stavu systému změńıme u obou zpětnovazebńıch systémů počátečńı
stav x0. Vychýĺıme tělo robotu o úhel φ = 5◦ v jednom smětu a o úhel ψ = −5◦ v druhém
směru. Počátečńı stav bude x0 = [ 5π

180 −
5π
180 0 0]T , protože matematický popis systému je

odvozený v Radianech. Pro lepš́ı představu zobraźıme grafy odchylek φ(t), psi(t) a úhlových
rychlost́ı ωφ(t), ωψ(t) ve stupńıch [◦], respektive [◦/s].

48



0 1 2 3 4
−1

0

1

2

3

4

5

time

φ(
t)

[°
]

 

 

φ
F

φ
F5

0 1 2 3 4
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

time

ψ
(t

)[
°]

 

 

ψ
F

ψ
F5

Obrázek 6.1: Grafy časové závisloti odchylek od svislé osy těla robotu, modře zpětnovazebńı
systém (A+BF ),zeleně (A+BF5)
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BF ),zeleně systém (A+BF5)
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Obrázek 6.3: Grafy časové závisloti ř́ızeńı u(t)

Porovnáme-li časové pr̊uběhy odchylek viz obrázek 6.1, je vidět, že symetrická zpětná
vazba F nemá oproti zpětné vazbě F5 překmit. Avšak zpětná vazba F5 má rychleǰśı odezvu.
Pomaleǰśı odezva u zpětné vazby F je zb̊usobena vlastńım č́ıslem λ2 = −2.1660. U metody
LQR nev́ıme jaké vlastńı č́ısla boudou přǐrazeny zpědnovazebńımu systému (A+BF), to je
nevýhoda metody LQR oproti metodě JFA.

Dále porovnáme-li grafy úhlových rychlost́ı na obrázku 6.2 vid́ıme, že úhlová rychlost ωφF5

dosahuje vysoké maximálńı absolutńı hodnoty oproti maximálńı absolutńı hodnotě úhlové
rychlosti ωψF5

, tedy max(|ωφF5
(t)|) >> max(|ωψF5

(t)|). Naproti tomu pr̊uběhy úhlových
rychlost́ı ωφF , ωψF jsou souměrné v̊uči časové ose, jejich maximálńı absolutńı hodnota
max(|ωφF5

(t)|) ∼ max(|ωψF (t)|) je cca 4 krát menš́ı než hodnota max(|ωφF5
(t)|).

Toto chováńı souviśı také s velikost́ı akčńıch zásah̊u ř́ızeńı u(t). Pro zpětnou vazbu F je
oproti zpětné vazbě F5 třeba cca polovičńı śıly ke stabilizaci robota.

6.1.2 JFA metoda

Při návrhu zpětné vazby metodou přǐrazeńı Jordanovi formy je obt́ıžné vědět, jak vhodně
zvolit Jordanovi bloky matice L, tedy vlatńı č́ısla uzavřeného systému λi ∈ Λ(Ac), kde

Ac = A+BF

je matice uzavřeného systému pro stavovou zpětnou vazbu F. Pro návrh stavové zpětné vazby
heuristickou metodou JFA muśıme dále ještě volit m × n parametr̊u. Při použit́ı explicitńı
parametrizace zpětné vazby F(α) pomoćı JFA lze dosáhnout minimálńıho počtu volných
parametr̊u αi. Dále bychom také chtěli optimalizovat αi tak, aby byl komplexńı či reálný
poloměr stability (rC, rR) co největš́ı. Počet volných parametr̊u je závislý na volbě struktury
matice L. Pro účel simulace zvoĺıme nejdř́ıve 2 matice L, pro které zpětnovazebńı systém Ac
symetrický neńı:
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L22 =


−10 1 0 0

0 −10 1 0
0 0 −10 1
0 0 0 −10

 L23 =


−10 10 0 0
−10 −10 0 0

0 0 −10 10
0 0 −10 −10

 (6.6)

dále zvoĺıme 2 struktury matic L3, L4 pro λ1 = −10, λ2 = −13, pro které zpětnovazebńı
systém symetrický je:

L3 =


−10 1 0 0

0 −10 0 0
0 0 −10 1
0 0 0 −10

 L4 =


−10 0 0 0

0 −13 0 0
0 0 −10 0
0 0 0 −13

 (6.7)

Nyńı provedeme opět experiment, kde vychýĺıme tělo robotu o úhel φ = 5◦ od svislé osy
(rotace kolem osy x) a o úhel ψ = −5◦ (rotace kolem osy z), počátečńı stav simulace bude
opět x0 = [ 5π

180 −
5π
180 0 0]T .

Zpočteme tedy zpětné vazby pomoćı metody JAF a volné parametry αi optimalizuje dle
reálného poloměru stability. Vypočtené zpětnovazebńı matice:

F23 =

 −5.8718 −1.2794 −0.3474 −0.2846
−12.4872 −12.6618 −0.8603 −1.1669

0.7436 −12.6618 0.1654 −1.1669


F3 =

 6.8360 9.4698 0.7563 0.9454
3.1509 1.5755 0.2775 −0.0249
11.2546 1.5721 1.3033 −0.0252


F4 =

 3.4785 4.2070 0.3859 0.4602
−1.3053 −4.0788 −0.1990 −0.5528
8.2624 −4.0788 0.9708 −0.5528


F22 =

−3.7982 6.3628 −0.4236 0.6985
−7.9492 −0.4960 −0.9421 −0.1727
0.2799 −0.5068 0.0958 −0.1738


(6.8)

Tabulka hodnot reálného poloměru stability př́ısluš́ıćı k danné zpětné vazbě Fi:

zpětnovazebńı matice Fi rR
F23 0.9805789

F3 0.9805789

F4 0.9847064

F22 0.9800853

Porovnáme-li časové pr̊uběhy odchylek φ(t), ψ(t) pro navržené zpětné vazby, vid́ıme, že
pro zpětnou vazbu F23 dostaneme vždy překmit. Doby ustáleńı se při danné volbě vlastńıch
č́ısel téměř shoduj́ı. Odezvy úhlových rychlost́ı se kromě zpětné vazby F23, která dosahuje
vysoké absolutńı maximálńı úhlové rychlosti v obou směrech, taktéž téměř shoduj́ı. Všechny
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Obrázek 6.4: Graf časové závislosti úhl̊u pro vypočtené zpětné vazby
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Obrázek 6.5: Graf časové závislosti úhlových rychlost́ı pro vypočtené zpětné vazby

navržené zpětné vazby byly optimalizovány dle reálného poloměru stability. Nejvyšš́ı poloměr
stability vyšel logicky u zpětné vazby F4, kde jsme zvolili dvě vlastńı č́ısla (λ2 = −13) dál
od imaginárńı osy oproti vlastńım č́ısl̊um λ1 = −10 u zpětných vazeb F23, F3, F22. Daľśım
ukazatelem kvality ř́ızeńı symetrického systému by měl být fakt, že také zpětná vazba F by
měla být symetrická, což splňuj́ı F3, F4.
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Obrázek 6.6: Graf časové závislosti ř́ızeńı pro vypočtené zpětné vazby
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Obrázek 6.7: Graf časové závislosti ř́ızeńı pro vypočtené zpětné vazby
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7 Návrh ř́ızeńı pro prototyp

Ćılem návrhu ř́ızeńı pro reálný prototyp je opět stabilizovat jej ve svislé poloze. Pro návrh
ř́ızeńı použijeme linearizovaný model 10. řádu vytvořený Lagrangeovou metodou, kde matice
(A,B):

A10 =



0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

−215.80 2.63 2.63 −11.34 0 −22.05 0.50 0.50 0 0
2.63 −215.80 2.63 5.67 −9.82 0.5 −22.05 0.50 0 0
2.63 2.63 −215.80 5.67 9.82 0.50 0.50 −22.05 0 0
75.25 −37.63 −37.63 63.01 0 14.25 −7.13 −7.13 0 0

0 65.17 −65.17 0 63.01 012.34 −12.34 0 0



B10 =



0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

−0.4974 −0.4974 22.0475
−0.4974 22.0475 −0.4974
22.0475 −0.4974 −0.4974
−14.2495 7.1247 7.1247

0 −12.3404 12.3404


(7.1)

U prototypu máme k dispozici pouze měřeńı dvouosého náklonoměru. K źıskáńı úhlových
rychlost́ı použijeme derivačńı článek. Pro návrh ř́ızeńı tedy budeme přepokládat, že známe 4
výstupy systému, proto použijeme výstupńı zpětnou vazbu:

u(t) = Ky(t) = KC x(t)

kde

C10 =


0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
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Při analýze zpětné vazby 4-bodového modelu jsme výpočtem ověřili jeho symetrii a
dokázali nalézt symetrické zpětné vazby. Pro matici dynamiky A dokážeme sice naj́ıt Jor-
danovu formu J, ale nedokážeme pro ni výpočtem naj́ıt tranformačńı matici R, kde (J =
RAR−1), proto přesně nedokážeme ověřit symetrii tohoto systému ani genericky naj́ıt syme-
trickou zpětnou vazbu.

Pokud chceme navrhnout zpětnou vazbu od výstupu při znalosti pouze náklon̊u ve dvou
osách a jejich derivaćı, nelze přǐradit systému všechna vlastńı č́ısla. Pro návrh ř́ızeńı tedy
použijeme neúplné přǐrazeńı výstupńı zpětnou vazbou, kde přǐrad́ıme pouze čtyři vlastńı
č́ısla analogicky jako u 4-bodového modelu pro symetrickou strukturu matice L3. Výpočet
zpětné vazby provedeme explicitńı metodou JFA, kde L ∈ R10×10.

L =

[
L3 ∗
0 ∗

]
, L3 =


λ1 1 0 0
0 λ1 0 0
0 0 λ1 1
0 0 0 λ1

 , Q(α) =

 1 0 0 0
0 0 1 0
α1 α2 α3 α4

 (7.2)

Pro explicitńı vyjádřeńı výstupńı zpětné vazby K(α) optimalizujeme vektor volných pa-
rametr̊u α = [α1 α2 α3 α4] tak, aby byl maximalizován reálný poloměr stability rR. Systému
přǐrazujeme čtyřnásobné vlastńı č́ısla λ1. Na volbě vlastńıho č́ısla λ1 však také záviśı stabilita
nepřǐrazovaných vlastńıch č́ısel. Pro volbu λ1 < −4.1 již nelze nalézt výstupńı zpětnou vazbu
K, která by systém stabilizovala. Takže voĺıme λ1 ∈ (−4.1, 0) a optimalizujeme α takové, aby
byl poloměr stability rR maximálńı.

Tabulka hodnot reálného poloměru stability rR v závislosti na volbě λ1:

vlastńı č́ıslo λ1 reálný poloměr stability rR
-3 0.1817

-2.6 0.1828

-2.5 0.1848

-2.4 0.1844

-2 0.1789

Jak je vidět z tabulky, reálný poloměr stability je maximálńı pro hodnotu λ1 = −2.5.
Výpočtem dostaneme optimalizovaný vektor αopt = [10.4572 − 9.3547 6.2075 − 7.0323],
který dosad́ıme do parametrického vyjádřeńı K(α) :

K10 = K(αopt) =

−2.7238 −0.4659 1.6035 −0.1483
2.5724 0.2997 −7.7385 −1.5095
−8.1055 −1.2476 −7.7385 −1.5095

 (7.3)

Uzavřený systém (A10 +B10K10C10) má vlastńı č́ısla:

λ1 = -33.7516 λ2 = -14.0135 +23.0395i λ3 = -14.0135 -23.0395i
λ4 = -10.5263 + 9.9861i λ5 = -10.5263 - 9.9861i λ6 = -8.8615
λ7 = -2.6285 + 0.4517i λ8 = -2.6285 - 0.4517i λ9 = -2.6485
λ10 = -5.0246

Nyńı simulačně ověř́ıme vlastnosti navržené výstupńı zpětné vazby Kopt, když naklońıme
tělo robotu pro r̊uzné kombinace odchylek [φ, ψ].
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Obrázek 7.1: Graf časové závisloti odchylek [φ, ψ] = [3, 3] od svislé polohy a odchylek
δA, δB, δC od středu rozsahu voice coil aktuátoru
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Obrázek 7.2: Graf časové závisloti odchylek [φ, ψ] = [−3◦, 3◦] od svislé polohy a odchylek
δA, δB, δC od středu rozsahu voice coil aktuátoru

Jak je vidět v grafech má ř́ıd́ıćı systém pro r̊uzné náklony jiné funkčńı vlastnosti. Pro
počátečńı hodnoty [3,3],[-3◦,-3◦] je splněno omezeńı na rozsahy aktuátor̊u |δ(t)| < d0. Pro
počátečńı body [3◦,-3◦],[-3◦,3◦] je však omezeńı na rozsah aktuátor̊u dosti porušeno a pro
bod [0◦,-3◦] je tedy téměř splněno. Při stabilizaci robota zálež́ı v jakém směru je tělo ro-
botu nakloněno, což neńı moc žádoućı vlastnost pro reálný systém. Nicméně navržené ř́ızeńı
ověř́ıme na reálném systému prototypu robota. K realizaci regulátoru využijeme ř́ıd́ıćı systém
REX.
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Obrázek 7.3: Graf časové závisloti odchylek [φ, ψ] = [3◦,−3◦] od svislé polohy a odchylek
δA, δB, δC od středu rozsahu voice coil aktuátoru

0 2 4 6
−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

time

od
ch

ylk
a(

t)[
°]

 

 

φ

ψ

0 2 4 6
−0.025

−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

time

δ(t
)[m

]

 

 

δ
A

δ
B

δ
C

Obrázek 7.4: Graf časové závisloti odchylek [φ, ψ] = [−3◦,−3◦] od svislé polohy a odchylek
δA, δB, δC od středu rozsahu voice coil aktuátoru
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Obrázek 7.5: Graf časové závisloti odchylek [φ, ψ] = [0◦,−3◦] od svislé polohy a odchylek
δA, δB, δC od středu rozsahu voice coil aktuátoru
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7.1 Aplikace ř́ızeńı v REXU

Při aplikaci vypočtených ř́ızeńı pro prototyp robota jsem zjistili nedostatky, které jsou
zásadńı pro stabilizaci. Jedńım nedostatkem je doba ustáleńı náklonoměru. Zahrneme-li toto
omezeńı do stavového popisu, dostaneme systém 14. řádu, pro který se pokuśıme navrhnout
zpětnou vazbu. Výstupńı zpětná vazba lze ještě vypoč́ıtat pro parazitńı časové konstanty
τ1 = 1

33 , τ2 = 1
16 , pro větš́ı časové konstanty již výstupńı zpětná vypoč́ıst nelze.

Obrázek 7.6: Schématické zapojeńı výstupńıho regulátoru v REXu

Matice lineárńıho modelu po zařazeńı parazitńı časové konstanty τ1 = 1
33 , τ2 = 1

16

A14 =


|

A10 | 0
|

− − −|− − − − −
A4,10 | A4,4

 A4,10 =


0 0 0 33 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 33 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 16 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 16



A4,4 =


−33 0 0 0

0 −33 0 0
0 0 −16 0
0 0 0 −16

 B14 =



B10

− − −
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
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C14 =


|1 0 0 0

zeros(4, 10) |0 1 0 0
|0 0 1 0
|0 0 0 1

 D14 = zeros(14, 3)

Pokud pro tento systém S14 ∼ (A14, B14, C14) navrhujeme výstupńı zpětnou vazbu meto-
dou JFA anologicky jako pro systém S10 ∼ (A10, B10, C10), dostaneme opět omezeńı na volbu
λ1. Pro volbu λ1 ∈ (−2, 0) lze ještě nalézt parametrickou výstupńı zpětnou vazbu K14(α),
která stabilizuje systém S14. Vzhledem ke složitosti výpočt̊u optimalizujeme vektor volných
parametr̊u α dle komplexńıho poloměru rC.

vlastńı č́ıslo λ1 reálný poloměr stability rC
-1.8 0.0164

-1.5 0.0263

-1.0 0.0238

Pod́ıváme-li se na hodnoty tabulky, největš́ı komplexńı poloměr stability je pro volbu λ1 =
−1.5, kde optimalizovaný vektor parametr̊u αopt = [9.5239 10.8146 2.6539 0.2147] a výstupńı
zpětná vazba K(αopt):

K14 = K(αopt) =

 0.0805 0.0303 −0.5999 0.8390
−8.9243 5.1623 −1.9005 1.5860
−8.9243 −5.1028 −1.9005 0.1163

 (7.4)

Vezmeme-li v potaz komplexńı poloměr stability rC = 0.0263 zpětné vazby K14 je přibližně
o řád nižš́ı než reálný poloměr stability uK10 ∼ rR = 0.1848. Tato skutečnost přisṕıvá k faktu,
že i pro velmi malé odchylky modelu od reálného systému, je uzavřený systém destabilizován.
Tedy navržená zpětná vazba K14 je velmi křehká vzhledem k perturbaćı v prvćıch matice A14.
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7.2 Třeńı u auktuátoru

Druhou významnou komplikaćı při aplikaci ř́ızeńı u vyrobeného prototypu robota je třeńı
mezi magnetem a ćıvkou aktuátoru zp̊usobené t́ıhovou silou Fg. V opačném směru proti
vstupńı śıle Fu p̊usob́ı vždy třećı śıla Ftr. Působeńı třećı śıly zavád́ı do lineárńıho pohybu
aktuátor̊u nelinarity, což zp̊usobuje nelineárńı chováńı aktuátoru.

Obrázek 7.7: Aktuátor s vyznačenými silami p̊usob́ıćı na magnet aktuátoru

Obrázek 7.8: Nákres aktuátoru s novým uchyceńım ke konstrukci robota

Pro správné fungováńı navrženého ř́ızeńı by mělo být p̊usobeńı třećı śıly odstraněno. To
částečně lze zajistit pokud k signálu ř́ızeńı přičteme sinusuvý signál o vysoké frekvenci. V

60



regulačńım schématu 7.6 je proto použit blok SG, kterým přič́ıtáme ke vstupu aktuátoru
sinusuvý signál, avšak třećı śıla nevymiźı úplně.

K úplnému odstraněńı třećı śıly Ftr p̊usob́ıćı na závaž́ı aktuátoru by bylo třeba navrhnout
nové ukotveńı aktuátor̊u ke konstrukci robota. Pokud bychom nahradili uchyceńı magnetu
aktuátoru pomoćı jedné pružiny soustavou alespoň 3 pružin, bylo by třeńı plně odstraněno. Na
obrázku 7.2 je navrženo nové uložeńı aktuátoru, které obsahuje stejně tuhé pružiny P1, P2, P3.
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8 Závěr

Práce se zabývá návrhem zpětné vazby, která má stabilizovat prototyp jednonohého ro-
bota. Ř́ızeńı je navrženo pro r̊uzné modely jednonohého robota. Vlastnosti r̊uzných ř́ızeńı jsou
ověřeny pomoćı simulace v Simulinku a stabilizace je vždy dosaženo. Při aplikaci navržených
ř́ızeńı jsme však narazili na rozd́ılné chováńı reálného prototypu a simulačńıch model̊u. Pro
náklonoměr reálného prototypu je doba ustáleńı cca tu

.
= 0.1s, avšak pro návrh zpětné vazby

jsme ověřili, že výstupńı zpětnou vazbu lze nalézt pouze pro náklonoměr s dobou ustálneńı
menš́ı než 0,033 s. Daľśı rozd́ılné chováńı reálného prototypu oproti modelu je třeńı mezi mag-
netem a ćıvkou aktuátoru. Abychom zaručili správnou funkci navrženého ř́ızeńı, měl by být
navržen nový prototyp, kde bychom použili náklonoměr s menš́ı dobou ustáleńı (tu ≤ 0.033
s) a aktuátory s novým uchyceńım ke konstrukci robota viz. obrázek 7.8. V př́ıloze je uveden
datasheet náklonoměru, který má dobu ustáleńı tu ≤ 0.025s, což je dostačuj́ıćı k návrhu stabi-
lizuj́ıćıho ř́ızeńı. U nového prototypu by k uložeńı aktuátor̊u také bylo třeba použ́ıt pružiny o
známé tuhosti, nebot’ právě tuhost pružin významně ovlivňuje dynamické vlastnosti systému.

Dále jsme v práci zkoumali symetrii systému a návrh symetrické zpětné vazby. Symetrická
zpětná vazba se chová stejně pro všechny směry náklonu robota, proto by bylo vhodné, aby
navržená zpětná vazba použitá k ř́ızeńı reálného prototypu byla také symetrická. Nicméně
vzhledem k vysokému řádu modelu prototypu (10.̌rád) jsme při návrhu symetrické zpětné
vazby narazili na velkou složitost úlohy, pro kterou dosud aplikované numerické algoritmy
v sofwaru Maple nenaleznou transformačńı matici R pro převod matice dynamiky A do
jordanovi formy J. Proto jsme nebyli schopni zaručit symetrii výstupńı zpětné vazby pro
model systému 10.̌rádu.
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Př́ılohy

Vektor hybnosti Hs

Matematické vyjádřeńı složek vektoru momentu hybnosti Hs v sekci 2.4.2

Hs =

h1h2
h3


h1 = (−m((sψr − cψcϕh)(−sψr + cψcϕh)− s2ϕh2)−

−m((−
√

3

2
sψr−

1

2
cψsϕr−cψcϕh)(

1

2
sψr+

√
3

2
cψsϕr+cψcϕh)+(

√
3

2
cϕr−sϕh)(−

√
3

2
cϕr+sϕh))

−m((−1

2
sψr+

√
3

2
cψsϕr−cψcϕh)(

1

2
sψr−

√
3

2
cψsϕr+cψcϕh)+(−

√
3

2
cϕr−sϕh)(

√
3

2
cϕr+sϕh))

−M(−c2ψc2ϕl2−s2ϕl2))
d

dt
ϕ+(msϕh(cψr+sψcϕh)−m(

√
3

2
cϕr−sϕh)(−1

2
cψr+

√
3

2
sψsϕr+sψcϕh)

−m(−
√

3

2
cϕr − sϕh)(−1

2
cψr −

√
3

2
sψsϕr + sψcϕh) +Msϕl

2sψcϕ)
d

dt
ψ

h2 = (−m(−cψr − sψcϕh)sϕh−m(
1

2
cψr −

√
3

2
sψsϕr − sψcϕh)(−

√
3

2
cϕr + sϕh)−

−m(
1

2
cψr +

√
3

2
sψsϕr − sψcϕh)(

√
3

2
cϕr + sϕh) +Msϕl

2sψcϕ)
d

dt
ϕ

+(−m((sψr − cψcϕh)(−sψr + cψcϕh) + (−cψr − sψcϕh)(cψr + sψcϕh))−

−m((−1

2
sψr −

√
3

2
cψsϕr − cψcϕh)(

1

2
sψr +

√
3

2
cψsϕr + cψcϕh)+

+(
1

2
cψr −

√
3

2
sψsϕr − sψcϕh)(−1

2
cψr +

√
3

2
sψsϕr + sψcϕh))−

−m((−1

2
sψr +

√
3

2
cψsϕr − cψcϕh)

1

2
sψr −

√
3

2
cψsϕr + cψcϕh)+

+(1/2cψr+

√
3

2
sψsϕr− sψcϕh)(−1

2
cψr−

√
3

2
sψsϕr+ sψcϕh))−M(−c2ψ(cϕ)2l2− s2ψc2ϕl2))

d

dt
ψ

64



h3 = (−m(cψr + sψcϕh)(−sψr + cψcϕh)−

−m(−1

2
cψr +

√
3

2
sψsϕr + sψcϕh)(

1

2
sψr +

√
3

2
cψsϕr + cψcϕh)−

−m(−1

2
cψr −

√
3

2
sψsϕr + sψcϕh)(

1

2
sψr −

√
3

2
cψsϕr + cψcϕh)−Mcψc

2
ϕl

2sψ)
d

dt
ϕ+

+(−msϕh(sψr − cψcϕh)−m(−
√

3

2
cϕr + sϕh)(−1

2
sψr −

√
3

2
cψsϕr − cψcϕh)−

−m(

√
3

2
cϕr + sϕh)(−1

2
sψr +

√
3

2
cψsϕr − cψcϕh) +Mcψcϕl

2sϕ
d

dt
ψ

4-bodový model

Substituce zavedené pro soustavu lineárńıch rovnic 2.41 pro 4-bodový model:

b1 = −3
2mr

2−3mc2ψc
2
ϕh

2−3mh2+3mh2c2ϕ+ 3
2mr

2c2ψc
2
ϕ− 3

2mc
2
ϕr

2−Mc2ψc
2
ϕl

2−Ml2+Ml2c2ϕ

b2 = −1
2sϕsψcϕ(6mh2 − 3mr2 + 2Ml2)

c1 = −1
2sϕsψcϕ(6mh2 − 3mr2 + 2Ml2)

c2 = −3mr2 − 3mh2c2ϕ + 3
2mc

2
ϕr

2 −Ml2c2ϕ

a1 = −1
4u3sϕhsψ

√
2+1

4u3sϕ
√

2sψr+
1
4u2sϕ

√
2sψr−1

4u2sϕhsψ
√

2−1
2u1sϕ

√
2sψr+

1
2u1sϕhsψ

√
2−

1
4u2cψh

√
3
√

2− 1
4u3cψ

√
3r
√

2 + 1
4u3cψh

√
3
√

2 + 1
4u2cψ

√
3r
√

2− 3ωϕmcψωψr
2sψc

2
ϕ + sϕgMl−

3
2ωψmr

2sψωϕ + ωψMωϕl
2sψ + 3ωψmωϕh

2sψ − 2Msϕl
2cϕω

2
ϕ − 6msϕh

2cϕω
2
ϕ + 3msϕω

2
ϕr

2cϕ −
2ωψMc2ϕωϕl

2sψ + 2Mc2ψcϕl
2sϕω

2
ϕ + 6mc2ψsϕω

2
ϕh

2cϕ − 6ωψmc
2
ϕωϕh

2sψ − 3msϕh
2cψω

2
ψcϕ −

Msϕl
2cψω

2
ψcϕ + 3ωψmc

2
ϕr

2sψωϕ + 3
2mcϕr

2cψω
2
ψsϕ − 3mc2ψcϕω

2
ϕr

2sϕ + 2ωϕMcψc
2
ϕl

2sψωψ +

6ωϕmsψωψc
2
ϕh

2cψ + 3sϕgmh

a2 = 3
2ωϕmcϕr

2cψωψsϕ−3ωϕmsϕh
2cψωψcϕ−ωϕMsϕl

2cψωψcϕ+ 1
4u3rcϕ

√
2− 1

4u3cϕh
√

2+
1
4u2rcϕ

√
2−1

4u2cϕh
√

2−1
2u1rcϕ

√
2+1

2u1cϕh
√

2+Ml2sψω
2
ϕ−3ωψmcϕωϕr

2sϕ+2ωψMcϕl
2sϕωϕ+

6ωψmsϕωϕh
2cϕ + 3mω2

ϕh
2sψ − 3

2mω
2
ϕr

2sψ + 3mc2ϕr
2sψω

2
ϕ − 6mc2ϕω

2
ϕh

2sψ − 2Mc2ϕω
2
ϕl

2sψ +
3sψcϕgmh+ sψcϕgMl

kde

cos(ϕ(t)) = cϕ sin(ϕ(t)) = sϕ cos(ψ(t)) = cψ sin(ψ(t)) = sψ

NS popis pro 4-bodový model

Ze sekce 2.5 uvedeme popis funkćı nelineárńıho statového popisu 4-bodového modelu:
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f1(x,u) = x3

f2(x,u) = x4

funkce f3(x,u), f4(x, u) źıskáme provedeme-li substituci stavových proměnných do řešeńı
soustavy rovnic 2.41, kde proměnné jsou úhlové zrychleńı εϕ, εψ. Plat́ı tedy:

f3 = 1
2(48sx1cx1mh

2Ml2x23c
2
x2+24mh2c2x1sx1gMlc2x2−12mc2x1r

2sx1gMlc2x2+24Ml2c2x1sx1gmhc
2
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3mc2x1r
3u3cx2

√
3
√
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3
√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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2sx2+24mr2Mc2x2cx1 l
2sx1x

2
3−
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66



24mr2x4Mcx1 l
2sx1x3c

2
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2
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Rychlosti v L-modelu

Abychom vyjádřili kinetickou energii je třeba znát rychlosti hmotných bod̊u vA, vB, vC .
Rychlosti vi = [vi(1) vi(2) vi(3)]T vyjádř́ıme po složkách .

vA(1) = −sβ( ddtβ)((
√
2
2 )r+(

√
2
2 )(δA+d0))+(

√
2
2 )cβ( ddtδA)−cβ( ddtβ)cα(l−(

√
2
2 )r+(

√
2
2 )(δA+

d0)) + sβsα
d
dtα(l − (12)r

√
2 + (

√
2
2 )(δA + d0))− (

√
2
2 )sβcα( ddtδA)

vA(2) = cβ( ddtβ)((
√
2
2 )r+(

√
2
2 )(δA+d0))+(

√
2
2 )sβ( ddtδA)−sβ( ddtβ)cα(l−(12)r

√
2+(

√
2
2 )(δA+

d0))− cβsα d
dtα(l − (

√
2
2 )r + (

√
2
2 )(δA + d0)) + (

√
2
2 )cβcα( ddtδA)

vA(3) = cα
d
dtα(l − (

√
2
2 )r + (

√
2
2 )(δA + d0)) + (

√
2
2 )sα( ddtδA))

vB(1) = −sβ( ddtβ)(−(
√
2
4 )r − (

√
2
4 )(δB + d0)) − (

√
2
4 )cβ( ddtδB) − cβ( ddtβ)cα(l − (

√
2
2 )r +

(
√
2
2 )(δB+d0))+sβsα( ddtα)(l−(12)r

√
2+(

√
2
2 )(δB+d0))−(12)sβcα

√
2(( ddtδB))−(12)cβ( ddtβ)sα

√
3((
√
2
2 )r+

(
√
2
2 )(δB + d0))− (

√
3
2 )sβcα( ddtα)((12)r

√
2 +

√
2
2 (δB + d0))− (

√
3
√
2

4 )sβsα(( ddtδB))

vB(2) = cβ( ddtβ)(−(
√
2
4 )r − (

√
2
4 )(δB + d0)) − (

√
2
4 )sβ(( ddtδB)) − sβ( ddtβ)cα(l − (

√
2
2 )r +

(
√
2
2 )(δB+d0))−cβsα( ddtα)(l−(

√
2
2 )r+(

√
2
2 )(δB+d0))+(

√
2
2 )cβcα( ddtδB)−(12)sβ( ddtβ)sα

√
3((
√
2
2 )r+

(
√
2
2 )(δB + d0)) + (12)cβcα( ddtα)

√
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√
2
2 )r + (

√
2
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√
3
√
2

4 )cβsα( ddtδB)

vB(3) = cα( ddtα)(l−(
√
2
2 )r+(

√
2
2 )(δB+d0))+

√
2
2 sα

d
dtδB)+(12)sα( ddtα)

√
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√
2
2 )r+(

√
2
2 )(δB+
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√
3
√
2

4 )cα( ddtδB)

vC(1) = −sβ d
dtβ(−

√
2
4 r−

√
2
4 (δC +d0))−

√
2
4 cβ( ddtδC)− cβ( ddtβ)cα(l−

√
2
2 r+

√
2
2 (δC +d0))+

sβsα
d
dtα(l −

√
2
2 r +

√
2
2 (δC + d0)) −

√
2
2 sβcα( ddtδC) + cβ( ddtβ)sα(−

√
3
2 (−

√
2
4 r −

√
2
4 (δC + d0)) +

√
3
4 (
√
2
2 r +

√
2
2 (δC + d0)) + sβcα( ddtα)(−

√
3
2 (−

√
2
4 r −

√
2
4 (δC + d0)) +

√
3
4 (
√
2
2 r +

√
2
2 (δC + d0)) +

√
3
√
2

4 sβsα( ddtδC)

vC(2) = cβ( ddtβ)(−
√
2
4 r−

√
2
4 (δC +d0))−

√
2
4 sβ( ddtδC)−sβ( ddtβ)cα(l−

√
2
2 r+

√
2
2 (δC +d0))−

cβsα( ddtα)(l−
√
2
2 r+

√
2
2 (δC +d0))+

√
2
2 cβcα(( ddtδC))+sβ( ddtβ)sα(−

√
3
2 (−

√
2
4 r−

√
2
4 (δC +d0))+

√
3
4 (
√
2
2 r +

√
2
2 (δC + d0))− cβcα( ddtα)(−

√
3
2 (−

√
2
4 r −

√
2
4 (δC + d0)) +

√
3
4 (
√
2
2 r +

√
2
2 (δC + d0))−√

3
√
2

4 cβsα( ddtδC)

vC(3) = cα( ddtα)(l −
√
2
2 r +

√
2
2 (δC + d0)) +

√
2
2 sα( ddtδC)− sα( ddtα)(−

√
3
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√
2
4 r −

√
2
4 (δC +
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√
3
4 (
√
2
2 r +

√
2
2 (δC + d0)) +

√
3
√
2

4 cα(( ddtδC))
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Substituce a řešeńı soustavy 2.66 pro L-model
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√
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√
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√
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√
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√
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√
3+1

4mzgcq50sq40
√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
3q21 + 1

2mzq51
√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√

2q20 + 1
2mzq

2
51c

2
q40 l
√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
3q31−1

2mzgcq50sq40
√

2q20−3
2mzgcq50sq40

√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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2
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√
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2
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√
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2
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2
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2
51cq40q10d0sq40 − 1

4mzq
2
51q

2
30

√
3 + 1

4mzgcq50cq40
√

3
√

2q20

a5 = 1
2mzq21sq40q41d0−mzq11sq40q41r+

1
2mzrsq40q41q21+1

2mzq20sq40q41q21−3mzgsq50cq40 l−
3mcgsq50cq40 l−mkgsq50cq40 lT+1

4mzq30cq40q41
√

3q31−1
2mzgsq50cq40

√
2q20−3

2mzgsq50cq40
√

2d0−
1
2mzgsq50cq40

√
2q10+

3
2mzgsq50cq40r

√
2−3

2mcgsq50cq40
√

2d0+
3
2mcgsq50cq40r

√
2−1

4mzgcq50
√

2q20+

mzq51q41q30
√

3d0−mzq51q41q20
√

3d0−1
4mzrsq40q

2
41

√
3q30−1

4mzgsq50sq40
√

3
√

2q20+mzq51c
2
q40 l
√

2q21−
mzq51c

2
q40 lq41

√
3
√

2q30+mzq51c
2
q40 lq41

√
3
√

2q20−1
2mzq51cq40 lsq40

√
3
√

2q31−2mzq51cq40 l
√

2q10sq40q41−
6mcq51cq40 l

√
2d0sq40q41−6mzq51cq40 l

√
2d0sq40q41+6mzq51cq40 lr

√
2sq40q41−2mzq51cq40 l

√
2q20sq40q41+

6mcq51cq40 lr
√

2sq40q41−2mzq51cq40 l
√

2q30sq40q41+
1
2mzq51cq40 lsq40

√
3
√

2q21−1
2mzgsq50cq40

√
2q30−
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1
4mzq20cq40q41

√
3q21+mzq51c

2
q40 l
√

2q11−1
4mzgcq50

√
2q30+

1
2mzq51q41q

2
30

√
3+1

8mzq
2
20sq40q

2
41

√
3+

1
4mz

√
2q30cq40q

2
41l+

1
4mz

√
2q20cq40q

2
41l−1

8mzq
2
30sq40q

2
41

√
3−2mzq51c

2
q40q30q41

√
3d0+2mzq51c

2
q40q20q41

√
3d0+

1
4mzrsq40q

2
41

√
3q20+

1
4mzq20sq40q

2
41

√
3d0−1

2mz

√
2q10cq40q

2
41l+mzq51c

2
q40 l
√

2q31+
1
2mzgcq50

√
2q10−

1
4mzrcq40q41

√
3q21−1

2mzq51q41q
2
20

√
3+mzq51c

2
q40q

2
20q41

√
3+1

4mzq31cq40q41
√

3d0+
1
4mzrcq40q41

√
3q31−

1
4mzq21cq40q41

√
3d0−1

4mzq30sq40q
2
41

√
3d0+

1
2mzq51q41l

√
3
√

2q30−1
2mzq51q41l

√
3
√

2q20+9mcq51cq40rd0sq40q41−
2mzq51cq40q10d0sq40q41+2mzq51cq40rq10sq40q41+9mzq51cq40rd0sq40q41+(7/2)mzq51rq20cq40sq40q41−
1
2mzq51q20d0cq40sq40q41+(7/2)mzq51rq30cq40sq40q41−1

2mzq51cq40q30d0sq40q41−mzq51cq40q
2
10sq40q41−

3
2mzq51cq40d

2
0sq40q41−6mzq51cq40 l

2sq40q41−mzq10cq40q
2
41d0+

1
2mzq20cq40q

2
41d0+

1
2mzq30cq40q

2
41d0−

1
4mzq51cq40q

2
20sq40q41 − 1

4mzq51q
2
30cq40sq40q41 − 2mklT 2q51cq40sq40q41 − 3

2mcq51cq40r
2sq40q41 −

3
2mcq51cq40d

2
0sq40q41−6mcq51cq40 l

2sq40q41−3
2mzq51cq40r

2sq40q41−mzq51c
2
q40q

2
30q41

√
3+1

4mzgsq50sq40
√

3
√

2q30+

mzq51cq40q20sq40
√

3q21−mzq51cq40q30sq40
√

3q31−mzq51cq40q31sq40
√

3d0+mzq51cq40q21sq40
√

3d0+
mzq51q30q31+mzq51q20q21+mzq51q10q11+mzq51q11d0+mzq51rq11+mzq51q21d0+mzq51rq21+
mzq51rq31+mzq51q31d0−7

4mzq51rq31c
2
q40+1

4mzq51c
2
q40q31d0+

1
2mzq31sq40q41d0+mzq51c

2
q40q11d0−

mzq51c
2
q40rq11−

7
4mzq51rq21c

2
q40+1

4mzq51q21d0c
2
q40+1

4mzq
2
20cq40q

2
41+

1
2mzrsq40q41q31+

1
2mzq30sq40q41q31+

1
4mzq

2
30cq40q

2
41 + 1

4mzq51c
2
q40q20q21 + 1

4mzq51q30c
2
q40q31 + mzq51c

2
q40q10q11 − mzq10sq40q41q11 −

1
2mzq

2
10cq40q

2
41 −mzq11sq40q41d0

b1 = mz

b5 = mzcq40r − 1
2mz

√
2cq40 l

c4 = 1
2mzr

√
3− 1

4mzl
√

3
√

2

c5 = −1
2mzcq40r + 1

4mz

√
2cq40 l

e2 = 1
2mzr

√
3− 1

4mzl
√

3
√

2

e3 = −1
2mzr

√
3 + 1

4mzl
√

3
√

2

e4 = 3mzl
√

2d0 +mzl
√

2q20−3mzlr
√

2+mzl
√

2q10 +mzl
√

2q30−3mclr
√

2+3mcl
√

2d0−
mzrq10+mzq10d0− 1

4mzrq20+ 7
4mzq20d0− 1

4mzrq30+ 7
4mzq30d0− 3

2mcrd0− 3
2mzrd0+ 9

4mzd
2
0+

1
2mzq

2
10 + 9

4mcd
2
0 + 7

8mzq
2
30 + 3mzl

2 + 9
4mcr

2 + 9
4mzr

2 + 3mcl
2 +mklT 2 + 7

8mzq
2
20

e5 = −1
8mz(−2q220sq40−2q230sq40+4q210sq40−4q30sq40d0−q230cq40

√
3+8q10sq40d0−4q20sq40d0+

q220cq40
√

3−2rcq40
√

3q30−2q30cq40
√

3d0+4
√

2q10sq40 l+2rcq40
√

3q20+2q20cq40
√

3d0−2
√

2q20sq40 l−
2
√

2q30sq40 l)

f1 = mzcq40r − 1
2mz

√
2cq40 l

f2 = −1
2mzcq40r + 1

4mz

√
2cq40 l
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f4 = −1
8mz(−2q220sq40−2q230sq40+4q210sq40−4q30sq40d0−q230cq40

√
3+8q10sq40d0−4q20sq40d0+

q220cq40
√

3−2rcq40
√

3q30−2q30cq40
√

3d0+4
√

2q10sq40 l+2rcq40
√

3q20+2q20cq40
√

3d0−2
√

2q20sq40 l−
2
√

2q30sq40 l)

f5 = mzc
2
q40 l
√

2q20 + 1
2mzcq40q

2
20sq40

√
3 +mzc

2
q40 l
√

2q30 +mzc
2
q40 l
√

2q10 + 3mzc
2
q40 l
√

2d0−
3mzc

2
q40 lr
√

2− 1
2mzcq40q

2
30sq40

√
3+3mcc

2
q40 l
√

2d0−3mcc
2
q40 lr
√

2+mzrq10+mzq10d0+mzrq20+

mzq20d0+mzrq30+mzq30d0+3mcrd0+3mzrd0+ 3
2mzd

2
0+ 1

2mzq
2
10+ 3

2mcd
2
0+ 1

2mzq
2
30+ 3

2mcr
2+

3
2mzr

2 + 1
2mzq

2
20 − 7

4mzrq30c
2
q40 + 1

4mzc
2
q40q30d0 −

9
2mcc

2
q40rd0 + mzc

2
q40q10d0 −mzc

2
q40rq10 −

9
2mzc

2
q40rd0−

7
4mzrq20c

2
q40 + 1

4mzq20d0c
2
q40 + 1

8mzq
2
30c

2
q40 +mklT 2c2q40 + 3

4mcc
2
q40r

2+ 3
4mcc

2
q40d

2
0+

3mcc
2
q40 l

2+3
4mzc

2
q40r

2+1
2mzc

2
q40q

2
10+

3
4mzc

2
q40d

2
0+3mzc

2
q40 l

2+1
8mzc

2
q40q

2
20−1

2mzcq40 lsq40
√

3
√

2q30+
1
2mzcq40 lsq40

√
3
√

2q20 −mzcq40q30sq40
√

3d0 +mzcq40q20sq40
√

3d0

kde
sin(q40) = sq40 cos(q40) = cq40 sin(q50) = sq50 cos(q50) = cq50

Soustavu vyřeš́ıme ve výpočetńım softwaru Maple 16, dostaneme řešeńı:

q12 = (−f1c4bq31b1e5 − bq11c4b1f5e3 − f1c4a3b1e5 + f1c4F3b1e5 + f1c4e3a5b1 + F1c4b1f5e3 −
a1c4b1f5e3− a1b21e4f5 + a1b

2
1e5f4 + f1b

2
1e4a5− f1b21e5a4 +F1b

2
1e4f5−F1b

2
1e5f4 + 2a1c4c5e3f2 +

a1c4e2b1f5− 2a1c4e2c5f2− a1c5e3b1f4 + 2a1b1e4c5f2− a1e2b1c5f4 + f1e2b1c5a4− f1b1e4c5a3 +
f1b1e4c5F3−f1b1c5e4a2 +f1b1c5e4F2 +f1c5e3b1a4−f1c4e2b1a5 + 2f1c4e2c5a3−2f1c4e2c5F3 +
f1c4b1e5a2−f1c4b1e5F2−2f1c4c5e3a2+2f1c4c5e3F2−2F1c4c5e3f2−F1c4e2b1f5+2F1c4e2c5f2+
F1c5e3b1f4−2F1b1e4c5f2+F1e2b1c5f4−bq11b21e4f5+bq11b21e5f4−f1b1e4c5bq31−f1b1c5e4bq21+
2f1c4e2c5bq31+f1c4b1e5bq21−2f1c4c5e3bq21+2bq11c4c5e3f2+bq11c4e2b1f5−2bq11c4e2c5f2−
bq11c5e3b1f4+2bq11b1e4c5f2−bq11e2b1c5f4)/(b1(−c4e2b1f5+c4b1f5e3+c4e2b5f1−c4b5f1e3+
2c4e2c5f2 − 2c4c5e3f2 + c5e3b1f4 − b1e4b5f1 + e2b1c5f4 − 2b1e4c5f2 − b21e5f4 + b21e4f5))

q22 = −(−f2b21e4a5 + f2b
2
1e5a4 + a3c4b1e5f2 − a3c4e2b1f5 + a3c4e2b5f1 + a3b1e4c5f2 −

a3e2b1c5f4 − e3F1b5c4f2 − e3F2b1c4f5 − e3F2b1c5f4 + e3F2b5c4f1 + e3a1b5c4f2 + e3a2b1c4f5 +
e3a2b1c5f4 − e3a2b5c4f1 − e3a4b1c5f2 − e3a5b1c4f2 + f2e2b1c5a4 + f2b1e4b5a1 − f2b1e4b5F1 −
f2b1e4c5F3 − f2b1c5e4a2 + f2b1c5e4F2 + f2c4e2b1a5 + f2c4e2b5F1 − f2c4e2b5a1 − f2c4b1e5a2 +
f2c4b1e5F2−F3c4b1e5f2+F3c4e2b1f5−F3c4e2b5f1+F3e2b1c5f4+bq31c4b1e5f2−bq31c4e2b1f5+
bq31c4e2b5f1 + bq31b1e4c5f2 − bq31e2b1c5f4 + e3bb1c4f5q21 + e3bb1c5f4q21 − e3bb5c4f1q21 +
e3bb5c4f2q11 + f2b1e4b5bq11 − f2b1c5e4bq21 − f2c4e2b5bq11 − f2c4b1e5bq21 − a2b1e4b5f1 +
b1a4e2b5f1 + F2b1e4b5f1 + bq21b21e4f5 − b21f4e5bq21 + b1f4e2b5F1 − b1f4e2b5a1 + b21f4e2a5 −
b21f4e5a2+b

2
1f4e5F2+a2b

2
1e4f5−b21a4e2f5−F2b

2
1e4f5−b1f4e2b5bq11−bq21b1e4b5f1)/(b1(−c4e2b1f5+

c4b1f5e3 + c4e2b5f1 − c4b5f1e3 + 2c4e2c5f2 − 2c4c5e3f2 + c5e3b1f4 − b1e4b5f1 + e2b1c5f4 −
2b1e4c5f2 − b21e5f4 + b21e4f5))

q32 = −(a3b
2
1e4f5 − a3b21e5f4 − e3a4b21f5 + e3a5b

2
1f4 − f2b21e4a5 + f2b

2
1e5a4 − F3b

2
1e4f5 +

F3b
2
1e5f4 + a3c4b1e5f2 − a3c4e2b1f5 + a3c4e2b5f1 − a3b1e4c5f2 + a3e2b1c5f4 − a3b1e4b5f1 +

bq31b21e4f5 − bq31b21e5f4 + e3F1b1b5f4 − e3F1b5c4f2 − e3F2b1c4f5 + e3F2b1c5f4 + e3F2b5c4f1 −
e3a1b1b5f4 + e3a1b5c4f2 + e3a2b1c4f5 − e3a2b1c5f4 − e3a2b5c4f1 + e3a4b1b5f1 + e3a4b1c5f2 −
e3a5b1c4f2 − f2e2b1c5a4 + f2b1e4b5a1 − f2b1e4b5F1 + f2b1e4c5F3 + f2b1c5e4a2 − f2b1c5e4F2 +
f2c4e2b1a5 + f2c4e2b5F1 − f2c4e2b5a1 − f2c4b1e5a2 + f2c4b1e5F2 − F3c4b1e5f2 + F3c4e2b1f5 −
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F3c4e2b5f1−F3e2b1c5f4+F3b1e4b5f1+bq31c4b1e5f2−bq31c4e2b1f5+bq31c4e2b5f1−bq31b1e4c5f2+
bq31e2b1c5f4 − bq31b1e4b5f1 − e3bb1b5f4q11 + e3bb1c4f5q21 − e3bb1c5f4q21 − e3bb5c4f1q21 +
e3bb5c4f2q11 + f2b1e4b5bq11 + f2b1c5e4bq21 − f2c4e2b5bq11 − f2c4b1e5bq21)/(b1(−c4e2b1f5 +
c4b1f5e3 + c4e2b5f1 − c4b5f1e3 + 2c4e2c5f2 − 2c4c5e3f2 + c5e3b1f4 − b1e4b5f1 + e2b1c5f4 −
2b1e4c5f2 − b21e5f4 + b21e4f5))

q42 = (−c4b1f5a3 + c4b1f5F3 + c4b5f1a3 − c4b5f1F3 + c4b5f1bq31− c4b1f5bq31− a4b21f5 +
F1b1b5f4 − F2b1c4f5 + F2b1c5f4 + F2b5c4f1 + 2F2c4c5f2 + F3b1c5f4 − 2F3c4c5f2 − a1b1b5f4 +
a2b1c4f5 − a2b1c5f4 − a2b5c4f1 − 2a2c4c5f2 − a3b1c5f4 + 2a3c4c5f2 + a4b1b5f1 + 2a4b1c5f2 −
bb1b5f4q11 + bb1c4f5q21− bb1c5f4q21− bb1c5f4q31− bb5c4f1q21−2bc4c5f2q21 + 2bc4c5f2q31 +
a5b

2
1f4)/(−c4e2b1f5 + c4b1f5e3 + c4e2b5f1 − c4b5f1e3 + 2c4e2c5f2 − 2c4c5e3f2 + c5e3b1f4 −

b1e4b5f1 + e2b1c5f4 − 2b1e4c5f2 − b21e5f4 + b21e4f5)

q52 = −(−c4e3bb5q11−c4bq31b1e5−c4e3a1b5+c4e3F1b5−c4a3b1e5+c4F3b1e5+c4e3a5b1+
b21e4a5−b21e5a4−b1e4b5bq11−b1e4c5bq31−b1c5e4bq21+2c4e2c5bq31+c4e2b5bq11+c4b1e5bq21−
2c4c5e3bq21 + e2b1c5a4 − b1e4b5a1 + b1e4b5F1 − b1e4c5a3 + b1e4c5F3 − b1c5e4a2 + b1c5e4F2 +
c5e3b1a4 − c4e2b1a5 − c4e2b5F1 + 2c4e2c5a3 − 2c4e2c5F3 + c4e2b5a1 + c4b1e5a2 − c4b1e5F2 −
2c4c5e3a2 + 2c4c5e3F2)/(−c4e2b1f5 + c4b1f5e3 + c4e2b5f1− c4b5f1e3 + 2c4e2c5f2− 2c4c5e3f2 +
c5e3b1f4 − b1e4b5f1 + e2b1c5f4 − 2b1e4c5f2 − b21e5f4 + b21e4f5)

kde b je koeficient tlumeńı pružiny, na kterém jsou připevněny hmotné body A,B,C.

Náklonoměr
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Inclination sensor INY030D-F99-2U-V15
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Model number

INY030D-F99-2U-V15

Features
• Measuring range -15° ... +15°

• Analog output 0 ... 10 V

• Fixed evaluation limits 

• High shock resistance

• e1-Type approval

• Increased noise immunity 100 V/m

Electrical connection

1
+UB

-UB

4

3

5

2
I Analog output (X)

Analog output (Y)

Teach-In

EMC Properties
Emitted interference and interference immunity in accordance with motor vehicle directive 2006/28/EG (e1 Type approval)
Interference immunity in accordance with 
DIN ISO 11452-2: 100 V/m 
Frequency band 20 MHz up to 2 GHz
Mains-borne interference in accordance with ISO 7637-2:
  

Technical Data
General specifications

Type Inclination sensor, 2-axis
Measurement range -15 ... 15  °
Absolute accuracy ≤ ± 0.2  °
Response delay ≤ 25 ms
Resolution ≤ 0.01  °
Repeat accuracy ≤ ± 0.02  °
Temperature influence ≤ 0.004  °/K

Functional safety related parameters
MTTFd 390 a
Mission Time (TM) 20 a
Diagnostic Coverage (DC) 0 %

Indicators/operating means
Operation indicator LED, green
Teach-In indicator LED, yellow

Electrical specifications
Operating voltage UB 18 ... 30 V DC
No-load supply current I0 ≤ 25 mA
Time delay before availability tv ≤ 200 ms

Analog output
Output type 2 voltage outputs 0 ... 10 V 

(one output for each axis)
Load resistor ≥ 1 kΩ

Ambient conditions
Ambient temperature -40 ... 85 °C (-40 ... 185 °F)
Storage temperature -40 ... 85 °C (-40 ... 185 °F)

Mechanical specifications
Connection type 5-pin, M12 x 1 connector
Housing material PA
Degree of protection IP68 / IP69K
Mass 240 g

Factory settings
Analog output (X) -15  ° ... 15  °
Analog output (Y) -15  ° ... 15  °

Compliance with standards and 
directives

Standard conformity  
Shock and impact resistance 100 g according to DIN EN 60068-2-27
Standards EN 60947-5-2:2007 

IEC 60947-5-2:2007

Approvals and certificates

UL approval cULus Listed, Class 2 Power Source

CSA approval cCSAus Listed, General Purpose, Class 2 Power Source

CCC approval CCC approval / marking not required for products rated 
≤36 V

e1 Type approval 2006/28/EG

Pulse 1 2a 2b 3a 3b 4
Severity level III III III III III III
Failure criterion C A C A A C

EN 61000-4-2: CD: 8 kV          / AD: 15 kV
Severity level IV IV
EN 61000-4-3: 30 V/m (80...2500 MHz)
Severity level IV
EN 61000-4-4: 2 kV
Severity level III
EN 61000-4-6: 10 V (0.01...80 MHz)
Severity level III
EN 55011: Klasse A
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Sensor Orientation

In the default setting the zero position of the sensor is reached, when the sensor is mounted on a horizontal plane and electrical
connection faces sidewards.

Mounting of the sensor
Sensors from the -F99 series consist of a sensor module and accompanying cast aluminum housing. Select
a horizontal flat surface with minimum dimensions of 70 mm x 50 mm to mount the sensor.
Mount the sensor as follows:

1. Loosen the central screw under the sensor connection.
2. Slide back the clamping element until you are able to remove the sensor module from the housing.
3. Remove the sensor module from the housing
4. Position the housing at the required mounting location and secure using four countersunk screws. Make

sure that the heads of the screws do not protrude.
5. Place the sensor module in the housing.
6. Slide the clamping element flush into the housing. Check that the sensor element is seated correctly.
7. Finally tighten the central screw.

The sensor is now mounted correctly.
LED display

Factory settings
see Technical Data

Dimensions

Displays dependent on the operating state LED green:
Power

LED yellow
Teach In

Normal operation on off
Teach In of reference point
Teach In (Pin 4 connected to +UB) for 1 s ... 10 s
falling slope at Teach In input
then sensor returns to normal operation.

on
on
on

on
flashes 3 x

off
Reset to factory settings:
Teach In (Pin 4 connected to +UB) for 20 s ... 25 s
falling slope at Teach In input
then sensor returns to normal operation.

on
on
on

on
flashes 3 x

off
Undervoltage flashes off

104510
64

65

4 x ø 5.5

M12

7
30

7
18

.5

37

LEDs

3 Nm

1.2.

3.

Pinout

Accessories

V15-G-2M-PUR
Female cordset, M12, 5-pin, PUR cable

V15-W-2M-PUR
Female cordset, M12, 5-pin, PUR cable

1

3

4

5

2

1  BN
2  WH
3  BU
4  BK
5  GY

Wire colors in accordance with EN 60947-5-2

(brown)
(white)
(blue)
(black)
(gray)
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Axis definition
The definition of the X-axis is shown on the sensor housing by means of an imprinted and labeled double arrow. The figure shows the
clockwise direction of rotation.
Teach-in of reference point (output S1)

1. Move sensor to reference position
2. Apply supply voltage (+Ub) to Teach In input (Pin 4) for 1 s ... 10 s
3. Teach In LED lights up for confirmation
4. Disconnect Teach In input (Pin 4) before the 10 s time elapses
5. Teach In LED flashes 3 x for confirmation
6. Reference point is now programmed and the sensor returns to normal operation (see LED display)

Resetting the sensor to factory settings
1. Apply supply voltage (+Ub) to Teach In input (Pin 4) for 20 s ... 25 s
2. Teach In LED lights up for confirmation
3. Disconnect Teach In input (Pin 4) before the 25 s time elapses
4. Teach In LED and Out LED flash 3 x for confirmation
5. The sensor is now reseted to factory settings and returns to normal operation (see LED display)

Undervoltage detection
If the supply voltage falls below a value of approx. 7 V, all outputs and yellow LEDs are deactivated. The green "power" LED flashes rapidly. If the supply voltage rises
above a value of approx. 8 V, the sensor continues with normal operation.

X
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