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Seznam pouzitych symbal a zkratek
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Uvod

Reseni soustav rovnic je jednim ze zakladnich prollése kterymi se v matematice
setkavame. i feSeni soustavy rovnic je naSim ukolem najit takegéni, které vyhovuje
vSem rovnicim v soustav Jaky postupgeSeni zvolime, zavisiét8inou na typu rovnic

v sousta¥. Podle &chto tym rozliSujeme soustavy algebraickych (polynomialpich
a nealgebraickych rovnic. Tato prace bude &ama pouze na jeden typ soustav, a to na

soustavy rovnic polynomiélnich.

Najit feSeni soustavy polynomialnich rovnic nemusi byyuigiré jednoduché, igdevsim
pokud rovnice obsahuji hnedtkolik neznamych nebo jsou vySSiho stépiProtoze
budeme ve druhéasti prace ztotawvat polynomialni rovnice s rovnicemi rovinnych

algebraickych kivek, zangiime se pouze na soustavy rovnic sénaly neznamymi.

Cilem prvnicasti prace je podatighled o moznych ZgobechieSeni polynomialnich
rovnic se déma neznamymi. Je tedyalézité gipomenout si zakladni pojmy, o které
se bude prace opirat. Proto v prvni kapitole d¢fime mimo jiné polynom, polynomialni

rovnici nebo soustavu polynomialnich rovnic.

Ve druhé aitti kapitole uvedeme apobyreSeni soustav polynomialnich rovnic sérda
neznamymi. Nejprve se z&hme na soustavy rovnic, kteréjgou reSit jednoduSe pomoci
zakladnich postup vyucovanych na zakladnii stredni Skole. Naslednsi predstavime
takové postupyeSeni, pomoci nichz jiz wgSime libovolnou soustavu polynomialnich
rovnic se d¢ma neznamymi. Mezi tyto postupy fatmetoda rezultaft a metoda
Grobnerovych béazi. Gbmetody ndm pomohou vigehu vypatu uritym zpisobem

eliminovat jednu neznamou, coZz nam velice usngeBdni soustavy.

Ve druhécasti prace se zatfime na ukovani nasobnosti jednotlivycteSeni soustav
polynomialnich rovnic, a to na zakkdasobnosti fiseika algebraickych kvek, jejichz
rovnice odpovidaji rovnicim v soustavVe ¢tvrté kapitole se nejprve omezime na
nasobnosteSeni[0; 0], tedy na nadsobnostimetiku kiivek v patdtku soustavy sdgadnic.

K tomu, abychom mohli @it ndsobnost libovolnéhdeSeni soustavy polynomialnich
rovnic, potebujeme zavést homogenni polynomy a vhodnou tremsim sotiadnic.

To winime v za¥ru prace a uvedemekolik feSenych fkladi.



1. Polynomy, polynomialni rovnice, soustavy rovnic

Definujme v Gvodni kapitole gkteré zakladni pojmy, které se tykaji polyngnmmovnic a

soustav rovnic a které budeme v nasledujicich &kuib pouzivat.

Definice 1.1.:Bud’ I obor integrity. Oznéme I, = I[x] mnozinu vSech vyrdizve tvaru
f(x) =Y",a;x', kdea; €1, i =0,1,..,n, n € N,. Mnozinal; = I[x] se nazyva obor
integrity polynoni jedné neutité nadl. Prvky mnozinyl[x] se nazyvaji polynomy jedné
neucité nadl, prvky a; se nazyvaji koeficienty polynonmfi(x).

Je-lif(x) = ¥, a;x%, kdea, # 0, pakiikame, Ze polynonfi(x) je stup n. [3]
Poznamka:V prikladech budeme za obor integrityétSinou volit €leso realnyclisel.
Priklad 1.2.: Prikladem polynomu jedné neiité nadR je vyraz

f(x) =3x3 +x% —4x + 3.
Rikame, Zef (x) je polynomemittiho stups.

Takto jsme zavedli polynom jedné né&itg, ale pokusme se zavést také polynomy
neukitych. Obor integrityl,, se sklada ze vSech moznych &dlkone&ného pétu itandi

tvaru

ki, ko kn
aklkz knxl xz X

kdeay,k,. k, €1, k1, k,, ..., ky jSOU Cela Nnezaporrigsla.

Kazdy prvek 4,, mizeme tedy zapsat ve tvaru
k k
)IDIED IR
k1=0k;=0 kn=0
kdem,, m,, ..., m, jsou cela nezaporrisla.

Definice 1.3.:Obor integrityl,, se nazyva obor integrity polyndm neugitych nadl a

zn&i sel[xy, xy, ..., x,]. Jeho prvky se nazyvaji polynomyneucitych nadl a zn&i se

f(xq, x5, ey X)), g(x1, x5, ..., X,) Atd.



v o, ;o - k v
Clenem polynomun neugitych nazyvame vyrazzklkz__knxflx;‘z Xy, Stupaé clenu

polynomu je s =k +k, + .. +k,, Stup@& polynomu n neugitych je maximum

ze stupa jehoclend. [11]

Poznamka: Pro poteby této prace se omezime pouze iigpgoly polynond dvou
neukitych. Budeme je zrdt f(xq,x;), resp.f(x,y). Obor integrity polynor dvou
neukitych budeme zndt 1[x,, x,], resplx, y].

Piiklad 1.4.: Polynomem dvou netitych z oboru integrityl[x, y] je nagiklad polynom
f(x,y) = 2x%y + xy — 2y? + 6x + 1, kde¢leny polynomu jsou vyraz2x?y, xy, —2y?,
6x, 1. Stupré jednotlivych ¢lend jsou 3,2,2,1,0 a je tedy #ejmé, Ze stupepolynomu
fje 3, tj. jedn& se o polynonietiho stupa.

Z oboru integrityl miZzeme tedy vytvist obor integrity polynom jedné nedufité I[x,].
Ozna&me hol; = I[x,]. Z takto vytvdeného oboru integrity fiZeme vytvdit opét obor
integrity polynoni jedné nediité I, = I;[x,] = [[x;][x;]. Stejnym zfsobem utvéime
I = Lo [xn]. [11]

Priklad 1.5.: Urgete stup# polynomuf (x,y): x* - 2x3y? + 5x?y - 5x + 3y3 + 17,

jestlize
a)f(x,y) €llx,y],
b) f (x,y) € I[x][y],
c) f(x,y) € 1ly]lx].
Reseni:

a) Stupe polynomuf(x,y) urcime podle definice jako maximum ze sitigeho ¢lena.

Stupe polynomuf(x,y) je 5.

b) Polynomf(x,y) piepiSeme vzhledem k ne&ité y, tj. jako polynom jedné netité y,

jehoz koeficienty jsou polynomy jedné né&ité x:
3y3 — (2x3)y? + (5x%)y + (x* - 5x + 17).

Stupé polynomuf (x,y) je 3.



c) Polynomf(x,y) prepiSeme vzhledem k neéue x, tj. jako polynom jedné netité x,

jehoz koeficienty jsou polynomy jedné néite y:
x*-(2y?)x3 + (5y)x%-5x + (3y> + 17).
Stupé polynomuf (x,y) je 4.

Definice 1.6.:Nech’ je nad oborem integritydan polynom

fx) = apx™ + an_x™ 1+ -+ ayx! + ay,a, 0.
Vyraz f(§) = 0, kde ¢ je nezndma, nazyvame polynomialni rovhicitého stups nad
oborem integrityl. Prvek a« € I*, kde I* je nadoborem oboru integritl nazyvame
kofrenem feSenim) této polynomialni rovnice p&atehdy, kdyz platif (a) = 0. Prveka
téZ nazyvame nulovym bodem polynofix).

Resit polynomiélni rovnici znamena nalézt viechijiykieteny. [6]

Soustavy rovnic, jimiz se bude prace zabyvat, jsmieny d¥ma nebo vice rovnicemi
o dvou neznamych, které maji byt spig zarovet. ReSenim soustavy rovnic je spaié
feSeni vSech rovnic soustavy, tedyirpk mnozin feSeni jednotlivych rovnic soustavy.
RozliSujeme soustavy algebraickych rovnic a soystealgebraickych rovnic. Tato prace

se ale bude zabyvat pouze soustavami algebraickgai polynomiélnich, rovnic.

Definice 1.7.: Soustavam polynomialnich rovnic o dvou neznamych nad oborem

integrity I je kazda soustava, kterou lze upravit na tvar

fi(x1,x2) =0,
f2(x1,%2) =0,
fm(x1,%3) =0,

kde vyrazy na levych stranach jsou nenulové polyndwou newtitych nadl. [7]

Pri feSeni soustav rovnic se t&mvzdy pouzivaji tzv. ekvivalentni Gpravy jednotiohy
rovnic. Tyto Upravy slouZzi &Sinou ke zjednoduSenitypodnich rovnic. Ekvivalentni
apravy nemdni mnozinureSeni fivodni rovnice a nayvvzniklou rovnici nazyvame rovnici

ekvivalentni s rovnicijvodni. Zakladnimi ekvivalentnimi Upravami rovnioys

1 I . sy v . p . / .
Polynomialni rovnice se téz oznacuje vyrazem algebraicka rovnice.



1) Zanena levé a pravé strany rovnice.

2) Ficteni (odéteni) stejnéhocisla nebo vyrazu obsahujiciho neznamé (pokud jsou
definovany v celém oboriteSeni) k obma strandm rovnice.

3) Vynasobeni (vy#leni) obou stran rovnice stejnym nenulov¥¢falem nebo nenulovym

vyrazem obsahujicim neznamé (pokud jsou definovarslém oborueSenti).

4) Umocreni obou stran rovnice fjpozenym mocnitelem, jestlize ®bstrany rovnice

nabyvaji nezapornych (nebo zapornych) hodnot vnteléorureSeni. [8]

Priklad 1.8.: Ekvivalentnimi rovnicemi k rovnicik® + 2xy + y? = —3 jsou napiklad

rovnice:
-3 =x3+ 2xy + y?,
x3 + 2xy = =3 —y?,
2x3 + 4xy + 2y? = —6.

Existuji také ekvivalentni Upravy soustav rovniejighz aplikaci ziskdme ekvivalentni
soustavu rovnic k soustaypiavodni. Tedy mnozZin#eSeni soustavy se neam. Takovymi

Gpravami jsou:
1) Nahrazeni libovolné rovnice soustavy rovnicér&tje s pvodni rovnici ekvivalentni.

2) Nahrazeni libovolné rovnice soustavy &em této rovnice s libovolnym nasobkem jiné

rovnice soustavy.

3) Dosazeni neznamé nebo vyrazu s neznamymi z jedné&e soustavy do libovolné jiné

rovnice soustavy. [8]

Ptiklad 1.9.: Soustava rovnic

x + 4y = 20,
2x —y =4,
3x+y=16

je ekvivalentni s nasledujicimi soustavami:



x+ 4y = 20, x + 4y = 20, x+4(2x —4) = 20,
8x — 4y = 16, 9x = 36, 2x —y =4,

3x +y =16, 3x +y =16, 3x + 2x — 4) = 16.

ReSeni soustav rovnic se provadi pomdeing§ch metod. Volba metodyst&inou zavisi
natypu rovnic v soustay ale existuji také ¢které obec# platné postupy. Tato prace
by méla podat pehled o moznych postupeébSeni gkterych konkrétnich typ soustav,
ale i libovolnych soustav polynomialnich rovnicds&ma neznadmymi.



2. Specialni typy soustav rovnic

Rovnice v soustav mohou mit gkdy urity tvar, ktery zardi ,jednoduché” vyeSeni
soustavy pomoci zakladnich posiufrvnim takovym specialnim typem soustav rovnic

jsou soustavy linearnich rovnic.
2.1. Soustavy linearnich rovnic

Definice 2.1.1.: Soustavoun linearnich rovnic se @&ma neznamymi nadélesem T

budeme rozuit soustavu rovnic ve tvaru
ay1X1 + A%, = by,

A31X1 + Az2X, = by,

An1X1 + ApaXz = by,
kde koeficientya,,, a;5, ..., @y, a pravé strany,, b,, ..., b,, jsou prvky €lesaT. [2]

aj; Qg2 b
a1 Qpp 1
Nazvme A=| =

matici soustavy,b” = < ) sloupcem pravych stran

an1  Qp2 bn

a1 Q2 by

soustavy,(4|bT) = Cf.z_l Cf_z_z bz roz&fenou matici soustavya= (x;; x,) reSenim
An1 Qnz  bn

soustavy rovnic. Soustavu u@eme nyni zapisovat ve tvardx = b. Odpovidajici

homogenni soustavou rovnic k soustadx = b rozumime soustavidx = o, kde

o = (0;0).

Priklad 2.1.2.: Pfikladem soustavyrit linearnich rovnic se @wma neznamymi na je

soustava:
2x+y =17,
x+3y =6,
xX—y=2



2 1
Matici této soustavy je maticd = (1 3 ) rozSfenou matici soustavy je matice
1

1 —

2 1 7

ApH =1 3 6|
1 -1 2

Diky Frobenio¥ véte Ize ukit, zda soustava lineérnich rovnic tiggenici nikoliv.

Véta 2.1.3.:Nech’ A je matice nadétesemT ab je n-tice prvk télesaT. Potom soustava
linearnich rovnicAx = b je teSitelnd pra¥ tehdy, kdyZ hod(A|bT) = hod(A), kde
hod(A) je hodnost matice soustavyhad(A|bT) je hodnost roz&né matice soustavy

rovnic.
Dukaz Wty je uveden v [2].

Piiklad 2.1.4.: Hodnost matice soustavy z piikladu 2.1.2. jehod(A) = 2. Hodnost

roz$fené matice soustavy jwd(A|bT) = 2. Soustava linearnich rovnictedy méreseni.

Soustavy linearnich rovnic se @wa neznamymi séeSi pomoci &olika zakladnich

metod:

a) Metoda &itaci — rovnice soustavy vynasobirisly zvolenymi tak, aby se po&eni

rovnic jedna nezndma eliminovala.

b) Metoda dosazovaci — z jedné rovnice soustavidiyne jednu neznadmou a dosadime

do ostatnich rovnigimz se tato nezndma z ostatnich rovnic eliminuje.

c) Gaussova elimigai metoda — rozBnou matici soustavy rovnic upravime
na odstupovany tvar a tim ziskdme novou, jednodusSi soustavmic ekvivalentni

se soustavoudgyodni.

Piiklad 2.1.5.:Reste nadR soustavu linearnich rovnit

2x+y =17,
x+3y =6,
xX—y=2

Reseni:
a) Pomoci &taci a dosazovaci metody.

10



Nejdtive s€teme prvni rovnici steti rovnici,cimz ziskame rovnic3x = 9. Z této rovnice
shadno vyjatime neznamouw = 3. Po dosazeni hodnoByzax do druhé rovnice soustavy
ziskame rovnicB + 3y = 6, ze které dostaneme= 1. Snadno ottime, Ze usp@dana

dvojice[3; 1] vyhovuje vSem rovnicim sousta$ya je tedy jejinteSenim.

b) Pomoci Gaussovy eliminace.

2 1 7
RozSfenou matici soustavv(l 3 6) upravime pomocitadkovych uUprav na
1 -1 2
1 -1 2
odstugiovany tvat 0 1 1 |. Ztohoto tvaru matice ziskdvame novou soustavnico
0 0 O
X =Y =4,
y=1

Nyni jiz dosazenim hodnoty = 1 do prvni rovnice soustavy snadnaiome, Zex = 3.

Ziskali jsme uspiadanou dvojic{3; 1], ktera jefeSenim soustavy rovni
2.2. Soustavy linearnich rovnic a jedné rovnice nielearni

DalSim specialnim typem soustav rovnic jsou soystedy pra¢ jedna rovnice je vysSiho

77

stupré a ostatni rovnice jsou linearnifilBadem takové soustavy ttbe byt napiklad

soustavav.
x+ 2y =6,
x% — 4y = —4.

Pro feSeni takovéto soustavy pouzijemeétoplosazovaci metodu. Z linearni rovnice
vyjadiime jednu neznamou a po dosazeni do druhé rovesime jednu rovnici s jednou

neznamou.

Priklad 2.2.1.:ReSte nadR soustavu rovnid/.

ReseniZ prvni rovnice soustavy vyjéitne neznamou a ziskame
xX=6-—2y.

Do druhé rovnice dosadime zaryraz6 - 2y a ziskame tak rovnici

11



(6—2y)2—4y+4=4y>—-28y+40=y2 -7y +10 = 0.

Je Zejme, Ze keéeny rovnice jsow; = 2 ay, = 5. Ziskané kéeny dosadime do linearni

rovnice a dostdvameseni soustavy rovnid: P = {[2; 2], [—4; 5]}.

2.3. Soustavy rovnic, kdy alespp jedna rovnice je linearni vzhledem

k jedné nezname
Nasledujici soustava rovnk jizZ neobsahuje Zadnou rovnici linearni:
x3y+xty—-1=0,
x?y—xy—6=0.

VSimnéme si ale, Ze polynomy (x,y) = x3y + x>y — 1, g(x,y) = x>y —xy — 6 jsou
linearni, pokudf(x,y), g(x,y) € I[x][y]. Zjedné rovnice tedy titeme opt vyjadit

neznamow a dosadit vznikly vyraz do druhé rovnice.
Priklad 2.3.1.:ReSte nadR soustavu rovnidV.

Reseni:Podle vyse uvedeného postupu vyjatk neznamow z druhé rovnice soustavy.

Upravime soustavu na tvar
x3y+x?y—1=0,
y(x*-x)=6

a ziskame

_ 6
et

Nyni uz snadno dosadime do prvni rovnice:

6 6
2 -1=0.

3'(x2—x)+x =)

X

Po Upra¥ ziskame kubickou rovnici

6x3 +5x24+x=0.

12



.. “ - 2 1 1 . 2
Tuto rovnici vyreSime a nalezené hodnaty= —, Xy = =7, X3 = 0 dosadime do druhé

. . Y . . 1 1 27
rovnice soustavy a ziskameSeni soustavy rovnid/: P = {[_E; 8],[—5; 5 } Pro

oy 6 ) . . v .
x3 = 0 nema vyram smysl, prax; = 0 nema druh& rovnice soustayy0 = 6 feseni.

2.4. Soustavy s homogennimi polynomy

Uvedme si je&t jeden piklad specialni soustavy rovnic, kdy jsou vyrazylexé strag
vS8ech rovnic soustavy homogenni, tj. vSeckitgny jednotlivych polynor maji stejny

stupdi. Tuto podminku spiuje nagiklad soustava:

x% + 3xy + 2y? = 28,
x% 4+ 2xy —y? = -2.

Piiklad 2.4.1.:Reste nadR soustavu rovni©.

ResSeni: Nejdiive pouzijeme vhodnou substituciieBpokladejme, Ze neznamga je

néjakym nasobkem neznametedyy = s.x. Po dosazeni ziskdme nasledujici soustavu:

x?% + 3x%s + 2x%s? = 28,

x? + 2x%s — x%s? = 2.
Vidime, Ze z vyrai na levych stranachiwieme vytknoutc?:

x2(1+ 3s + 2s52) = 28,
x%(1+2s —s?) = -2.

) N Y . , 1 . )
V nasledujicim kroku vyj&dime z obou rovnic vyraz a ziskame

1 _1+35+252

x2 28 ’
1 _1+25—s2
x2 -2 '

Prox # 0 tedy plati rovnost

1+3s+252_1+25—s2
28 B -2 '

13



Po Upravach ziskavame kvadratickou rovnici
1252 —31s — 15 =0,

ze které jiz snadno zjistimg =3, s, = —% . Do rovnostiy = sx dosadime nejprve
nalezenou hodnotsy, a ziskdmey = 3x. Dosazenim vyrazBx za neznamoy do rovnic
pavodni soustavy ziskameg = 1, x, = —1 a zgtnym dosazenim nalezenych hodngt
x, do vztahuy = 3x takéy; =3, y, = —3. Nasledd do rovnostiy = sx dosadime i
hodnotu s, a stejnym postupem ziskdmex; = 12v2, x,=-12V2 a

y3 = —5v2, v, = 5v/2. Ziskali jsme tedyeSeni soustavy rovnig:

P ={[1;3],[-1; -3],[12v2; —5V2],[-12V2; 5v2]}.
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3. Rezultanty a Grébnerovy baze

V mnoha pipadech nebudou mit soustavy rovnéktery ze specialnich tvaruvedenych
v predchozi kapitole. Libovolné soustavy polynomiélnidvnic se déma neznamymi
budemeresit s vyuZzitim tzv. rezultantu nebo Grobnerovyebd@tE metody ndm pomohou
eliminovat jednu neznamou. Pomociréni takto ziskané rovnice s jednou nezndmou jiz

shadno vieSime danou soustavu polynomialnich rovnic.
3.1. Rezultanty

Definice 3.1.1.: Neclt f(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ ... +a;x+ay a g(x) = bpx™ +
+ b1 x™ 1+ ..+ byx + by jsou dva polynomy Z[x], kde T je komutativni &leso.

Sylvesterovou matici polynainy (x) ag(x) nazyvame matici

ap, QAp_q . ao
An  Ap-1 Qo
. . . A, QAnp_q ao
Syl(f,g) = by, bpm-q _ _ b,
by bm-1 bo
b, bp-1 . . by

Jde octvercovou matici typun +n X m +n majici v prvnichm fadcich koeficienty
aj,i=nn—1,..,0, polynomu f, vzdy vSak ,posunuté o jedno misto vpravo“,
a obdobg v dalSichn fadcich matice se vyskytuji koeficienty,j =m,m—1,...,0,

polynomug. (V neobsazenych mistech matice se piSi nuly.)

Priklad 3.1.2.: Sylvesterovu matici polynoin f(x) =3x3+ 14x2+9x—11 a

g(x) = 2x% — 4x + 1 zapiSeme ve tvaru:

3 14 9 -—11 0

0 3 14 9 —11\‘
sylif,9)=|2 -4 1 0o o

0 2 -4 1 0

0o 0 2 -4 1

Definice 3.1.3.:Rezultantemres,(f(x), g(x)) polynomi f a g se nazyva determinant

Sylvesterovy matice.
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Véta 3.1.4. (Sylvesterovo kritérium):Necht’ f(x), g(x) jsou polynomy kladnych stuig.
Polynomyf(x), g(x) € T[x] jsou dlitelné spolénym ctlitelem vT[x] praw tehdy, kdyz
resy(f(x), g(x)) = 0. [10]

Priklad 3.1.5.: Urcete rezultant polynotn f(x) =3x3+14x>+9x—11 a
g(x) = 2x% — 4x + 1.

Reseni:V prikladk 3.1.2. jsme zapsali Sylvesterovu matici polydiofna g. Nyni sta&i
urcit jeji determinant.

3 14 9 -11 0

0 3 14 9 -1

resy(f(x),g(x))=[2 -4 1 0 0 [=-3407.

0 2 -4 1 0

0 O 2 —4 1

Vidime, Ze rezultant je nenulovy a polynorfigx), g(x) nemaji podle &y 3.1.4. VT[x]

spole&neho dlitele.

Uvedena tvrzeni a definice plati pro polynomy jedreité. Abychom mohlifeSeni
pomoci rezultantu aplikovat na soustavy rovnic &&nth neznamymi, ptgbujeme jednu
neukitou eliminovat. Budeme tedy pracovat s polynorfigk,y), g(x,y) € T[x][y],

resp.T[y][x]. Rezultant polynorinvzhledem k neuité y budeme znit res, a vzhledem

K neucité x res,.
Ukazme si, jak |ze pomoci rezultantu n&gEeni soustavy polynomialnich rovnic.

Priklad 3.1.6.: ReSte nad R stejnou soustavu dvou rovnic, jako jsmiesili

v prikladé 2.4.1., nyni vSak pomoci rezultantu vzhledem kréitgix.
x% + 3xy + 2y? = 28,
x4+ 2xy —y? =-2.

ReseniNejprve sestavime Sylvesterovu matici, ktera biyfde 4 x 4:

1 3y 2y?2-28 0 \
0 1 3y  2y%-—28
Syl(f, g) = .
NWED=11 5, 242 0
0 1 2y —y2+2
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Nasledr vypacitame rezultant polynotnf (x,y) ag(x, y):

1 3y 2y?-—28 0
0 1 3y  2y2—28
resx(f(x; y)' g(x’ y)) = 1 2y _y2 +2 0 =
0 1 2y —y%+2
1 3 2y%? —28 0
y oy , 3y 2y% — 28
0 1 3y 2y% — 28 ;
= 2 =|-y -3y +30 0 =
0 -y —-3y“+30 0 ? _y24D
0 1 2y —y2 42 Y Y

= 2(y* — 59y2 + 450) = 2(y*> = 50)(y* — 9).

Na zaklad Sylvesterova kritéria @ta 3.1.4.) maji polynomy(x,y) ag(x,y) spol&ného
delitele, jestlize2(y? — 50)(y%2 — 9) = 0.

ReSenim této rovnice jsou hodnofy = 3, v, = =3, y; = 5v2, y, = —5v2. Ziskané
hodnoty postuph dosadime do (vodni soustavy rovnic #Sime nové soustavy dvou

rovnic s jednou neznamou. Pyp = 3 ma soustava tvar
x?+9x —10 =0,
x2+6x—7=0

a jejim feSenim jex; = 1. Stejré vyreSime soustavy pro dalSi nalezené hodnots

ziskameeSeni ivodni soustavy rovnic
P ={[1,3],[-1,-3],[-12V2,5V2], [12v2,-5V2]}.

Urceni rezultantu Ize provést také v&sme pocitacovych program. Ukazme si, jak Ize
nalézt rezultant polynoinf (x,y) = x? + 3xy + 2y — 28, g(x,y) = x* + 2xy — y? + 2

vzhledem k neuité x v programu Wolfram Mathematica 7.0:

In[1]:= Resultant[x"2+3xy+2y"2—-28,x"2+2xy—y"2 +2,x]

Out[1] = 900 — 118 y"2 + 2 y"4.
Pomoci pikazuFactor, ktery rozlozi vysledny rezultant na soupolynomi,

In[2]:= Factor[900 — 118 y"2 + 2 y"4]
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Out[2] = 2 (-3 +y)(3+ y)(—50 + y?),
a s vyuzitim Sylvesterova kritéria jizZ snadno ziskgotebné hodnoty nezname
3.2. Grobnerovy baze

DalSim dilezitym nastrojem, pomoci kterého aheme feSit libovolné soustavy
polynomidlnich rovnic se @wma neznamymi, jsou Grobnerovy baze. Pomoci téte baz
budeme moci soustavu rovnidepsat na jednoduSsi tvar, kteryjge snaze weSit.
Nejprve si ale zavedemeildzité pojmy, které budeme pagdvyuzivat pro definici

Grobnerovy baze. Definice &ty v této kapitole jsouigvzaty z [5], [1], [9].
3.2.1. Uspdadani termi

Definice 3.2.1.1.:Nechlt' I[xy, x5, ..., x,] j& obor integrity polynori nad I. Termem

rozumime libovolny prvek mnoZir§y = {x, x,2 ... x,7; iy, i3, ..., in € No}.

Definice 3.2.1.2.:Uplnym gipustnym usptadanim term, znaime <, na mnozig

termi T je takové usp@dani, pro které plati:
M) xdx2..x0=1<;¢;

(ii) jestlizes <, t, potom takét.s < u.t,
kdes,t,u €T.

Definice 3.2.1.3.: Lexikografické usptadani term, zna&ime <;, je definovano
nasledujicim zfisobem:

i1 i Ji,.J j

X0 Xyt <p Xty L xy”

praw tehdy, kdyAm € N takove, 7€, < j,, a zarové i, = j, prok € {1,2,...,m — 1}.

Priklad 3.2.1.4.: Mnozinu ternd {x?y?2,x2y,y?,x} lexikograficky uspsadame (pokud
x > y) nasledujicim zjsobem:y? <, x <, x%y <, x%y?.

Definice 3.2.1.5.:Neclt f € I[xy, x5, ..., x,] Je polynom a<; je gipustné usp@dani
termi z mnozinyT. Vedoucim termem polynomfl nazveme neptSi term polynomy a

zna&ime jej LTy (f). Frislusny monom nazyvdme vedoucim monomem polyngimu
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zna&ime LM;(f), a koeficient tohoto monomu nazyvame vedoucim ikmEftem

polynomuf, zna&imeLCr(f). Plati rovnostM;(f) = LCr(f). LT (f).

Poznamka: Protoze dale budeme uvazovat pouze lexikografigggadani, budeme psat

pouzeLM(f), LC(f), LT(f). Dale gedpokladejme, ze > y (pokud neni uvedeno jinak).

Priklad 3.2.1.6.:M¢&jme polynomf(x,y) = 3x2y? + 2x%y — 2x + y2. Jednotlivé termy
polynomu jsme lexikograficky uspadali v gikladk 3.2.1.4. Nej¥tSim a tedy vedoucim
termem polynomuf je term x?y2, vedoucim monomem polynomu jden 3x2%y? a

vedoucim koeficientem polynomnjuje koeficient3.
3.2.2. EEleni polynomi dvou neuritych

UkaZzme si nyni naifkladech, jak Ize &it polynomy dvou neutitych za gedpokladu, Ze

jsmecleny polynonti uspdgadali pomoci lexikografického usfamani.

Priklad 3.2.2.1.: Dglte polynom f = 3x2y%+ 2x%y —2x+y? polynomem
g =x%y +x? + 3y.
Reseni:Polynom f mazeme dlit polynomem g tak dlouho, dokud bude vedouden

(monom) polynomyy délit vedouciclen zbytkur:

(Bx?y? + 2x%y —2x +y?): (x’y +x2+3y) =3y — 1

—3x?%y?% — 3x%y — 9y?

—x?y — 2x — 8y?

x%y + x*> + 3y

x?—2x—8y?+3y
Muzeme tedy psat, ze
(Bx%y? + 2x%y — 2x + y?) = (x*y + x> + 3y).(3y — 1) + x* — 2x — 8y? + 3y.

Definice 3.2.2.2.:Neclt f a g jsou polynomyRekneme, Ze polynorfi je v normalnim
tvaru vzhledem k polynomy, pokud Zadny monomxlen) polynomuf neni dlitelny

vedoucim monomem polynongu

Poznamka: Polynomf miZe byt také v normélnim tvaru vzhledem k mnézmolynom
Q ={q1,92, .-, qm} @ to tehdy, jestlize Zzadny monom polynogfimeni @litelny Zadnym

Z vedoucich monothpolynomi z mnozinyQ.
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Zbytkem po dleni polynomuf polynomemg, resp. mnozinou polynoin@, budeme
rozumét pouze takovy polynom, ktery bude v normalnim tvaru vzhledem k polynogu

resp. k mnozi&é polynomi Q.

Priklad 3.2.2.3.: Déglte polynom h=2x3y —3x3+x%y?+xy polynomem
i =2x%y + 3xy? +y3.

ReSeni:Postupujme stefnjako v gredchozim pikladg:

2x3y —3x3 + x%y? + xy): 2x%y + 3xy? + y3) =«

—2x3y — 3x%y2% — xy3

—3x3 = 2x%y% —xy3 + xy

Nyni vidime, Ze vedouctlen zbytkur neni dlitelny vedoucim¢lenem polynomui.
Pokraujme ale v dleni do té doby, nez vedoutien polynomui nebude dit Zadny¢len
zbytkur:

(—=3x3 — 2x2y% —xy3 + xy): 2x%y + 3xy? + y3) = —y

2x%y? 4+ 3xy3 + y*

—3x3 4+ 2xy* + xy + y*
Plati tedy, Ze
(2x%y +3xy* + y3). (x —y) — 3x3 + 2xy> + xy + y* = (2x3y — 3x3 + x2y?% + xy).

Polynom dvou neditych mizeme dlit také mnozZinou polynofy coz nam doklada

nasledujici vta.

Véta 3.2.2.4: Neci’ <; je pipustné usp@dani na mnozih termi T. Nech’ dale
M = {fi, f2, -, fm} j©€ mnoZina polynotin zI[x;,x,] a polynom f € I[x;,x,]. Potom

existuji polynomya,, a,, ..., @, v € I[x4, x,] takove, ze

f:a1f1+a2f2+ e +amfm+7‘,

kde r je nulovy polynom nebo polynom, ktery je v nornmiéintvaru vzhledem
k mnozire M. Polynomr, ozn&mer = rem(f, M), se nazyva zbytek paleéni polynomu

f mnoZzinou polynora M.

Dukaz \&ty je uveden v [5].
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Priklad 3.2.2.5.: Dglte polynom f =x*—2x3y—2xy?+xy—y polynomy
g1 =x3—1ag, =xy+ 2x.

Reseni:Délme polynomf polynomemg,; do té doby, nez zadnyckena zbytku nebude
délitelny vedoucintlenem polynomuyy, . Nasledg pokratujme v cleni polynomeny, do
té doby, nez ziskame zbytek p#dehi polynomuf polynomyg; ag,.

x* -1 _{x—Zy
xy+2x (-2y+5

(x* — 2x3y — 2xy? + xy — y):{
—x* + x

=2x3y —2xy*+xy+x—y
2x3y — 2y

—2xy® +xy +x—3y

2xy? + 4xy

S5xy +x — 3y

—5xy — 10x

—9x — 3y

Podle ety 3.2.2.4. niZzeme psatf = (x—2y)g; +(—2y+5)g, —9x — 3y, kde
r = —9x — 3y je zbytek po deni polynomuf polynomyg; ag,.

Druhou moznosti je vyit polynom f stejnymi polynomyy, ag,, ale v opaném pdadi.

xy+2x={—2x2—2y+5
x3—1 x+ 4

(x* = 2x3y — 2xy% + xy — y):{
2x3y + 4x3

x*+4x3 - 2xy* +xy —y
2xy% + 4xy

x*+4x3 +5xy —y

—5xy — 10x

x*+4x3 —10x —y

—x* + x

4x3 —9x —y

—4x3 + 4

—-9x—-y+4
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Polynomf tedy niZzeme zapsat také ve tvaru
f=x+4)g,+(-2x> -2y +5)g, —9x—y + 4,
kder = —9x — y + 4 je zbytek po deni polynomuf polynomyg, ag,.

Z predchoziho fikladu vidime, Ze zbytek pockéni polynomuf mnozinou polynoria M
neni uten jednoznén¢. Zbytek bude uen jednoznéné jen v @gipad, Ze mnozinad bude

tzv. Grbbnerova baze. K jejimu vyfia je nutno zavést jeStzv. S-polynom.

Definice 3.2.2.6.:Neclt f a g jsou dva polynomy z oboru integrityx,, x,], ha mz je

zavedeno Ppustné usp@dani term <. Potom:

(i) Nejmensim spolanym nasobkem vedoucich tekmT(f) = xf‘lxé‘z, LT(g) = xilxéz

polynomi f, g je termx;"'x,"?, kde m; = max(ky,ly), m, = max(ky, l;). Zapisujeme

LCM(LT(f),LT(g)).

(i) NejmensSim spoknym nasobkem vedoucicbleni polynomi f, g, zapisujeme
LCM(LM(f),LM(g)), rozumime sotin LCM(LC(f),LC(g)).LCM(LT(f),LT(g)), kde
LCM(LC(f),LC(g)) je nejmensi spobmy nasobek vedoucich koeficiérgolynomi f, g.

(iii) S-polynomem polynom f, g nazyvame polynom

f g)_

Spoly(f.g) = LCM(LM (1), LM(9)). <LM(f) ~LM(g)

Priklad 3.2.2.7.: Uréete S-polynom polynom f =x2y+3xy?2—2x+6y a
g =2xy+y*—2.

Reseni:Uréime nejmensi spotay nasobek vedouciatent polynomi £, g:
LCM (x?y,2xy) = 2x2y.

Nyni uz mizeme ugit S-polynom:

f g
Spoly(f,g) = 2x2%y. (W — m) =2.f —x.g =7xy? —6x + 12y.
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3.2.3. Grobnerova baze

Poslednim pojmem, ktery jeeba gipomenout ped definovanim Grobnerovy baze, je
béze idealu.

Definice 3.2.3.1.: Nech® A ={a4,a,,..,a,} je mnozina polynofn zI[x;,x,], pak
mnozina
n
I =(ay,a,,..,a,) = {Z a;h;; hy, ..., hy € 1[x1, x5]
i=1

je ideal. Mnozinud nazveme bazi ideéalu

Definice 3.2.3.2.:Neclt’ je v oboru integrityi[x,, x,] zavedeno fpustné usp@dani<r.
Baze G = {g1,92, .., gm} idedlul c I[x,, x,] se nazyva Grobnerovou bazi préehdy,
kdyz zbytek po é&eni libovolného polynomuf €l mnozinou G je nulovy,
tzn.rem(f,G) = 0.

Uved'me si bez dkazi i nektera dalSi tvrzeni tykajici se Grobnerovy baze.

Véta 3.2.3.3.: Neclt je voboru integrity I[x;,x,] zavedeno fipustné usp@dani

termi <;. Potom jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
() G ={91, 92, -, 9m} € Grébnerova baze idedlu= 1[x4, x,];

(i) zbytek po dleni libovolného polynomuf € I[x;,x,] mnozinou G je urken

jednoznéng, tzn. je-lig = rem(f,G) ah = rem(f,G), potomg = h;

(i) (LT(D)) =(LT(g1),--,LT(gm)), kde LT(I) je mnozina vedoucich tefmvSech

polynomi idealul;
(iv) pro kazdé # j je rem(Spoly(gi,gj), G) = 0.

Priklad 3.2.3.4.: Urcete, zda je mnozina polyndmM = {2x% — 3x + y,xy? + xy — x}

Grobnerovou bazi ideal) pri lexikografickém usptadani term.

ReseniNejdiive ugime S-polynom polynoinm,, m, mnozinyM:
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2x% —3x + xy? +xy —x
Spoly(2x2—3x+y,xy2+xy—x)=2x2y2< y_ Y ):

2x? xy?

= —2x%y + 2x% — 3xy? + y5.
V dalSim kroku vydlime tento S-polynom prvky mnoZziny:

2x2_3x+y:{—y+1

—2x%y + 2x* = 3xy* + 3:{
(2xty+2x® = 3wyt kg, o= {7

2x%y — 3xy + v?

2x?% —3xy? —3xy + y3 + y?

—2x*>+3x—vy

—3xy?—3xy+3x+y3+yi—y

3xy?% + 3xy — 3x

y:i+yr—y

Zbytek po dleni S-polynomu mnozinouM neni nulovy, proto mnozinal neni

Grébnerovou bazi ideal).

Nyni jiz umime rozhodnout, zda dasa mnozina je Grobnerovou bazi daného idedlu

nikoliv. Pomoci nasledujiciho algoritmu budeme nt@obbnerovu bazi ideélu sestrojit.
Buchbergeniv algoritmus

Postup, pomoci kterého nalezneme Grobnerovu b&élud, se nazyva Buchbergsr

algoritmus. B hledani budeme postupovat nasledovn

1. Urkime S-polynom pro kazdou dvojici polynémaadané mnoziny a nalezneme zbytek

po céleni S-polynomu zadanou mnozinou polynom

2. Pokud je &ktery ze zbytk nenulovy, pidame ho do fwodni mnozZiny a opakujeme

stejny postup do té doby, nez budou vSechny zhytikgve.

Priklad 3.2.3.5.: Urcete Grébnerovu bazi idedli = (x?>y +2x —y,x +y — 1) pii

lexikografickém usptadani.

ReSeni: Ozname g, =x?y+2x—7vy, g, =x+y—1 a postupujme stejn jako
v prikladé 3.2.3.4., tj. nalezmme S-polynom polynoin g,,g9, a vydlme ho &mito

polynomy.
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g1 [y
Spoly(gs, 92) = x%y <W - 7) =—xy*+xy+2x—y

x2y+2x—y_{ 0

2 — ) =
(=xy* +xy + 2x y).{ t+y—1 24y 42

xy? +y3—y2

xy+2x+y3—y*—y
—xy—y*+y

2x +y3 — 2y?
—2x—2y+2
y?—2y* -2y +2

Mnozina G = {g,,9,} neni Grbébnerovou bazi ideall, protoze zbytek po &kni
S-polynomu Spoly(g,,9,) polynomy g,,g, neni nulovy. Ozname tento zbytek
gz =y3 —2y? — 2y + 2 a gidejme ho do mnoZing:

Gi=GU{gs}={x*y+2x—y,x+y—1,y3—2y2 -2y + 2}

Nyni je poteba utit Spoly(g1, g2),Spoly(g1,93), Spoly(g2, g3). S-polynom polynorin
91, 9> jsme jiz nalezli a jeiejmé, ze zbytek po&kni Spoly(g4, g,) mnozinouG, bude

nulovy. Zbyva tedy dopdtat zbytky po dleni polynonii Spoly(g,,93), Spoly(g,,93)

MNOoZinouG; .
Spoly(g1, g3) = x*y°® (;ﬁ—ly - %) = 2x%y? + 2x%y — 2x% + 2xy* — y°
x’y+2x—y 2y + 2
(2x%y? + 2x2%y — 2x% + 2xy? — y3): x+y-—1 =]-2x+2y2—-2y—6
y3—2y* -2y +2 -3

—2x%y?% — 4xy 4 2y?

2x%y — 2x% + 2xy? — 4xy — y3 + 2y?
—2x%y — 4x + 2y

—2x% + 2xy? —4xy —4x — y3 + 2y%2 + 2y
2x* + 2xy — 2x

2xy% — 2xy —6x —y3 + 2y% + 2y
—2xy? — 2y3 + 2y?

—2xy — 6x — 3y> + 4y% + 2y

2xy + 2y% — 2y

25



—6x — 3y3 + 6y?

6x + 6y —6
-3y3+ 6y +6y—06
3y® — 6y —6y+6
0

g 9
Spoly(gs, gs) = xy° (72 - y—i) = 2xy? + 2xy — 2x + y* — 3

(2xy? + 2xy — 2x + y* — y3): x+y—-1 2y? +2y—2

x’y+2x—y { 0
y3 —2y% =2y +2 y—1

—2xy?% — 2y3 4 2y?

2xy — 2x + y* —3y3 + 2y?

—2xy —2v2 + 2y

—2x+y*—3y3+2y
2x + 2y — 2
y*—3y*+4y -2

—y* 4+ 2y3 4+ 2y%2 — 2y

—y3+ 2y +2y -2
y3—2y?2—2y+2
0

Vidime, Ze vSechny zbytky pceléni S-polynond mnoZzinouG, jsou nulové, a proto je

mnozinaG; = {x?y + 2x —y,x + y — 1,y3 — 2y? — 2y + 2} Grobnerovou bazi idealu
3.2.4. Redukovana a monicka Grobnerova baze

Grobnerova baze daného idedalu ale neténa jednoznamé a rekdy se v ni vyskytuji
.nepotebné“ polynomy. Proto jeuteZité zavést pojem redukovand Grobnerova baze.

K tomu nam poriize nasledujici &ta.

Véta 3.2.4.1.:Neclt G = {94, 92, ---, 9m} j€ Grébnerova baze idedluc 1[x,, x,]. Necht’
daleg; € G je polynom, pro ktery plati:

LT(g:) € (LT(G — {g:}))-

PotomG — {g;} je také Grobnerova baze idedlu
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Dukaz: Podle wty 3.2.3.3. je mnozZinaG Grobnerovou bazi prévtehdy, kdyz
(LT(g91),LT(g,), ...,LT(g,n)) = (LT(G)) = (LT(I)). Jestlize plati, Ze LT(g;) €
€ (LT (G — {g;})), potom plati také, ZeLT (G — {g;})) = (LT(G)). Podle ¥ty 3.2.3.3. je

tedy také mnozin& — {g;} Grobnerovou bazi idealu [dle 5] O

Definice 3.2.4.2.: Grébnerovu baziG¢ idealu I c I[x;,x,] nazveme redukovanou
Grobnerovou bazi, jestlize pro kazdy polyngne G plati, Ze Zadny z teninpolynomug
nendlezi idedlULT (G — {g})). Pokud navicLC(g) = 1 pro vSechny polynomy € G,

nazveme tuto bazi redukovanou monickou Grobnerdaai idedlu.

Véta 3.2.4.3.:Necht’ I je nenulovy idedl. Potom redukovana a monicka Gedttva baze

idealul je pii daném uspi@dani term urcena jednoznaé.
Dukaz je uveden ndjklad v [1] nebo [5].

Priklad 3.2.4.4.. Uvedte Grobnerovu bazi G; ={x?y+2x—y,x+y—1,

y3 —2y? — 2y + 2} z prikladu 3.2.3.5. v redukovaném a monickém tvaru.
ReSeniOzn&meg, = x?y +2x—y, go =x+y—1, g3 = y> — 2y? — 2y + 2.

Nyni owiime, zda ¥aky term polynomug,; nalezi idedlu(LT (G, — {g,})) = (x, y3).
Vidime, Ze nafiklad termx?y je clitelny vedoucim termem polynomyy,, a plati tedy, Ze
x%y € (LT(G, — {g.})). Polynomg, nepati do redukované monické Grobnerovy baze,

proto jej odebereme z mnozigy.

Dale pokr&ujeme v o¥fovani zbyvajicich dvou polynaim Zadny z termi polynomug,
nendleZi idedldLT (G, — {g,})) = (y3) a zarové LC(g,) = 1, a proto polynony, nalezi
do redukované monické Grobnerovy baze. Pro polymggntaké plati, Zze zadny z jeho
termi nenalezi idedldLT (G, — {g3})) = (x) aLC(g;) = 1, a proto také polynorg; paki

do redukované monické Grébnerovy baze.
Redukovany a monicky tvar Grébnerovy b&zezapiSeme
Gi={x+y—1,y3—2y? -2y +2}

UkaZzme si tedy, jak Ize Grébnerovu bazi vyuzfeg&eni soustav polynomialnich rovnic se

dvéma neznamymi. Nejprve vyslovme nasledujigiy
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Véta 3.2.4.5.:Neclt je dana soustava polynomiélnich rovnic séntly neznadmyms:

filx1,x2) =0,
fo(x1,x2) =0,
fn(xllxz) = 0.

Nech’ daleG = {g4, 95, ..., gm} j€ Grbbnerova baze idedlf, f>, ..., f,) v oboru integrity

I[x1, x,] pii daném uspi@déani term <. Potom soustava rovnic

g1(x1,x3) =0,
g2(x1,x) =0,
gm(xlfxz) = 0

je ekvivalentni s fivodni soustavou rovnig.
Priklad 3.2.4.6.:Nad €lesem realnyckiiselfeSte soustavu rovnic
x*+y?—-25=0,
x2+y—-5=0.

Reseni: Naleziéme redukovanou a monickou Grobnerovu bazi iddatt + y? — 25,

x?+y—75). Ozng&meg, = x* + y? - 25,9, = x*+y — 5.

g9
Spoly(g1,g2) = x* (75— 5) = g1 — x*g = —xy + 5x* +y* — 25.

x?y +y* — 5y
5x% + 2y? —5y — 25
—5x%2 =5y + 25

2y? — 10y
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Ozname zbytek po #eni g; = 2y? — 10y, nalez&@me S-polynomySpoly(g,,g3) a
Spoly(g2, g3) a vyc&lme je polynomyy,, g, ags.

91_ 95

Spoly(gy, g3) = 2x*y? (x4 2y2> = 2y%g; —x*g; = 10x*y + 2y* — 50y2.

(10x*y + 2y* —50y%):{ x2+y—-5 = 0

x*+y?—25 {103/
2y2 —10y \Ww?—25

—10x*y — 10v3 4+ 250y
2y* —10y3 — 50y2 + 250y

—2y* + 10y
—50y? + 250y
50y% — 250y
0

9:_ 93

Spoly(g,, g3) = 2x*y? (xz 2y2> = 2y?g, — x*gsz = 10x*y + 2y® — 10y2.

x*+y?—25 0
(10x%y + 2y3 —10y?):{ x*2+y—-5 ={ 10y
2y? —10y W -5

—10x%y — 10y? 4+ 50y
2y3 —20y% + 50y
—2y3 + 10y?

—10y2 + 50y

10y? — 50y

0

Grébnerova baze daného idedlu je mnoZina {x* + y? — 25,x% + y — 5,2y% — 10y}.
Aby byla tato baze monicka, widhe polynom g; dwma. ZiskAme mnoZinu
G = {x*+ y? —25,x> + y — 5,y% — 5y}. Nyni proiime, zda vSechny polynomy nalezi

redukované bazi.

Term y? polynomug, je clitelny vedoucim termem polynomg; a nalezi tedy idealu
(LT(G —{g.})) = (x%,y?). Polynom g, tak nepat do redukované Grobnerovy baze.
Zadny z termh polynomug, nenalezi idealdLT (G — {g,})) = (x* y?) a zadny z terin
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polynomug; nendlezi idedlyLT (G — {g3})) = (x*, x?), proto je redukovanou monickou

Grébnerovu bazi mnozima= {x* + y — 5,y% — 5y}.

Zadanou soustavu rovnic tedyibeme nahradit soustavou nasledujici:

x*+y—-5=0,
y? —5y = 0.
Soustavu upravime na tvar
x*+y—-5=0,
y(y=5)=0

a snadno jiz z druhé rovnice ziskamge= 0, y, = 5. Po dosazeni do prvni rovnice

dostanemex; = /5, x; = —V5, x, = 0. Re$enim zadané soustavy rovnic je mnoZzina

P = {[¥5; 0], |5 0], [0; 51},

Vypocet Grobnerovy baze si ibeme, tak jako vypmet rezultantu, usnadnit pomoci
matematickych prograim Program Wolfram Mathematica 7.0 vypiSe po zadahipnich
polynomi redukovanou Grébnerovu béazi. Ukazme si tento posta polynomech

z predchoziho fikladux* + y% — 25, x2 + y — 5:
In[1]: = GroebnerBasis[{x"4 + y"2 — 25,x"2 +y — 5}, {x, y}]

Out[1] = {-5y +y% -5+ x%+y}.
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4. NasobnostifeSeni soustav dvou polynomialnich rovnic se

dvéma neznamymi

V nésledujici kapitole se omezime rfgppd soustav dvou polynomiélnich rovnic sérda
neznamymi nadétesem realnychtisel. S jejichteSenim souvisi také pojem nésobnost
feSeni soustavy dvou rovnic. Definice &wuvedené v této kapitole jsoueyzaty z [4].
Podle nasledujici definice theme ztotoznit polynomialni rovnici s rovnici algaicke

Kiivky.
Definice 4.0.1.:Rovnici algebraické fkvky v roviné rozumime rovnicif (x,y) = 0, kde

f(x,y) je polynom dvou neditych.

Pokud se tedy dvalgebraické ®vky protinaji ve dvou bodech, ihemetici, Ze soustava
dvou polynomialnich rovnic, které odpovidaji rovnicdanych kivek, ma d¢ ieSeni
(Obr. 1).

Obr. 1

Pokud budeme kruznidi, ,posouvat doprava“, splynouiseiky P, a P, v jeden bodP
(Obr. 2). Soustava rovnic ma nyni jedreseni. Mohli bychom ale tvrdit, Ze kruZnice
se protinaji v bo#l P dvakrat a soustava ma tedy jedno dvojnasd@déni. Zavadime
proto pojem nasobnost q&tiku dvou algebraickych ikvek (resp. nasobnosteSeni

soustavy rovnic). Algebraickouikku budeme dale oztavat pouze ,kivka“.

i

&

Obr. 2
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4.1. NasobnosfteSeni[0; 0] soustavy rovnic

Definice 4.1.1.: Neclt 0 = [0; 0] je paatek soustavy saadnic. Nech je dale
polynomim f a g piitazena hodnotd, (f, g). Cislo Io(f, g) udava, kolikrat se fkvky
f(x,y) =0ag(x,y) = 0 protinaji v pgatku a nazveme ho nasobnostigatiku kiivek f
ag Vv bocd 0.

Predpokladejme, ze uspmana dvojicg0; 0] je reSenim soustavy rovnif(x,y) = 0,

g(x,y) = 0. Potonxislol,(f, g) nazveme také nasobnostseni dané soustavy rovnic.

Uvedme si zakladni vlastnosti nasobnostig®iku kiivek v patatku, resp. nasobnosti

reSeni[0; 0] soustavy rovnic.

Véta 4.1.2.:Neclt I, (f, g) je nasobnost fis&iku kiivek f ag v bock 0, resp. nasobnost
feSeni[0; 0] soustavy rovnicf = 0, g = 0. Nech’ déle h je polynom dvou neditych.
Potom plati:

() Io(f, 9) je nezaporné celéslo nebotoo;

(i) 1o (f,9) = 1o(g, f);

(iii) Io(f,g) = 1 prav tehdy, kdy20 € f A O € g;

(iv) Neclt x = 0 ay = 0. Potoml, (x,y) = 1;

W) Io(f,9) =1o(f, g + fh);

Vi) Io(f, gh) = Io(f, 9) + Io (£, h).

Priklad 4.1.3.: S vyuzitim uvedenych vlastnosticate nasobnogeseni soustavy rovnic

x =0,

y3 =0.
Redeni:Podle vlastnosti (vi)dty 4.1.2. nizeme zapsat
Io(x, %) = 1o (x, y?y) = Ip(x, %) + o (x, ).
Z opakovaného vyuziti vlastnosti (djskame

IoC,y®) + 1p(x,y) = Io(x,y) + Io(x,¥) + 1o (x,¥) = 3o (x,¥).
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Podle vlastnosti (iv) &ty 4.1.2. uz je ®jmé, zel,(x,y*) = 31,(x, y) = 3. Redeni[0; 0]

dané soustavy ma tedy nasobriast

Uved'me si rgkolik tvrzeni, kterd vyplyvaji z vlastnosti nasoBtiaa ktera vyuzijemeip
vypoctu nasobnosti giseiku dvou algebraickychikvek v patatku (tj. nasobnostieSeni
[0; 0] soustavy dvou polynomialnich rovnic). Nasledujigita objasiuje, jaka bude
nasobnost fgiseiku kiivek, z nichz jedna bude nasobkem druhé, tj. jakdebnasobnost

spolé&ného nulového bodu dvou polynénz nichz jeden je nasobkem druhého.

Véta 4.1.4.: Necit f a g jsou polynomy, kdyg je nasobkemf, a necki pocatek
0 € f(x,y), tj. [0; 0] je nulovy bod polynomy. Potoml, (f,g) = +co.

Dukaz (dle [4]): Predpokladejme nejprve, Zg je nulovy polynom. Platijedpoklad ¥ty,

Ze g je nasobkemf (muzeme psatd = f.0). Podle vlastnosti (iii) &y 4.1.2. plati

nerovnost, (f,0) = 1. Pro vSechnaipozené&tislan mizeme psét
n<n-I,(f,0).
Podle vlastnosti (vi) &ty 4.1.2. plati
n-Ip(f,0) = Io(f,0") = I (f, 0).
Pokud mé& nerovnost < I, (f, 0) platit pro vSechnaippozenédisla, musi byt nuth
Io(f,0) = 4o,

UvaZzujme nyni nenulovy polynorg, ktery je nasobkem polynomfi. MuZzeme psat

g = fh, kdeh je libovolny polynom. ZapiSeme

IO(f'g) = Io(f;fh)

Podle viastnosti (v)aty 4.1.2. plati rovnost

Io(f,9) = Io(f,g — fh) = Io(f, fh— fh) = 1o (f, 0).

A tedy uz vidime, Ze

Io(f,9) = Io(f,0) = +oo. O
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Véta 4.1.5.:Necht’ f, g, h jsou polynomy a nec¢hdale p@atekO = [0; 0] neni nulovym
bodem polynomug. Potom nasobnodeSeni[0; 0] soustavy rovnicf =0, gh =0 je

stejn& jako nasobnostSeni[0; 0] soustavy rovni¢ = 0, h = 0, tj. plati

Io(f,gh) = Io(f, h).

Dukaz (dle [4]):Podle viastnosti (vi), (iii), a (i)&ty 4.1.2. nizeme psat

IO(frgh) = IO(frg) + IO(f) h) = IO(fl h)
Protoze kivka g neprochazi ptkem, je nasobnogs(f, g) = 0. O
Ukazme si naffikladu, jak Ize uvedena tvrzeni a vlastnosti k Wypmasobnosti vyuZzit.

Priklad 4.1.6.: M&jme polynomyf =y - x3 al = y* + 6x3y + x8. Urcete nasobnost
feSeni soustavy rovni¢(x,y) =0, I(x,y) =0 (tj. urtete nasobnost psetiku téchto
kiivek).

Reseni:Podle vlastnosti (v) &ty 4.1.2. platil,(f, g) = I,(f,g + fh). Pokusme se tedy
najit polynom h takovy, ze l=fh+g. Pro ziskani h vydélme polynom
[=y* + 6x3y + x® polynomem f =y - x3 (postupujme stejn jako @i déleni

polynomu jedné nedité y, kdy x bereme jako koeficient).
(* + 6x3y + x®)/(y —x3) = y3 +y2x3 + yx© + x° + 643

—][4+][3x3

y3x3 + 6x3y + x8

—vy3x3 + y2x°

y2x® + 6x3y + x8

—y2x6 4 yx?
yx? + 6x3y + x
—yx® + x1?
6yx3 + x12 + x8
—6yx3 + 6x°

x1% 4+ 6x° + x8

8

Muzeme tedy psat
yt + 6x3y + x8 = (y—x3)(3 + y2x3 + yx® + x° + 6x3) + x12 + 6x° + 5.
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Nyni jiz vyuZijeme vlastnosti (v)dty 4.1.2. pro zapsani rovnosti
ILo(y —x3,y*+6x3y + x8) = I,(y — x3,x1% + x® + 6x°).
Dale s vyuZzitim vlastnosti (i) — (vigty 4.1.2. a ¥ty 4.1.5. ué¢ime hledanou nadsobnost:

Io(y —x3,x12 +x8 +6x°) =I,(y —x3,x°(x® + x2 + 6) = I, (y — x3,x%) =
= 6l,(y —x3,x) = 6l,(y,x) = 6.
Reseni[0; 0] dané soustavy rovnic méa tedy nasobr@stzn. d¥ algebraické kvky

f=y-x3al=y* + 6x3y + x® se v paatku protinaji Sestkrat.

VSimnéme si, Ze jedna z rovnic soustavyiegchozim fiklack byla ve tvaruy = p(x),
kde p(x) je polynom jedné netité. Pokud je jedna rovnice zadand v tomto tvaeu, j
mozné poitat nasobnosteSeni soustavy bez zdlouhavéhdedi polynomu polynomem,

a to na zaklatginasledujici vty.

Véta 4.1.7.:Neclt jsou dany polynomy(x) ag(x,y).

(i) Zbytek po @leni polynomug(x,y) polynomemy - p(x) ma tvarg(x, p(x)). Existuje
tedy polynomh(x, y) takovy, zeg(x,y) = (y — p(x))h(x, y) + g(x,'p(x)).

(i) Polynom g(x,y) je nasobkem polynomy - p(x) praw tehdy, kdyzg(x,p(x)) je

nulovy polynom.

Dukaz (dle [4]): (i) Predpokladejme, Ze vytenim polynomu g(x,y) polynomem

y - p(x) dostaneme polynora(x, y). Zbytek po dleni ozngmer(x):
g(x,y) = (y — p())h(x,y) + r(x).
Dosazenim polynomp(x) zay do gedchoziho vztahu ziskame
9(x,p(x)) = r(x).
(ii) Predpokladejme nejprve, 28x, p(x)) je nulovy polynom. Ze vztahu
9(,y) = (y = p())h(x, )

je zZtejmé, Ze polynony je nasobkem polynomu- p(x). Naopak jestlizgg je nasobkem

polynomuy - p(x), miZzeme psat
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90 y) = (y = p())h(x, ).
Po dosazeni polynomu(x) zay (podle (i)) zjistime, Zg (x, p(x)) je nulovy polynom. O

Priklad 4.1.8.: Mgme ot polynomy f=y-x3, [=vy* + 6x3y + x8. Urete
nasobnostieSeni [0; 0] soustavy rovnicf(x,y) =0, l(x,y) =0 (nyni s vyuzitim
véty 4.1.7.).

Reseni:Je zejmé, Ze polynonf ma tvary - p(x), a proto je podledty 4.1.7. zbytek (x)
po cEleni polynomul polynomemf roven polynomu(x,p(x)), coz je v naSemifpact

polynomr = (x3)* + 6x3x3 + x® = x12 + x8 + 6x°. Mizeme tedy rovnou psat
Io(f,D) = 1,(y — x3,x1% + x8 + 6x°).

Nasled® dopaitame vyslednou nasobnostSeni soustavy podle postupu uvedeného
v priklade 4.1.6.

Postup pro ueni nasobnostieSeni soustav rovnic, které budou mit tvar jakostsma
f(x,y) =0,1l(x,y) = 0z prikladi 4.1.6. a 4.1.8., vyraZrzjednoduSi nésledujicéta.

Véta 4.1.9.:Neclt y = p(x), g(x,y) = 0 je soustava dvou rovnic sediva neznamymi.
Nech’ dale [0; 0] je feSenim rovnicey = p(x) a polynom g(x,y) neni nasobkem

polynomu y - p(x). Potom nasobnostreSeni [0; 0] soustavy rovnicy = p(x),

s

Dukaz (dle [4]):Diky predpokladu, Zgy(x,y) neni nasobkem polynomu- p(x), vime,

Ze zbytekg(x,p(x)) neni nulovy polynom. Jestlize dasge nejmenSi ze stup clena

polynomug (x, p(x)), mizemeclen x° z tohoto polynomu vytknout. Ziskdme vztah

9(x,p(x)) = x5q(x),

kde g(x) je polynom, ktery obsahuje nenulovy absoluflen. Podle ¥ty 4.1.7. nizeme

psat rovnost
g, y) = (y = p(0)h(x,y) + x°q(x),
a dale podle vlastnosti (V¥ty 4.1.2. plati

Io(y —p(x),9(x,y)) = Io(y — p(x), x5q(x)).

36



Skute&nost, Ze polynong(x) obsahuje nenulovy absolutélen, znamena, Zg; 0] neni
feSenim rovnicey(x) = 0. Proto podle $ty 4.1.5. a s vyuZitim vlastnosti (vikty 4.1.2.

muzeme zapsat rovnost

Io(y —p(x),x5q(x)) = Io(y — p(x),x%) = slp(y — p(x), %).

Predpoklad, 2¢0; 0] je feSenim rovnicer = p(x), zarduje, Ze polynonp(x) neobsahuje
absolutniclen. Proto nizeme pséab(x) = xt(x), kde t(x) je polynom jedné nedite.

Nyni jiz mizeme vyuZzit vlastnostiéty 4.1.2. a ziskavame

slo(y = p(x), %) = slp(y — xt(x),x) = slp(y,x) = s.

Plati tedy, Ze nasobnagSeni[0; 0] soustavy rovniy = p(x) ag(x,y) =0 je

Io(y —p(),g(x,y) =s. 0

Vratme se nyni kiskladu 4.1.8. Po éeni tvaru zbytkur = x'2 + x® + 6x° je uz na
prvni pohled #ejmé, ze podledty 4.1.9. jel,(f, 1) = 6, neba@ nejmensi ze stulf ¢lend

polynomur(x) je 6.
Piiklad 4.1.10.:Ur¢ete nasobnoseseni[0; 0] soustavy rovnic
y3 +4x* =0,
xy?+y—3x*=0.

Reseni:Vidime, Ze nyni uz Zadna z rovnic neni ve tvarg p(x), a proto nerizeme
vyuzit wty 4.1.7. a 4.1.9. Postuprbudeme z obou rovnic eliminovat nejvysSi mocniny
s vyuzitim vlastnosti nasobnosti &kterych Wt uvedenych v této kapitole. Nejprve
chceme eliminovaty3. Protoze druhy polynom obsahuje ve vedoudflanu (i
lexikografickém uspiadani, kdey > x) i neugitou x, musime polynomy3 + 4x*

vynasobit pray x. Vyuzitim vlastnosti (vi) ¥ty 4.1.2. ziskame:
Lo(y3 + 4x*, xy? + vy — 3x%) = I, (xy3 + 4x5, xy? + y — 3x*) — I, (x, xy? + y — 3x*).
Nasled’ urgime nasobnost, (x, xy? + y — 3x*) podle vlastnosti (iv) a (v)&ty 4.1.2.:

IoCe,xy? +y —3x*) = I (x, x(y? = 3x3) +y) = Ih(x,y) = 1.
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Ziskdvame tedy vztah
Ly(y3 + 4x*, xy? + y — 3x*) = Io(xy® + 4x°, xy? + y — 3x*) — 1.

Podle vlastnosti (v) &y 4.1.2. se nasobnost neamh picteme-li k jednomu polynomu
nasobek druhého. Proto vyndsobme druhy polynomzeyma-y a gic¢téme k prvnimu

polynomu:

Io(xy® +4x° —y(xy? +y —3x*),xy? +y—3xH) -1 =
=Io(—y? + 3x*y + 4x5, xy? + y — 3x*) — 1.

Timto krokem jsme eliminovaklen y3. Pokra&ujme dale v eliminactlenu y? stejnym

postupem. Vynasobme prvni polynom vyrazem i¢téme ho k druhému polynomu:

Io(—y? + 3x*y + 4x%,xy? + y — 3x* + x(—y? + 3x*y + 4x%)) — 1 =
= Ip(=y? + 3x*y +4x°, (3x° + Dy + 4x° = 3x*) - L.

Pro vyloweniy? z prvniho polynomu je nutné tento polynom vynase@iazem3x> + 1.
Vzhledem k tomu, Zg0; 0] neni nulovym bodem polynomBx® + 1, miZzeme uZitim

véty 4.1.5. vypa@et nasobnosti zjednodusit nasledévn

Lo(=y?(3x> + 1) + 3x*y(Bx> + 1) + 4x°(3x° + 1), (Bx> + )y + 4x° — 3x*) — 1 =
=Io(—(3x> + 1)y? + (9x° + 3x*)y + 12x1° + 4x>, (3x° + 1)y + 4x°® — 3x*) — 1.

Pokud nyni vynasobime druhy polynom vyrazema gi¢teme k prvnimu polynomu,

eliminujemeglen y?:

Io(—(Bx° + 1D)y? + (9x° + 3xM)y + 12x10 + 4x° +
+y((3x° + 1)y + 4x° — 3x*),(3x° + 1)y + 4x® —3x*) — 1 =
=Io(9x°%y + 4x%y + 12x1° + 4x°, Bx° + )y + 4x® —3x*) — 1 =
=I,(x>(9x*y + 4xy + 12x° + 4), 3x> + 1)y + 4x° — 3x*) — 1.

ProtoZze nulovym bodem polynom@x*y + 4xy + 12x> + 4 neni usptadana dvojice
[0; 0], miZzeme na zakladvéty 4.1.5. a vlastnosti 2ty 4.1.2. psat:
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Io(y3 +4x*, xy? +y—3x") =1,(x% Bx> + Dy + 4x° — 3x*) — 1 =
=5I,(x, 3x° + 1)y + 4x% —3x*) — 1 =51, (x, x(3x*y — 3x3 + 4x°) +y) — 1 =
=5l,(x,y) —1=4.

NasobnosteSeni[0; 0] zadané soustavy rovnic 4¢ resp. soustava rovnic nii§inasobné

reSenil0; 0].
4.2. Nasobnost libovolnéh#eSeni soustavy rovnic

Dosud jsme hledali pouze nasobnost konkréti@$eni dané soustavy rovnic, arédeni
[0; 0]. Ktomu, abychom mohli dit nasobnost libovolnéhdeSeni ®jaké soustavy,

pottebujeme zavést homogenni polynomy a naslegiisoby transformace stadnic.

Abychom mohli uéit nasobnost piseiku dvou Kivek v libovolném bod (nasobnost
libovolnéhofeSeni soustavy rovnic), musime nejprve tidzfojem algebraické rkvky
z Euklidovské roviny do projektivni roviny. Pro paumeni dalSimu textu neni nezbytn
nutné projektivni rovinu definovat. Vysfiane s pedstavou projektivni roviny jako
Euklidovskeé roviny dopléné o body v nekorsau. BliZSi souvislosti nalezneme v [4].

Definice 4.2.1.:Neclt d je celé nezaporné&slo. Homogennim polynome(x, y, z) tii

neukitych, ktery mé stuped, nazveme vyraz

mp mp

F(x,y,z) = Z Z a;xtylz?7,
i=0 j=0

kde alespd jeden z koeficierita;; € R je nenulovy an;, m, € Nj.

ZjednoduSe# ieceno, homogenni polynom stupd je takovy nenulovy polynom, jehoz

vSechnyleny maji stupe d.

Priklad 4.2.2.: Rozhod#te, zda jsou polynomy (x,y,z) = 2x%yz + 6xy?z + 3xz> —
—2x*aG(x,y,z) = 3x*y + 4xyz — 2xz + y* + 2 homogenni.

Reseni:V3echnygleny polynomuF maji stupé 4, protoF (x, v, z) je homogenni polynom
stupré 4. Jednotlivétleny polynomuG maji v tomto peéadi stups 3,3,2,2,0. G(x,y, 2)

tedy neni homogenni polynom.
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Definice 4.2.3.: Rovnici algebraické fkvky v projektivni rovirgé rozumime rovnici

F(x,y,z) = 0, kdeF(x,y, z) je homogenni polynom.

Kazdému homogennimu polynomuF(x,y,z) muazeme pifadit polynom

f(x,y) = F(x,y,1). Podle definice 4.2.1. tedytieme psat

mp mp

fl,y) = z Z aijxiyj-
i=0 j=0
Bod [x; y] lezi v Euklidovské roviéi na Kivce f(x,y) = 0 (resp. usptadana dvojice
[x; y] je feSenim rovnicg (x,y) = 0) praw tehdy, kdyz odpovidajici bod; y; 1] lezi
na Kivce F(x,y,z) = 0 v projektivni rovir¢ (resp. uspiadana trojicdx; y; 1] je feSenim
rovniceF (x,y, z) = 0). Muzeme tedyici, Ze na kivkach f = 0 aF = 0 leZi stejné body

z Euklidovské roviny. Polynorfi nazyvdme zuzenim polynonfudo Euklidovské roviny.

Naopak nechje f(x,y) polynom dvou neuitych stupr d, kiivku f(x,y) = 0 miZzeme
rozSiit z Euklidovské do projektivni roviny. déihime tak tzv. homogenizaci polynomu
f(x,y), kdy kazdyclen polynomuf vynasobime neditou z umocrénou tak, aby kazdy

¢len vysledného polynomudhstejny stupa d. To znamena, Ze z polynomu

m; mp
Fy) =) Y ayalyl
i=0 j=0
ziskdame polynom
m; mp
F(x,y,2z) = z z a;jxtylz? ],
i=0 j=0

Volbou z = 1 ziskdme vztahF(x,y,1) = f(x,y) a miZzeme tedytici, Ze na kivkach
F =0 af = 0 leZi stejné body z Euklidovské rovinyiitku F = 0 nazyvame rozgnim
kiivky f = 0 do projektivni roviny. Kivka F (x,y,z) = 0 miZe navic obsahovat tzv. body
v nekonénu, které maji v projektivni rovénsoudadnice [1; s; 0] nebo [0; 1; 0], kde

s € R.

Priklad 4.2.4.: Homogenizaci polynomuf(x,y) =x?>+xy—y+3 je polynom
F(x,y,z) = x*> + xy — yz + 3z2. Nyni zjistime, které body v nekafrei obsahuje ikvka

F(x,y,z) = 0. Dosazenim bod{1; s; 0] do rovnice kivky ziskame vztahl + s =0,
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tedy bod[1; —1; 0] lezi na kivce F = 0. Nyni owiime, zda natkvce F = 0 lezi také bod
[0; 1; 0]. Dosazenim do rovnicetikky ziskame vztat) = 0. Ktivka F(x,y,z) = 0 tedy

obsahuje dva body v nekaima a jsou jimi body1; —1; 0] a[0; 1; O].

Pozndmka: HomogenizaciF(x,y,z) polynomu f(x,y) budeme pro lepSi orientaci

nazyvat polynomenfi(x, y) v projektivni rovirg.

Definice 4.2.5.: Necit F(x,y,z), G(x,y,z) jsou homogenni polynomy a ba# je
libovolny bod v projektivni rovia. Nasobnosti giseiku kiivek F =0 aG = 0 v bod P
rozumimesislo I (F, G), které udava, kolikrat sdikky F aG protinaji v bod P.

Necht’ P je feSeni soustavy rovni€(x,y,z) =0, G(x,y,z) = 0. Potom¢islo I, (F,G)

nazveme také nasobnosteni dané soustavy rovnic.

Pokud provedeme zuzeniiek z projektivni do Euklidovskeé roviny, nasobnpsiseiiku
v pacétku, tj. nasobnost spdieeho nulového bodu[0;0;1] polynomi F(x,y,z),

G(x,y,2), se podle nasledujicéty nezngni.

Véta 4.2.6.: Nech’ F(x,y,z) a G(x,y,z) jsou homogenni polynomy. dme dale
polynomyf(x,y), g(x,y) takové, ze (x,y) = F(x,y,1) ag(x,y) = G(x,y,1). Potom

Io(F(x,v,2),6(x,v,2)) = I,(f(x, ), g(x,5)),

kde O = [0; 0], resp.0 = [0; 0; 1], je feSenim soustavy rovni€(x,y) = 0, g(x,y) = 0,
resp. soustavy (x,y,z) =0, G(x,y,z) = 0.

Kromé¢ nasobnosti v ptatku mizeme nyni také definovat nasobnostisatiku kiivek
v libovolném bod Euklidovské roviny, tj. definujeme nasobnost libbwvého reSeni

soustavy rovnig¢'(x,y) =0, g(x,y) = 0.

Definice 4.2.7.:Neclt f(x,y), g(x,y) jsou nenulové polynomy a netlF(x,y,z),
G(x,y,z) jsou jim odpovidajici polynomy v projektivni ro¢inNeclt dale [a; b] je
spoleény bod Kivek f, g v Euklidovské rovig, tj. je feSenim soustavy rovnif = 0,
g = 0. Potom nasobnosti,.,(f,g) pris&iku kiivek f(x,y) =0, g(x,y) =0 v bock
[a; b] (resp. nasobnostfeSeni pisluSné soustavy rovnic) je nasobndgty.q)(F,G)
priseiku kiivek F(x,y,z) =0, G(x,y,z) =0 v bod [a; b; 1] (resp. ndsobnoseseni
[a; b; 1] soustavy =0, G = 0).
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Prasetik dvou Kivek mizeme pomoci vhodné transformace posunout détho soustavy
souadnic a pro vyp&et ndsobnosti pouZit jiz znamé vztahy z kapitoly. Definujme

proto pojem transformace v projektivni ro¥in

Definice 4.2.8.:Transformace projektivni roviny je prosté zobrdzamojektivni roviny na

sebe, kteréifrazuje bodyzx, y, z] bod[x’, y’, z'] tak, Ze plati:

x =ax+ by +cz,
y=dx+ey+fz,
z'=gx + hy + iz,

kdea, b, ..., i jsou realn&isla, a zaroveplati:
x=Ax"+ By + CZ,
y=Dx"+Ey +FZz,
z=G6Gx"+Hy + 1z,
kdeA, B, ..., I jsou realn&isla.

Priklad 4.2.9.: Transformace projektivni roviny dana nasledujipiedpisem

x"=x+ 3z,
y =y-—2z
z =z,

kdez = 1, posouva soustavu s@aalnic projektivni roviny o vektof3, —2,1). Protoze jde

0 prosté zobrazeni projektivni roviny na seb&zeme psat také
x =x"— 37,
y=y + 27,
z=12z.
Obrazem bodux, y, 1] v projektivni rovirg pii této transformaci je bofk + 3,y — 2, 1].

Obrazem bodu[x,y] v Euklidovské rovid by byl bod [x + 3,y — 2], coz odpovida
posunuti sotadnic o vektol3, —2).

Priklad 4.2.10.: M&me zadanu #vku k =x? —y +2 = 0. Odpovidajici kvkou

v projektivni rovirg je kiivka
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x?—yz+2z%=0.
Aplikujeme-li transformaci z ipkladu 4.2.9., dostaneméeulpis
(x'—3z)—(y' +22)z +2z?%=0.
Po Upra¥ ziskame rovnici
x?—6xz —y'z +9z%=0.
Volbouz” = 1 ziskame rovnici kvky k” v Euklidovské rovig:
kk=x?—-6x—y +9=0,

ktera je obrazemik/ky k v posunuti o vektof3; —2), viz. Obr. 3.

Obr. 3

Piiklad 4.2.11.:Transformace projektivni rovinyime byt zadana také nasledévn
x =z, y =y, z = x.

Lze snadno aiit, Ze uvedené vztahy splji podminky definice 4.2.8. a jedna se tedy
o transformaci projektivni roviny. eme tedytici, Ze libovolna permutace s@anic
bude vzdy transformaci projektivni roviny. Tentéipad transformace vyuzZijemesip

uréovani nasobnosti spa@leych bodi kiivek v nekonénu.

Véta 4.2.12.:Nech’ transformace projektivni roviny na sebe zobrabae|x, y, z] na bod
[x",v",z"]. Neclt P je libovolny bod projektivni roviny a bod” je jeho obraz v
transformaci. Neah jsou KkKivky F'(x,y,z)=0, G'(x,y,z") =0 obrazy kivek

F(x,y,z) =0,G(x,y,z) = 0 v transformaci. Potom

IP(F(.X', Y, Z), G(x, Y, Z)) = IP'(F,(x,f y,: Z,), G'(x', y" Z,)):
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tedy nasobnost pseiku kiivek se transformaci nezmi, tj. ndsobnosteSeni soustavy

rovnicF(x,y,z) = 0,G(x,y,z) = 0 se také transformaci ne&m.

Nasledujici ¥tatika, Ze nasobnost libovolnébeSeni soustavy rovnic ma stejné vlastnosti,
jako nasobnogteseni[0; 0] podle wty 4.1.2.

Véta 4.2.13.:Neclt F(x,y,z) =0, G(x,y,z) =0, H(x,y,z) = 0 jsou Kivky a P je bod

projektivni roviny. Potom plati nasledujici vliasstio

(i) Ip(F, G) je nezdporné celéslo nebotoo;

(i) Ip(F,G) = Ip(G, F);

(iii) Ip(F,G) = 1 prav tehdy, kdyzP € F aP € G;

(iv) In(F,G) = Ix(F,G + FH), jestlizeG + FH je homogenni polynom;
(V) In(F,GH) = Ip(F,G) + I,(F,H);

(Vi) Ip(F,G) = +oo, jestlizeG je nasobkenk¥ aP € F.

Dukaz (dle [4]): Pomoci vhodné transformace projektivni rovinyaizeme bod P

.posunout” do poatku soustavy sdadnic. Definice 4.2.1Zika, Ze nasobnost {meiku
kiivek v bod P je stejnd jako nasobnostip&iku obraz téchto Kivek v bod P,
tj. v pacatku soustavy sdadnic. Podle &y 4.2.6. plati, Ze provedeme-li zUzZertivkek

z projektivni do Euklidovské roviny, nasobnostiggiku v paatku se nezimi. Proto

vlastnosti (i) — (vi) vyplyvaji z vlastnostity 4.1.2. a vty 4.1.4. O

Véta 4.2.14.:Neclt a, b jsou realn&isla.

() Necht F(x,y,z), G(x,y, z) jsou homogenni polynomy a jejich ziZenim do Eukigké
roviny jef(x,y) = F(x,y,1), g(x,y) = G(x,y,1). Potom

I[a;b;l](F(x, y,2),G(x,y, Z)) = I[O;O](f(x +a,y+b),glx+ay+ b)).
(i) Jestlizef (x,y), g(x,y) jsou nenulové polynomy, potom

I[a;b](f(x:y),g(x;y)) = I[O;O](f(x t+ay+ b),g(x +ay+ b))
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(iif) Necht F a G jsou homogenni polynomy &x,y) = F(x,y,1), g(x,y) = G(x,y,1).

Potom
I[a;b;l](F' G) = I[a;b](f' g)
Dtkaz nebudeme provéi je uveden v [4].

Véta 4.2.14. tedy velice zjednoduSuje v§ponasobnosti libovolného geetiku kiivek
v Euklidovské rovis, tj. ndsobnost libovolnéhdeSeni soustavy rovnic. Stavhodre
posunout soustavu si@dnic a aplikovat vlastnosti kapitoly 4.1. Ukazmeake, jak lze

urcit nasobnost misetiku dvou kivek v nekonénu.

Priklad 4.2.15.:Urgete nasobnost fsesiku kiivek xy —2x2 —1 =0,y +y —4x?> =0

v hekoneénu.

Reseni: Nejdiive roz&fime ol kiivky do projektivni roviny a ufime spolény bod

v nekonénu. Homogenizaciikvek jsou Kivky
xy —2x%—z? =0,
y:+yz—4x* =0.

Pripomaime si, Ze body v nekodieu maji sotadnice[1; s; 0] nebo[0; 1; 0], kdes € R.
Urceme tedy, které body v nekamel leZzi na obouikvkach, dosazenim jejich stadnic

do rovnic kKivek. Dosazenim bodU; s; 0] ziskame soustavu
s—2=0,
s2—4=0.

Je Zejmé, Ze ziskavame vztah= 2. Spol&énym bodem kvek v nekonénu je tedy bod
[1; 2; 0]. Dale oetime, zda je také bodo0; 1; 0] spolenym bodem v nekorau.

Dosadime tedy tyto séadnice do rovnickvek a ziskame:

Druh& rovnost neplati a bofD; 1; 0] tedy neni spolsmym bodem zadanychtikek

v nekonénu.
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Nyni urime nasobnost pseiku kiivek v bod [1; 2; 0]. Pouzijeme transformaci
z piikladu 4.2.11., kdy pouze vymime soiadnicex a z. Na zaklad véty 4.2.12. tedy

muzeme poitat nasobnost v béd0; 2; 1], coz jiz neni bod v nekotieu:
It0.00(xy — 2x% — 2%,y + yz — 4x?) = Ijp 0,11 (2zy — 22° — x%,y* + yx — 42°).

Volboua = 0, b = 2 ziskame na zakl&d/lastnosti (i) z ¥ty 4.2.14. nasledujici vztah pro

vypocet nasobnosti:

1[0;2;1] (zy — 2z% — leyz + yx — 422) =
=lh(+2)—2-x2,(y+2)%+(y+2x—4) =
=I,(y — x%,y% + 4y + yx + 2x).

S vyuzitim ¥t 4.1.7. a 4.1.9. z kapitoly 4.1. dafitame vyslednou nasobnost:

Lo(y—x%,y2+ 4y +yx +2x) = I,(y — x?, x* + 4x* + x> + 2x) = 1.
Nasobnost firsetiku kiivek xy — 2x? — 1 =0, y? + y — 4x% = 0 v nekonénu je1.
Priklad 4.2.16.:ReSte nadR soustavu rovnic

x2+xy—2=0,
x3—y=0.

Urcete dale nasobnost jednotlivyidseni a nasobnost spiiého bodu zadanychikek v

nekone&nu.

™ y=0
meemeees Xh1y-2=0

Obr. 4
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Reseni:Vidime, Ze soustava rovnic je vjednom ze speftfltvar, které jsme uvedli
v kapitole 2. Z druhé rovnice vyjéithe nezndmoy a ziskamey = x3. Po dosazeni do

prvni rovnice dostavame
x*+x2-2=0.
Upravime na tvar
x?2+2)(x+1D(x—-1) =0.

Z tohoto tvaru ziskavdme hodnosf = 1, x, = —1. Po dosazeni do rovnic soustavy
ziskame také hodnoty, = 1, y, = —1. ReSenim soustavy rovnic jsou tedy uspuané
dvojice[1;1],[—1; —1].

Urceme nyni ndsobnostSeni[1; 1]. Na zaklad véty 4.2.14. nizeme psét:

Iy (* +xy—2,0°—y) = Io((x + 12+ x+Dy+1D)-2,x+1)3 -+ 1)) =
=I,(x* +xy +3x +vy,x3 + 3x% + 3x — y).

Polynom x3 + 3x2 +3x —y je ve tvaruy = p(x), a proto podle &y 4.1.7. plati

nasledujici rovnost:

Ly(x* +xy+3x+y,x3+3x2+3x—y) =
=Io(x* + 4x3 + 7x% + 6x,x3 + 3x% + 3x — y).

Nasledr na zaklad vety 4.1.9. uéime
Ipg(x*4+xy—2,x°-y)=1.

NasobnosteSeni[1; 1] dané soustavy rovnic je rovrio NasobnosteSeni[—1; —1] je
také 1 (pii jejim vypaitu bychom postupovali stejnako @i hledani nasobnostieSeni

[1; 1]).

K tomu, abychom uili spoletny bod zadanych ikvek v nekonénu, musime nejive

provést jejich homogenizaci:
x?+xy—2z2=0,
x3 —yz? =0.
Do soustavy rovnic nyni dosadime hodnftys; 0] a[0; 1; 0]:
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Vidime, Ze Zadny bod ve tvafd; s; 0] nenifeSenim dané soustavy rovnic. Sgakgnm
bodem kivek v nekonénu je pouze bod0; 1; 0]. K urteni jeho nasobnosti vyuZijeme

takovou transformaci, kdy pouze vynime soiadnicey az.

Lio;1,00(x% + xy — 222, %3 — yz®) = Ijg,0.9)(x* + xz — 2y%,x3 — zy?) =
=Ilo(x?+x—2y%,x3 —y?) =lp(x* +x = 2y* = 2(x3 —y?),x3 —y?) =
=Ilp(x(=2x* + x + 1),x° = y?) = lo(x,x* = y?) = o (x, =y*) = 2.

Nasobnost spot&ého bodu Kvek x? + xy — 2 = 0, x> — y = 0 v nekonénu je2.

Priklad 4.2.17.:Reste nadR néasledujici soustavu rovnic atate nasobnost jednotlivych

reseni.
x> +xy+y=1,
xy?+4=0.

Urcete dale nasobnostisetiku zadanych kvek v nekonénu.

Obr. 5
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ReSeni:Profeseni této soustavy rovnic vyuZijeme v§pbrezultantu.

y y—1
4 0 [=16+y*(y—1)—4y3=

1
resy(f(x,y),9(x,y)) = |y
0 y2 4

=y —y* =4y +16 = (2-y)*Q+y* +y +2).

Zrovnosti (2—y)22+y)(y*+y+2)=0 ziskavame keny y, =2, y, = —2.
Nalezené hodnoty dosadime divpdni soustavy a ziskamg = —1, x, = —1. ReSenim

soustavy rovnic je mnozima= {[—1; 2], [-1; —2]}.

Reseni této soustavy bychom si mohli @iehim, Ze pro vypdet rezultantu vyuzijeme

program Wolfram Mathematica 7.0:
In[1]: = Factor[Resultant[x"2 +x*y+y —1,x *y"2 + 4,x]]
Out[1] = (-2+y)?*QR+y)2+y+y?).
Nyni ucime nasobnosesSeni[—1; 2]. Nejdiive posuneméSeni do bod{o; 0]:

Ic1) (X2 +xy+y—Lxy* +4) =
=L((x-1D?*+(x-D@y+2)+y+2-1,x-Dy+2)2+4) =
= Ip(x% + xy,xy? + 4xy + 4x — y? — 4y).

Na zéklad vlastnosti nasobnosti 2ty 4.1.2. a dalSich& o nasobnosti z kapitoly 4.1.

provedeme nasledujici Upravy:

Io(x? + xy, xy? + 4xy + 4x — y? — 4y) =
=Ip(x? +xy,xy? +4xy + dx —y? — 4y —y(x? + xy)) =
=Io(x(x +y),—y*+4xy —x’y — 4y + 4x) =
=Ip(x,—y? +4xy — x*y — 4y + 4x) + I, (x + y, —y? + 4xy — x*y — 4y + 4x) =
=I,(x,x(4y —xy +4) —y? —4y) +
+lo(x+y,—y? +4xy —xly —dy+4x +y(x +y)) =
=Io(x,y(=y —4)) + Ip(x + y,5xy — x%y — 4y + 4x) =
=Ip(x,y) + Ip((5x —x% —4)x + (5x —x2 —4)y, Gx — x> —4)y + 4x) = 1 +
+Ip((5x —x* = 4)x + (5x —x2 —4)y — (5x — x? — 4)y — 4x, (5x — x? — 4)y + 4x)=
=1+1,(5xy — x*y — 4y + 4x,5x% — x> — 8x) =
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=1+1Io(5xy —x*y — 4y + 4x,x(5x —x2 — 8)) = 1+ [, (x(5y —xy + 4) — 4y,x) =
=1+ 1,(—4y,x) = 2.

Reseni—1; 2] ma tedy nasobnost 2, tj. je dvojnasobné.
Analogicky ugime nasobnoseseni—1; —2]:

Iioq, )2 +xy+y — Lxy? +4) = [h(x* + xy — 4x,xy* —4xy + 4x — y* + 4y) =
=lo(x(x+y—4),xy? —4xy +4x —y2 +4y) = I,(x,x(y? — 4y + 4) —y? + 4y) =
=Io(x,y(-y+4)) = 1.

Reseni—1; —2] je tedy pouze jednonasobné.
Soustava rovnic ma v projektivni ro¥inasledujici tvar:
x?+xy+yz—z%2=0,
xy? +4z3 = 0.

Dosazenim[1; s; 0], [0; 1; 0] do této soustavy zjistime, ze spwigm bodem kvek
v nekonénu je bod[0; 1; 0], ktery jediny vyhovuje soustavrovnic. Pouzitim stejné

transformace jako vipdchozim giklack ziskavame vztah:

Lo;,00(x% + xy + yz — 2%, xy? 4+ 423) = Ijg.0.91(x* + xz + zy — y*, x2* + 4y3) =
=l,(x>+x+y—y3x+4y3) =1,((4y3) 2 +4y3 +y —y3 x + 4y3) = 1.

Nasobnost firsesiku kiivek x2 + xy +y = 1, xy? + 4 = 0 v nekonénu je1.
Priklad 4.2.18.:Reste nadR soustavu rovnic

x3+y? =4,

x3y +y? =4

Urcete dale nasobnost jednotlivyiggeni a nasobnostigeiiku kiivek v nekonénu.
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Obr. 6

Reseni: K feSeni soustavy rovnic #&pvyuzijeme program Wolfram Mathematica 7.0.

MaZeme utit rezultant polynom x3 + y2 — 4, x3y + y? — 4:
In[1]: = Resultant[x"3 +y"2 —4,x"3y + y"2 —4,x]
Out[l] = (—4+4y+y"2—y"3)"3.
Mame ale i jinou moznost, a togitrGrébnerovu bazi ideal(x3 + y2 — 4,x3y + y? — 4):
In[2]: = GroebnerBasis[{x"3 +y"2 —4,x"3y +y"2 —4},{x,y}]
Out[2] = (4—4y—y2+y3 —4+x3+y?%}

Ze vztahu (—y3+y?2 +4y—4)3 =(2—-y)(y —1D(y+2))> =0 nebo ze soustavy

rovnic
y3—y2—4y+4=0,
x3+y?=4

ziskame hodnoty, = 2, y, = —2, y; = 1. Dosazeniméchto hodnot do jprodni soustavy
rovnic ziskdme hodnotyx; =0, x, =0, x; = 33. ReSenim zadané soustavy

polynomialnich rovnic je tedy mnozia= {[0; 2], [0; —2], [V/3; 1]}.
Uréeme tedy nasobnosSeni[0; 2]:

Lo +y2 =453y +y* =) =L, (3 + (Y +2) —4,x°@+2)+ @ +2)*-4) =
=l +y* +4y,x°y +2x3 + y* + 4y) =
=l +y*+4y — (BPy+ 23 +y2 +4y), 3y +2x3 + y? + 4y) =
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=I(—x3y —x3,x3y + 2x3 + y?2 + 4y) = I, (x3(—y — 1), x3y + 2x3 + y2 + 4y) =
=33 +2) +y2 +4y) = Ip(x3,y* + 4y) =3l (x,y(y + 4)) = 3l (x,y) = 3.

Stejnym zfisobem ziskame nasobnésseni[0; —2]:

lo-21(* +y? =4,y +y? =) = L, (* + =2 —4x°(y -2 + (¥ - 2)* - 4)=
=lo(x+y* -4y, X3y - 2x3 +y* —4y) =
=l +y*—4y—(By—-2x3+y? —4y), 3y - 23 +y? —4y) =
=1o(3x® —x°y,xy = 2x° + y? —4y) = [,(*B - ), x*(y —2) + y* —4y) =
=Io(x*x3(y = 2) + % — 4y) = Io(x*,y% — 4y) = 3lo(x,y(y = 4)) = 3Io(x,) = 3.

Obdobré bychom Zzjistili, Ze nasobnotSeni[3/3; 1] je pouzel.
Zadana soustava rovnic ma tedy v oboru realnyidel trojnasobnéreSeni [0; 2],
trojnasobnéeseni[0; —2] a jednonasobni@seni[V/3; 1].
Rozsfme nyni kivky x3 + y? = 4, x3y + y? = 4 do projektivni roviny:
x3+y2%z—4z3=0,
x3y + y2z% —4z* = 0.

Dosazenim bad v nekonénu [1; s; 0] a [0; 1; 0] do vzniklé soustavy zjistime, jakeé

spole&né body v nekoru lezi na zadanychrikkach.

Z téchto dvou soustav rovnic vidime, Ze sgolgm bodem kivek v nekonénu je pouze
bod[0; 1; 0]. Transformaci, kterou vyuZijeme pro vyjeb ndsobnosti, bude &pzantna
hodnoty az.
Iio.00(x® + y?z — 423, x3y + y?z* — 42*) =
= I (X3 + 2%y —4y3, %3z + 2%y% —4y") = [, (xX* +y —4y3,x°3 + y* —4y*) =
=lo(x*+y—4y° = (P +y? —4y"),x* +y? —4y*) =
=lo(y(4y* —4y* —y + D, x* +y* —4y*") = o (y, x> + y(y — 4y?)) =
=1,(y,x3) = 3.

Nasobnost firseiku zadanych #vek v nekonénu je3.
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Zavér

Cilem této prace bylo podatghled o zfisobechieSeni soustav polynomialnich rovnic
se déma neznamymi a seznaniten&e s pojmem nasobnosti jednotlivyidseni soustav

rovnic.

V prvni ¢asti prace jsme uvedli¢které specialni tvary soustav, k jejickgSeni nebylo
zapotebi zavadni novych metod, a ke kazdému specialnimu tvare jaredli ilustrani
piiklad. ProfeSeni dalSich soustav polynomialnich rovnic jsrdenjuseli zavést nové
metody, kterymi byly rezultanty a Grobnerovy ba&ezavedeni pojmu Grobnerova baze
bylo zapotebi definovat uspgadani term a uvést zfisob dleni polynoni se d¥éma
neznamymi. Téwrr vSechna tvrzeni byla v tétdasti demonstrovana natikladech,
coz napomaha srozumitelnosti prace. ProtoZze sept@iolematice ¥novalo jiZz mnoho
autofi, jsou misto dkazi jednotlivych ¥t uvadny pouze odkazy na tyto autory. Zjistili
jsme také, Ze vyget rezultani i Grébnerovych bazi je mnohem rychlejSi a efekij§in

s pomoci matematickych program

Ve druhécasti prace ¥mované nasobnosteieSeni soustav polynomidlnich rovnic jsme
nejdiive zavedli nasobnosesSeni[0; 0] a vyslovili jsme jeji zakladni vlastnosti. Pouziti
téchto vlastnosti jsme také demonstrovali hi&lpdech. Diky transformaci stadnic jsme
byli schopni uéit nasobnost libovolnéhaeSeni soustavy polynomialnich rovnic a
nasobnost gisetiku algebraickych #vek v nekonénu. V této druh&asti prace jsou jiz
uvedené takéikazy jednotlivych ¥t.

S ukovanim nasobnosteseni jsem se¢hem studia nikdy nesetkala, a proto pro mne bylo
zpracovavani zejména tétasti velice zajimavé afimosné. Doufdm, Ze hlayrtato ¢ast
bude ginosna i praitende, protoze této problematice se zatimémevalo mnohaeskych

autof.
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Resumé

This work is devoted to ways of solving systempaliynomial equations in two variables

and determining the multiplicity of solutions ok#e systems.

In the first part are first defined the fundamerdahcepts that are at work subsequently
use. The rest of this part is focused on solvirggesys of polynomial equations. First there
are present some types of systems, to deal with thkeenough knowledge of mathematics
at the primary and secondary schools. Afterward® teader is acquainted with
the methods of solving arbitrary systems of polyr@raquations in two variables, which

are the methods of resultants and Groebner basis.

In the second part of the thesis is defined thetiplgity of solutions of systems
of equations. First it is only a multiplicity of leion [0; 0], which is later, with the
introduction of coordinate transformation, extertdsan arbitrary solution of systems

of polynomial equations in two variables.
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