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Uvod

Pfi psani a zpracovavani této bakalaiské prace na téma Nerovnosti a jejich
dikazy (v¢etné pocitacovych) byl kladen diraz ne na kompletnost, ale hlavné na
srozumitelnost, nazornost, porozuméni a Sir§i pouzitelnost vysvétlovanych metod.
Vyuzila jsem tfadu kniznich, ale i internetovych zdroji. VétSina piikladu je prevzata
z matematickych olympiad. Matematicka teSeni jsou také pfevazné prevzata prave
Z matematickych olympiad, ovSem doplnénad o vlastni komentaie a vyklad k fesSeni

prikladii. Myslenky diikazl jsou vétSinou pievzaty.

Hned na tivod by bylo dobré vysvétlit, co je to vlastné nerovnost? Kazdy jisté vi,
co je to nerovnice, ale ¢asto si ji plete s nerovnosti. Rozdil je zna¢ny. U nerovnic patrame
po tom, kdy dany vztah plati, tj. jde ndm hlavné o néjaky konkrétni vysledek.
U nerovnosti ale dokazujeme, Ze plati pro jakdkoliv ¢isla, at’ uz ptirozend, cela ¢i realna.
Nerovnosti si miizeme predstavit vSelijak. Mezi ty hodné lehké patii napf.

x%2 >0, (provsechna x € R).

OvsSem existuji 1 opravdu hodné t€Zké nerovnosti, jako napf.

ab bc ca

1
<=
4a?+b%+4c? + 4b2%+c2+4a? + 4c2+a?+4b2 — 3’
se kterou dlouhé mésice zapasil i takovy skvély a nadany matematik jako je pan Doc.

RNDr. Jaromir Simsa, CSc.

Na nerovnostech je zajimavé, ze pro n€ neexistuje Zadnd univerzalni metoda
feSeni. Proto musime u kazdé nerovnosti dobie promyslet, jakou metodu feSeni
pouzijeme. V této praci se budu snazit o to, abych tyto zakladni metody a postupy feSeni
fadné¢ vysvétlila, dokazala a uvedla konkrétni ptiklady tak, aby kazdy pochopil
a porozumé¢l tomu, co to vlastné nerovnosti jsou, jak poznat jakou metodu feSeni pouzit

a nasledné jak celou nerovnost vyiesit.

Tato bakalaiska prace je koncipovana tak, Ze jeji prvni tii kapitoly jsou v€novany
pfevazné teorii, tj. vysvétleni zékladnich pojmt, zdkladnich metod feSeni a uvedeni
konkrétnich ptikladl ke kazdé definici, ¢i vété. V druhé Casti mé prace se budu zabyvat
vypocty a dokazovanim dalSich ptiklada, které budou piehledné rozdéleny do

jednotlivych podkapitol, tak aby bylo vSe jasné a prehledné. V posledni kapitole se budu



vénovat programu Mathematica, diky kterému budu moci dokéazat platnost vétSiny

priklada, které se vyskytuji v mé bakalarské praci.

Vystupem moji prace by meél byt uceleny a hlavné piehledny vyklad o tom, co

jsou to nerovnosti a jak je fesit.



Kapitola 1 (Definice a vlastnosti ¢iselnych nerovnosti)

Definice v prvni kapitole jsem Cerpala a pievzala z (1), (2), (3).
Definice 1.1 (Kladna a zaporna ¢isla)
Kazdé realné ¢islo x # 0 je bud’ kladné, nebo zadporné. Mnozina R vSech realnych cisel,
je tedy rozdé€lena do tfi skupin:
e R* mnozinu vech kladnych realnych ¢&isel,
e R™ mnozinu vSech zapornych redlnych ¢isel

e jednoprvkovou mnozinu {0}.

Zakladni pravidla:
i. a€eR*AbeR'>(a+b)€R
ii. a€RYAbeR'> (ab) € R,
iii. a€R o (—a) € R,
iv. a€R*AbeR = (ab) ER™,
V. ae]RFf(:)(i)e]R{’f.
vi. Jsou-li aq,a,, -, a, nezaporna Cisla, je Cislo s = a; + a, + -+ + a, také

nezéaporné. Pfitom s = 0 jen tehdy, kdyza; = a, = - =a, = 0.

Definice 1.2 (Zavedeni nerovnosti)
Rekneme, Ze &islo a je vétsi (resp. mensi) nez &islo b, pravé tehdy kdyz &islo
a - b je kladné (resp. zaporné).

a>be (a—b) eRt

a<be (a—b)ER”
Zakon trichotomie: (plyne z rozkladu R = R* U {0} U R™)
Pro libovolnd dvé cisla a,b € R plati pravé jeden ze vztahti a > b,a = b,a < b.
V ptipadé, kdy neplati a>b, resp. a<b, piSeme a=b, resp. a<bh.
Nerovnosti se nazyvaji ostré (< a >), resp. neostré (< a =). Neostra nerovnost

znamena, ze (a — b) € R{.

Definice 1.3 (Tranzitivnost)
Je-lia>bab >c,paka > c.

Obecné: je-lia; = a,,a; = as, ..., ap_1 = ay,, pak a; = ay,, ptiCemz a, = a,, pravé
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kdyza, =a, = =a,.
Dikaz 1.3: Je-lia>b ab>c, tj. (a—b) € R a (b—c) € R, pak podle definice
1.1 (i) je (a—b) + (b —c) € R*, tj. a > c¢. Obecngjsi tvrzeni plyne z definice 1.1 (vi)

a I’OVI’]OStI a, —ap = (a1 - az) + (az - a3) + -+ (an—l - an).

Definice 1.4 (P¥icteni ¢isla)

Je-lia > b, pak a + ¢ > b + c pro kazdé c.

Dikaz 1.4:Jelia > b,pak (a+c)—(b+c)=(a—b) ER" tja+c>b +c.
Poznamka: nahrazenim ¢isla ¢ ¢islem (—c) dostaneme pravidlo ,,odeéteni ¢isla“: je-li

a>b,paka—c > b — c pro kazdé c.

Definice 1.5 (S¢itani nerovnosti)

Je-lia>bac>d,paka+c>b+d.

Obecné: je-lia; = by,a, = by, ...,a, = by, paka; +a, +--+a, = by + by + -+
b, ptitom rovnost nastane, pravé kdyz a; = by,a, = b,, ...,a,, = b,,.

Diikaz 1.5: Je-lia > b ac > d, pak podle definice l.4jea+c>b+cab+c>b+
d, coz podle definice 1.3 dava a + ¢ > b + d. Obecnéjsi tvrzeni plyne z definice 1.1 (vi)
arovnosti (a; +a, + -+ a,) — (b + by + -+ b,) =(a; —by) + (ay, —by) + -+ +
(an — by).

Definice 1.6 (Nasobeni ¢islem)

Je-li a>b, pak ac>bc pro kazdé ¢>0 a ac<bc pro kazdé c <O.
Diikaz 1.6: Je-li a > b, pak (a — b) € R*. Podle definice 1.1 (ii) je (a — b)c € R* pro
kazdé ¢ € R*, podle definice 1.1 (iv) je (a —b)c € R™ pro kazdé ¢ € R™. Protoze
(a — b)c = ac — bc, je v prvnim piipadé ac > bc a ve druhém ptipadé ac < bc.

, r s s 1 . v 5 oxr ST
Poznamka: nahrazenim ¢isla ¢ ¢islem - dostaneme pravidlo ,,d¢leni Cislem*: je-li a > b,

a b a b
pak;>;pr0c>0a;<zpr0c<0.

Definice 1.7 (Od¢itani nerovnosti)
Je-lia>bac>d,paka—d>b—c.
Obecné: je-lia>bac >d,paka—d = b — c, pficemzrovnosta—d =b — ¢

nastane, pravé kdyza =bac =d.
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Dikaz 1.7: Podle definice 1.6 nerovnost ¢ > d plati, pravé kdyz —c < —d. Proto

odc¢itani nerovnosti plyne z definice 1.5 pro dvojici nerovnosti a = b a —d = —c.

Definice 1.8 (Nasobeni nerovnosti)

Je-lia>b>0ac>d>0,pakac > bd.

Obecné: je-lia; =2 b; > 0,a, =2 b, >0,...,a, = b, >0, pak a,a, ...a, = bb, ...b,
ptitom rovnost nastane, prave kdyz a, = by,a, = by, ...,a, = b,.
Dikaz 18: Z a; >b; >0 a a, = b, >0 plyne podle definice 1.6 a;a, = b;a,
a bya, = by b,. Odtud podle definice 1.3 a;a, = b;b,. Protoze b;b, > 0 podle definice
1.1 (ii), mizeme postup v piipadé n > 3 zopakovat. Dostaneme tak a;a,a; = by b,bs
atd., az nakonec a,a; ...a,, = b1b, ... b,. Poslednim krokem je fetézec

a1a2 ...an_lan 2 alaz M an_lbn 2 b1b2 bn

Definice 1.9 (Déleni nerovnosti)
Je-lia>b>0ac>d>0,pak%>§.

e b o . .
Obecné: je-lia>b>0ac>d >0, pak = > -, pfi¢emZ rovnost nastane, prave kdyz

Qe

a=b ac=d. Zejména pro a =b =1 tak dostavame: je-li ¢ > d > 0, pak %> %
Diikaz 1.9: Protoze cd > 0, plati % > % podle definice 1.6, pravé tehdy, kdyz ac > bd.

Proto tato definice o déleni nerovnosti plyne z definice 1.8.

Definice 1.10 (Umocnéni ¢islem)

Je-lia > b > 0, pak a™ > b™ a "Va > /b pro kazdé celé m > 2.

Obecné: je-lia > b > 0,pak a” > b" prokazdér > 0aa” < b" pro kazdé r < 0.
Diikaz 1.10: Necht a > b > 0. Podle definice 1.8 z m stejnych nerovnosti a > b plyne
a™ > b™. Piipustme, ze 'Va < "Vb. Pak podle piedchoziho plati ("%)m < ("%)m
t].a < b,cozjespor. Je-lir>0ar e Q, pakr = %, (m,n € N) a podle piedchoziho
postupné dostavame a™ > b™, Va™ > Vb™, tj. a” > b". Je-li nakonec r < 0, pak

podle ptedchoziho a™ > b~" (nebot’ —r > 0), coz podle definice 1.9 znamena4, Ze
1

1 .
F< b—T’tJ' a” <b".
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Definice 1.11 (Exponovani nerovnosti)
Je-lia>bha0<c<1<d,pakc*<cPad®>dP.

Diikaz 1.11: Necht 0 <c<1<d a r=a—b > 0. Pak podle definice 1.10 plati
" <17 <d" tj. ¢* P <1 ad*? > 1. Nasobime-li posledni dvé nerovnosti &isly c?,

resp. d?, dostaneme podle definice 1.6 ¢® < c? a d® > dP.

Definice 1.12 (Symetrie)

Vyraz V(a,b,c) nazveme symetricky, pokus se nezméni libovolnou zaménou
proménnych. Stejné plati pro vice proménnych.

V(a,b,c) =V(a,c,b) =V(b,a,c) =V(b,c,a) =V(c,a,b) =V(c,b,a).

abc a? b? c?

(ab+bc+ca)?' b+c  c+a a+b’

Symetrické vyrazy: a + b + c,

Definice 1.13 (Cykli¢nost)

Vyraz V(a, b, c) nazveme cyklicky, pokud se nezméni pii provedeni libovolné cyklické
zamény, tj. V(a,b,c) =V(b,c,a) =V (c, a,b).

Cyklickou zaménou pro vice proménnych rozumime posunuti o nékolik pozic.
Cyklickou  zaménou potfadi proménnych  xq,x5,*,x, je tedy poradi

Xiy Xis1, """ Xpp X1, Xg, *++, X1 pro libovolné i € {1,-:-,n}.

c a? b? c?
s, — 4=

a' a+b b+c c+a’

Cyklické vyrazy (nikoli vSak symetrické): % + % +

Definice 1.14 (Homogenita)
Vyraz V(a,b,c) nazveme homogenni stupné a, pokud existuje a € R takové, Ze pro
kazdé t > 0 plati: V(ta,th,tc) = t*V(a,b,c).

P a bc
Homogenni vyrazy: a + 2b + 3c, > + = + 5, = 4+ = ——,
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Shrnuti vlastnosti nerovnosti:
a>bAb>c=>a>c
a>b=a+c>b+cAha—c>b—-c
a>bAc>d=a+c>b+d

a b
a>b/\c>0:>ac>bc/\z>z

a b
a>b/\c<0:>ac<bc/\z<z

a>bAc>d=>a—-d>b—c
a

a>b>0/\c>d>0ﬁac>bd/\d

b
> —
Cc

1 1

a>bh>0=>—-—<—

a b
a>b>0Ar>0=a" >b"
a>b>0ATr<0=dad <b"

a>bAN0<c<l1=c%<cb

a>bAd>1=d*>db

14



Kapitola 2 (Zakladni metody i‘eSeni nerovnosti)

Definice, zadani ptikladu a jejich dukazh jsem Cerpala z (1) (2) (3). Do feseni prikladi

jsem se snazila vnést své vlastni pojeti.

Definice 2.1 (Ekvivalentni apravy)

Nemeéni platnosti ¢i neplatnost upravené nerovnosti, patii k nim napi. pficteni téhoz
vyrazu k obéma stranam nerovnosti, nasobeni nerovnosti kladnym vyrazem, umocnéni
na r-tou (r > 0) nerovnosti mezi kladnymi vyrazy,...

Patii sem i algebraické Uipravy obou stran nerovnosti. Pfi zapisu dilkazu casto volime
opacny postup. Kone¢nou ziejmou nerovnost postupné upravujeme, az dospéjeme

k vychozi dokazované nerovnosti.

Piiklad 2.1.1: Dokazte, Ze /8! < 3/9L.

Diikaz 2.1.1: Protoze jsou ob¢ Cisla kladnd, staci podle definice 1.10 ukazat, Ze
(¥81)" < (¥31)“ 4. (81)° < (91)®. ProtoZe 9! = 9 - 81, miizeme nerovnost upravit na
(817 < 98- (88, Po vydéleni nerovnosti ¢islem (8!)® podle definice 1.6 dostaneme
8! < 98, coz plati podle definice 1.8 i podle vypoctu (40 320 < 43 046 721).

Piiklad 2.1.2: Rozhodnéte, které ze tii Cisel x, y, zje nejvétsi za ptredpokladu, ze
a<b<c<d.
x=(@+b)(c+d),y=(@+c)b+d),z=(a+d)(b+c)

ReSeni 2.1.2: Vypodteme si rozdil napt. y — X:

y—x=(ab+ch+ad+ cd) — (ac + bc + ad + bd) = ab — ac + cd — bd

=a(b—c)+d(c—b)=d(c—b)—a(c—b)=(c—b)(d—a)
(c —b)(d — a) > 0, nebot’ obé ¢isla (d — a) a (¢ — b) jsou kladna. Je tedy y > x.
Dale se ptesvéd¢ime, jak je na tom €islo z. Vypocteme proto rozdil z —y:
z—y=(ab+bd+ac+cd)— (ab+ bc+ad + cd) = bd + ac — bc — ad
=a(c—d)—b(c—d)=(a—b)(c—4d)

Obe ¢isla (a — b) a (c — d) jsou zaporna, ale jejich souéin (a — b)(c — d) > 0. Je tedy
zZ>Y.

Shrnutim t&chto dvou vypoétl zjistime, Ze z > y > x. Cislo z je tedy nejvetsi.
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Priklad 2.1.3: Dokazte, Ze pro kazdé a > 1 plati nerovnost \/ia <+va+1—-+va-1.

Diikaz 2.1.3: Protoze a+1>a—1> 0, je podle definice 1.10 va+ 1> va—1.

Ob¢ strany zadané nerovnosti jsou tedy kladné a podle definice 1.10 miizeme srovnavat

jejich druhé mocniny: (%)2 <(Wa+1-+a- 1)2
Po umocnéni dostaneme% <(a+1D-2Va+1VJa-1+(a—-1),
po upravé % <2a—2Va? -1,
cozje 2a — % > 2vVa? — 1, obd strany nerovnosti jsou opét kladné.
Umocnime a dale upravujeme az k platné nerovnosti.

4a? — 4+ — > 4(a® - 1),

42 — 4 + = > 4a® — 4,
a
1
@’

a to plati vzdy. Timto je nerovnost dokazana.

Definice 2.2 (Neekvivalentni upravy)

To jsou takové upravy, které nejsou ekvivalentni. Postup feSeni od vychozich (zifejmych)
nerovnosti k dokazovanym nerovnostem nelze obratit.

Napftiklad nerovnost L > P miiZzeme dokézat tak, ze najdeme takové rozklady L = L, +

Ly+--+L,aP =P, +P,+ -+ P, Zeplati L, = P, prokazdé¢ k = 1,2, ...,n.

Priklad 2.2.1: Jsou-li a, b délky odvésen a c¢ délka prepony pravouhlého trojihelnika,
pak pro kazdé celé k > 2 plati a* + b* < c*, dokazte.

Ditkaz 2.2.1: Podle Pythagorovy véty plati ¢? = a? + b2. Nasobenim &islem c¢k~2
dostaneme c* = a%ck~2 + b2c*2. Protoze a < ¢ a k > 2, plati podle definice 1.10
ak=%2 < c*72, Proto a* = a?a*? < a?c*2. Stejné tak plati b* < b2c*72. Seétenim
téchto nerovnosti dostaneme:

a® + b* < a?ck"2 + b%ck"2 = ¢k,
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Definice 2.3 (Metoda odhadii)
Cisla &i obecngji vyrazy D a H splitujici nerovnosti D < Q < H se nazyvaji dolni a horni
odhad vyrazu Q. Dolni odhad D1 je ptesn¢jsi nez odhad D, pokud plati D < D; < Q.

Analogicky definujeme i pfesné&jsi horni odhad.

Priklad 2.3.1: Najdéte odhady vyrazu.

a b c d
R = a,b,c,deR).
a+b+d + a+b+c + b+c+d + a+c+d’ ( 0,6 )

ReSeni 2.3.1: Po chvili numerickych pokusii vypodtil zjistime, e neni snadné najit
konkrétni hodnoty a, b, ¢, d tak, aby platilo R < 1 nebo R > 2. Je to v podstaté nemozné,

dokazeme totiz odhady R < 1aR > 2:

a b c d _
at+b+c+d = a+b+c+d = a+b+c+d = a+b+c+d

a b [ d
R< o tew T aatea = %
Vhodnou volbou ¢isel a, b, ¢, d 1ze ukazat, Ze ptesnéjs$i odhady vyrazu R pomoci cCisel

neexistuji.

Priklad 2.3.2: Nejjednodussi postup pro ziskani odhadt souctu a; + a, + -+ + a,,.

Refeni 2.3.2: Najdeme nejvétsi a nejmensi zhodnot ay,ay,..,a, a cely soudet

I , “ 1 1 1
odhadneme jejich n-nasobky. Tak pro soucet S(n) =1+ sttt (n>1)

dostavame S(n) > n - (1/vn) =vnasS(n) <n-1=n.

Definice 2.4 (Algebraické vzorce)
1. Rozklad A™ — B™
A" —B" = (A—B)(A"' + A"?B + A"°B* + .-+ AB""* + B"™1)

Priklad 2.4.1.1: Dokazte: je-li a, b € RY,a # b, pak
a™?! + nb™1! > (n+ 1)ab™
ReSeni 2.4.1.1: Podle vyse definovaného vzorce upravime nerovnost na
L—P=a(a™—-b") —nb"(a—Db)
=a(a—b)(a@a**+a"?b+--+ab™?+b" 1) —nb"(a—b)
=(a—b)@a*+a" b+ -+ a?b" %+ ab™ 1 —nb").
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Po seéteni a¥b™ % > b™ (je-li a > b) resp. a*b™ % < b™ (je-lia <b)prok =1,2,...,n
dostaneme v obou ptipadech L — P > 0,tj. L > P.

2. Odhady A™ — B"
n(A—B)B"1 < A" —B" <n(A—- B)A" !, (A>B>=0,n2>2)
z predchoziho rozkladu:

nB" 1 < A1 4 A" 2B 4 ... + AB™ 2 + B < ngn 1t

Priklad 2.4.2.1: Dokazte: je-li 0 <a <1, pak n+ (1 +a)" <na + 2", pro n > 2.
ReSeni 2.4.2.1: Je-li 1<1+a<2, pak podle levé &asti odhadu pro A = 2
aB=1+a plati: 2"—(1+a)">n(1—a)A+a)" ! >n(1 —a) 1", odkud

snadnou upravou uz plyne tvrzeni.

3. Odhad geometrickou fadou
Ze vzorce pro rozklad A — B™"pro A = 1aB = gq plyne:
1— m+1 1
d <
1-q 1-q

1+q+¢*+-+q"=

pro kazdé g < 1 akazdé m = 1,2,3, .... (Cislo ﬁ je souctem nekonecné geometrické

fady 1+ g + g + ).

Vyse uvedenou nerovnost miiZzeme vyuZzit pro ziskani horniho odhadu souctu
a, +a, + -+ ay Vvpfipad¢, kdy najdeme Cisla b; = ajtakova, ze bj., < qb; pro
kazdé j, pficemz 0<q <1l. Timto zplsobem dokdzeme nasledujici odhad:

1 4 1 - 1 <n+2 1
n+1)! (n+2)! n+k) n+1 (n+1)!

Z nerovnosti (n +j)! > (n+2)! (n + 2)/72 pro j > 3 a z vyse uvedeného vzorce

1

pro odhad  geometrickou fadou pro g = — plyne  nasledujici:
1 1 1
mrD Tmr ! T taro S
<—[1+ L +---+;] <
“(n+1)! n+2) (n+2)? (n+ 2)k-1
1 1 n+2 1
<(n+nf1__l_:n+1(n+n!
n+2
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4. Uziti rozvoje (A + B)™, Binomicky rozvoj

= ae () ans () arse

_)AB 4B

Tento rozvoj lze vyuzit pii ditkazech n€kterych nerovnosti, ve kterych vystupuji mocniny
celého stupné n > 2. Vypustime-li v pravé stran¢ tohoto rozvoje n€kolik sc¢itanct,
dostaneme dolni odhad mocniny (A+B)" pro kladna A B.

Naptiklad plati: (A + B)" > A™ + B"

Piiklad 2.4.4.1: Pro redlna Cisla x, y, z platixyz > 0ax +y +z > 0.
Dokazte, Ze  nerovnost x"+y"+z">0 plati pro kazdé n=>2.
Diikaz 2.4.4.1: Protoze xyz > 0, jsou bud’ vSechna tfi ¢isla x, y, z kladna, nebo je jedno
kladné a zbyl4 dvé jsou zaporna.
V prvnim piipadé neni tfeba nerovnost dokazovat, tvrzeni je ziejmé.
Druhy piipad: Necht’ napt. x = a,y = —b,z = —c, kde a, b, ¢ € R*.
Z x+y+z=a—b—c>0 plyne, Ze a>b+c, odkud podle vySe zminéného
ptikladu plyne, ze a™ > (b + ¢)™ > b™ + c", coz Ize pro licha n zapsat takto:

x"+yt 4zt =a* - b"—c" > 0.

Pro suda n je nerovnost x™ + y™ + z™ > 0 ziejma, neni tfeba dokazovat.

Definice 2.5 (Metoda ¢tverci)
Mezi zékladni upravy patii tzv. doplnéni na ¢tverec podle vzorce:

X?4+2XY =(X+Y)2-Y?
Nerovnost X2+ Y2 > 2XY,(X,Y € R,X #Y) plyne snadnou upravou z nerovnosti
(X —Y)? > 0. Polozme si obecngjsi otazku, ktera ¢isla p € R maji tu vlastnost, Ze
nerovnost x2 + y? > pxy (dale znafend L > P) plati pro vSechna &isla x,y € R?
V rozdilu L — P se objevi dvojélen x? — pxy, ktery doplnime na &tverec a dostaneme:

2 1
L—P=x2+y2—pxy=(x—%) +5 (4 —-pHy?.

Volbou x = pz—y,y # 0, dostaneme nutnou podminku 4 — p? > 0, kterd je vzhledem

k tomuto rozdilu postacujici. ReSenim nerovnice 4 — p? > 0 ziskdme odpovéd’:

—2<p<2
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Priklad 2.5.1: Dokazte, Ze plati nerovnost:
S+=2-+,(ab €RY).
Diikaz 2.5.1: Po ipravé a vynasobeni nerovnosti ¢islem a?b? dostaneme:
a® + b3 > ab(a + b),
po nasledném vyd¢€leni nerovnosti vyrazem (a + b) dostaneme:
a? —ab + b* = ab,
coZ je
(a—b)*=>0
a to plati vzdy.

Definice 2.5.A (Dolni odhad A + B)
Podle odhadu X2 + 2XY = (X + Y)2 — Y2 pro &isla X = VA aY = VB plati
A+ B > 2VAB,(A,B €R})

Pfitom rovnost nastane, jen kdyz A = B. Tento dolni odhad sou¢tu A + B miiZeme

vyuzit v nasledujicich ptikladech.

Priklad 2.5.A.1: Dokazte, ze pro kazda ¢isla a, b,c € R™ plati nerovnost
c
ab + E > 2\/&

Diikaz 2.5.A.1: Nerovnost plyne z nerovnosti A + B > 2VABproA=abaB = 5 .

Priklad 2.5.A.2: Dokazte. Je-lia,b € R*, pak
ab(12 — 2a — 5b) < 2a + 5b.
Dilkaz 2.5.A.2: Vyuzijeme toho, ze tvar 2a + 5b se vyskytuje v obou stranach

nerovnosti. Upravime ji proto na nasledujici tvar:

12ab < (2a + 5b)(1 + ab)
Podle vySe zminéného odhadu A + B > 2vAB,(A,B € R}) miZeme obé posledni
zévorky odhadnout zdola pomoci: +ab: (2a +5b) = 2V10ab a ab = 2Vab.
Vynasobenim téchto nerovnosti dostaneme: (2a + 5b)(1 + ab) > 4v/10ab > 12ab,
nebot’ V10 > 3.

Priklad 2.5.A.3: Dokazte. Je-li a, b, c,d € R, pak
a+b+c+d>=>4-Vabcd.
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Diikaz 2.5.A.3: ProtoZe podle A + B > 2vAB, (A,B € R}) plati tyto dvé nerovnosti:

a+b=2Vab

c+d > 2Vcd,
stac¢i dokazat, ze

Vab +ecd = 2 - Vabcd.
Coz je uplné stejné jako
A+ B >2VAB,(A,B €R}),

ale pro ¢isla A = Vab a B = Vcd.

Definice 2.5.B (Horni odhad A * B)

I'Jpravou piedchozi nerovnosti A + B > 2VAB, (A, B € RY) dostaneme nerovnost

2
B) (4,B € RY)
’ 0

A+
an <

pritom rovnost nastane, jen kdyz A = B. S pomoci tohoto odhadu muzeme vyiesit

nasledujici ptiklady.

Priklad 2.5.B.1: Dokazte. Je-lia,b € R*aa + b = 1, pak

1 1
(1+3)(1+3) 20
Diikaz 2.5.B.1: Ze souctu c¢isel a + b = 1 podle nerovnosti horniho odhadu plyne, ze

ab < i . Proto plati:

(1+3)(145) =1+ =1+ 2>1+

'STEN
Il
O

Piiklad 2.5.B.2: Dokazte. Je-li 0 < b < a, pak

L >3,

a-+ =
ab-b?

2
Ditkaz 2.5.B.2: Podle nerovnosti horniho odhadu AB < (“22) proA=a—baB =b

plati nerovnost
2
(a—b)b <<,

jejimz disledkem je odhad

a
=>a+—.
ab-b2 — + 4
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Staci tedy dokazat nerovnost
a+=23.
4
Tuto nerovnost upravime na tvar
(a+1D(@—-2)>=0
a to plati vzdy.

V této nerovnosti nastane rovnost, jen kdyza—b =baa—2=0,tf.a=2ab = 1.

Definice 2.5.C (Dolni odhad A + A™)
Polozime-li v nerovnosti pro dolni odhad A + B = 2VAB,(A,B € RY) ¢islo B = 1/A

dostaneme nerovnost
1
A+-22,(A€RY)

Pfitom rovnost nastane, jen kdyZ A = 1. Tento dolni odhad je uZzitecny pfi feSeni fady
uloh. Pred uzitim tohoto odhadu je zpravidla nutné zkoumanou nerovnost vyde¢lit

vhodnym vyrazem.

Piiklad 2.5.C.1: Dokazte, ze pro libovolnd ¢isla a,b,c € R* plati nerovnost
ab(a+ b) + bc(b + c) + ac(a + c) = 6abc
Diikaz 2.5.C.1: Nejprve vydélime nerovnost ¢islem abc a poté upravime.

b(a+b) bc(b+ +
ab(a )+ c( c)+ac(a 6)26

abc abc abc
+b) (b+ +

(a+b) +( c) N (a+c) > 6
c a b

Vhodné pteskupime a upravime na tvar:

(a+b)+(a+c)+(b+6)>6
b a c a c b/~

coz je soucet tfi nerovnosti podle vzorce A + % >2,(AeER"),prod = %,

)

ale
als

Priklad 2.5.C.2: Dokazte, ze pro libovolna ¢isla a, b, ¢, d € R* plati nerovnost
(@+a+1D)B?>+b+1)(c?+c+1)(d*+d+1) >8labcd
Diikaz 2.5.C.2: Po vyd¢leni nerovnosti ¢islem abcd a nasledném upraveni, dostaneme

nerovnost ve tvaru:

(a+1+%)(b+1+%)(c+1+%)(d+1+%)281.
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Podle definice dolniho odhadu neni zadna ze Ctyt zévorek nalevo mensi nez 3, jejich

soucin je tedy alespont 3* = 81. Tim je nerovnost dok4zéna.

23



Kapitola 3 (Zakladni typy nerovnosti a jejich diikazy)

Definice, véty a jejich dikazy, piiklady a jejich dikazy jsem Cerpala z (1) (2) (3). Do

feSeni ptikladl jsem se snazila vnést vlastni postupy a myslenky.

Definice 3.1 (Diskriminant a Cauchyova nerovnost)

Augustin Cauchy (Cteme k6si) byl francouzsky matematik, ktery zna¢né ptispél k rozvoji
matematické analyzy. Ve své publikaci Oeuvres z roku 1821 se zmifluje o nerovnosti,
ktera se stala jednim ze zakladnich pojmii celé vysokoskolské matematiky. Cauchyova
nerovnost je jednim ze zakladnich nastroji pii praci s nerovnostmi vibec a pro

ambiciozni fesitele matematickych olympiad je jeji znalost ji nutnosti.

Z kvadratického trojélenu F(x) = ax? + bx +¢,(a,b,c € R,a # 0) doplnénim na

¢tverec dostaneme vyjadieni:
2
F(x) = a(x+%) —4%, kde D = b? — 4ac.

Cislo D se nazyva diskriminantem trojélenu F(x).

Z ptedchoziho vyjadieni plyne nésledujici véta.

Véta 3.1.1: Necht' F(x) je troj¢len skladnym koeficientem a a diskriminantem D.
Potom plati:
i, F(x)>F () prokazdé x € Rx # =,
ii. F(x) > 0prokazdé x € R, pravé kdyz D <0,
iii. Je-liD=0, pak F(x) > 0 pro kazdé x € R, pfitom F(x) = 0, pravé kdyz

-b
2a’

iv.  Je-li D> 0, marovnice F(x) = 0 dva realné kotfeny x; > x,; ptitom F(x) > 0,
jestlize x < x5 nebo x > x;,a F(x) < 0, jestlize x, < x < x;.
Diikaz 3.1.1: Je-li a > 0, pak podle vyse zminéného vyjadieni
= by _D = p2 —
F(x)=a (x + Za) v kde D = b* — 4ac,
plati nerovnost

F(x) 2 —— ,(x € R).
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. e -b . y , e e
Pfitom rovnost nastane jedin¢ pro x = P Odtud dostavame predchozi tvrzeni (i)-(iii).
Kofeny x;, x, Z ¢asti (iv) jsou dany zndamym vzorcem

—b ++/D
2a

Vlastnosti diskriminantu popsané ve véteé 3.1 vyuzijeme v nasledujicich typech ptikladu.

xl,xz =

Priklad 3.1.1.1: Dokazte, ze kladna Ccisla a,b,c jsou délkami stran néckterého
trojuhelnika, praveé kdyz plati nerovnost

(a? + b% + c?)? > 2(a* + b* + ¢c*).
Diikaz 3.1.1.1: Tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti

a* = 2%+ c?a?+ (b?> —c?)?* <0
ProtoZze rovnice

x2 =22+ cHx+ (b*-c?H)?=0
mé dva kofeny x; = (b + ¢)? a x, = (b — ¢)?, plati vySe dokazovana nerovnost podle
véty 3.1.1, praveé kdyz

(b—c)?<a?< (b+c)?
tj. praveé kdyz
|lb—cl|<a<b+ec.

Priklad 3.1.1.2: Necht x4, x5, ..., X,, jsou dana realna Cisla. Zjistéte, pro které¢ x € R ma
soucet
S=0—x)%+(x—x)% 4+ (x—x)?
nejmensi hodnotu.
ReSeni 3.1.1.2: Protoze S = nx? + bx + ¢, kde b = —2(x; + x, + - + x3,),

nabyva S podle véty 3.1.1 nejmensi hodnotu pro

b X1+Xy++xn
X=-—-——=————-
2n n
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Definice 3.2 (Cauchyho nerovnost)

Téz Cauchy-Schwarzova, nebo Cauchy-Schwarz-Bunakovského nerovnost.

Pro dv¢ libovolné n-tice realnych Cisel uq, uy, -+, u, a v4, vy, -*+, v, plati nerovnost
(v + Uy + o+ u1)? < W+ us + -+ ud)WE 4+ v+ -+ v2)
Rovnost nastane jen tehdy, je-li u, = 0,(1 < k < n) nebo existuje t € R takové, Ze
U = tug, (1 <k <n).
Dikaz 3.2.a: Je-li u, = 0,(1 < k < n), plati v Cauchyové nerovnosti rovnost. Necht’
tedy u, # 0 pro n¢které k = 1,2, ..., n. Polozme
F(x) = (uyx —v7)?% + (upx — v)2 + - + (upx — v)2

Vypo&tem zjistime, Ze F (x) je kvadraticky trojélen ax? + bx + c, kde

n n

n
_ 2 _ _ 2
a—Zuk>0,b—Zukvk,C— Vi
k=1

k=1 k=1
S diskriminantem D = 4(b? — ac). Podle
F(x) = (ux —v9)?% + (upx — 15)% + - + (upx — 1)
je F(x) = 0 pro kazdé x € R. Podle véty 3.1.1 plati
D <0,tj. b? < ac,
cozje (uvy +Upvy + o+ Upv)? < (W2 +us + -+ ud) (W + v+ -+ v2).
Rovnost nastane, pravé kdyz D = 0, tj. pravé kdyz F(t) = 0 pro nekteré t € R. Posledni

zévorka (u,x — v,)? znamena4, Ze u,t — vy, = 0 pro kazdé k = 1,2, ..., n.

Poznamka 3.2: Z Cauchyovy nerovnosti
(v +upvy + -+ up)? < (W2 +uZ + -+ ud)W2 +v2 + -+ v2)

plyne slabsi nerovnost

Uy + UpVy + o+ Uy < WE + U+ u2)(WE + VR + e+ ).

Tvrzeni 3.2: (Zlomkobijec)
Necht' n € N. Déle bud'te a4, ay, ..., a, € R*, by, b,, ..., b, € R*. Pak plati

(Brlp ) (Jar+y++an)”

b, b, bn/ bi+by+---+by

Piiklad 3.2.1: Dokazte. Je-li 2x + 4y = 1 pro néktera x, y € R, pak
2 25 1
x“+ys = e
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Diikaz 3.2.1: Podle Cauchyovy nerovnosti s n = 2 plati:
(2x + 4y)? < (22 + 42)(x? + y?),
odkud v ptipadé 2x + 4y = 1 dostavame

1<20(x2+y2),t.x2+y? > %.

Priklad 3.2.2: Dokazte, ze pro libovolna ¢isla x, y, z € R plati nerovnost

2 2

2 2
(£+z+£) <Xy,
2 3 6 2 3 6

Zjistéte, kdy v nerovnosti nastane rovnost.

Diikaz 3.2.2: V Cauchyové nerovnosti sn =3 polozme u; = G =75 Uz =
— v, =— = —. Dostaneme tak
\/g,vl — \/E,UZ 3 — \/g

L
Y
<1 x+1 x+1 x)2<(1+1+1><x2+y2+22>
V22 B V3 veve ~\27376/\273 76
2 2 2 2
Cozje (g + % + g) < x? + y? + %. Protoze v; = xuq, v, = yu,, V3 = Zus

aug #0,(1 <k < 3), rovnost v dokazované nerovnosti nastane, pravé kdyz x =y = z.

Piiklad 3.2.3: Dokazte tzv. Trojuhelnikovou nerovnost

n n

n
Y vz |y i+ | v
k=1

k=1 k=1

pro dvé libovolné n-tice realnych cisel uq, uy, ..., u, a vy, vy, ..., v,. VySe dokazovanou
nerovnost Ize pomoci vektorti zapsat ve tvaru |u + ¥| < |u| + |¥], kde |-| znaci velikost
vektoru. Vyznam pfivlastku ,trojihelnikovd® je jasny z geometrické konstrukce
vektorového soudtu U + v.
Diikaz 3.2.3: Tuto nerovnost Ize dokazat dvéma zptisoby.

a) Po umocnéni na druhou, odedteni &isla u? + u3 + -+ + u2 + v¥ + vs + - + v?

a déleni dvéma, dostaneme slabsi nerovnost

WUy + UpVy + o+ UV, < \/(uf +ui+ -+ up)WE+ v+ +vR)

Odtud plyne kritérium pro rovnost trojuhelnikové nerovnosti
b) Existuje jesté jeden dukaz s obratem, ktery lze vyuzit i pti dikazu obecnéjsi,

tzv. Minkowského nerovnosti. Se¢teme-li dvé nerovnosti typu
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WV + Uy + oo + Uy < \/(uf +us+ -+ ud)Wi+vi+ o+ vi)

ato
n n n
Z(uk + vp)uy < Z(uk + )2 Z uz
k=1 k=1 k=1
n n n
Z(uk + Vv < Z(uk + vg)? Z vk
k=1 k=1 k=1
dostaneme

S (g + v0)? < B Gt + 0002 - (VERL uf + /2R, ]

Odvodili jsme tak nerovnost L? < L - P, kde L < P je trojiihelnikova nerovnost

VIR (e + v)? S VER wf + VR VR

Plati tedy L(L —P) < 0. Je-li L =0, je tato trojihelnikova nerovnost trivialni. Je-li

L # 0, pak L > 0, proto z nerovnosti L(L — P) < 0 plyne, ze L — P < 0, coz dokazuje

trojihelnikovou nerovnost.

Definice 3.3 (Princip indukce)
PouZzivame ve dvou piipadech.

a) Nerovnosti typu L(n) = P(n), tj. nerovnosti, jejichz strany jsou funkce
celo¢iselné proménné n. Pfitom v nerovnosti vystupuje kone¢ny soucet nebo
soucin, piipadné mocnina s exponentem zavislym na Cisle n.

b) Nerovnosti typu L(xq, x5, +,x,) = P(xq, X5, -, X,), kdy uzivame indukci

vzhledem Kk poc¢tu n proménnych x4, x5, -, xp,.

3.3.1 Princip indukce
Necht' plati L(ng) = P(ny) a necht’ pro kazdé n > n, je splnéna nékterd ze dvou

podminek:

i. ¢islaL(n),P(n),L(n+ 1),P(n + 1) jsou kladna a plati

L(n+1) > P(n+1)
Lm) — P’

ii. L(n+1)—Ln)=Pn+1)—Pn).

Potom nerovnost L(n) = P(n) plati pro kazdé n > n,. Je-li navic L(n;) > P(n;) pro

nékteré ny; = ny, pak i L(n) > P(n) pro kazdé n > n;.
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3.3.2 Indukce podle po¢tu proménnych

Tato metoda se vyuziva pii feSeni tloh o nerovnostech ve tvaru Q(xq, x5, -+, x,) = 0.
Zpravidla lze odvodit nasledujici nerovnost Q(xq,X5,:*,Xp41) = 0 2z pfedchozi
nerovnosti Q(y1,¥2,**,¥n) = 0, kde y;,¥, -+, yn je nékterd n-tice, vhodné zvolena
k dané (n+1)-tici xq, X2, ***, Xy 41-

piipadech, kdy proménné xq,x,, -, X471 jsou vazany dopliujicimi podminkami,

musime vyber yq, Vo, -+, ¥, podridit stejnym podminkam.

Priklad 3.3.2.1: Pro ¢isla a4, aq, ...a, plati bud a, = 0,(1 <k <n),nebo -1 <k <
0, (1 £ k < n). Dokazte nerovnost

1+a)A4+ay).A+ay)=214+a,+a, ++a,
Diukaz 3.3.2.1: Metodou konec¢né indukce dokazeme, ze pro k = 1,2, ..., n plati

14+a)@4+ay)..A+a)=21+a,+a,+ -+ a.
Pro k = 1 nastane v této nerovnosti rovnost. Plati-li vySe uvedena nerovnost pro nékteré
k < n, pak po nasobeni obou stran nezapornym cCislem 1 + a,, dostaneme

14+a)A4+ay)..A+a)=2A+a,+a, + -+ a )(A+ agyq) =
=1+ay+a;+ -+ agq + by,
Kde by = a;ax4q + azak41 + - + agag,q = 0, nebot’ viechna Cisla a;ag,.; jsou podle
predpokladii ulohy nezaporna. Proto plati
AI+a)A4+ay)..(A+ag)=1+a,+a, + -+ agyq.

Timto je ditkaz indukci ukoncen.

Definice 3.4 (CebySevova nerovnost)
Pafnutij Lvovi¢ CebysSev (1821 - 1894) byl rusky matematik. Pracoval zejména
v oblasti teorie pravdépodobnosti, statistice, teorii ¢isel a analytické geometrii. Je po ném

pojmenovana napiiklad Cebysevova nerovnost nebo Cebysevovy polynomy.

Véta 3.4.1: Rekneme, e dvé n-tice uq,uy, v, Uy @ Vq,Vq, ..., 0, realnych Cisel jsou
souhlasng, resp. opa¢né usporadané, plati-li

(uj—ul-)(vj—vl-) >0, (1<i<nl1<j<n),
respektive

(w—w)(vj—v)<0, 1<i<nl<j<n).
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Véta 3.4.2: Necht’ x4, X5, ..., X, @ V1, V2, -.., ¥n jsOu dvé n-tice realnych &isel. Soucet

S =x121 + X325 + -+ X2,
kde z,,z,, ..., z, je libovolné poradi Cisel y;, Y5, ..., Yy, je maximalni, resp. minimalni,
praveé kdyz x4, x5, ..., X, & Z1, Z3, ..., Zp, jsou souhlasné, resp. opacné usporadané n-tice.
Zejména plati: jsou-li n-tice x4, x5, ..., Xp @ ¥1, V2, ..., Y souhlasné uspofadané a zaroven
n-tice xq,X2, ..., Xn & Yn, Yn-1,---,Y1 opacné¢ usporadané, pak kazdy ze zminénych n
souctl S splituje nerovnosti

X1Yn + XoYn—1 + -+ X Y1 S S S x1y1 + XY o+ XY

Véta 3.4.3: (CebySevova nerovnost)
Predpokladejme, ze jsou dany dveé uspoiadané n-tice redlnych Cisel x; < x, < -+ < xp,
ay; <y, <+ < ¥p. OznaCme

Smin = X1¥n T X2Yn—1 T+ XpY1

Smax = X1Y1 T XYz + -+ XpYn
Pak plati nerovnosti

NSmin < (X1 + 22 + -+ x) 1 + y2 + - + V) < NSpax,

Pfitom rovnosti v této nerovnosti nalevo a napravo nastanou jen soucasné, a to jen tehdy,
pokudx; = x, = =x,nNeboy, =y, = =y,.
Diikaz 3.4.2: Podle véty 3.4.2 a podle véty 3.4.3 plati:

Smax = X1Y1 T X2Y2 + -+ Xn Y,

Smax 2 X1Y2 T X2¥3 + -+ Xp Y1,

Smax 2 X1Y3 T XY+ + X Y2,

Smax = X1Yn + X2V1 + -t XnYn—-1-
Sectenim vSech vztaht dostaneme
nSmax = (xl +x; + 0+ xn)(yl + Y2 + -t yn)a

tj. pravou ¢ast CebySevovy nerovnosti. Podobné mizeme dokézat i levou ¢ast.
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Piiklad 3.4.2.1: (typicka ukazka uziti Ceby$evovy nerovnosti) Dokazte, e pro libovolna
kladna ¢isla a, b, ¢ plati nerovnosti

(a? + b%2 +c®)(a® + b3 +¢3) <3(a®> +b°> +¢d)

(a*+b*+c) (3 +3+2) 23 +b° + ),
Ptitom rovnost v obou vySe uvedenych nerovnostech nastane, jen kdyza = b = c.
Diikaz 3.4.2.1: Vzhledem Kk symetrii mtizeme piedpokladat, ze 0 < a < b < c.
Pak oviem a™ < b" < c"pron=234ac 1< b1 < ql
Proto je prvni nerovnost pravou ¢asti Cebysevovy nerovnosti s n = 3,x; = a?, x, = b?,
x3=c? y; =a’y, =b%y; =’
Podobné druhd nerovnost je levou &asti CebySevovy nerovnosti sn = 3,x; = a*,
x,=b% x3=c*, yy=c Ly, =b"1y; =a"l.
V obou ptipadech je trojice x4, X,, X3 @ V1, ¥, Y3souhlasné uspotradany.

Tim je dtikaz hotov.

Definice 3.5 (Nerovnosti mezi pruméry — AG-nerovnost)

o Definice 3.5a: Aritmetickym primérem ¢isel x1, x2, ..., xn rozumime &islo

X1+Xo+:+Xp

An(xl, X2, .., Xp) = I

slovné 1ze tento primér vyjadrit jako soucet vSech ¢isel, vydeleny jejich poctem.

e Definice 3.5b: Geometrickym primérem ¢&isel al, a2, ..., an rozumime &islo

Gn(X1, Xa,.. Xn) = X1 " X3 " o® Xy,

slovné lze tento pramér vyjadfit jako n-td odmocnina z n ¢isel.

AG-nerovnost

Nerovnost aritmetického a geometrického priméru fika, Ze aritmeticky primér
nezapornych c¢isel je vzdy vétsi nebo roven geometrickému priméru té€chto Cisel.
Rovnost nastava tehdy, pokud jsou vSechna primérovana cisla stejna.

Pro libovolna realna kladna ¢isla x1, x2, ..., xn plati nerovnost

—————— X H+Xpttx
n xlxz es xn S %’

rovnost nastane, jen kdyzal = a2 = ... = an.
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Uziti AG-nerovnosti

e Dolni odhad sou¢tu A; + A, + -+ A, =n- A A, A,

A1+A2+-~-+An)n
n

e Horni odhad soucinu A;4, -+ A, < (

Oba odhady plati pro libovolnou n-tici nezdpornych Cisel A4, 45, -, A,

Rovnost nastane, jen kdyZz jsou vSechna tato Cisla stejna.

Piiklad 3.5.1: Dokazte. Je-li a = 0, pak
1 _3a5+a*+120.
Posledni nerovnost je ostra, je-li a # 0.
Diikaz 3.5.1: Podle dolniho odhadu souétu pro trojici &isel all, a?, 1 plati:
all+a*+1>3-Vall-a* 1 =3a5,

Rovnost nastane, jen kdyz a'* = a* = 1, tj. kdyz a = 1. Odtud plyne tvrzeni.

Priklad 3.5.2: Urcete nejveétsi hodnotu p € R, pii které nerovnost
a’b?c? + ab + bc + ca = pabc
plati pro libovolna ¢isla a, b, c € R™.
Diikaz 3.5.5: Polozime-li a = b = ¢ = 1, dostaneme podminku p < 4. Na druhé strané

podle dolniho odhadu souétu pro &tvetici ab?c?, ab, be, ca plati

a?b2c? + ab + bc + ca = 4 - Va2b2c2abbcca = 4abc.

Proto je nejvétsi hledana hodnota p rovna €islu 4.

Priklad 3.5.3: Dokazte nerovnost 1-3 -5+ -+ (2n — 1) < n" pro kazdé n > 1.
Diikaz 3.5.3: Podle horniho odhadu soucinu pro ¢isla 1, 3,5, ..., 2n — 1 plati

" 2\
1.3.5_-“_(2n_1)<[1+3+5+ +(2n-1) =(n_) =n”,

n n

Nebot' 1+ 3+ 5+ -+ (2n—1) = n?.

Priklad 3.5.4: Dokazte. Je-li 0 < b < 2a, pak 16b(2a — b)3 < 27a*.
Diikaz 3.5.4: Pouzijeme horni odhad souinu pro Ctvetici ¢isel 3b,2a — b,2a — b,

2a — b (kde koeficient 3 u ¢isla b je vybran tak, aby soucet vSech 4 ¢isel nezavisel na b)

(3b)(2a - by* <[220 = (20"

2

odkud po nasobeni Eislem = ey ® dostaneme dokazovanou nerovnost.
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Definice 3.6 (VaZené priuméry)

Pii urCeni primérné hodnoty z Cisel x4, x,  x, pfisuzujeme riznym Cislim x; riznou
dalezitost, vyjadienou vahovymi koeficienty p; € R*.

Vazeny aritmeticky pramér je pak vyjadien vzorcem

vaz _ D1X1tpaXo+-+PnXn
An (xl, xZ,..., xn) - '
P1tD2+Pn

Vahove koeficienty p; je vyhodné normovat tak, aby jejich soucet byl roven 1.

Dosahneme toho tim, ze zavedeme nové koeficienty

Dj .,
vi=—-—->"-—"7"7 (1<j<n),
I pitpattpn ( J )

nebot’ ztejmé v, + v, + -+ + v, = 1, vzorec pro prumér se tak zjednodusi na
A% (xy x5 Xp) = V1xq + VaXy + o F Uy,
Vazeny geometricky prameér

Vaz _ V1, V2 Un
GP%(xy xy. Xp) = Xp 2% e X,

Véta 3.6: Necht' soucet kladnych &isel vy, vy, - v, je roven 1. Pak libovolna ¢isla
ay,ay, - a, € R* plati nerovnost
Viay + V0, + o+ vpay = atay? e ant,

pfitom rovnost nastane, jen kdyz a; = a, = - = a,,.
Diikaz véty 3.6: Omezime se nyni na piipad, kdy ¢isla vy, vy, -+ v, jsou raciondlni.
Tehdy existuje cislo k € N takové, Ze vSechna cisla m; = kv;, (1 < j < n)jsou
pfirozena. Navic plati

m+my+-+my=k(vi+v,+-+v,)=k-1=k.
VypiSeme nyni AG-nerovnost pro skupinu k ¢isel:

m, Cisel ay, m, Cisel a,, ..., m, ¢isel a,. Dostaneme tak

mya+myas+-+myay El m; m, mn
P = |a;'a,”..a,",

coz dokazuje nerovnost véty 3.6, nebot’ % =1v,,(1 <j <n). Podle vysledku
AG-nerovnosti nastane ve vyse uvedené nerovnosti nerovnost, jen kdyz uvedena skupina
k Cisel obsahuje jen stejna Cisla, tj. kdyZz a; = a, =+ = a,,. Odtud plyne tvrzeni

o rovnosti ve vété 3.6. Tim je diikaz (v ptipad¢ v; € Q,1 < j < n) hotov.

33



Piiklad 3.6.1: Kladna cisla p,q nazveme sdruzena, plati-li %+ % = 1. (Ob¢ sdruzena

Cisla jsou vétsi nez 1). Dokazte tzv. Youngovu nerovnost: jsou-li p, g sdruzena ¢isla, pak

nerovnost

plati pro libovolna &isla x,y € R™.

Dikaz 3.6.1: Jsou-li p, q sdruzena ¢isla, je mozné v nerovnosti z véty 3.6.1 sn = 2
.. 1 1 o
polozit v, = av;=r. Pak pro a; = xP a a, = y? dostaneme piimo dokazovanou

Youngovu nerovnost. Poznamenejme jes$t¢, Zze Youngova nerovnost je vlastné

ekvivalentni s nerovnosti z véty 3.6.1 pro n = 2: jsou-li v;, v, vahové koeficienty

, . L 1 1 .
Vv takové nerovnosti z véty 3.6.1, jsou Cisla p = —q=— sdruzena.
1 2

Priklad 3.6.2: Dokazte. Je-li a,b,c € R* a ¢ # 1, pak plati
ac? + % >a+b.
C

Dikaz 3.6.2: Polozime-li v nerovnosti z véty 3.6.1 s n = 2

a b a

— — — b —_
vV4=—7,Vp=—,a4, =C",a, =¢C
17 q+p’ "2 7 q4p’ ™1 2 !

Dostaneme (vzhledem k tomu, ze a; # a,) ostrou nerovnost.

B R NG == (c‘a)ﬁ =1
a+b a+b '

odkud po nasobeni ¢islem a + b vychazi potiebna nerovnost.

Priklad 3.6.3: Dokazte obecnou Bernoulliovu nerovnost: je-li x € R,p € R, x > —1
ap # 1, pak plati
A1+x)P=1+px, (p>1),
respektive
1+x)P<14+px, (0<p<1,
Pfitom rovnost v obou pfipadech nastane, jen kdyz x = 0.
Duikaz 3.6.3: Je-li 0 < p < 1, polozime v nerovnosti podle véty 3.6 n = 2,v; = p,v, =
1-p,a; =14+x>0,a, =1, dostaneme tak
p(l+x)+(1-p)-1=1+x)?P 1177,
tj. druhou Bernoulliovu nerovnost, s rovnosti v jediném piipadé, a to kdyz a; = a,, coz

znamena, z¢ x = 0. Necht dale p>1. Je-li 1+ px <0, plati ziejmé v prvni
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Bernoulliové nerovnosti ostra nerovnost. Je-li 1 + px > 0, pak podle dokazané druhé

Bernoulliovy nerovnosti plati
1
(1+px)r < 1+%-px= 1+ x.

Rovnost jen pro x = 0. Odtud po umocnéni ¢islem p dostaneme prvni Bernoulliovu

nerovnost.

Definice 3.7 (Mocninné pruméry)

Primérem stupné r ¢isel a4, a,, -++, a,, hazveme hodnotu

1
af+al+--+ah\r
n i)

Mﬁ(all as, -, an) = (

ktera ma smysl pro kazdé r € R \ {0}.

Véta 3.7.1: je-lir < 0 < s, pak plati

My (ay, az, -+, ay) < Gplag, az, -+, an) < My(aq, az, -+, ay),
pfitom rovnost nékde nastane, jen kdyz a; = a, = --- = a,,.
Diikkaz 3.7.1: Pravou c¢ast nerovnosti dostaneme, umocnime-li kladnym cislem %
AG-nerovnost G,(aj, a3, ..., a;) < Ap(aj, a3, ...,a;), levou ¢&ast nerovnosti po
umocnéni zapornym ¢islem % AG-nerovnosti G,(af,a},...,ah) < A,(aj,aj, ...,an).

Zaroven odtud plyne 1 tvrzeni o rovnosti v dokazované vété.

Véta 3.7.2: Necht' r,s € R, r < s ars # 0. Potom plati nerovnost
Mﬁ(al' az, -, an) < Mrs'l‘.(all az,: -, an)y

pfitom rovnost nastane, jen kdyz a; = a, = -+ = a,,.

Piiklad 3.7.1: Najdéte nejmensi hodnotu sou¢tu a3 + b3 + ¢3 pro kladna &isla a, b, ¢
spliiujici podminku a? + b? + ¢? = 27

ReSeni 3.7.1: Pro mocninné praméry stupiiti 2 a 3 uvazovanych &isel a, b, ¢ plati podle

2\/a2+b2+c2 < ?'\/a3+b3+c3
3 - 3 )

Odtud po dosazeni a? + b? + ¢? = 27 a po tUpravé plyne odhad a3 + b3 + ¢3 > 81.

vety 3.7.2 nerovnost

Pfitom podle téze véty 3.7.2 rovnost a® + b3 + ¢ = 81 nastane, pravé kdyz
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a = b = c¢(= 3). Hledand nejmensi hodnota souétu a® + b3 + ¢3 je tedy rovna 81.
Pokud bychom hledali jeho nejvétsi hodnotu, tak podle Jensenovy nerovnosti bychom
ziskali odhad a3 + b3 + ¢3 < (\/ﬁ)g = 81 -+/3. Zarovei je jasné, ze hodnota soudtu
a® + b® + ¢® miize byt k ¢islu 81 - V3 libovolng blizka. Nejvétsi hodnota daného soudtu
tedy neexistuje (na mnozing trojic kladnych ¢isel a, b, ¢ splitujicich podminku

a’ + b? + ¢? = 27).
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Kapitola 4 (Priklady)

Zadani prikladi a jejich dikazd v této kapitole jsem prevazné pievzala z (3), (4)
a doplnila o své vlastni postupy a myslenky. V této kapitole se budu zabyvat piiklady jiz
vysvétlenych nerovnosti, ale také dalSimi nerovnostmi, které budou vysvétleny piimo pii
feSeni konkrétniho ptikladu. Budu zde pouzivat jiz vysvétlené metody a jejich

kombinaci.

Piiklady 4.1 (AG-nerovnosti)
Priklad 4.1.1: Pro x,y,z € R" dokazte:

x3+y3+ 23 > 3xyz.
Diikaz 4.1.1: Podle AG-nerovnosti plati

W > 3.3 y3 z3,
Po vyndsobeni obou stran nerovnosti ¢islem 3 dostaneme
X3 +y3+23 = 33/x3y328
a po kone¢né upravé dostaneme dokazovany vyraz
x3 +y3+ 23 > 3xyz.

Rovnost nastava prox =y = z.

Priklad 4.1.2: Pro x, y, z € R*dokazte
2x3 + y3 > 3x?y.
Diikaz 4.1.2: Tentokrat pouZijeme AG-nerovnost ne pro dvojici &isel 2x3,y3, ale pro
trojici ¢isel x3, x3, y3. Dostaneme nerovnost
2x3 + y3 = 33/x6y3.
Po tpravé dokazovanou nerovnost

2x3 + y3 > 3x2y.

Priklad 4.1.3: Pro x, y, z € R*dokazte
x3+y3 423 > x%y + y2z + z%x.
Diikaz 4.1.3: Nejprve nerovnost vynasobime tfemi, coz je ekvivalentni uprava a smysl
nerovnosti se tim nezméni:
3x3 + 3y3 + 323 > 3x%y + 3y%z + 3z%x

Poté vyuzijeme diikazu z predchoziho ptikladu, ze 2x3 + y3 > 3x2y, analogicky
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2y3 + 73 > 3y?z, 223 + x3 = 3z%x.

Seétenim téchto tii nerovnosti ziskame dokazovanou nerovnost.

Priklady 4.2 (Cauchyova nerovnost)

Priklad 4.2.1: DokaZte pro x,y,z € R* nerovnost

x2 yZ ZZ

y+z = z+x  x+y 2

x+y+z

Diikaz 4.2.1: Podle nasledujici Cauchyovy nerovnosti

xZ yZ Z2
(y+z+z+x+x+y>((y+z)+(z+x)+(x+y))2(x+y+z)2

Vidime, ze druha zavorka na levé strané je rovna 2(x + y + z) a muZzeme tedy kratit
S pravou stranou. Poté jest¢ vydélime Cislem 2 a tim dostaneme piimo dokazovanou

nerovnost.

2 2 2
ad + 24 + z 2c+y+2) = (x+y+2)>?
y+z z+x x+Yy

( xZ y2 ZZ

+ + 2=2x+y+
y+z z+x x+y> x+y+2)

x? 2 z? xX+y+z
( A )2( y +2)
yv+z z+x x+y 2

Priklad 4.2.2: Dokazte pro a, b, ¢ € R* nerovnost
a b c 3
bt cra Tarn 2 2

Diikaz 4.2.2: Nejprve rozsifime zlomky tak, abychom si v Citatelich vytvorili druhé

mocniny:

2 bZ C2

a > E
ab+ac  bc+ab = ac+bc — 2
Ty nas pozdégji zbavi odmocnin. Nyni pouzijeme ,,zlomkobijce*:

(a+b+c)?
— 2(ab+bc+ca)’

Nerovnost, kterou mame nyni dokazat, se po par Gpravach ukaze ekvivalentni nerovnosti
a®?+ b%>+c?>>ab+ bc + ca,

0 které vime, Ze plati. Dokézali jsme tedy, ze

(a+b+c)? > 3
— 2(ab+bc+ca) — 2’

a tim je dikaz hotov.
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Piiklady 4.3 (Nerovnosti jedné proménné)

V téchto typech prikladi vyuzivime AG-nerovnost a rozklad na soucin.
Priklad 4.3.1: Pro x € R* ukazte, Ze plati nerovnost
8x3+x2—-8x+3=0.
ReSeni 4.3.1: Vyie uvedenou nerovnost ziskame seétenim dvou AG-nerovnosti:
x%+1=>2x
8x3+1+1=>3-2x

U kterych mizeme jednoznaéné fici, Ze plati.

Hlavni mySlenkou pii feSeni této nerovnosti je pomoci ¢lend, u nichz je kladny
koeficient odhadnout ¢leny, u nichz je koeficient zaporny. Pii pouziti AG-nerovnosti pro
ti1 prvky je podstatné, ze x je kladné cislo. Pokud by bylo x pouze redlné, druhy odhad

bychom nemohli pouzit. Nerovnost by dokonce neplatila.

Priklad 4.3.2: Pro x € R ukazte, Ze plati nerovnost
x*—x?2-2x+2=>=0.
Reseni 4.3.2: Polynom (levou stranu nerovnosti) rozlozime na souéin
xt—x?—-2x4+2=(x—-1D? - (x*+2x+2)=(x-D?- ((x+1?+1)=>0.

Tim je dikaz hotov.

Pti dokazovani této nerovnosti bylo dilezité v§imnout si, ze pro x = 1 nastava rovnost.
Jednotka je tedy kofen polynomu a ¢len (x — 1) se z néj musi vytknout. Pii vytykéni je
nasSim ukolem rozdé€lit vyraz na mensi skupinky tak, abychom c¢len (x — 1) uméli

vytknout z kazdé z nich.

x*—x?2—2x+2=(x*-—x?)-2(x—1)=
=x?(x*-1)-2(x—-1)=
=x’(x—-Dx+1)-2(x—-1) =
= —-Dx*x+1)-2]=
=(x — 1)(x3 + x% = 2).
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Dosli jsme k tomu, ze posledni zavorka je pro x = 1 nulova. Vytykejme proto (x — 1)

znovu a dostaneme
x-DEE+x2=2)=(-D(E-D+x-1)=(x—1)% (x* +2x + 2).
Nyni zbyvé ukazat, ze x> + 2x + 2 = 0 pro kazdé x € R, coz neni problém, protoZze to

vime, Ze plati.

Priklady 4.4 (Nerovnosti dvou proménnych)
U nerovnosti dvou proménnych mizeme kromé obvyklych postupl pouzit také nové
techniky, jako je napf. vytykani, nebo symetricka substituce. Hodi pro nerovnosti

homogenni a symetrické.
Piiklad 4.4.1: Pro a,b > 0 ukazte, ze plati nerovnost
a* + 2b* > a?b? + 2ab3.

Refeni 4.4.1: Vyse uvedena nerovnost je homogenni, zvolme proto b = 1. Podle

ptedchoziho ptikladu vime, ze
a*—a?—-2a+2=(a-1)?-((a+1)?*+1)=>0.
A tim je naSe nerovnost dokazana.

Vidime tedy, ze homogenni nerovnosti dvou proménnych Ize prevadét na nerovnosti

jedné proménné, které jiz pohodIn€ umime fesit.
Priklad 4.4.2: Pro kladna ¢isla a, b ukaZte, Ze plati nerovnost
a’(a+1)+b?(b+1)+ 1= 5ab.

ReSeni 4.4.2: Vyie uvedena nerovnost je symetricka. Zvolime proto substituci

s = a+ b,p = ab anerovnost piepiSeme do novych proménnych s a p.
(a®+ b3) + (a®* + b?>) + 1 = 5ab
()

s(s? —3p) + (s> —2p) + 1 = 5p.
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Nerovnost je v proménné p linearni, sta¢i ji tedy ovéfit pro krajni hodnoty p. Pro
2
hodnotu s se p pohybuje v intervalu (0,%). Kromé nezépornosti &isel @, b jsme vyuzili

odhad (a + b)? = 4ab. V ptipadé p = 0 je jedno z ¢&isel a, b nulové, coz podle zadani

nelze. V piipadé 4p = s? je nerovnost (jedné proménné) ekvivalentni nerovnosti
(s+1(s—-2)?%=>0.

Tim je diikaz hotov.

Priklady 4.5 (Symetrické a homogenni nerovnosti tf'i proménnych)
Priklad 4.5.1: Pro kladna ¢isla a, b, ¢ dokaZte nerovnost

(a=b)?(a+b—c)+Bb-0c)*(b+c—a)+(c—a)*(c+a—-b)=>0.

Diikaz 4.5.1: Nerovnost je symetrickd, zvolime a = b = c. Dale vidime, ze nerovnost je
homogenni, zvolime tedy ¢ = 1 a budeme psat b =1+ x, kdex >0aa=1+x+1y,

kde y > 0 a mtizeme piejit k nerovnosti dvou proménnych
y2(1+2x+y)+x2(1—y)+ (x+y)?’(1 +y) =0,

Z jejiz levé strany jediny zdporny ¢len x2y po upravé zmizi, takze ji mizeme prohlasit

za platnou a tim dokdzanou.
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Kapitola 5 (Nerovnosti v ilohach matematické olympiady)

Zadani a dukazy prikladu v této kapitole jsem pievzala hlavné z (5) a z dalSich

matematickych olympiad a doplnila o svoje postupy a poznatky.

Piiklady 5.1 (Aritmeticko-geometrické nerovnosti)
Priklad 5.1.1: zékladni AG nerovnost

Pro libovolna kladna reédlna Cisla a, b plati % > Vab.

Diikaz 5.1.1: ekvivalentnimi Gpravami dojdeme ke tvaru (a — b)? > 0 a to plati vzdy.

a+b
> > Vab
(a + b)? = 4ab
a? + 2ab + b? > 4ab
(a—b)>=>0
Rovnost nastane v ptipadé, kdyza = b.

Priklad 5.1.2: Pro libovolna reélna ¢isla a, b, ¢ dokazte, ze
a? + b% + c? = ab + bc + ca.

Dukaz 5.1.2: Z ptedchoziho ptikladu vime, Ze dle AG-nerovnosti plati

a? + b% = 2ab

b% + ¢* = 2bc

c*+a? > 2ca
Po secteni vSech tii nerovnosti a naslednym vydélenim dvéma, dostaneme poZadovany
vysledek. Rovnost nastane, kdyza = b = c.
Zminéna nerovnost je téZ ekvivalentni s vyrazem

(a—b)?+(b—-0c)+(c—a)? =0,

coz plati vzdy.

Piiklad 5.1.3: Necht jsou aq, a,, -, a, kladna redlna cisla takova, ze a,a, - a, = 1.
Dokazte, ze plati (1 + ay)(1+a;) - (1 +a,) =2"
Diikaz 5.1.3: podle AG nerovnosti plati

14+a, >2/a;
1+a;>2/a,
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1+a,=2/a,

Vynasobenim vySe uvedenych nerovnosti a skute¢nosti, Zze a;a,-:-a, = 1 dostaneme

nas pozadovany vysledek. Rovnost platiproa; = 1,i = 1,2, ..., n.

Piiklad 5.1.4: Necht’ jsou a, b, ¢ nezdporna realna Cisla. Dokazte, ze
(a+b)(b+c)(c+a)=8abc

Diikaz 5.1.4: Podle AG-nerovnosti, je tato nerovnost ekvivalentni s

&) o) () 2222

Rovnost nastane pouze tehdy, pokud a = b = c.

3 3 3
Piiklad 5.1.5: Necht’ jsou ¢isla a, b,c > 0. Dokazte, ze % + i’—a + i—b >a+b+ec.

Diikaz 5.1.5: Podle AG-nerovnosti odvodime, Ze

3 b3 3
Sec¢tenim téchto tfi nerovnosti dostaneme % +—+ ;—b +2(a+b+c)=3(a+b+c)

a po nasledném upraveni dostaneme vyraz, ktery jsme méli na zac¢atku

3 b3 3
Z4+Z+>a+b+ec
bc ca ab
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Piiklady 5.2 (Vazené AG-nerovnosti)
Priklad 5.2.1: Necht’ jsou a, b, ¢ kladna realna Cisla takova, ze a + b + ¢ = 3.
Ukazte, 7e a?bc® < 1
Diikaz 5.2.1:
_a+b+c
3

ab + bc + ca
a+b+c

1
1 = (abbcc*)a+b+e

co znamena, 7e a’bh°c® < 1.

Priklad 5.2.2: (Nguyen Manh Dung)

Necht jsou ¢isla a, b, ¢ > 0 takova, ze a + b + ¢ = 1. Dokazte, ze
a®bPct + albhcc® + abh*c? < 1.

Diikaz 5.2.2: Z vazené aritmeticko-geometrické nerovnosti ndm plyne

a?+b2+c?

1
> (a%b?c€)arbrc = a? + b? + ¢? = a%bPc¢,
a+b+c

ab+bc+ca

1
> (aPb¢c%)a+b+c = ab + bc + ca = a*b’c¢,
a+b+c

ac+ba+cb
a+b+c

> (acbacb)ﬁ = ab + bc + ca = ab*cP.
Shrnutim téchto tfi nerovnosti dostaneme

(a+b+c)?=a%b?c® + a*hcC + b%cPa’.
Atoje

a®b®ct + a®b?c¢ + ab?c? < 1.

Piiklady 5.3 (Cauchyova nerovnost)
Priklad 5.3.1: Necht’ a, b, ¢ jsou redlna ¢isla. UkaZte, ze

3>+ b2 +c?)=(a+b+c)?

Diikaz 5.3.1: Podle Cauchyovy nerovnosti miizeme piepsat na tvar, ktery vime, ze plati:

(12+12+15)(a®*+b*+c*)=1-a+1-b+1-0)%
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Priklad 5.3.2: Pro nezaporna reéalna Cisla x, y, z dokazte, ze

V3x2+xy ++/3y2 +yz + V322 + zx < 2(x + y + 2).

Diikaz 5.3.2: Podle Cauchyovy nerovnosti miizeme prepsat na tvar, ktery vime, ze plati:

YVJxBx+y) < JE)CBx+y) =J4(x +y+2)2=2(x+y+2).

Priklad 5.3.3: Necht’ jsou a, b, ¢ kladna realna Cisla takova, ze abc = 1. Dokazte, ze:
1 1 1 3

a3(b+c)  b3(c+a) c3(a+b) — 2

Dikaz 5.3.3: Necht x = %,y = %,Z = % Pak za danych podminek ziskame xyz = 1.

Vsimnéte si, ze

1 1 x?
Za3(b+c) - Z%(L,i) - ZE
x3\y z

Nyni podle Cauchyovy nerovnosti

3 x? > (x+y+2)? _ x+y+z _ 3%xyz _ 3
y+z = 2(x+y+z) 2 2 2

kde posledni nerovnost vyplyva z AG-nerovnosti.

Priklad 5.3.4: Pro kladna realna ¢isla a, b, ¢ dokazte, ze

a b c
2a+b 2b+c 2c+a

D.5arps!
2a+b
a 1

3
DI R
2a+b 2 2

1 b 1
& —= < —=
24u2a+b” 2

@Z b >1
2a+b

b _  b? c? a? (a+b+c)? .
2a+b 2ab+b?% = 2bc+c?  2ca+a? — 2(ab+bc+ca)+b2+c2+a?

<1

Dukaz 5.3.4: Mame

Z Cauchyovy nerovnosti vyplyva

X
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Piiklady 5.4 (CebySevova nerovnost)

Priklad 5.4.1: Pro a, b, c > 0 dokazte, ze
3(a2+b%>+c?)=(a+b+c)2

Diikaz 5.4.1: Pouzitim CebySevovy nerovnosti jsme dosli k zavéru, e

3(ara+b-b+c-c)=(a+b+c)(a+b+c).

Priklad 5.4.2: Necht’ a, b, c > 0. Dokazte, ze

a8+b8+c8
a3b3c3

242+l
Diikaz 5.4.2: Podle Cebysevovy nerovnosti dojdeme k zavéru, Ze
3(a® + b8 + c®) > (a® + b® + c®)(a? + b% + ¢?)
3(a® + b® + c®) = 3a?b%c?(a® + b? + ¢?)
3(a® + b® + ¢®) = 3a?b?c?(ab + bc + ca)
a® +b%+c® ab+bc+ca

ad3b3c3 abc
a8+b8+c8>1+1+1
adbh3¢c3 “Ta b ¢

Tim jsme pozadovanou nerovnost dokazali.

Piiklad 5.4.3: Necht a > b >c>0a0 < x <y < z. Dokazte, Ze

a b ¢ at+b+c at+b+c
;+_+;_ 3xyz = (x+y+z)'
Dukaz 5.4.3: Pouzitim Cebysevovy nerovnostiproa = b > ¢ al " % § odvodime, Ze
3 (2 + b + E) >(a+b+c) (1 + 1 + 1) 3(a+b+c) (a+b+c),
xy z x y z x+y+z

Coz je to, co jsme chtéli dokéazat. Posledni dvé nerovnosti Vypl}'lvaji z AG-nerovnosti.
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Kapitola 6 (Pocitacové postupy, FeSeni v programu Mathematica)

V této kapitole budu dokazovat jiz vyfeSené priklady z ptedchozich kapitol pomoci
matematického programu Mathematica. Vzdy se odkazu na konkrétni jiz feSeny piiklad.
K samotnému feSeni ptfikladi a vibec pochopeni celého programu jsem vyuzivala
spoustu webovych stranek, blogi o programu Mathematica a v neposledni ftadé

1 samotnou napovédu v tomto programu.

Program Mathematica

Mathematica je software pro dé€lani matematiky na pocitaci. Umoziuje napt. numerické
i symbolické vypocty, praci s ptesnymi i s piibliznymi Cisly s nastavitelnou presnosti,
se skalary, vektory, maticemi i tenzory vysSich tadu, s redlnymi i komplexnimi Cisly,
feSeni algebraickych, diferencialnich i diferen¢nich rovnic. Umoziuje vystup v podobé
dvou i tfirozmérnych barevnych animovanych grafi 1 zvukovy vystup. Soucasti systému
je bohatd dokumentace véetné napovéd, definic i prikladd. Systém Mathematica vynika
svou vynikajici logickou propracovanosti jak samotného programu, jeho syntaxe

a celkové konstrukce, tak i dokumentace.

Autor programu Mathematica

Stephen Wolfram (*1959, Londyn) vystudoval teoretickou fyziku. Vedle fyziky se
zabyval celularnimi automaty. Od roku 1986 se vénuje vyvoji systému Mathematica.
Verze 1 se objevila v roce 1988. Dnes jiz je k dispozici verze 9, kterd je o mnoho
dokonalejsi nez jeji pfedchliidkyné. Dnes jiz miiZzeme v tomto programu fesit nerovnosti,

diive by to neslo, program to jest¢ neumél.

Prace s programem a pouZzivané prikazy

Hlavni soucasti, kterou potiebujeme pro praci je tzv. Notebook. Do Notebooku
zapisujeme veskeré piikazy, které se spousti pomoci klaves Shift+Enter. Po spusSténi
pfikazu nam program vyhodi vysledek. Pii dokazovéani nerovnosti néds ale nezajima
konkrétni vysledek, jako napfiklad u nerovnic, ale chceme se dozvédét, zda dana

nerovnost plati, ¢i nikoli. Nasim vysledkem proto bude bud’ vystup True, nebo False.
Pti dokazovani nerovnosti budu pouzivat nasledujici ptikazy:

» Reduce — snizit, zredukovat, zmensit
» Resolve — vyfesit
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» ForAll — tvrzeni, které znamena, ze vyraz je pravdivy pro vSechny hodnoty
zadanych proménnych
» Exists — tvrzeni, které znamena, ze existuje hodnota proménné, pro kterou je vyraz

pravdivy

Nazorna ukazka FeSeni nerovnosti v programu Mathematica

Priklad 1: DokaZte nerovnost x? > 0, pro kazdé x € R.

Ptiklad feSime pomoci piikazu Resolve a ForAll. V doslovném piekladu by nize uvedeny

piikaz znamenal: Vyie$ pro viechna x, ze x? > 0.
In[1]:= Resolve[ForAll[x, x"2 > 0]]
Out[1]:= True

Vystup True znamend, ze vyse dokazovana nerovnost je pravdiva. V ptipad¢, ze by nam

misto True vyskocilo False, nebyla by nerovnost pravdiva, podle zadanych parametru.

Piiklad 2: Dokazte nerovnost a + b = a — b, pro vSechna a, b € R takova, ze a > b.
In[2]:= Resolve[ForAll[{a, b},a = b,a+ b = a — b]]

Out[2]:= False

Podle vystupu vtomto ptikladu vidime, Ze tato nerovnost opravdu pravdiva neni.

Doslovny pieklad ptikazu tika: Vyte$ pro vsechna a,b takova, ze a = b, nerovnost

a+b>a-—b.

Piiklad 3: Pro libovolna kladna cCisla a, b, ¢ dokazte, ze plati

ab + bc + ca
4a2+b2+4c2 = 4b2+c24+4a?  4c?+a?+4b?

1
<-
3

Tuto nerovnost jsem zmifovala jiz v ivodu své prace a opravdu neni pékna. Ten kdo by
ji chtél dokazat, bude mit opravdu hodné prace. Ale program Mathematica, ktery je

kazdym rokem zdokonalovan ndm b&hem pér vtefin vyhodi vysledek True.
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In[3]:=Resolve[ForAll[{a, b, c},a > 0&&b > 0&&c >
0,(axb/(4*a™2+b"2+4xc"2))+(b*xc/(4*xb "2+ c"2+4%a"2))+ (cx*
a/(4*c"2+a”2+4%b"2))<1/3]]

Out[3]:= True

6.1 (Priklady)

Piiklad 2.1.1: Dokazte, ze /8! < 3/9L.
Ptikaz: Reduce[V/8! < /9]
Odpovéd: True

V tomto ptikladu pouziji jen piikaz Reduce, ktery ndm celou nerovnost zjednodusi

a vyhodi vysledek True.

Priklad 2.1.3: Dokazte, ze pro kazdé a > 1 plati nerovnost

1

Va
Piikaz: Resolve[ForAll[a,a > 1,1/Va <+Va+1—+Va—1]]

<va+1—-+va-1.

Odpoved: True

Pfiklad 2.5.1: DokaZte nerovnost: % + % > % + % ,(a,b € RY).

Piikaz: Resolve[ForAll[{a, b},a = 0&&b > 0,a/b"2+b/a”2 > 1/a+ 1/b]]
Odpoved: True

V tomto ptikladu se jiz vyskytuji dvé proménné, které se musi presné nadefinovat.
Symbolem && znacime, ze nerovnosti plati zaroven, tzn. Pro vSechny proménné a, b,

kdy a = 0 a zaroven b > 0.

Priklad 2.5.A.1: Dokazte, ze pro kazda ¢isla a, b,c € R™ plati nerovnost
c
ab + 5 > 2vVac

Ptikaz: Resolve[ForAll[{a, b,c},a > 0&&b > 0&&c > 0,a*x b+ c/b = 2 *+a * c]]
Odpoveéd: True
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Priklad 2.5.A.2: Dokazte. Je-li a,b € R*, pak
ab(12 — 2a — 5b) < 2a + 5b.
Piikaz:  Resolve[ForAll[{a, b},a > 0&&b > 0,axb* (12—2xa—5*b) < 2*a+
5 * b]]
Odpoved: True

Priklad 2.5.A.3: Dokazte. Je-li a, b, c,d € R, pak
a+b+c+d=>4-Vabcd.
Piikaz: Resolve[ForAll[{a, b,c,d}, a > 0&&b > 0&&c > 0&&d > 0,a+b+c+d =
4xVaxbx*c*d]
Odpovéd: True

Priklad 2.5.B.1: Dokazte. Je-lia,b € Rt aa + b = 1, pak

(1+3)(1+3) 20
Prikaz: Resolve[ForAll[{a, b},a > 0&&b > 0&&a+ b ==1,(1+1/a) * (1 +
1/b) 2 9]]
Odpoved: True

Piiklad 2.5.B.2: Dokazte. Je-li 0 < b < a, pak

1
= 3.
ab-b?

Piikaz: Resolve[ForAll[{a,b},0 < b < a,a+ 1/(a*b—b"2) = 3]]
Odpovéd: True

a+

Priklad 2.5.C.1: Dokazte, ze pro libovolnd ¢&isla a,b,c € R* plati nerovnost
ab(a+ b) + bc(b +c) +ac(a+ c) = 6abc

Prikaz: Resolve[ForAll[{a, b,c},a > 0&&b > 0&&c > 0,a*b* (a+ b) + b xc *

(b+c)+axcx(a+c)=6x*ax*b=*c]]

Odpovéd: True

Priklad 2.5.C.2: DokaZte, Ze pro libovolna ¢isla a, b, ¢, d € R plati nerovnost
(@®+a+1D)B?*+b+1)(c?+c+1)(d*+d+1) >8labcd
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Piikaz: Resolve[ForAll[{a, b,c,d},a > 0&&b > 0&&c > 0&&d > 0,(a"2 +a + 1) *
b"2+b+1)*(c"2+c+1)*(d"2+d+1)=8l*axbxcx*d]]
Odpoved: True

Priklad 3.2.1: Dokazte. Je-li 2x + 4y = 1 pro néktera x,y € R, pak x? + y? > 2—10.
Piikaz: Resolve[ForAll[{x,y},2*x+4*y ==1,x"2+y*2 > 1/20]]

Odpoved: True

Priklad 3.2.2: Dokazte, ze pro libovolna ¢isla x, y, z € R plati nerovnost

x y z
G+3+%)

x2 y2 72
<47 4
_2+3+6

2

Piikaz: Resolve[ForAll[{x,y,z},(x/2 + y/3 +2z/6)"2 < (x"2)/2 + (y"2)/3 +

(z"2)/6]]
Odpovéd: True

Priklad 3.4.2.1: (typicka ukazka uziti Ceby3evovy nerovnosti) Dokazte, Ze pro libovolna
kladna ¢isla a, b, ¢ plati nerovnosti

(a? + b%2 4+ c®)(a® + b3 +¢3) <3(a®>+b°> +¢d)

(a*+b*+c*) (S +3+2) 23(@® + b3 + ),
Pfitom rovnost v obou vyse uvedenych nerovnostech nastane, jen kdyZ a = b = c.
Piikaz: Resolve[ForAll[{a, b, c},a > 0&&b > 0&&c > 0, (a™2 + b"2 + c"2) *
(a*3+b"3+c"3) <3*(a”5+b"5+c"5)]]
Odpovéd: True
a
Prikaz: Resolve[ForAll[{a, b, c},a > 0&&b > 0&&c > 0, (a4 + b"4 + c"4) *
(1/a+1/b+1/c) >=3*(a"3+ b3+ c"3)]]
Odpovéd: True

Priklad 3.5.4: Dokazte. Je-li 0 < b < 2a, pak 16b(2a — b)3 < 27a*.
Piikaz: Resolve[ForAll[{a,b},0 < b <2*a,16 xb * (2*a —b)"3 < 27 * a™4]]
Odpovéd: True
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Priklad 4.1.1: Pro x,y, z € R" dokazte:
x3+y3+ 23 > 3xyz.
Piikaz: Resolve[ForAll[{x,y,z},x > 0&&y > 0&&z > 0,x"3 + y"3 +2z"3 >3 * x *

y * z]]
Odpovéd: True

Priklad 4.1.2: Pro x, y, z € R*dokazte
2x3 + y3 > 3x?y.
Ptikaz:  Resolve[ForAll[{x,y, z},x > 0&&y > 0&&z > 0,2 * x"3 + y"3 > 3+ x"2 *

vl
Odpovéd: True

Priklad 4.1.3: Pro x, y, z € R*dokazte
x3+y3+ 23> x%y +y%z + z%x.
Piikaz:  Resolve[ForAll[{x,y, z},x > 0&&y > 0&&z > 0,x"3 + y"3 + z"3 > x"2 *
y+y"2xz+2z"2xx]]
Odpoved: True

Priklad 4.2.1: Dokazte pro x,y,z € R* nerovnost

x2 2 22
— =t —=
y+z Z+x x+y 2

Ptikaz: Resolve[ForAll[{x, y, z},x > 0&&y > 0&&z > 0,x"2/(y + z) +
y2/(z+x)+z"2/(x+y)=(x+y+2)/2]]
Odpovéd: True

X+y+z

Priklad 4.2.2: Dokazte pro a, b, ¢ € R* nerovnost

a b c 3

b+c c+a a+ 2
Prikaz:
Resolve[ForAll[{a, b, c},a > 0&&b > 0&&c > 0, (a/(b +¢)) + (b/(c + a)) +
(c/(a+b)) =3/2]]

Odpoved: True
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Priklad 4.3.1: Pro x € R* ukazte, Ze plati nerovnost
8x3+x2—8x+3=0.

Piikaz: Resolve[ForAll[x,x > 0,8 x x"3 + x"2 -8 x +3 = 0]]

Odpovéd: True

Priklad 4.3.2: Pro x € R ukazte, ze plati nerovnost
x*—x2—-2x+2>0.

Piikaz: Resolve[ForAll[x,x"4 —x"2 —2*x+ 2 > 0]]
Odpovéd: True

Priklad 4.4.1: Pro a, b > 0 ukazte, ze plati nerovnost
a* + 2b* > a?b? + 2ab3.

Piikaz: Resolve[ForAll[{a, b},a > 0&&b > 0,a"4 + 2 *b"4 > a2 *b"2 +2 xa *
b"3]]
Odpovéd: True

Priklad 4.4.2: Pro kladna cisla a, b ukazte, ze plati nerovnost

a’(a+1)+b%(b+ 1)+ 1> 5ab.

Piikaz: Resolve[ForAll[{a, b},a > 0&&b > 0,a"2* (a+1)+b"2*x(b+1)+1>
5x*ax*b]]
Odpovéd: True

Priklad 4.5.1: Pro kladna ¢isla a, b, c dokazte nerovnost
(a=b)?(a+b—-c)+Bb—-c)*(b+c—a)+(c—a)’(c+a—-b)=>0.

Piikaz: Resolve[ForAll[{a, b,c},a > 0&&b > 0&&c > 0,(a —b)"2*x(a+b —c) +
b=—c)"2+xb+c—a)+(c—a)*2*(c+a—Db)=0]]
Odpoved: True
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Priklad 5.1.1: zékladni AG nerovnost
Pro libovolna kladna redln ¢isla a, b plati == > vab.
Ptikaz: Resolve[ForAll[{a, b},a > 0&&b > 0,(a + b)/2 = Va * b]]

Odpoved: True

Priklad 5.1.2: Pro libovolna reélna ¢isla a, b, ¢ dokazte, Ze
a’+ b%? +c? > ab + bc + ca.
Prikaz: Resolve[ForAll[{a, b,c}, a2 + b"2 +c"2=axb+b*c + c*al]

Odpovéd: True

Piiklad 5.1.4: Necht jsou a, b, ¢ nezdporna realna Cisla. Dokazte, ze
(a+b)(b+c)(c+a)=8abc

Prikaz: Resolve[ForAll[{a, b, c},a > 0&&b > 0&&c > 0,(a + b) * (b + ) * (¢ +
a)=>8*axbxcl]

Odpovéd: True

3 3 3
Priklad 5.1.5: Necht’ jsou ¢isla a, b,c > 0. Dokazte, ze % + IC’—a + ;—b >a+b+ec.

Piikaz: Resolve[ForAll[{a, b, c},a > 0&&b > 0&&c > 0, (a"3)/(b * c) +
(b"3)/(c*a)+ (c"3)/(axb)=a+b+c]]

Odpovéd: True

Priklad 5.3.1: Necht’ a, b, ¢ jsou redlna ¢isla. UkaZzte, ze
3>+ b2 +c?)=(a+b+c)?
Prikaz: Resolve[ForAll[{a,b,c},3 * (a"2 + b2 +c"2) = (a+ b + c)"2]]

Odpovéd: True
b c

Priklad 5.3.4: Pro kladna realna ¢isla a, b, c dokazte, Ze T+ + <1
2a+b 2b+c 2c+a

Prikaz: Resolve[ForAll[{a, b, c},a > 0&&b > 0&&c > 0,(a/(2 xa + b)) +
(b/2*xb+c))+(c/2*xc+a)) <1]]

Odpoved: True
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Zavér
Cilem mé bakalatské prace bylo podat uceleny a hlavné piehledny vyklad na

téma nerovnosti a jejich dukazy. Domnivam se, ze vzhledem k rozClenéni textu do

jednotlivych kapitol a podkapitol, se mi to povedlo.

Jednotlivé ptiklady v této praci slouzi zejména hlavné k uvedeni do problematiky
nerovnosti a k zndzornéni a vysvétleni uziti jednotlivych definic a vét o nerovnostech.
V textu jde hlavné o vysvétleni zakladnich typa nerovnosti, jako je napt. Cauchyova,

nebo AG-nerovnost, a nasledné pouziti na ptikladech.

Velkym piinosem pro mé bylo seznameni a prace s programem Mathematica.
Tento program je, dle mého ndzoru, pro matematiky velmi uzite¢ny. V posledni kapitole
jsem proto ukazala jeho vyhody a usnadnéni prace pii dokazovani nerovnosti. Na
pfilozeném CD si muzete prohlédnout par nazornych ptikladt feSeni nerovnosti pomoci

programu Mathematica.
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Resumé

The aim of my Bachelor thesis was to provide a comprehensive, clear and

interpretation of the theme of inequality and their evidence.

The examples in this work are mainly mainly the introduction to the problems of
inequality and representation and explanation of the use of different definitions and

theorems on inequalities.

The text is mainly an explanation of the basic types of inequalities such as Cauchy, or

AG-inequality and the subsequent use of examples.

A great benefit for me was to learn about and work with the program
Mathematica. This program is, in my opinion, very useful for mathematics. In the last
chapter, | therefore proved the benefits and ease of operation in proving inequalities. On
the enclosed CD you can see some illustrative examples of inequalities using

Mathematica.
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