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UvoD

Tématem mé bakalarské prace je dualita tloh linearniho programovani (LP), ktera je
disciplinou operacniho vyzkum neboli operacni analyzy. Linearni programovani je
odvétvi optimalizace, fesi problém nalezeni minima ¢i maxima pfedem definované¢ho
kritéria (napf. zisk, ndklady, objem vyroby, atd...) na mnoziné¢ vSech moznych
pfipustnych variant dané ulohy. Prakticky to znamena hleddni extrému zminéného
kritéria pfi platnosti jistych omezujicich podminek. Dané kritérium je vyjadiené linearni
funkéni zavislosti a omezujici podminky jsou vyjadfeny soustavou rovnic ¢i nerovnic.
Slouzi k teSeni optimaliza¢nich tloh z riznych oblasti, vyuziva k tomu matematické
poznatky pfedevsim z oblasti linearni algebry. Je nejpropracovanéjsi oblasti opera¢niho
vyzkumu a zdkladem kvantitativnich rozhodovacich modeld. Veliké mnozstvi typl
a variant dulezitych manazerskych probléml je mozné formulovat pomoci téchto
modelu, které Ize pak rychle fesit na pocitaci pomoci dobrych programovych prostredkt
(napt. aplikace feSitel v rozhrani MS Excel). Toto linearni programovani se zacalo
rozvijet po druhé svétové valce, kdy byla vroce 1947 vynalezena nejpouzivanéjsi
metoda feSeni téchto problémi — simplexova metoda. Postup LP spociva v prevedeni
redlného ekonomického problému na matematicky model, ktery se pak fesi nékterou
z uvedenych metod. Dulezitou soucasti téchto ziskanych vysledki je pak jejich spravna
ekonomicka interpretace. Po ziskani feSeni je pak mozné provést i tzv.
postoptimaliza¢ni analyzu, ktera odhali spoustu dileZitych informaci potifebnych pro
manazerské rozhodovani. Dualita Gloh LP pak pojednavd o moznosti vytvofeni jiné
ulohy pomoci spravnych postupi, ktera je s ptivodni ulohou uzce propojena. Této tloze
se pak fik4 tloha dudlni a celd dvojice uloh se nazyva dualné€ sdruzend tloha. Spravna
znalost vztahli mezi témito dvéma ulohami poskytuje zajimavé ekonomické informace
a zejména zcela odligny pohled na stejné zadani, nez je obvyklé. Reseni dualni ulohy je
pak cCasto také mozno vyuzit z divodu snizeni Casové a pamétové narocnosti oproti

feSeni ulohy priméarni.

Tato bakalaiska prace je rozdélena na teoretickou a praktickou cast. Teoretickd €ast

obsahuje zodpovézeni vSech potiebnych témat pro vytvoreni Casti praktické. Obsahuje



pottebné definice pro pochopeni linedrniho programovani i duality tloh, rozdéleni
dudlnich tloh vcetné jejich charakteristickych znakti a poukazuje na veskeré vlastnosti
dudlné sdruzenych tloh, které jsou potiebné pro jejich spravnou tvorbu, pochopeni,
feseni 1 ekonomickou interpretaci. Dalsi stranky teoretické ¢asti jsou zaméteny na feSeni
dudlné¢ sdruzené ulohy, kde detailn€ popisuji potfebny algoritmus nejuzivanéjsi metody
feSeni téchto uloh, a to simplexové metody. Pro ptehled a lepsi pochopeni je v této Casti
obsaZeno i1 par vzorovych piikladi a jeji soucasti je i poukdzani na moznosti, jak dudlni
ulohu ekonomicky interpretovat. Pro praktickou cast jsem si pak zvolil konkrétni
podnik, kde jsem vykonaval brigddu a poznatky obsazené v teoretické Casti jsem
aplikoval na konkrétni ptiklad z praxe, ktery se tyka tohoto podniku. Tento ptiklad jsem
vyfesil simplexovou metodou, vytvofil k nému dudlni Ulohu vcetné jejiho feSeni

a ziskané vysledky ekonomicky interpretoval i pomoci postoptimaliza¢ni analyzy.

Téma této prace jsem si vybral z ditvodu kladného vztahu k veskerym matematickym
alogickym ulohdm vcetné¢ optimalizace. Predmét operacni vyzkum jsem na
bakalaiském studiu ekonomické fakulty fadil mezi mé nejoblibenéjsi, a tak jsem od
pocatku planoval si vybrat téma, které bylo u¢ivem tohoto ptredmétu. DalsSim divodem
je, Zze bych se podobné problematice rad v budoucnu nadale vénoval. K vytvofeni této
prace mi napomohlo né¢kolik kniznich zdroji, nejvice jsem vSak cCerpal z knihy
Modelovani a optimalizace v manazerském rozhodovani od autori Miroslav Plevny
a Miroslav Zizka. Tuto literaturu povazuji za struénou, ale zaroven za nejpiehledngjsi

a nejlépe pochopitelnou.

Cilem bakalatské prace je preformulovani ptikladu z praxe na matematicky model
a jeho spravné vyreSeni veetn€ feSeni dudlni tlohy tohoto ptikladu. Zamérem prace je
pak shrnuti veskerych vysledkii, zhodnoceni vSech ziskanych udaji a spravna
ekonomicka intepretace vyslednych hodnot pfedem nadefinovanych proménnych. Mezi
mé cile jsem si stanovil 1 vytvofeni analyzy ziskanych a spravné interpretovanych
vysledkl, ktera by mohla, v pfipad€ potieby, smétfovat k vytvoreni navrhil na zlepSeni

ziskanych hodnot a vysledk.



1. TEORETICKA CAST

1.1 Teorie linearniho programovani

Nejprve by bylo vhodné si definovat ulohu programovani a pfipomenout si
charakteristiku ekonomického a matematického modelu, nebot’ tyto pojmy se budou
nést celou mou praci a znalost jejich charakteristik ¢i jejich formulaci budu neztidka

vyuzivat.

Ekonomicky model Ize charakterizovat jako zjednoduseny popis redlné¢ho sytému,
ktery obsahuje, sohledem na analyzovany problém, pouze nejpodstatnéj$i prvky
a vazby mezi nimi. M¢l by obsahovat zejména cil analyzy — jednoznaéné urceni
cilového stavu modelovaného systému (napi. maximalizace zisku, minimalizace rizika,
nakladl ...), popis procesii, které v systéemu probihaji — procesem se rozumi jakasi
realna aktivita, kterd probiha s né¢jakou intenzitou a ma vliv na cil analyzy (napft. proces
— vyroba vyrobku, intenzita — objem vyroby), popis ciniteli oviiviiujicich provadeni
procesii — procesy nemohou byt realizovany s neomezenou intenzitou, jsou ovliviiovany
celou tadou c¢initelli (napt. spotfeba omezenych zdroji, pozadavky na maximalni ¢i
minimalni objem vyroby ...) a popis vzdjemného vztahu mezi procesy, ciniteli a cilem
analyzy. Ekonomicky model je v podstaté¢ slovnim a numerickym popisem problému,
a aby jej bylo mozné fesit, je tfeba ho néjakym zptsobem formalizovat - pievést tedy
ekonomicky model na matematicky model, ktery je poté feSitelny standardnimi
postupy. Obsahuje stejné prvky jako ekonomicky model, ale maji jin¢ vyjadieni. Cil
analyzy, mame-li ho vibec definovany, je vétSinou vyjadien ve form¢ linearni ¢i
nelinearni funkce. Procesy v tomto modelu jsou vyjadfeny jako proménné a jejich
intenzita pak jako hodnoty téchto proménnych. Cinitelé mohou byt velmi rozliéni
v souvislosti s povahou analyzovaného problému, nejbéznéji jsou vyjadieny ve formé
linearnich ¢i neline4rnich rovnic ¢i nerovnic. Vazby mezi procesy, Ciniteli a cilem
analyzy jsou popisovany pomoci parametrti, jejichz hodnoty nemulze uZivatel

ovliviiovat.



Modely opera¢niho vyzkumu jsou velmi riiznorodé a zabyvaji se rozdilnymi sférami
ekonomického zivota. Vzhledem k tomuto faktu se objevila potieba specifickych
pristupt k feSeni jednotlivych tfid problémii a ¢asem se ustalily relativné samostatné
discipliny ¢i odvétvi operacniho vyzkumu. Mezi tato odvétvi patii 1 matematické
programovani. Matematické programovani se zabyva feSenim optimalizacnich loh, ve
kterych se jednd o nalezeni extrému daného kritéria na mnozin¢ variant urenych
soustavou omezujicich podminek. Matematicky model ulohy matematického

programovani lze zapsat nasledovné (obr. 1):

Obrazek 1: obecny matematicky model

Maximalizovat (minimalizovat)

z="1 Xy, X2, ..., Xn)
za podminek

91(X1, X2, ..., Xp) >0,

92(X1, Xz, ..., Xn) = 0,

Om(X1, X2, ..., Xn) >0,

X>0,j=12,...,n,

Zdroj: Plevny, 2010
kde: n ... pocet proménnych modelu,
m ... pocet omezujicich podminek,
f(x), gi(X) ... obecné funkce n proménnych .
(Plevny, 2010, 5.18)

Z matematického hlediska se tedy jedna o uréeni hodnot proménnych modelu x; tak, aby
byly respektovany vSechny omezujici podminky ulohy, a aby byl dosazen extrém dané
kriteridlni funkce. Jestlize je kriteridlni funkce linedrni a vSechny rovnice i nerovnice

pouzit¢ v modelu jsou rovnéZ linearni, potom se jednd o ulohu linedarniho




programovani. Pokud je alespon jedna z funkci nelinearni, jde o ulohu nelinearniho
programovani. Mezi mozné aplikace linedrniho programovani patii napiiklad

optimalizace vyrobniho programu, smé$ovaci tilohy nebo optimalizace portfolia.

1.2 Dualita aloh linearniho programovani

Dualita vyjadiuje jakysi vzajemny vztah. I v oblasti linedrniho programovani tomu neni
jinak. Nebot’ ke kazdé loze LP lze podle urcitych pravidel zformulovat jinou ulohu
linedrniho programovani, kterd je k té prvni sdruZend, ma k ni néjaky vzajemny vztah.
Jedna z téchto uloh se pak nazyva tloha primarni a druha se oznacuje jako uloha
dudlni. Pii tomto oznacovani je nutno mit na védomi, Ze se jednd o vzdjemny
symetricky vztah a tudiz neni mezi ulohami zadny vztah nadfazenosti a podtizenosti.
Dikazem muze byt i fakt, ze dualni ulohou k dualni tloze je tiloha primarni. Kdybych
tedy aplikoval proces transformace jedné tlohy na druhou dvakrat po sobé&, dostal bych
zpét ptvodni primarni Glohu. Nejvystiznéj§im terminem se proto muze jevit termin

dvojice dudlné sdruzenych uloh.
Primérni tloha — transformace — duélni iloha — transformace — primarni uloha

Dualita ma znacny vyznam v celé teorii LP. Dudlni problém a jeho feSeni maji
dilezitou ekonomickou interpretaci. Jeho optimalni feSeni lze pak vyuZit v analyze
citlivosti. Casto je znalost a interpretace dualnich proménnych, v zavislosti na cilech
mozno tak nekdy snizit Casovou a pamét'ovou narocnost fesSenim dudlni tlohy namisto
feseni Glohy primarni. Dal§im vyznamem ¢i vyhodou mize byt, Ze na vysledcich teorie
duality jsou zaloZeny nckteré metody pro feSeni uloh LP, které jsou za urcitych
okolnosti vyhodnéjsi nez simplexova metoda. Dudlné sdruzené modely se Casto rozliSuji
na soumérné (symetrické) a nesoumérné (nesymetricke), kterym se budu vénovat

samostatné.

(Jablonsky, 2001, s.79)



1.2.1 Symetrické dualni tlohy

Duadlné sdruzené ulohy k sobé maji tzky vztah. Pfi porovnani primarniho a dudlniho
modelu lze vypozorovat, Ze jedna uloha je maximalizaéni a druhd minimalizaéni.
Dalsim znakem je, ze jeden zmodeli dualné¢ sdruzenych uloh obsahuje tolik
proménnych, kolik ma druhy model podminek (a naopak). Pfi porovnani modelt dudlné
sdruzené ulohy je také patrné, ze k-ty sloupec modelu jedné ulohy odpovida k-tému
fadku modelu druhé tlohy a naopak. Tento fakt vlastné znamena, ze sloupcovy vektor
koeficientd podminek pfisluSicich k-t¢ proménné jednoho modelu odpovida fadkovému
vektoru koeficientil pfislusicich k-t¢ podmince druhého modelu. Je i patrné, ze k-ty
koeficient ucelové funkce jednoho modelu je pravou stranou k-t¢ podminky druhého
modelu. Tyto vlastnosti spliiuje kazda dvojice dualné sdruzenych tloh. Pokud k t¢émto
vlastnostem je splné€no i to, Ze v maximaliza¢ni Gloze jsou vSechny podminky typu
mensi nebo rovno a v minimaliza¢ni Uloze jsou vSechny podminky typu vétsi nebo
rovno a zaroven jsou proménné obou uloh nezaporné, mluvime o symetrickych dualné

sdruZenych ulohach (obr. 2).

Obrazek 2: obecny zapis symetricky dudiné sdruzené ulohy

Primarni model:
Maximalizovat
f(X) =c1X1 + CoXo + ... +cpXp
za podminek:
apXp+apXe+ ... +anmXn < by
A1X1 +axnXs + ... FanXs < b2

am1 X1 + amaX2 + ... + amn Xn < bp

10




Xj =0, j=1,2,...,n

Dualni model:
Minimalizovat
g(w) =bywy + bow, + ... + bW
za podminek:
ayiW1 + axWo + ... tami Wy = cC1
appWi + apoWo+ ... +tam W = C2
ainWi tayWot ...+ ammWm =¢Cq

w; >0, i=1,2,...,m

Zdroj: Plevny, 2010

Pti definici symetricky dualné sdruzenych tloh 1ze pouzit i maticového zapisu (obr. 3).

Obrazek 3: maticovy zapis dudlné sdruzené ulohy

Primarni problém:
Maximalizovat
f=c'x
za podminek:

A x <b,

x>0

11




Duélni problém:

Minimalizovat

g=b'w
za podminek:
Alw > c,
w >0

Zdroj: Plevny, 2010
kde,
A matice strukturnich koeficientti typu m, n
b...... vektor pravych stran omezeni typu m, 1
¢’ ...... vektor cenovych koeficienti typu 1, n
) G vektor primarnich proménnych typu n, 1
u.. fadkovy vektor dulnich proménnych typu 1, m °

(Plevny, 2010, s.121)

1.2.2 Nesymetrické dualni ulohy

Nesymetricky dudlni problém se formuluje z primarniho problému, jehoz vSechna nebo
alespon né€kterda omezeni jsou formulovana jako rovnice. Omezeni nesymetrickych
dudlnich uloh jsou opét vSechna formulovéna jako nerovnice a jejich smysl se stejné
jako u symetrickych dualnich tloh fidi extrémem ucelové (kriterialni) funkce. Lze
vychézet bud’ z minimaliza¢ni ¢i maximaliza¢ni primarni tlohy. Jejich maticovy zapis

by mohl vypadat takto (obr. 4):
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Obrazek 4: maticovy zapis nesymetrickych dualnich tloh

1. Primérni problém 2. Dudlni problém
z=c'x ... max f=ub ... min
Ax=D

x>0 uT A <c'
Z=c'x ... min f=u"b ... max
Ax=nb

x>0 uT A< CT

Zdroj: Lagova, 2009

(Lagova, 2009, s.144)

Schéma pievodu dualné sdruZenych uloh, uvedené v kapitole symetrické duélni ulohy,
vSak plati pouze pro symetrické dudln¢ sdruzené ulohy. Proto Ize jednoduse v piipadé
potieby tyto nesymetrické dualni Glohy ptetransformovat na potfebné symetrické. Pro

tuto transformaci se nejcastéji vyuziva téchto prostiedki:

e Pfevedeni minimalizace Gi¢elové funkce na maximalizaci a naopak
- zménou znamének ucelové funkce
e Pievod podminky typu < na > a naopak
- tento prostiedek se pouziva, protoze Casto neni dodrzeno to, Ze pfii
maximalizaci uc¢elové funkce musi byt vS§echny podminky typu < a pfi
minimalizaci typu >
- tento prevod se uskutecni vynasobenim rovnice Cislem -1
e transformace podminky typu = na nerovnost
- rozSifenim této podminky na dvé podminky, pficemz jedna bude typu >
a druha typu <

- napf.:x1+2x2=3 — x1+2x2 <3

\%
o8}

— x1+2x2

13



e pfevedni redlnych proménnych na nezaporné

- matematickou substituci

1.2.3 Vlastnosti dualné sdruzenych tloh

I kdyz jde o rizné modely stejného problému, jsou dualné sdruzené ulohy pevné
svazany. Mezi dvojici dudlné sdruzenych tloh a jejich feSenimi existuje n¢kolik vztaht.

Dulezité vztahy dualn€ sdruzenych uloh lze formulovat tzv. vétou o dualité.

Tato véta definuje vztah hodnot tcelovych funkci dudlné sdruzenych uloh a tika:
EXistuje-li optimalni Feseni jedné z dudlné sdruzenych uloh , potom existuje optimadlni
reseni i dualné sdruzené ulohy a hodnoty ucelovych funkci obou uloh se pro tato
optimalni reSeni rovnaji“ (Plevny, 2010,s.123). Véta o dualité ma za disledek mnoho

dal$ich vztahti mezi dualné sdruzenymi alohami:

e Jestlize jedna z uloh nema feSeni z diivodii neomezenosti mnoziny piipustnych
feSeni, pak nema dudlné sdruzend tloha Zadné ptipustné feSeni

e Pro libovolna pfipustna feSeni dualné€ sdruZzenych uloh plati, Ze hodnota tcelové
funkce maximalizaéniho modelu je vZdy niZ§i nebo rovna hodnoté ucelové
funkce minimaliza¢niho modelu

- toto tvrzeni se take nékdy oznacuje jako slaba véta o dualité

e Ma-li jedna ze sdruzenych uloh optimalni feSeni, ma i1 druhd sdruZena uloha

optimalni feseni

e Maji-li obé sdruzené Glohy piipustné feSeni, maji také optimalni feSeni

Z véty o dualité 1ze také vyvodit moznost feSeni praktickych problémt dvéma ptistupy.

Problémy v praxi lze feSit tzv. primarnim pfistupem. Pfi feSeni problému timto

ptistupem hledame jedno vychozi ptipustné feSeni puvodniho modelu a poté se toto

feSeni snazime vylepsit. Pokud jiz dal$i vylepSeni neni mozné, prohlési se posledni

nalezené feSeni za hledané feSeni (napf. Simplexovd metoda). Druhym piistupem,
14



kterym lze tesit praktické problémy, je dudlni pfistup. Tento pfistup zacina dualné
pfipustnym feSenim, kterému odpovidd primarné nepfipustné feSeni (nespliiuje
omezujici podminky primarniho modelu), avSak s velmi dobrou hodnotou primarniho
kritéria. V dalSim kroku se hledaji takova feseni, pii kterych budou postupné splnény
vSechny primarni podminky s co nejmenSim zhorSenim priméarniho kritéria. Prvni
nalezené piipustné primarni feSeni je hledanym feSenim (napf. metody feSeni

dopravniho problému).

Tyto pfistupy k feSeni téze ulohy jsou mozné uskute¢nit jednak proto, ze se hodnoty
ucelovych funkci dualné sdruzenych uloh pro optimum rovnaji, a jednak také z toho
divodu, ze zname-li optimalni feSeni jedné ulohy, je mozné z n¢j pomérné jednoduse
uréit i optimalni feSeni dualné sdruzené ulohy. K tomuto urceni napomahd i véta

0 rovnovaze.

Touto vétou lze formulovat dalsi dulezité vztahy dualné sdruzenych tloh a tika: ,, Je-li
pro optimalni 7eSeni jedné ze symetrickych dudlné sdruzenych uloh splnéna k-ta
podminka jako ostra nerovnost (prislusna pridatna promenna je kladnd), bude se
Voptimalnim 7eSeni dudlné sdruzené ulohy k-ta proménna rovnat nule“(Plevny,
2010,5.123). Toto Ize formulovat i v obménéném stavu: ,,Neni-li k-ta proménnd
V optimdlnim 7eSeni nulova (tzn. je kladna,), potom je k-tda podminka pro optimalni
FeSeni dudlné sdruzené ulohy splnéna jako rovnost “(Plevny, 2010, 5.124). Tato véta ma
za dusledek to, ze je-li v optimalnim feSeni jedno z dvojice dualné sdruzenych omezeni
splnéno jako ostra nerovnost, je druhé omezeni splnéno jako rovnost. Je-li vSak
V optimalnim feSeni jedno z dvojice dualné sdruZenych omezeni splnéno jako rovnost,
neplyne z tohoto vztahu nic pro druhé z dvojice omezeni, tj. mize byt splnéno jako

ostra nerovnost 1 jako rovnost. Véta opacna tedy rozhodné neplati.

Vyznam dualnich proménnych i Gizce souvisi s pojmem stinové ceny. Stinové ceny jsou
strukturni dudlni proménné a jejich urceni je dulezité pro manazerské rozhodovani,
nebot’ jde o znalost toho, jak se hodnota tcelové funkce bude ménit v zavislosti na
zméné hodnoty pravé strany urcité podminky. Stinova cena je vlastné definovana jako
hodnota, o kterou se zméni hodnota ucelové funkce pti zméné hodnoty pravé strany i-té
podminky o hodnotu 1. Z hlediska dualnich proménnych je stinova cena pro i-tou
podminku ddna optimalni hodnotou i-té dudlni proménné. Pro ptiklad je ddno optimalni

feSeni dudlni ulohy: [ 0, 0, 3/7, 0, 0, 0, 0, 2/5]. Tyto hodnoty prave udavaji stinové ceny
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zdrojii v primarni tloze. Konkrétné pro tento piiklad optimalniho feSeni jsou vSechny
stinové ceny vyjma 3. a 8. Zdroje nulové. Stinova cena pro 3. zdroj ¢ini 3/7 a stinova

cena pro 8. zdroj Cini 2/5.

(Plevny, 2010, 5.123)

1.2.4 Reseni dualné sdruzenych viloh

Pro ziskdni optimélniho feSeni dvojice dualné sdruzenych uloh lze jednoduSe vyuzit
simplexovou metodu, nebot’ se v obou piipadech jedna o standardni tlohy LP. Kazdou z
obou dudln¢ sdruzenych uloh lze tedy feSit samostatné simplexovou metodou. Pro
urceni feSeni obou uloh, jak primarni, tak dudlni, vSak postacuje diky vété o rovnovaze
pouze znalost optimalniho FeSeni jedné z Gloh. K optimalnimu feSeni druhé ulohy se Ize
dopracovat i bez slozitych transformaci v simplexové metodé, a to nasledujicim

zpusobem:

M¢jme pro ptiklad ze simplexové tabulky vyfeSené optimalni feSeni duélni ulohy (0, 0,
0, 0, 3/8, 0, 0, 3/14). Hodnota ucelové funkce této dudlni tlohy je 15. Zcela zifejmou
veci tak bude hodnota tcelové funkce pro primarni ulohu. Hodnota Ucelové funkce
primaru bude jako disledek véty o dualité shodny s hodnotou tcelové funkce dudlu, pro
muj piiklad tedy 15. Pro nalezeni hodnot optimalniho feSeni primarni tlohy lze pouzit
vétu o rovnovaze, at’ uz v jejim piivodnim nebo dle potieby pieformulovaném tvaru.
Podle této véty plati, ze 5. a 8. podminka musi byt pro optimalni feSeni splnéna jako
rovnost, protoze v optimu dudlu jsou pravé na téchto pozicich hodnoty vétsi nez nula.
Po vyfeSeni této soustavy o dvou rovnicich (dv€ podminky dudlu jsou vetsi nez nula)
bych dostal optimalni feSeni primarni ulohy ve tvaru Xep = (X1, X2). Poté 1ze spiSe jen
pro kontrolu jednoduSe dopocitat hodnotu téelové funkce pro primarni problém, a to
dosazenim hodnot x; a X2 do Gcelové funkce. Z véty o dualité uz je znamo, ze se bude

rovnat optimu dudlu.

(Plevny, 2010, s.124)
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1.2.4.1 Simplexovd metoda

Tato metoda je jednim z moznych zplsobu, jak se dopracovat k optimalnimu feSeni
ulohy LP. A protoZe s ni budu pracovat a fesit dualni problém v mé praktické ¢asti, bylo
by vhodné si ji v této podkapitole pfipomenout a poukazat na vSechny ekvivalentni
upravy a postupy sméiujici ke spravnému ukonceni této metody atim spravnému
nalezeni optimalniho feSeni. Dal$imi moznymi zpusoby, jak se dopracovat k feSeni
ulohy linearniho programovani jsou napft. grafické feSeni ¢i feSeni v rozhrani MS Excel
nebo jinych pocitatovych softwart. Grafickou metodu pro ziskani optimalniho feSeni
ulohy LP lIze pouzit jen pro tlohy se dvéma rozhodovacimi proménnymi, proto je
simplexovd metoda ziejm¢ nejznaméjsi a nejvice uzivanou metodou a je pilifem

k pochopeni linearniho programovani jako takového.

Pro samotné feSeni modelu (at’ primarniho nebo dualniho) LP simplexovou metodou je
nejprve nutné pievést tento model do tzv. kanonického tvaru. Matematicky model,
respektive soustava jeho podminek, je v kanonickém tvaru, pokud spliiuje nékolik

kritérii:

1) vsechny podminky modelu jsou ve tvaru rovnosti
2) vsechny hodnoty pravych stran podminek jsou nezaporné
3) v matici koeficientd levych stran podminek existuje jednotkova

submatice, tzn. matice s 0-1 bazi

Splnéni téchto tii kritérii 1ze docilit prostym postupem, ktery predpoklada, Ze je dana
uloha v maximaliza¢nim tvaru. Pfevod z minimaliza¢niho na maximaliza¢ni tvar je vSak
velmi jednoduchy. Pro ziskdni maximalizace postacuje v pivodnim minimalizacnim
tvaru obratit vSechna znaménka u koeficientli tcelové funkce. Nebot pokud chci

néjakou hodnotu minimalizovat, vlastné pouze maximalizuji jeji opacnou hodnotu.
Napf. min z=5x3 + 2%, —  max z=-5X;— 2%

Po pfevodu na maximaliza¢ni tvar lze pro ziskani kanonického tvaru feSeného modelu

dodrZovat tento postup:

1) vynasobeni dané podminky hodnotou -1, v pripadeé, Ze je jeji prava

strana zdpornd — timto vynasobenim se ziskaji nezdporné¢ hodnoty
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pravé strany ptislusné podminky a splni se tak druhé vyse zminéné
kritérium. Pfi tomto nasobeni je vSak potfeba dbat na zménu
znaménka nerovnosti.

2) doplnéni pridatnych (doplikovych) proménnych, v pripadé
nerovnosti alespon néekteré z podminek — tyto proménné se dopliuji
do nerovnice za Ucelem ziskdni rovnosti. U nerovnic typu < se na
5 — 2x3— Xy + X3 =15) a unerovnic typu > se odcita (napi. 2x; — X
>5 — 2Xx1— X2 — X 3=15). Proménna x3 predstavuje praveé pridatnou
dopliikkovou proménnou, kterd mé& v feSenych ulohdch realny
ekonomicky vyznam a vyjadiuje, pokud je pfidatna proménna
kladnd, nespotfebované mnozstvi zdroje. Pokud je ptidatna
proménna zapornd, vyjadiuje pak mnozstvi ziskané nad stanoveny
minimalni limit. Toto nespotfebované mnozstvi nebo piekroceni
jakéhosi limitu pfimo neovliviiuje hodnotu ucelové funkce.

3) pridani pomocnych (umélych) proménnych pro ziskani jednotkové
submatice v matici levych stran podminek resené¢ho modelu — tato
proménna se uméle doplituje do té€ rovnice podminky, pro kterou
neexistuje v matici koeficienti podminek levych stran jednotkovy
sloupcovy (bazicky vektor).

Napf. max z = 2x; — 3Xp (+0x3 +0X4) — 0X5— ©Xg

za podminek: -2Xx; + 3Xy + X3 =6
3X1 + 3% -Xq4 + Xs =8
2X1 + 6X +Xg =6

X1, ....,Xg=> 0

matice koeficientli podminek levych stran:
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Cern& oznadena matice je pak jednotkova submatice, kterou uréuji pomocné proménné
doplnéné v piikladu. Tyto pomocné proménné nemaji zadny realny ekonomicky
vyznam, slouzi pouze k vytvoreni tzv. bazického feSeni v modelu, o kterém budu psat
dale. Uprava, kdy se pfi¢te &len jen na jednu stranu rovnice, samoziejmé neni
ekvivalentni, a proto je zapotiebi, aby vSechny pfictené proménné mély nulovou
hodnotu. K dosazeni nulovych hodnot pomocnych proménnych je pak poticba tyto
proménné zatizit velmi vysokymi zapornymi koeficienty.Tyto koeficienty jsou
znazornény v piikladu symboly w. Pokud by tedy ve vysledku pomocna proménna vysla
kladna, velmi by to snizovalo ucelovou funkci, coz je nepiipustné a mohl bych
prohlasit, ze feSeni takovéto tUlohy LP neexistuje. Po spravném pievedeni
matematického modelu na kanonicky tvar a urfeni jednotkové submatice se lze

propracovat k tzv. bazickému pripustnému FeSeni.

Toto feSeni Se nalezne, pokud se polozi rovny nule hodnoty vSech proménnych, které
netvoii jednotkovou submatici. U proménnych tvofici tuto submatici (v mém piikladu je
to X3, X5 & Xg) se pak tyto proménné rovnaji pravé strané¢ podminky, kde ma proménna

hodnotu 1.

X3 X5 Xg prava strana podminek

1 0 O 6 — X3=6
0 1 0 8 — x5=8
0 0 1 6 — X6=6

Vysledné bazické piipustné feSeni 1ze pak zapsat nasledovné: x=1[0,0,6,0,8, 6 ]

Toto feSeni je jen jedno z mnoha moznych feSeni a neni optimdlni, které¢ chceme ziskat.
Z ptedeslych znalosti o ulohidch LP je zndmo, Ze se optimalni feSeni hleda v krajnich
bodech konvexniho polyédru (mnozina vSech konvexnich kombinaci konecné
neprazdné mnoziny bodl). Kazdé bazické pifipustné feSeni tlohy LP v kanonickém
tvaru odpovida krajnimu bodu pfislusné mnoZiny piipustnych feSeni a naopak kazdy
krajni bod z mnoziny ptipustnych feSeni odpovida bazickému pfipustnému feSeni dané
ulohy. Tento fakt nam zdGvodnuje dalezitost nalezeni bazického ptipustného feSeni,
nebot’ 1ze namisto prozkoumavani krajnich bodii prozkoumavat a zaméfit se pravé na

toto feSeni. A to hlavné proto, Ze je jasné, ze pokud ma uloha LP néjaké optimalni
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feSeni, je mezi témito feSenimi 1 bazické pfipustné feSeni soustavy omezujicich

podminek. Pokud ma pak tloha jediné optimalni feSeni, musi toto feSeni byt zaroven

bazickym piipustnym feSenim. Na téchto faktech je zalozen princip a mySlenka celé

simplexové metody:

1)

2)

3)

Nalezeni bazického pripustného reseni — toto bazické ptipustné feSeni obsahuje
kanonicky tvar, spoc¢iva to v nalezeni jednotkové submatice, jak uvadim vyse

Prechod z jednoho bazického pripustného reseni do jiného bazického
pripustného Feseni s lepsi hodnotou ucelové funkce — tento krok se provede tak,
ze se ekvivalentnimi Upravami nahradi jeden ze sloupcovych bazickych
jednotkovych vektorl jinym (podobné jako pii feSeni soustavy rovnic), ktery
neni v bazi. To znamend, ze v bazickém piipustném feSeni bude analogicky
jedna z bazickych proménnych nahrazena jinou. Hodnoty zj - cj (CBTAJ' - Gj)
v pomocném fadku (viz tab. 1) nam pak fikaji, ktery sloupec nové zavedeme do
hodnotou z; v pomocném fadku. Tomuto pravidlu se pak fikd sloupcové
pravidlo. Pro urceni ktery sloupec vypadne z baze je pak zapotiebi jesté urcit na
které¢ pozici (ve kterém fadku) v uréeném sloupci bude hodnota 1. Tento
koeficient se nazyva urcujici prvek neboli pivot. Tento urcujici prvek nesmi byt
zaporny ani nula, a tak mohu fici, Zze ve vybraném sloupci se vybira uréujici

prvek ze vsech kladnych koeficientil ajs v tom fadku, pro ktery je hodnota podilu

bi/ais minimalni. Tato regule se pak nazyva radkové pravidlo.

Kontrola, zda lze nalézt bazické pripustné reSeni s vyssi hodnotou ucelové
funkce — pokud je v pomocném tadku néktera z hodnot zaporna, vyplyva z toho,
ze zavedenim odpovidajiciho fadku do baze a spravnym nalezenim pivota lze
dosdhnout jesté lepsiho feSeni s vySsi hodnotou ucelové funkce (pro
maximalizaci). Jsou-li tedy na vSech pozicich v pomocném tadku nezaporné
hodnoty, mohu toto aktualni bazické ptipustné feSeni prohlasit za nejlepsi mozné

feseni, tedy za optimalni feSeni (tzv. kritérium optimality). Pokud se tedy

vV pomocném fadku nachézi na né&jaké pozici zaporné Cislo, je zapotiebi znovu
tabulku transformovat dle vySe zminénych pravidel. Tato transformace se
neustale opakuje az do faze, kdy je spln€no kritérium optimality (v pomocném

fadku jsou vSechna Cisla nezdporna).
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Tabulka 1: usporadani simplexové tabulky

Zdroj: Plevny, 2010

V hornim tadku pfedstavuji proménné Ci, Cy ..., ¢, koeficienty tcelové funkce. Do
tietiho az patého tadku se pak vypisuji jednotlivé podminky, posledni sloupec je pak
sloupec pravych stran podminek. V prvnim sloupci B se nachazeji jednotlivé bazické
proménné a v nasledujicim sloupci Cg pak koeficienty Gcelové funkce pro tyto bazické
proménné. Posledni fadek je pomocny tfadek, ktery je potfeba k vyuziti sloupcového
pravidla a na jeho konci se nachazi HUF, coZ je hodnota uéelové funkce pro zadany
model. Algoritmus simplexové metody je sestaven tak, ze automaticky piedpoklada, ze
vSechny proménné pouzité v feSeném modelu jsou nezéporné. Proto se do vychozi
tabulky nikdy nezafazuji obligatni podminky. Proto se do vychozi tabulky nikdy
nezarazuji obligatni podminky. Pro lepsi piehlednost a zkouSku, jak cely algoritmus

funguje, zde uvadim jeden piiklad. Pro tento ucel neni tfeba zadany model ekonomicky

interpretovat.

Priklad:

max z =600 x; + 900 x,

za podminek: 3X1+ 5%, <1000

4 xq+ 5x, < 2000; X120, x>0

Nejprve je potfebné upravit model na kanonicky tvar, podle postupu, ktery uvadim

vyse.
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max z =600 x; + 900 x;
za podminek: 3 X+ 5Xo + X3 = 1000
4x1+  5X + X4=2000
x>0, j=1,2,3,4

Tento piiklad uz se nachdzi v maximalizaCnim tvaru, a proto neni tfeba jakkoli ménit
znaménka ucelové funkce. Pravé strany podminek jsou také nezaporné, jak je pro
prevedeni do kanonického tvaru nezbytné, a proto prvnim krokem, ktery je tfeba ud¢lat,
je prevedeni podminek ze tvaru nerovnosti do tvaru rovnosti. Tohoto kroku se docili
pfidanim doplitkovych proménnych do podminek. Protoze obé podminky byly ve tvaru
<, pridatné (dopliikkové) proménné se pficitaji. Po prozkoumani modelu s pfidatnymi
proménnymi a nanesenim podminek do matice je patrné, Zze model obsahuje
jednotkovou submatici a neni tak tfeba pridavat dal§i pomocné proménné. Vyse
uvedeny model Ize tak prohlésit za model v kanonickém tvaru a je mozno ho nyni

piepsat do simplexové tabulky (tab. 2).

Tabulka 2: vychozi simplexova tabulka

Zdroj: Vlastni zpracovani, 2014

Pti zapisovani modelu do simplexové tabulky je tieba davat pozor, aby proménné
v bazi, které se zapisuji do sloupce B (v mém piipad¢ x3 a Xs4), byly zapsany v tom
radku, ve kterém obsahuje bazicky sloupec odpovidajici této proménné hodnotu 1.
Sloupec Cg pak obsahuje hodnoty opsané z prvniho fadku tabulky. Hodnoty z; — ¢j v
pomocném fadku se vypocitaji podle zminéného vztahu Cg'A; — ¢; Pro sloupec x; se

hodnota v pomocném tadku rovna tomuto vztahu: z; — ¢; = (0*3 + 0*14) — 600 = -600.
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Pro sloupec x; pak z;— ¢, = (0*5 + 0*5) — 900 = - 900. Obdobny zptisob se uziva pro
vSechny zbylé tfadky predstavujici jednotlivé proménné. Z takto spravné sestavené
tabulky Ize jednoduse splnit prvni krok, kterym je nalezeni bazického piFipustného
feSeni. Proménné, které netvofi jednotkovou submatici (X1, X2), se polozi rovny nule
a bazické proménné se pak rovnaji hodnoté pravé strany, kde mé konkrétni bazicka
proménnd hodnotu 1. Bazické pfipustné feSeni se tedy v tomto piipadé¢ rovna
x =[0, 0, 1000, 2000]. Po dosazeni tohoto feSeni do tcelové funkce vyjde jeji hodnota
nulova. Jelikoz chceme vysledek maximalizovat, je zjevné, ze toto feSeni neni
optimalni. Nicmén¢ neodporuje podminkdm a lze ho prohlasit za piipustné. DalSim
krokem je hledani nového piipustného feseni s lepsi (v mém piipad¢ vétsi) hodnotou
ucelové funkce. Pro nalezeni tohoto lepSiho feSeni je nejprve tieba spravné vyuzit
sloupcového i fadkového pravidla a najit pivota. Moje uloha je maximaliza¢ni, a tak
budu tedy do béaze dle sloupcového pravidla nové zavadét proménnou s nejnizsi
zapornou hodnotou v pomocném fadku. V mém piipad¢ je to proménna x, S hodnotou
-900 v tomto fadku. Z divodu zjisténi, na kterém fadku se bude nové nachazet hodnota
hodnotou v mnou nalezeném sloupci x, zjistim, ze pivot se bude nachézet v prvnim
fadku tohoto sloupce (1000/5 < 2000/5). Nyni je zapottebi pietransformovat tuto
tabulku do nové vychozi simplexové tabulky, tak aby byla v bazi zavedena proménna
Xo. Transformace probihé stejné jako pfi feSeni soustavy rovnic v maticovém tvaru tzv.

Gauss — Jordanovou metodou. Ziskané hodnoty lze opét nanést do simplexové tabulky
(tab. 3).

Tabulka 3: simplexova tabulka po prvni transformaci

B

200

1000

180000

Zdroj: Vlastni zpracovani, 2014
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Z této simplexové tabulky lze stejnym zptisobem vycist nové lepsi bazické ptipustné
teseni. XY = [0, 200, 0, 1000]. Po dosazeni tohoto feSeni do tcelové funkce ziskam jeji
hodnotu rovnu 180 000. Je tak jasné, Ze jsem se opravdu dopracoval k lep§imu feSeni,
nebot’ hodnota ucelové funkce oproti minulé hodnot¢ stoupla (maximalizace). Nemohu
vSak stale prohlasit, Ze nalezené feSeni je optimalni, nebot’ se v pomocném tadku stale

nachdzi zaporné Cislo a je tak potfeba uvedeny postup jesté néjméné jednou opakovat.

Opét je zapotiebi z nové simplexové tabulky vybrat pomoci sloupcového a fadkového
pravidla urcujici prvek. Z této tabulky je patrné, ze budu nové do baze zavadét
fadkového pravidla pak zjistim, Ze pivot se bude nachazet v prvnim tfadku, protoze
200/0,6 < 1000/1. Stejnou transformaci jako v prvnim kroku dostanu nové hodnoty,

které lze opét zapsat do simplexové tabulky (tab. 4).

Tabulka 4: simplexova tabulka s optimalnim FeSenim

b

1000/3

2000/3

200000

Zdroj: Vlastni zpracovani, 2014

Dopocitanim pomocného fadku vySe zminénym zpusobem vidim, Ze vSechny hodnoty
Vv tomto fadku jsou nezaporné a tudiz nové nalezené bazické piipustné feSeni mohu
podminkam, které by mélo pro moji maximalizac¢ni ulohu vétsi hodnotu ucelové funkce.
Po dosazeni optimalniho FeSeni x@ = [1000/3, 0, 0, 2000/3] do ucelové funkce dostanu
jeji hodnotu rovnu 200000. Tento ukazkovy ptiklad je tedy u konce a jeho optimalni
feSeni lze zapsat i takto: x;= 1000/3, X, = 0, X3 = 0, X4 = 2000/3.

Pti feSeni modell linedrniho programovani simplexovou metodou mohou vSak nastat
I zvlastni pfipady. Simplexovou tabulku v téchto pfipadech nelze upravit do
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pozadovaného tvaru, kdy se v pomocném tadku nachdzi vSechny hodnoty nezaporné
aje tfeba ji ukoncit jinym zpusobem. Existuji Ctyfi takovéto piipady jiného ukonceni
vypoctu simplexové metody. Prvnim piipadem je piipad, kdy v pomocném ftadku
existuje hodnota, ktera je zaporna a lze tak uplatnit sloupcové pravidlo, ale v kazdém
radku tohoto sloupce jsou hodnoty zaporné nebo se rovnaji nule. V takovémto piipade
nelze najit pivota a posledni nalezené feSeni tak neni optimalni, ale nové nelze urcit, je
nedosazitelné. V tomto piipadé se simplexova metoda ukoncuje prohlaSenim, ze
optimalni feSeni neexistuje z dlivodu neomezenosti mnoziny piipustnych feSeni. Druhy
ptipad, ktery mulze nastat pii feSeni modelu LP simplexovou metodou, je ptipad, kdy
pomocné (umélé) promeénné vyjdou v optimalnim feSeni nenulové. Tyto proménné, jak
uz bylo feSeno, slouzi pouze k ziskani modelu v kanonickém tvaru a kladné hodnoty
téchto proménnych tak vyjadiuji fakt, Ze nékteré omezujici podminky nejsou splnény
a optimalni feSeni ptivodni ulohy tak neexistuje z diivodu neexistence ani jednoho
piipustného feseni. Za specialni pfipad se povazuje i pfipad, kdy se v pomocném fadku
vysledné optimalni simplexové tabulky vyskytuje hodnota 0 pro jinou nez bazickou
proménnou. V tomto piipad¢ nastdva optimum pro vice krajnich bodi a optimélnim
feSenim je tak kazdé fesSeni se stejnou hodnotou ucelové funkce. Poslednim zvlastnim
ptipadem je piipad, kdy se béhem vypoctu objevi tzv. degenerované bazické teSeni,
které¢ ma za duasledek neustalé cykleni vypoctu a nelze ho tak ukoncit zddnym z vyse
uvedenych vypocti. Toto degenerované bazické feSeni se d& rozpoznat tak, Ze ve

sloupci pravych stran simplexové tabulky se nachazeji nulové hodnoty.
(Plevny, 2010,s.72)

Uz je znamo, ze feSenim primarni ulohy se ziské i feSeni dualni ulohy, nebot” dudlni
ulohu lze prohlésit za primarni a primarni zas za dudlni. To znamena, Ze i feSenim
duélni tlohy lze ziskat feSeni primarni tilohy. Pravé na tomto poznatku je zalozena tzv.
duilni simplexova metoda (dualni simplexovy algoritmus). Tato metoda je
pouzivana za jistych podminek pro feSeni primérni ulohy, kterd vSak fesi dudlni ulohu
a feSeni primarni ulohy je vlastné jeho vedlejsi produkt. Duélni simplexova metoda je
uzpusobena tak, aby ji bylo mozno pouzit v primarni simplexové tabulce. Nepracuje
S umélymi proménnymi, a proto v piipadech, kdy ji lze pouzit, je vyhodnéjsi nez
normalni simplexova metoda. Narozdil od primarniho simplexového algoritmu, kde se

nejprve najde feseni, které je primarné piipustné (tzn. transformované pravé strany jsou
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nezaporng), ale neni dualné pripustné. Tento algoritmus se opakuje az do té doby nez je
nalezené feSeni pfipustné i dualn€ (tzn. v maximaliza¢ni uloze jsou vSechny koeficienty
v pomocném fadku nezéporné, v minimalizani Uloze nekladné). To znamena az do
doby, nez se nalezne optimalni feSeni. Z véty o dualité vSak vyplyva, ze pti feSeni tloh
LP lze postupovat i opacné. Zatne se feSenim, které je pripustné dudlné, ale neni
ptipustné priméarné. V dalSich krocich pak probihaji transformace az k feSeni, které je
primarn¢ i dudlné pfipustné. Tento postup se pak nazyva onen dudlni simplexovy
algoritmus. Vychozi feSeni sdruzenych uloh je pro piehled znazornéno v nasledujici

tabulce (obr. 5).

Obrazek 5: vychozi feSeni sdruZenych uloh

Primarni problém Duélni problém Metoda FeSeni

Ptipustné feseni Nepfipustné feSeni Simplexova metoda

Nepftipustné feseni Ptipustné feseni Dualn¢ simplexova metoda

Ptipustné feseni Ptipustné feseni Optimalni feseni

Zdroj: Lagova, 2009

Samotny algoritmus dudlni simplexové metody se zaciné tzv. testem optimality, kdy se
zjist'uje, zda je nové bazické feSeni piipustné primarné i dualné, ¢ili zda je optimalni.
V ptipadé¢, Ze feSeni je ptipustné pouze dudlné, l1ze pouZzit dudlni simplexovy algoritmus,
ve kterém je dal§im krokem urceni vektoru, ktery se vylou¢i z pivodni baze. Je to
vektor lezici v 1- tém fadku, ktery ma nejmensi hodnotu proménné x (xj = min). Tento
radek se nazyvd vedouci tfadek. DalSim krokem je podobné jako u primérniho
simplexového algoritmu, kde uplatiiuji sloupcové a fadkové pravidlo, ur¢eni vektoru,
vSechny hodnoty pj; vEtsi nez nula, je to signal pro to, ze tloha nema pfipustné feseni.
Po nalezeni vektoru, ktery se zavede do baze, je na fad¢ klasicka transformace prvka
simplexové tabulky podle obvyklych postupii. Tento postup se opakuje az do doby, kdy

nalezené feSeni je optimalni (je dudlné i primarné piipustné).

(Lagova, 2009, s.164)

26



1.2.5 Ekonomicka interpretace dualnich proménnych

Pfedem by bylo vhodné fici, Ze neexistuje zadny vSeobecny navod, jak interpretovat
dudlni proménné. Je to hlavné z toho divodu, ze jejich ekonomicky vyznam uzce
souvisi s konkrétnim problémem, jehoz matematicky model feSime jako ulohu LP.
Sdruzené modely maji fadu vlastnosti, které jsou definovany ve vétach o dualité, pro
ptehlednost a lepsi viditelnost ekonomického vyznamu dualnich proménnych zde uvedu

jeden ilustracni priklad:
maximalizace Z=T17Xy + 27X, + 56X3
za podminek: 2x1+ 2%+ 3X3<28
X1+ 33X+ 2x3>21
Xj>0,j=1,2,3

Zpusob propracovani se k optimalnimu feSeni pomoci simplexové metody jsem uvedl
vyse. Po pfevedeni modelu na kanonicky tvar a spravnym doplnénim do simplexové
tabulky a jejimi naslednymi spravnymi transformacemi jsem se dopracoval

K optimalnimu feSeni této Glohy linearniho programovani (obr. 6):

Obrazek 6: optimalni FeSeni ulohy

Dualni proménné

Zdroj: Lagova, 2002

V této tabulce jsou X1, X2, X3 proménné zakladni. Pfi pfevodu na potiebny kanonicky
tvar bylo nezbytné vyuzit pfidatnych proménnych, které jsou v tabulce zndzornény jako

Xa, X5, Pro ziskéani jednotkové submatice bylo zapotiebi vyuzit i pomocné promeénné,
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ktera je kvuali vétsi prehlednosti a faktu, ze nemd vliv na feSeni znazornéna jako y;.
Posledni fadek dudlnich proménnych je v tabulce obsazen pro vétsi piehlednost a presné
urceni jednotlivych dualnich proménnych. V tabulce je znazornéno jak optimalni feseni
vyse zadaného primarniho modelu X’ = (21/2,7/2, 0, 0, 0), tak optimalni feSeni dualniho
modelu u® = (51, 25, 0, 0, 47). Hodnoty u&elovych funkci obou uloh jsou stejné
arovnaji se 903.Toto dudlni feseni se jednoduse ziska z radku z; ucelové funkce, kdy se
zacina diky zminénym spolecnym vlastnostem dualné sdruzenych uloh od sloupce prvni
piidatné proménné a konéi se v poslednim sloupci zakladni proménné. Z tabulky je tak
patrné, Ze strukturni dudlni proménné jsou ve sloupcich pfidatnych proménnych
apfidatné proménné dudlniho problému Ize najit pod strukturnimi proménnymi
primdrniho problému. Optimalni feSeni dudlni uUlohy ke vzorovému piikladu
Vv piedchazejici kapitole by bylo po poukdzani na tuto zavislost w = (200, 0, 0, 100).
Strukturni dudlni proménné, jak uz jsem psal, se také nazyvaji stinové nebo redukované
ceny. Tyto proménné lze interpretovat jako ocenéni jedné jednotky kapacity ve vztahu
K hodnot¢ Gcelové funkce, jedna se tedy vlastné o marginalni ocenéni kapacit. Stinové
ceny vlastné ukazuji vztah Cinitel k hodnoté ucelové funkce primarniho problému.
Zvysi-li se prava strana i-t¢ého omezeni o jednu jednotku, zvysi se (popf. snizi) hodnota
ucelové funkce o hodnotu dudlni proménné u;. V tomto vzorovém piiklad¢ je hodnota
prvni strukturni dudlni proménné rovna 51. Zvysi-li se tak b; o jednotku, zvysi se
I hodnota ucelové funkce primarniho problému o 51. Hodnota druhé dudlni proménné se
rovna 25, zvysi-li se tak by o jednotku, snizi se hodnota Gcelové funkce primarniho
modelu 0 25. To zda se hodnota ucelové funkce zvysi ¢i snizi, urCuje znaménko
koeficientu u pomocné proménné yi.Pfidatné dudlni proménné odpovidaji stinovym
neboli redukovanym cendm primarni proménné. Tyto dudlni proménné konkrétné
ukazuji, o kolik se musi zvysit poptipad¢ sniZit cenovy koeficient primarniho problému
tak, aby proménna byla z hlediska hledané¢ho extrému tucelové funkce vyhodna. Piidatné
duélni proménné us a Us jsou rovny nule. Jim odpovidajici strukturni primarni proménné
X1 & Xz jsou tak proménné zékladni a jejich cenovy koeficient neni tfeba ménit. Pridatna
odpovidajici strukturni proménnou primarniho problému x3, aby tato proménna byla

Vv této maximaliza¢ni loze vyhodna.

(Lagova, 2002, s.105)
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Jak uz bylo napsano vyse, neexistuje zadny obecny ndvod, jak interpretovat dualni
proménné. Proto vSechny vyse popsané vztahy plati jen pro dané optimalni feseni. Jisty
velmi zjednoduseny navod pro lepsi pochopeni ekonomického vyznamu dualnich
proménnych existuje pro jednu z nejvyuzivanégjSich uloh opera¢niho vyzkumu, a to
ulohu planovéani vyroby. Z nasledujici tlohy budou jasné shrnuté a patrné veskeré
vztahy mezi primarni a dudlni ulohou a zejména mezi jejimi ekonomickymi

interpretacemi.

M¢jme tedy ptiklad, kdy vyrobce vyrabi 2 druhy vyrobkl Vi, V», které prodava na trhu
za ceny C1,Cp. K jejich vyrobé potiebuje 3 rizné suroviny Si, S, S3. Normované
spotfeby (mnozstvi i-t¢ suroviny potiebné k vyrobé jednotkového mnoZstvi j-t€¢ho
vyrobku) ozna¢im jako aji. Po né¢jaké dobé dojde k rozhodnuti vyrobce, Ze zrusi tuto
vyrobu, pficemz mu zastalo jist¢é mnozstvi vyrobenych vyrobkli a nespotfebovana
mnozstvi by, by, bssurovin Sy, Sy, Ss, ktera chee prodat. Otazkou je za jaké ceny ma tyto
suroviny prodat? Pfi feSeni tohoto piikladu je dobré vychazet z ivahy, Ze se vyrobce
bude chtit nepotiebnych surovin co nejdiive zbavit, tzn. bude je chtit prodat co
nejlevnéji. Pokud by vSak Sel s cenami pfiili§ nizko, je moznost, Ze suroviny koupi
n¢kdo, kdo z nich bude chtit vyradbét stejné vyrobky a prodavat je levnéji, ¢imz zbylé
vyrobky pivodniho vyrobce vytlaci z trhu. Aby bylo této situaci zabranéno, musi
vyrobce urcit vhodné prodejni ceny yi, Y2, Y3 surovin S, S, Ss tak, aby ten, kdo je
koupi, nemohl vyrabét levnéji. Cena vyrobku Vi, za kterou by jej bylo mozno vyrabét
pfi vyprodejnich cendch yji, Y», Y3 (cenu prace, rezii a dal§i polozky v tomto
zjednoduSeném modelu nebudu uvazovat, 1ze je do né€j vsak samoziejmé zapracovat)
a kterd nesmi klesnout pod cenu c; je potom déna vztahem: ajy; + aznyz + asiys.
Obdobn¢ bude vyjadiena cena druhého vyrobku, kterd nesmi klesnout pod cenu c;: a1
+ axpy> + asys Celkovéa cena vyprodavanych surovin pak dle zadanych proménnych
bude: byy1 + byy, + bsys. Dle takto zapsanych cen uz Ize jednoduse zapsat matematicky

model této ulohy.

Minimalizace  byy; + boy, + bsys

Za podminek: ajjy; +axy,+ asiys >ci
ai2y1 + Y2 + azys > C2

Y1, Y2, ¥3=0
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Proménné yi, Yo, Y3 vyjadiuji, jakou skutecnou hodnotu maji v dany okamzik suroviny
Si1, Sy, Sz pro podnik. Tyto ceny nemusi mit s objektivnimi cenami na trhu Zadnou

souvislost.

Zkonstruuji-li k tomutu modelu dle vySe zminénych pravidel a postupti model dudlni

ulohy dostanu nasledujici model:
Maximalizace C1X1 + CoX2
Za podminek a;1Xy + apXo<bg
21Xy + axX2 < by
a31X1 + agX2 < bz
X1, X2 >0

Pti porovnani tohoto dualniho modelu s modelem klasické tillohy planovani vyroby je
patrné, Ze se jednd o model ulohy, kterd ptfedstavuje vyrobni program ptivodniho
vyrobce. Proménné x3, X2 pak vyjadiuji konkrétni pocet vyrobenych kusti vyrobkl Vi,
V, Formulace této Glohy planovani vyroby (dudlni tloha k mé vySe zapsané vzorové
primarni uloze) by pak mohla znit naptiklad tak, ze je potieba stanovit plan vyroby
s maximalnim celkovym ziskem z prodeje vyslednych vyrobku tak, aby pro zadny typ
zdroje nebyl prekrocen limit jeho spotieby. Z tohoto ptikladu a jeho utvofené dudlni
ulohy je patrnd uzka provdzanost obou modeli a zejména jejich ekonomicka

interpretace.

(Linda, 2009, s.66)
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2. PRAKTICKA CAST

V této Casti mé prace jsem spolupracoval s podnikem na vyrobu autodili a jinych
ptislusenstvi, ktery mi také ochotné poskytl pottebné informace pro spravné vyhotoveni
praktického piikladu v této Casti. Spolecnost se nazyva Trost autoservice technik a jiz
témef rok v ni uspésné¢ vykonavam brigadu prostfednictvim dohody o provedeni prace
(DPP) piipadné dohody o pracovni &innosti (DPC). Tato firma ma mnoho pobodek
Vv Sesti zemich Evropy. Pobocka, kde jsem ja vykonaval svou ¢innost, se nachdzela
v Nytanech, piiblizné 15 kilometrti od Plzn€. VySe sepsand teoretickd ¢ast by mi pak
méla slouzit jako dostate¢ny podklad pro vyfeSeni praktického ptipadu tykajiciho se
duality uloh LP, ktery ptimo souvisi s planovanim vyroby v této spole¢nosti. Samotny
priklad bude obsahovat sestaveni matematického modelu primarni tlohy a jeho
nasledny pievod na ulohu dudlni, feSeni obou uloh pomoci simplexové metody

a Vv neposledni fad€ ekonomickou interpretaci ziskanych vysledk.

2.1 O spolecnosti Trost autoservice technik

Spole¢nost Trost auto service technik vyrdbi a prodava nédhradni dily na osobni
i nakladni automobily v¢etné ostatnich pfislusenstvi. Mezi jeji produkty patii i rtizna
nafadi a vybaveni dilen, a také kvalitni logistické sluzby. Firma Trost expanduje jako
7adna jina firma v oboru, a také proto je jednim z ptrednich velkoobchodii s ndhradnimi
dily na automobily v Evropé€. Spolecnost zaméstnava 4000 lidi na 160 mistech po celé
Evropé. Firma ma vice jak 150 pobocek v 6 zemich Evropy (Pfiloha A). Hlavni
pobocky se nachéazeji v Némecku, kde je také jejich pocet nejvyssi. DalSimi zemémi,
kde firma ptisobi, jsou Rakousko, Slovensko, Rumunsko, Ukrajina a 11 pobocek se také
nachazi na tizemi Ceské republiky. Konkrétni seznam pobodek je umistén v piiloze.
Trost autoservice technik mé, co se tyce vyroby, 4 hlavni odd€leni (osobni automobily,

nakladni automobily, nafadi, gardZové vybaveni), které jsou dale Clenény do dalSich
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nékolika samostatnych dilen. Celkovy pocet téchto pododdéleni (dilen) je pak ptesné

padesat.

2.1.1 Historie firmy

Ernst Misol, praotec soucasného majitele firmy Trost Joachima E. Trosta, se pohyboval,
jako konstruktér motord u Gottlieba Daimlera v automobilovém pramyslu jiz od jeho
prvopocatki. V roce 1904 zalozil pravdépodobné prvni velkoobchod s ndhradnimi dily
v Némecku: Ernst Misols 'Motoreninstandsetzungsbetriecb und Motorenteilehandel'
v Bad Cannstattu, pobliz Stuttgartu. Prvni vyhradni zastoupeni vyrobcti ndhradnich dilt
na automobily ziskava v roce 1927. V roce 1934 piebira vedeni spole¢nosti od Ernsta
Misola jeho zet' Eugen Trost, ktery mimo jiné pfejmenuje spolecnost podle sebe na
Trost. Eugen Trost se orientuje na prodej motorovych nahradnich dild, kdy ziskdva
generalni zastoupeni pro celé Némecko, zvlasté silnou pozici si buduje v oblasti Baden

und Wiirttemberg, ¢imz vytvati zaklad pro dnesni tspéch firmy.

Firma TROST dnes jiZ nenabizi svym partnerim pouhy prodej ndhradnich dilti. Od roku
1996 v ramci nové zavedeného servisniho konceptu Autofit také kompletni soubor
technickych, organizanich a komunikacnich sluzeb. V roce 2005 nasleduje tento
servisni koncept 1 koncept Truckfit, ktery je zaméteny na uzitkova vozidla. Od roku
2007 nabizi firma Trost v rdmci servisnich konceptt tfi nova oznaceni pro své partnery,
kterymi jsou AutoAuto, autonetto a Autogo. V roce 2008 se firm¢ Trost podaftilo, diky
fizi se skupinou Meteor, rozsifit svou distribucni sit’ ve stiedni a vychodni Evrop¢ a stat
se tak jednou z mala evropskych spolecnosti piisobicich v oblasti velkoobchodu
s automobilovymi dily. Dikazem je i plsobeni firmy na 160 mistech v Sesti zemich

Evropy.

S platnosti od 1. dubna 2009 schvalil antimonopolni ufad podnikatelskou ¢innost
spoleCnosti firme¢ Trost auto service technik SE (evropska spolec¢nost) se sidlem ve
Stuttgartu. Spolecnost vznikla spojenim skupin Trost a KSM, kdy 60% podil nalezi
rodin€ Trost a 40% podil nadaci JoachimaHerze. Nové vznikla spole¢nost Trost auto
service technik SE s ro¢nim obratem 825 miliont EUR a 4000 zamé&stnanci zaujima
pfedni misto mezi distributory nadhradnich dild v Némecku 1 v ostatnich ¢astech Evropy.
Diky 107 pobockdm po celém Némecku se podatfilo vytvofit pfedni prodejni

a distribucni sit’ zavedenou na némeckém trhu s nihradnimi dily pro automobily.
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S dalsimi 63 pobockami v Rakousku, Rumunsku, Slovensku, Ceské republice
a Ukrajin¢ disponuje Trost autoservice technik silnou prodejni siti i mimo Némecko,

coz této firm¢ otevird dvefe na rostouci trhy ve stfedni a vychodni Evropé.

2.1.2 Produkty a sluzby firmy

Spolecnost nabizené produkty tfidi do skupin dle jednotlivych vyrobnich oddéleni.
Vzniknou tak c¢tyfi hlavni skupiny nabizenych produktl, které se dale rozdéluji do
podskupin, které ve vyrobé maji na starost samostatnd mensi oddéleni. Firma Trost
nabizi vice nez 500.000 znackovych polozek i cenové pfijatelnéjSich alternativnich
znacek. VétSina produktl ¢i vyrobkl miii i do automobilové prvovyroby, coz sveéd¢i

0 jejich vysoké kvalité.

Prvni oddé€lenim je oddéleni zabyvajici se vyrobou sortimentu pro osobni automobily.

Do této skupiny produkt spadd 12 podskupin, které¢ se kazdé tykaji jinych ¢asti aut.
Prvni znich jsou produkty tykajici se vyfukovych systémii. Firma prodava veskeré
moderni produkty ztéto podkategorie, které spliuji veskeré pozadavky na ochranu
dily od katalyzatoru, ptes sttedni vyfukovy dil, az po sportovni koncovy dil vyfuku, a to
pro veskeré znacky a typy automobill. Tyto dily navic spliluji veskeré emisni limity
(EURO 1 — EURO 4). Dalsimi produkty jsou vyrobky, které maji na starost pohon
vozidla. Toto pododdé€leni vyrabi a prodava poloosy, sady homokinetickych kloubt ¢i
ruzna lozZiska. Podskupina osvetleni pak nabizi pracovni reflektory, hlavni svétlomety,
zadni svétla, Zarovky, postranni obrysova svétla a ndhradni a pfidavna svétla. DalSim
vyrobnim pododdélenim jsou brzdy. Tento druh sortimentu zahrnuje ABS senzory,
brzdové kotouce, lanovody a brzdové oblozeni na vice nez 1.800 modelii automobilti.
Produkty slouZici k vnitinimu ¢i vnéjSimu ¢isténi vozidla jsou starosti pododdéleni
chemické produkty. Tato skupina produktii nabizi prostfedky na ochranu pted korozi,
rizné typy oleji a udrzbaiské, opravarenské, Cistici a oSetfujici ptipravky. Podskupina
elektrika a elektronika pak zprostiedkovava vyrobu a prodej autobaterii, alternatoru,
startéril a dily z oblasti zapalovani nebo tizeni motoru. Nabidka dalSiho z podoodéleni,
ato podvozek, zahrnuje pak rozmanity sortiment poloos, loziskovych ulozeni, ¢ept
a pruzin, pryzovych a kovovych dili podvozku, spodnich ramen, zavési kol a jejich

soucasti, opravarenskych sad, vzpér stabilizatorii, prachovek, tlumici a korek¢nich
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Sroublt odklonu kol. Dalsi podskupina produktii pro osobni automobily se nazyva
karoserie. Vedle rozmérové piesnych plechafskych a dalSich karosaiskych dila
a autoskel nabizi také tazna zatizeni. Pododd¢leni klimatizace a chlazeni pak nabizi vice
jak 50.000 dila pro klimatizacni jednotky. Dulezitou podskupinou vyrobku je rizeni.
Timto odd¢€lenim jsou nabizeny axialni klouby, ¢epy a kompletni fizeni. Dilna majici na
starost skupinu motor vyrabi a prodava filtry, vackové hiidele, femenice, bloky motoru,
hlavy valct, turbodmychadla, pistni krouzky a tésnéni a Srouby hlav valcta. Z tohoto
vyrobniho oddé€leni se mi povedlo ziskat potfebné informace a bude se ho tak tykat miij
prakticky ptiklad. Poslednim pododdélenim tykajici se osobnich automobilti jsou
produkty zaméfené na prislusenstvi. Jedna se o tazna lana ¢i tyCe, pfepravni systémy,

sn¢hové fetézy nebo ptepravni boxy.

Toto bylo hlavni a nejcastéj$i oddéleni, které nabizi nejvice produktd. Dalsi odd¢leni

produktii budu pro piehlednost uvadét v schématickém tvaru.

Sortiment pro nakladni automobily:

Vyfukové systéemy — ohebné dily, tlumi¢e vyfukl, koncovky, chemické piisady pro

¢isténi vyfukovych plynit, filtry pevnych ¢astic a katalazatory

Naprava — dily podvozku, rafky kol a jejich loZiska, Cepy fizeni, stabilizatory

a kompletni kola

Pohon — pfitlaény talif, spojkova lamela a lozisko, setrva¢nik, tésnici krouzky, vypinaci

spojkové systémy, senzory a hydraulické a pneumatické ovladaci systémy

Osveétleni — pracovni svétla, reflektory, Zarovky, bo¢ni obrysova svétla a vystrazna

svétla

Brzdy — mechanické, pneumatické a hydraulické brzdové soucastky
Chemické produkty — oleje a maziva, ¢istici prostiedky na lak a plasty
Elektrika a elektronika — alternatory, akumulatory, snimace a regulatory

Kabina ridice — karosarské dily, dvefe, narazniky, spodni a vrchni spoilery, zrcatkové
a stiraci systémy, skla, slune¢ni clony, deflektory, sedadla fidice a spolujezdce, potahy

sedadel, chladnicky, kdvovary, klimatizaéni zatizeni, nezavislé topeni a tachograty
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Podvozek — dily pro podvozek, systémy pro zvedani naprav, napravy, zavesy, pruziny,

stabilizatory, loziska, méchy, regulaéni ventily a fidici ventily

Konstrukcni dily — kompletni népravy, zavésné systémy, systémy odpruzeni, hlavni
¢epy, podperné patky, zadni, spodni a bo¢ni ochranné kryty, paletové schranky a jiné

druhy pftislusenstvi, specialni komponenty pro piepravu kontejnert

Klimatizace a chlazeni — stie$ni klimatiza¢ni zafizeni, kompresory klimatizace,

radiatory a vyparniky, vlozky vysouSecu a chladiva
Rizeni — kulové &epy, fidici ty¢e, Gerpadla a posilovace Fizeni
Motor — tésnéni, turbodmychadla, pisty, klikové hiidele

Prislusenstvi — tazné tyCe, schranky na nebezpecny material, varovné Stitky, hasici

ptistroje, chladici boxy, snéhové fetézy a upeviovaci popruhy

Tazné zarizeni — zatizeni na tazné vozidla a koncové oje

Naradi:

Pneumatické naradi — razové Sroubové utahovaky, pneumatické racény, brusky a pily
Elektrické naradi — ptimocaré pily, pajky, vrtacky, svitidla, elektrické Sroubovaky
Rucni naradi — vSechny druhy kli¢i, klesté

Specialni naradi

Dilenské vybaveni — pracovni odév a ochranné pomucky, spojovaci materidl,
elektromateridl, autokosmetika, karoserie a lak, kola a pneumatiky, podplrné servisni

produkty, dilenské hygiena

Garazové vybaveni

Servis autobaterii — bateriové testery, nabijecky, startovaci a jiné akumulatory

v

Brzdy a podvozek — brzdové dinamometry, méfici systémy podvozku, brzdové servisni

naradi a ptipravky
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Zarizeni dilny — skiin€, regdly, specidlni zafizeni pro skaldovani nebezpecnych

materiala

Elektricka zarizeni a odsavani — kompresory, generatory, kabelové navijaky, odtahové

ventilatory a filtry pro zdravé pracovni prostiedi
Zvedaci technika — montazni jdmy, zvedaky, vytahy a dilenské jetaby
Karoserie a lak — svafovaci, vytahovaci, odsavaci a lakyrnické nafadi

Servis klimatizace — sady pro detekci netésnosti, infracervené teploméry, piistroje pro

plnéni klimatizaci
Diagnostika — malé testery a vyfukové testery
Olejové hospodarstvi

Pneuservis — pfistroje pro obouvani a vyvazovani pneumatik, mycky kol, zatizeni pro

plnéni dusikem
Cistici systemy — vysokotlaké ¢istice, mokré a suché vysavace a automatické Cisticky

Firma Trost nabizi také k t¢émto produktim sluzbu instalace servisnim technikem
a program Skoleni pro zvySeni Zivotnosti a spravného uZivani téchto ptistrojii. DlileZitou
soucasti je také dobie propracovana logistika, které napomaha spuSténi nejvétsiho
skladu automobilovych dilt ve stfedni a vychodni Evropé. Sklad se nachazi v Nyfanech
u Plzen, kde také vykonavam zminénou brigadu. Disponuje kapacitou 150.000 druhi
polozek na vice nez 200.000 skladovych mistech a celkovou skladovou plochou 40.000
m?. Sife sortimentu a rychlost dodani zboZi zdkaznikiim je tak nejvétsi vyhodou tohoto
skladu. Dikazem miiZze byt fakt, ze firma z tohoto skladu najizdi za svymi zakazniky
vice nez 22.000 kilometri denn¢. Samotna doprava firmy je outsorsovana® a v ramei
zkvalithovani vystupt pro zdkaznika vyhodnocuje management firmy chybovost
dodéavek a monitoruje Casy jejich plnéni. Firma vlastni certifikat a spliluje pozadavky

normy ISO 9001:2008.

1 . cevyr s s v . v, v v v e . ;
Outsorcing = zajistovani ¢asti provozu ¢i sluZzeb pracovisté jinou organizaci
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2.2 Prakticky priklad

V nasledujicich kapitolach se budu zabyvat a fesit piiklad planovani vyroby jednoho
z vyrobnich podood¢leni firmy Trost autoservice technik. Je to pododdéleni zabyvajici
se vyrobou soucasti do motort veskerych osobnich automobilti. Po zadani ptikladu
bude nasledovat formulace primarniho i dudlniho modelu ulohy, pak jeho feseni pomoci
simplexové metody a poslednim krokem bude ekonomicka interpretace obou ziskanych

feSeni.

2.2.1 Zadani prikladu

Firma Trost autoservice technik se zabyva vyrobou a prodejem autodili a jinych
prisluSenstvi. Vyroba firmy je rozdélena do nékolika oddéleni a poddodéléni, jejichz
vyroba je relativné samostatnd. Poddodéleni majici na starost vyrobu soucastek tykajici
se motoru osobnich automobild se zabyva vyrobou filtrd, pistnich krouzkii a va€kovych
hiideli. Na vyrobu téchto dilt jsou dodavany dva druhy materialu ve stejnych balenich.
Denné ma k dispozici toto odd€leni 1120 baleni prvniho druhu materidlu a 540 baleni

druhého materialu.

Na vyrobu jednoho filtru je potieba dvé baleni prvniho druhu materidlu, na vyrobu
jedné sady pistnich krouzkili je potteba 3,5 baleni prvniho druhu materidlu a 1 baleni
druhého druhu materidlu a na vyrobu jedné vackové hiidele 4 baleni prvniho druhu
materialu a dvé baleni druhého materialu. V tomto pododd¢leni pracuje 10 pracovnikt a
pracovni doba je 16 hodin Cistého ¢asu denné. Vyroba jednoho filtru trva 40 minut,
vyroba jedné sady pistnich krouzkl trva 30 minut a vyroba jedné vackové htidele trva

také 30 minut.

Prodejni cena ’za jeden filtr je 600 korun, za jednu sadu pistnich krouzk 1000 korun

a za jednu vackovou htidel 1200 korun.

Ukolem je maximalizovat trzby za vyrobky vyrobené za den, tak aby nebyla piekrodena

pracovni doba pracovniki s ohledem na omezenou spotfebu materidlu.

2 . v o a .. ; . . . ,
Pozndmka: veskeré ziskané Udaje jsou zaokrouhlené na jedno desetinné misto
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2.2.2 Formulace matematického modelu

Pti formulaci matematického modelu na zéklad¢ znalosti vySe zadané¢ho ekonomického
modelu je vzdy prvnim dualezitym krokem definovani rozhodovacich proménnych.
Tento krok je zejména dilezity proto, Ze rozhodovaci proménné jsou vlastn¢ ¢iselné
hodnoty, které chceme vyieSenim modelu ziskat. A tak je zapotfebi vSechny pouzité
proménné jednoznac¢né a srozumiteln¢ formulovat. Bez spravné formulace a uvedeni

vyznamu téchto proménnych ztraci jakkékoliv feseni této tlohy ekonomicky smysl.

Jedna se o ulohu planovani vyroby a jejim cilem je maximalizace trzeb. Proto kdyz se
zamyslim nad tim, jaké vSechny ¢iselné hodnoty by bylo potieba znat, abych mohl

povaZzovat tlohu za vyfeSenou, dostanu tyto proménné:
X1 ... pocet vyrobenych vackovych htideli za den

Xz ... pocet vyrobenych filtri za den

X3 ... pocet vyrobenych sad pistnich krouzki za den

Po definovani proménnych je uz celkem snadnou zélezitosti formulovani ucelové
(kriteridlni funkce). Tato funkce je v podstat¢ mcfitkem kvality ¢i efektivnosti
aktudlniho feSeni. Je zavisla na hodnotach vysSe definovanych proménnych. Ze zadani
ulohy je jednoznaéné, Ze mnou vytvorena ucelova funkce bude v maximaliza¢nim tvaru,

a jelikoz chceme vyjadfit trzby (cena vyrobku x pocet vyrobkil), bude vypadat takto:
Maximalizace z =1200 x; + 600 X, + 1000 X3

Posledni krokem uspésné formulace matematického modelu je vyjadieni vSech omezeni
ulohy do tvaru rovnic ¢i nerovnic. Ze zadani piikladu je ziejmé, Ze jsme omezeni
dodavkami materidlu. Pfi vyrobé pozadovanych produktii nemizeme piekrocit 1120
baleni prvniho druhu materialu a 540 baleni druhého druhu materialu za den (16
pracovnich hodin). Spotfeba materidlu na jeden vyrobek je pak uvedena v zadani

ptikladu a omezujici podminky tak budou vypadat takto:
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4X+2 X%+ 35x%x3<1120
2 X+ X3 <540

Kromé¢ spotieby materidlu jsme dle zadani ptikladu omezeni i dispozi¢nim mnozstvim
vyrobniho casu. Kazdy z vyrdbénych produkti se vyrabi jinou ¢asovou hodnotou,
uvedenou Vv zadani. Soucet téchto hodnot vSak nesmi piekrocit pravé toto dispoziéni
mnozstvi vyrobniho ¢asu, které je vyjadieno jako pocet pracovnikit x 16 hodin
pracovniho Casu. Jelikoz se vyrobky vyrabi v fadu minut, je dobré si uvedené dispozi¢ni
mnozstvi prevést na stejné jednotky. A tedy pocet pracovnikli x 16 x 60, coz se rovna

9600. Posledni omezujici podminka tak bude mit takovyto tvar:
30 X1 + 40 X5+ 30 X3< 9600

Pti tvorbé matematického modelu se nesmi zapominat i na tzv. obligatni podminky. Je
jasné, ze nelze vyrabét zaporné mnozstvi vyrobkl, toto omezeni vyjadiuji pravé tyto
podminky. Uvedena uloha se nebude fesit jako celoiselna. Finalni matematicky model

ulohy lze tedy napsat nasledovné:
Maximalizace z = 1200 x; + 600 X, + 1000 X3
za podminek 4x1+ 2X+ 3,5%3<1120
2 X1+ X3 <540
30x1+ 40x2+ 30 x3<9600

X >0,j=1,2,3.

2.2.3 Tvorba dualni ulohy

Pti tvorbé dudlni ulohy z tlohy primdrni postacuje vyuzit schématu, ktery je obsahem
teoretické casti prace. Dudlni Gloha mé vzdy tolik omezujicich podminek, kolik ma
primarni Gloha proménnych a naopak. M4 uloha je ve ¢tvercovém tvaru o rozméru 3x3,
a proto bude ve stejném tvaru i Gloha dudlni. Nejprve zapisi kriteridlni funkci, ktera se
bude liSit zejména hledanym extrémem. Mezitim co byla primarni twloha

V maximaliza¢nim tvaru, bude dudlni tloha kni vytvofena hledat minimum (napf.
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minimalni ceny vyrobku, za které je mozno je prodat, aby to pro podnik bylo jesté

vyhodné). U&elovou funkci pak tvoii pravé strany podminek primarniho modelu.
Minimalizace g = 1120 w; + 540 w, + 9600 w3

Levou stranu prvni omezujici podminky dudlniho modelu pak tvoti vSechny koeficienty
proménné x; primarniho modelu. Na pravé strané¢ se nachazi hodnota koeficientu
proménné x; ucelové funkce primaru (prodejni cena jedné vackové hiidele). Obdobn¢ je
to u druhé i1 tieti omezujici podminky dudlniho modelu, ke kterym se vztahuje
proménna Xy, respektive X3 primarni ulohy. Vsechny nerovnice omezujicich podminek

dualniho modelu maji opa¢na znaménka nez podminky v tiloze primarni.
4wy +2w,+ 30 wz> 1200
2 W, + 40 w3 > 600
35w+ wy+ 30 wsz>1000
Vysledny matematicky model dudlni tlohy je pak zapsan nasledovng:
Minimalizace g = 1120 w; + 540 w, + 9600 w3

4wy + 2w+ 30wz>1200

2 W, + 40 w3 >600
35w + wy+ 30 ws > 1000
wi>0,i=1,2,3.

2.2.4 Reseni ulohy simplexovou metodou

Kazdy z modeld, jak primarni tak dudlni, lze feSit samostatné simplexovou metodou.
Spravnym vyieSenim jednoho z modelu, napf. priméarniho, vSak dostaneme finalni
simplexovou tabulku obsahujici feSeni obou tloh, nebot’ jsou spolu dualn¢ sdruzené
ulohy tuzce spjaty. Z této tabulky lze také vyc€ist ekonomicky vyznam obou uloh. Pred

zapsanim modelu do vychozi simplexové tabulky je vzdy =zapotiebi pievést
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matematicky model do kanonického tvaru. Primérni model mého praktického piikladu
se nachazi v maximaliza¢nim tvaru, a tak neni tfeba jakkoliv ménit znaménka ucelové
funkce. Pravé strany omezujicich podminek jsou vSechny kladné, a tak ani zde neni
potfeba nasobit zadnou podminku hodnotou -1 a zménit tim znaménko nerovnosti
pfislusné podminky. Prvnim krokem pfi pfevodu modelu této tilohy na kanonicky tvar
bude pfidani pfidatnych proménnych za tGcelem ziskdni rovnosti vSech omezujicich
podminek modelu. Ziskdme tak tfi nové proménné, x4, Xs, Xg. VSechny omezujici
podminky primarniho modelu jsou ve tvaru <, a tak se vSechny piidatné proménné
budou do téchto podminek pficitat. Pficteni téchto podminek ndm vytvofii jednotkovou
submatici, kterd je nutnosti pro ziskani kanonického tvaru. Z tohoto divodu se jiz do
primarniho modelu nemusi ptidavat zadné dalsi doplitkové proménné a ziskany tvar lze

prohlasit za kanonicky (obr. 7)

Obrazek 7: kanonicky tvar primarniho modelu praktické ulohy

Maximalizace z = 1200x; + 600x, + 1000x3 (+ 0x4 + 0Xs5 + 0Xg)

Za podminek: 41+ 2%+ 35X3 + X4 =1120
2X1 + + X3 + X5 =540
30x; + 40x, + 30x3 + Xs = 9600

Zdroj: Vlastni zpracovani, 2014

Nyni lze tento tvar zapsat do vychozi simplexové tabulky, kterou pak budu

transformovat, dle postupti v teoretické Casti, az do ziskani optimalniho feseni.

Tabulka 5: vychozi simplexova tabulka praktického pfikladu

Zdroj: Vlastni zpracovani




Po zapsani do vychozi simplexové tabulky (tab. 5) je dalSim potiebnym krokem pted
prvni transformaci ur€eni pivota. Dle sloupcového pravidla se bude pivot nachazet
odpovidajici proménné x;. Pro pifipomenuti se jeho hodnota v pomocném fadku
vypocetla jako 0x4 + 0x2 + 0x30 — 1200. Podle fadkového pravidla se bude urcujici
podminek b s odpovidajici hodnotou v urcujicim sloupci. Pivot nesmi byt v zddném
piipadé zaporny ani roven nule. Po vyuziti téchto pravidel zjistime, ze se pivot bude
nachazet ve druhém fadku prvniho sloupce (540/2 < 1120/4 < 9600/30). Tento sloupec
budu nové zavadét do baze, pfiCemz hodnota 1 bude na misté zjiSténého pivota. Po
prvni transformaci Gauss-Jordanovou metodou dostanu tuto simplexovou tabulku (tab.
6):

Tabulka 6: simplexova tabulka po prvni transformaci

b

40

270

1500

324000

Zdroj: Vlastni zpracovani, 2014

Ve vychozi simplexové tabulce bylo obsazeno feSeni x©@ = (0, 0, 0, 1120, 540, 9600).
Toto feSeni je bazické ptipustné feSeni, ale protoZe je hodnota ticelové funkce nulova, je
jasné, ze se nejednd o optimalni feSeni. V praxi by toto feSeni znamenalo, ze se nebude
nic vyrabét a zbydou nam vesSkeré baleni materidlu 1 vSechen Cas, nicméné toto feSeni
neodporuje omezujicim podminkdm. V simplexové tabulce po prvni transformaci
dostaneme nové feseni xV = (270, 0, 0, 40, 0, 1500). Toto feseni je z hlediska hodnoty
ucelové funkce lepsi, ale protoze v pomocném ftadku jsou jeSté hodnoty, které jsou
zaporné, neni optimdlni. Toto feSeni nam fika, Ze se bude vyrabét pouze 270 kust

vackovych htideli, zbyde ndm 40 baleni prvniho druhu materidlu a 1500 minut
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nespotiebovaného ¢asu. Toto feSeni by ndm piineslo trzby ve vysi 324000 korun.
Zmineny postup transformace simplexové tabulky je tak zapotiebi jesté¢ nejméné jednou
opakovat. Po vyuziti vSech pravidel budu do baze zavadét sloupec odpovidajici

proménné x, s hodnotou 1 v prvnim fadku.

Tabulka 7: simplexova tabulka po druhé transformaci (optimalni feseni)

b

20

270

700

Zdroj: Vlastni zpracovani 336000

Ziskané feseni x? = (270, 20, 0, 0, 0, 700) je pak optimalnim FeSenim primérni ulohy
zadaného praktického ptikladu (v pomocném tadku neni zadna hodnota zaporna). To
ucelové funkce, nez je hodnota 336.000 ziskand po dosazeni optimélniho feSeni do
uceloveé funkce. Model této ulohy jsem si namodeloval 1 do softwaru MS Excel, pouzil
spravné potiebné vzorce a vyresil v aplikaci tohoto softwaru, ktera se nazyva fesitel. Pro
porovnani a potvrzeni spravnosti tohoto feSeni sem vkladam vysledkovou zpravu

ziskanou v fesiteli (obr. 8)
Obrazek 8: vysledkova zprava primarniho feseni v fesiteli

Buiika cile (Max)

Pivodni Konec¢na
Buiika Nazev hodnota hodnota
$B$9  Ugelova funkce 0 336000
Proménné bunky

Pivodni Konec¢na
Buiika Nazev hodnota hodnota Celé Cislo
$G$3  xi proménné 0 270 Pokracovat
$H$3  Xi 0 20 Pokradovat
$I$3  Xi 0 0 Pokradovat
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Omezujici podminky

Hodnota
Buiika Nazev buriky Vzorec Stav Odchylka
$E$3 pl 1120,0 $E$3<=1120 Plati 0
$E$4 p2 540 $E$4<=540 Plati 0
$E$5 p3 8900 $E$5<=9600 Neplati 700

Zdroj: Vlastni zpracovani v MS Excel, 2014

2.2.5 Ekonomicka interpretace dualné sdruZené ulohy

Z teSeni primarni ulohy simplexovou metodou je patrné, Ze optimalni vyrobni plan je
stanoven tak, Ze se bude vyrabét 270 vackovych htideli a 20 filtrd. V tomto optimalnim
feSeni, které ndm zaru¢i maximalni trzby, se nebudou vyrabét zddné sady pistnich
krouzkl. Protoze mé firma Trost spousty jinych pobocek a vyrobnich odd€leni, je
vyroba této sady pistnich krouzki pfedmétem jiné pobocky ¢i jiného vyrobniho
odd¢leni, kde jsou vyrobky vyrabény pifimo na pozadavky odbératelti ¢i je vyroba
omezena minimalnim potfebnym mnozstvim vyrobenych vyrobkl pravé kvili témto
odbératelim. Optimalni feSeni ulohy pfinese firmé trzby 336.000 K¢&. Z konecné
simplexové tabulky je také patrné, Ze zbyde 700 minut dispozi¢niho mnoZstvi Casu.
V tomto Case pfimo neprobihd vyroba, ale je to Cas potiebny na veSkerou pfipravu
k vyrob€, napt. zajisténi spravného chodu stroji, ¢as na zaskladnéni a vyskladnéni
vyrobkll ¢i materidlu, Cas potfebny k vymeén€ smény spojeny s uklidem a potfebnou
manipulaci se stroji. V tomto Case je také zahrnuto 300 minut povinné pracovni
prestavky (30 minut x 10 pracovniktl). K feseni dualni ulohy by se pak dalo dopracovat
obdobnou cestou pomoci simplexové metody, kde by bylo pro ziskani potiebného
kanonického tvaru potfeba vynasobit ucelovou funkci hodnotou -1. ProtoZe jsou
V dualnim modelu vSechny podminky ve tvaru >, neziskali bychom ptidanim ptidatnych
proménnych jednotkovou submatici a bylo by zapottebi jesté vyuzit v kazdé podmince
moznost pfidani doplikové proménné, kterd by nam jiz vyskyt této submatice zajistila.
Reseni dualniho modelu je vSak obsaZeno i v ziskané kone¢né simplexové tabulce
primarni ulohy. ProtoZe pfidatné proménné primarni Ulohy piedstavuji strukturni

proménné Ulohy dudlni (stinové ceny primarni ulohy) a strukturni proménné primaru
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(redukované ceny) pak tvofi pfidatné proménné dudlu a naopak, dostaneme teSeni
dualni tlohy w = (300, 0, 0, 0, 0, 50). Pro potvrzeni a lep$i znazornéni jsem do mé prace
vlozil vysledkovou zpravu feseni této tlohy pomoci aplikace fesitel v programu MS

Excel (obr. 9).

Obrazek 9: vysledkova zprava reSeni dualni ulohy v fesiteli

Nastavovana bunka

(Min)
Pivodni Kone¢na
Buiika Nazev hodnota hodnota
Utelova
$B$9 funkce 336000 336000
M¢énéné bunky
Pivodni Konecna
Buiika Nazev hodnota hodnota
$G$3 xi proménné 300 300
SH$3  Xi 0 0
$I$3  Xi 0 0
Omezujici podminky
Buiika Nazev Hodnota buiky Vzorec Stav Odchylka
SE$4 p2 600 $E$4>=600 Plati 0
$E$3 pl 1200,0 $E$3>=1200 Plati 0,0
SE$5 p3 1050 $E$5>=1000 Neplati 50

Zdroj: Vlastni zpracovani v MS Excel, 2014

V optimalni simplexové tabulce pak lze naleznout stinové ceny jednoho baleni
materidlu a jedné minuty prace pracovnikd, které jsou urceny dudlnimi proménnymi
pfifazenymi k jednotlivym omezenim. Z optimalnich feSeni obou tloh ndm vychézi
strukturni dudlni proménna pfifazena prvnimu omezeni w1 = 300. Jedna se o stinovou
cenu prvniho druhu materidlu. Pokud bychom tedy zvysili zasobu prvniho druhu
materidlu o jedno baleni, doslo by i ke zvySeni hodnoty ucelové funkce, a to prave
0 hodnotu 300. Dikazem by bylo feSeni t¢ samé ulohy se zvySenou pravou stranou
prvni podminky o hodnotu 1. Spravnymi transformacemi simplexové tabulky ¢i jinym
zpusobem feSeni (napt. aplikace teSitel v rozhrani MS Excel) bychom ziskali feSeni
xt"= (270, 20,5, 0, 0, 0, 680) s hodnotou Gcelové funkce 336 300. Doslo by tak ke

zvySeni trzeb o pravé hodnotu prvni strukturni dudlni proménné neboli stinové ceny.
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ZvysSeni zasoby materidlu vSak stidle nemélo za duasledek potiebu vyrabét v tomto
oddéleni sady pistnich krouzkt. Dalsi logickou véci v tomto feSeni je snizeni zbylého
mnozstvi Casu, a to na hodnotu 680 minut. ZvySovaly by se tedy nadale zasoby
materidlu, musely by se prodlouzit i smény pracovnikl, poptipad¢ zkratit veskera
potfebnd mnozstvi ¢asu na spravny chod vyroby. Strukturni dudlni proménné w;, a W3
jsou rovny nule. Zvysili bychom tedy mnozstvi dodaného druhého druhu materialu
0 jedno baleni nebo zvysili pracovni fond pracovniki o jednu minutu, nedocilili bychom
zadného zvétSeni trzeb. Pro zménu hodnoty ucelové funkce by bylo patrné zapotiebi
vétsiho zvétSeni pravych stran omezujicich podminek. Primarni strukturni proménné
(pridatné dualni proménné) pak vyjadiuji redukované ceny vyrobki. Protoze se vackové
htidele a filtry vtomto oddéleni a vtomto optimalnim planu vyrabé&ji, jsou jejich
redukované ceny rovny nule. Netfeba tak jakkoliv zvySovat ¢i snizovat jejich cenu.
Redukovana cena sady pistnich krouzkt je rovna 50. Proto, aby bylo pro firmu v tomto
odd¢leni vyhodné tento vyrobek vyrabét, musela by jeho cena stoupnout pravé o 50 K¢,

tedy na 1 050 korun.

Mimo vlastniho optimalniho feSeni poskytuje cenné informace potiebné pro
rozhodovaci proces 1 optimalizacni analyza neboli analyza citlivosti. Pfi manazerském
rozhodovani nas mize nezfidka zajimat, jak se miZou zmeénit urcité idaje modelu, tak
aby bylo zachovéno stavajici optimalni feSeni. MliZze nés zajimat, Vv jakém intervalu se
mohou pohybovat prodejni ceny jednotlivych vyrobki ¢i jak se mohou zménit pravé
strany jednotlivych omezujicich podminek, to vSe tak, aby feSenim takto pozménénych
modell bylo stale stejné optimalni feSeni jako u piivodniho modelu. Pii jednodussich
modelech, které maji pouze dvé rozhodovaci proménné, Ize dosahnout ziskani téchto
informaci bez nutnosti kompletné propocitavat nové vznikly model. K citlivosti
optimalniho feSeni modelu vzhledem ke zméné jednoho z koeficientu ti¢elové funkce se
l1ze pomérné jednodusSe dopracovat i grafickym piistupem. Pomoci tohoto ptistupu lze
velmi pirehledné ukédzat vztahy, které mezi optimdlnim feSenim a hodnotami
jednotlivych dat modelu LP plati, a které by bylo jinak velmi obtizné srozumitelné
vysvétlovat. Pfi této grafické analyze je nejprve zapotiebi znazornit vSechny krajni
body, které ndm uré¢i mnozinu pfipustnych feSeni. Po naneseni smérnice izoprofitové
ptimky ptivodniho modelu je pro zachovani stavajiciho optimalniho feSeni nutné, aby
tato hodnota smérnice izoprofitové piimky ucelové funkce lezela mezi hodnotami

smérnic hrani¢nich pfimek téch podminek, které urcuji bod optimalniho feSeni.
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Vychylila by se tato pfimka mimo tyto hodnoty smérnic, doslo by tak ke zméné
optimalniho feSeni a jeho pfesunu do jiného krajniho bodu. Toto ptehledné grafické
feSeni Ize pak vyjadrit 1 Ciseln€, a to urCenim smérnice ucelové funkce, ktera je pti dvou
rozhodovacich proménnych ve tvaru —(C1/Cz). Dal$im krokem by bylo konkrétni ¢iselné
vyjadfeni smérnic ptimek omezujicich podminek. Za jeden z koeficienti ¢ v smérnici
ucelové funkce by se dosadila pivodniho hodnota (v uloze pldnovéani vyroby prodejni
cena) a vyfresila by se soustava dvou ziskanych nerovnic. Pti analyze citlivosti vzhledem
ke zmén¢ pravé strany nékteré z podminek by se smérnice ptimky zkoumané podminky
stale rovnobézné posouvala po grafu s plivodni smérnici pfimky stejné podminky.
Reseni by bylo dano hrani¢nimi pfimkami pivodnich aktivnich podminek a bylo tak
zachovano, az do doby kdy by se smérnice pfimky zkoumané podminky pifesunula do
jiného krajniho bodu. Z toho vyplyvd, Ze optimélni feSeni Ulohy je dané timtéz
bazickym piipustnym feSenim pokud bude platit, Ze krajni bod urcujici optimalni feSeni
musi byt dan prasecikem hrani¢nich pfimek stejnych podminek jako u vychoziho
optimalniho feSeni. Po dosazeni soutfadnic bodu, které urcuji hrani¢ni ptimku, pravé do
jedné z hrani¢nich ptimek, dostaneme Ciselny interval, ve kterém se optimalni feSeni
nezméni. Protoze mij prakticky piiklad ma vice nez dvé rozhodovaci proménné bylo by
velmi obtizné se kudajim postoptimalizaéni analyzy dopracovavat néjakou
matematickou metodou. V tomto piipadé je nejvhodnéjsi pro ziskani potiebnych udaji
vyuziti pocitacovych softwarti. V aplikaci feSitel 1ze ziskat postoptimalizacni analyzu

jako takovy vedlejsi produkt samotného feSeni (obr. 10)

Obrazek 10: citlivostni
zprava primarni ulohy

Ménéné bunky

Kone¢na Snizené Cilovy Povoleny Povoleny
Buiika Nazev hodnota naklady Koeficient nariast  Pokles
$G$3  xi proménné 270 0 1200 1E+30 O
$H$3  xi 20 0 600 0 66,66666667
$I$3  xi 0 -50 1000 50 1E+30
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Omezujici podminky

Omezujici
Kone¢na Stinova podminka Povoleny Povoleny
Buiika Nazev hodnota cena Prava strana nariast  Pokles
$E$3 pl 1120,0 300,0 1120 35 40
$E$4 p2 540 0 540 20 28
$E$5 p3 8900 0 9600 1E+30 700

Zdroj: Vlastni zpracovani v MS Excel, 2014

V této citlivostni zpravé jsou uvedeny dvé tabulky. Prvni z nich obsahuje vlastni
vysledky analyzy citlivosti feSeni dané tllohy vzhledem na koeficienty ucelové funkce.
V této tabulce je ve sloupci kone¢na hodnota obsazeno ziskané optimalni feseni tilohy,
ve sloupci cilovy koeficient je ptivodni hodnota ptislusného koeficientu ucelové funkce.
Dalsi dva tadky pak urcuji mozny narust ¢i pokles hodnoty ucelové funkce, tak aby
nedoSlo ke zméné optimdlniho feSeni. Ve sloupci povoleny narust u proménné
vyjadiujici pocet vyrobenych vackovych hiideli je obsazen symbol 1E+30. Tento
symbol vklada software Excel v ptipadé, ze se jedna o vysoké ¢islo, které se nevejde do
bunky. 1E+30 ma svoji konkrétni hodnotu, a to 10”30, pro piiklad by se symbol 1E+4
rovnal 10000 (10"4). Z toho vyplyva, Ze se koeficient ucelové funkce pro proménnou x;
nesmi sniZit (viz. sloupec povoleny pokles), ale za to se mliZze navySovat aZz do fadu
10730 a ziskané optimalni teSeni bude stile stejné. V praxi si ale ziejmé tézko
predstavit, Ze by se prodejni cena jedné vackoveé hiidele pohybovala az do takovychto
radh. Pro cenovy koeficient proménné vyjadiujici pocet vyrobenych filtrli (x2) pak plati,
ze nesmi stoupnout a dle ziskané citlivostni analyzy a sloupci povoleny pokles muze
klesnout az na hodnotu 533, 33 (600 — 66,67). Prodejni cena jednoho filtru se tak miize
pohybovat v intervalu <533,33;600> a ziskané optimalni feSeni se nezméni, stale se
bude vyrabét 270 kusi vackovych hiideli a 20 kust filtri béhem jednoho pracovniho
dne. Podobné pro cenovy koeficent proménné xs3, vyjadiujici pocet vyrobenych sad
pistnich krouzkl. Aby zlstalo optimalni feSeni nezménéné, tedy aby tato promeénna
nebyla do vyrobniho planu zahrnuta, mize prodejni cena jedné takovéto sady pistnich
krouzkl stoupnout o 50 K¢, jednd se o zminénou redukovanou cenu. VEtSi narust by
znamenal zatazeni tohoto vyrobku do vyrobniho pldnu. A protoZe se tyto sady pistnich
krouzki v optimalnim vyrobnim pldnu nevyrabi, je jasné, Ze prodejni cena miize
libovolné klesat a pro firmu Trost bude ¢im dal tim méné vyhodné tento vyrobek

Vv tomto konkrétnim vyrobnim oddé€leni vyrabét. Ve sloupci povoleny pokles se tak opét
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nachazi hodnota 1E+30. Druhd tabulka obsahuje idaje tykajici se analyzy citlivosti
feSeni dané ulohy vzhledem na hodnoty pravych stran jednotlivych podminek. Ve
sloupci kone¢na hodnota v této tabulce se nachdzi hodnoty vyrazu levych stran danych
podminek ve vysledném feSeni. VdalsSim sloupci se nachazi stinova cena pro danou
podminku. Ve sloupci omezujici podminka/ pravéa strana se nachdzi hodnota pravé
strany podminky. Vdal$ich dvou sloupcich se opét nachazi dulezité hodnoty, o které je
mozné zvysit (narust) nebo snizit (pokles) piivodni hodnoty pravé strany podminky, pii
kterém se baze optimalniho feseni nezméni. Prava strana podminky vyjadiujici omezeni
tykajici se dispozi¢niho mnozstvi prvniho druhu materidlu se tak mutze zvysit 0 35
baleni a snizit o 40 baleni. Pro zachovani stavajici baze optimalniho feseni se tak prava
strana této podminky muize pohybovat v intervalu <1080; 1155>. Prava strana druhé
podminky, ktera vyjadiuje pocet baleni dodan¢ho druhého druhu materialu za pracovni
den, se mize zvysit o 20 baleni a snizit o 28 baleni. Pokud se tedy bude toto mnozstvi
druhého druhu materialu nachézet v intervalu <512; 560>, nezméni se baze optimalniho
feSeni. Pravou stranu tfeti podminky vyjadiujici dispoziéni mnozstvi ¢asu vSech
pracovnikii dohromady (v minutich) je mozno teoreticky neustidle zvySovat a baze
optimalniho feSeni se nezméni. Je to dano tim, ze jsme omezeni dodavkami materidlu,
které by zistaly stejné a vyCerpaly by se tak za stejnou dobu. Je proto z pohledu
piikladu jedno, jestli je na pravé strané¢ hodnota 9600 minut nebo vyssi, protoZze se
rozdil dispozi¢niho mnozstvi Casu a casu, kdy dojde k vyCerpani materidlu, ndm
ukazuje, o kolik je mozné sniZit toto dispozi¢ni mnozstvi, aby baze optimalniho feSeni
zustala nezménéna. Cas 8900 minut ndam vsak ukazuje, jak dlouho probihd samotna
vyroba, od spusténi strojui do jejich vypnuti. Nebylo by proto vhodné sniZovat pracovni
dobu pracovnikii, nebot” je potfeba pravé 700 minut pracovniho c¢asu k ostatnim

zélezitostem, kter¢ je potieba k plynulému chodu vyroby.

Stejny mechanismus se pak vyuZziva i pro citlivostni analyzu dualni ulohy (obr. 11), kde
proménné wi, Wy 8 W3 mohou znamenat napiiklad vhodné vyprodejni ceny zbylého
materidlu. Koeficienty ucelové funkce pak nespotiebovand mnoZstvi materidlu, levé
strany podminek ceny vyrobkt, za které by je bylo mozno vyrabét pii vyprodejnich
cenach materidlu. Tyto levé strany podminek by pak nesmély klesnout pod prodejni

trzni ceny vyrobk.
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Obrazek 11: citlivostni analyza dualni Glohy

Ménéné bunky

Konecna SniZené Cilovy Povoleny Povoleny
Buiika Nazev hodnota naklady koeficient narust Pokles
$G$3  xi proménné 300 0 1120 35 40
$H$3  Xi 0 0 540 20 28
$I1$3  Xi 0 700 9600 1E+30 700

Omezujici podminky
Omezujici

Konecna Stinova podminka Povoleny Povoleny
Burika Nazev hodnota cena Prava strana narust pokles
$E$4 p2 600 20 600 0 66,66666667
$E$3 p1l 1200,0 270,0 1200 1E+30 0
$E$5 p3 1050 0 1000 50 1E+30

Zdroj: Vlastni zpracovani v MS Excel, 2014

Manazery firmy Trost mize nadale zajimat, zda-li by pro n¢ bylo vyhodné dokoupit
nektery nebo vice vyrobnich faktorti (v mé uloze se vyrobnimi faktory rozumi pocet
baleni obou druhii materialu a dispozi¢ni mnozstvi ¢asu). Toto dokoupeni by mohlo vést
K pozménéni vyrobniho programu a tim i k moznému zvySeni trzeb. K tomuto ucelu
také poslouzi stinové ceny, kdy pii kladné stinové cen¢ v maximaliza¢ni tloze dojde
K navySeni objemu vyroby. Dale je pro tento Gcel zapotiebi znat jednotkové naklady
jednotlivych  vyrobnich faktor. Protoze v mém piikladu vySla v primarni
maximaliza¢ni tloze jedind stinova cena, a to stinova cena prvniho druhu materialu,
jejiz hodnota byla 300, je zapotiebi znat jednotkové naklady pravé tohoto vyrobniho

faktoru.

Zvysila-li by firma dodavku prvniho druhu materialu o jedno baleni, bylo by zapotiebi

vydat néasledujici mnoZstvi penéz:
Nékupni cena prvniho druhu materidlu: 100 K¢é/baleni
Celkové mzdové naklady: 8.640 K¢/16 hodin

- ZteSeni a postoptimaliza¢ni analyzy Glohy vyplyva, Ze pii zvySeni zasoby
prvniho druhu materidlu o jedno baleni se zvySi i pracovni doba

pracovnikl (resp. snizi potfebné mnozstvi ¢asu na plynuly chod vyroby)
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0 20 minut. Proto je zapotiebi tyto celkové naklady prevést na pozadovany
¢as. Podilem celkovych mzdovych ndkladi za den a poctu pracovnich
hodin za den nam vyjde 540 K¢ za hodinu. Pro ziskani mzdovych nakladt
za potfebny Casovy usek 20 minut, je zapotiebi tyto hodinové mzdové
naklady vydélit tfemi. Mzdové ndklady za 20 minut prace budou tedy 180
KC¢.

Néklady na vedeni provozu: 135 K¢/hod.

- Tudiz 135/3 = 45 K¢/20 minut

Néklady na skladovani: 6 K&/hod. =2 K¢&/20 minut
Provozni néklady (chod strojii) = 60 Ké&/hod = 20 K¢&/20 minut

Aby pro firmu Trost bylo vyhodné dokoupit baleni prvniho druhu materialu, musely by
byt jednotkové naklady tohoto vyrobniho faktoru mensi nez stinova cena tohoto faktoru.
Jednotkové ndklady jsou rovny souctu vSech vySe zminénych ndkladovych polozek,
tedy 100 + 180 + 45 + 2 + 20 = 347. Stinova cena prvniho druhu materidlu je vSak
rovna 300 a jednotkové naklady tohoto vyrobniho faktoru jsou tedy vyssi nez tato cena,

a tudiZ by pro firmu nebylo vyhodné zakoupeni dal§iho baleni prvniho druhu materiélu.
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Cilem mé bakalaifské prace bylo pteformulovani konkrétniho piikladu z praxe na
matematicky model a jeho spravné vyieSeni. Ke splnéni tohoto cile bylo zapotiebi
utvorit k vytvofenému matematickému modelu i dudlni model tohoto modelu vcetné
jeho teSeni. Soucasti spravného feseni je i ekonomickd interpretace ziskanych hodnot
pfedem nadefinovanych proménnych. Dil¢im cilem pak bylo 1 utvofeni
postoptimalizacni analyzy, kterd mohla ptipadné¢ odhalit mozna feSeni, ktera by vedla ke

zlepseni ziskanych vysledk.

Zvolil jsem postup obecného seznameni s disciplinou linearniho programovéni, véetné
nadefinovani vSech dulezitych pojmi, které jsou kli¢ové k pochopeni této problematiky.
Ukézal jsem potiebné postupy vedouci k utvoreni dudlni Glohy, seznamil s moZznymi
zpusoby feSeni uloh LP a na vzorovych ptikladech ukazal jejich funkénost. Tyto
znalosti, které¢ jsem cerpal zejména z odborné literatury, jsem pak aplikoval na
konkrétni priklad z praxe. Ptiklad se tykal jen jednoho z vyrobnich oddé¢leni jedné
pobocky firmy na vyrobu autodili a jinych pfisluSenstvi. V ptikladu bylo tkolem urcit
vyrobni plan, ktery by firm& pfinesl nejvEtsi trzby, pii aktudlnich prodejnich cenéch.
Ziskané vysledky korespondovaly s vyrobnim planem tohoto oddéleni v této pobocce.
Pro dalsi prace by byla moznost rozsifit tento piiklad na vice produkti nabizené firmou
se spojenim vice poboc¢ek najednou, kde v kazdé pobocce jsou jiné omezujici podminky
a ve veétS§iné znich i podminky na minimdalni pocet vyrobenych kusl plynouci
z pozadavkil odbératelli. Pro splnéni stanovenych cilii a spravné nastinéni a ukézani
vSech vztahli, které v dané problematice probihaji, vSak tento konkrétni prakticky
priklad postacuje. K vyslednym hodnotdm jsem se dopracoval nejuzivanéj$i metodou
(simplexovou metodou) a postupné jsem popisoval kroky vedouci ke spravnému
vysledku. Algoritmus simplexové metody je prosty, ale bez podpory pocitacovych
programi v ném hrozi vysokd chybovost. Pro kontrolu a ovéfeni spravnosti mi
poslouzila aplikace feSitel v softwaru MS Excel, jejiz vysledkovou zpravu jsem vlozil
do obsahu prace. Po vyfeSeni praktického piikladu a jeho sprdvné ekonomické
interpretaci jsem se rozhodl utvofit jeSté¢ analyzu ziskanych vysledkd, kterd vzdy

poskytuje zajimavé informace souvisejici s prikladem.
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Stanovené cile prace tak povazuji za splnéné, piiklad jsem pietransformoval do
matematického modelu a spravné, povolenym postupem vypocital jeho feseni, které se
ztotoznuje s aktudlnim vyrobnim programem daného vyrobniho oddé€léni v dané
pobocce firmy. K pfikladu jsem pak utvofil dudlni ulohu, s ptvodni tlohou tzce
spjatou, a vyjadiil jeji feSeni. Reseni obou uloh jsem poté ekonomicky interpretoval i za
pomoci zminéné postoptimaliza¢ni analyzy. JelikoZ se jedna o velkou a uspé$nou firmu,
nevyplynuly z této analyzy zadné vyrobni nedostatky ¢i moznosti, jak za danych
podminek vylepsit ziskana feSeni a tim zvysit trzby firmy. Dikazem je, ze ziskané
vysledky jsem porovnal s veskerymi ndklady, které by v ptipad¢ zakoupeni jedné

jednotky vyrobniho faktoru ptesahly trzby navic ziskané touto dodate¢nou koupi.

Téma této prace se mi zdalo opravdu zajimavé. Libi se mi, ze stac¢i dodrzovat né¢kolik
neslozitych postupti a spravné pochopit problematiku linedrniho programovani
a zalezitosti s nim spojenych, a ziskané vysledky pak poskytnou spousty duilezitych
informaci, které Casto nejsou obsazeny v zadani ulohy, ale nicméné umi vyborné
poslouzit pro manazerské rozhodovani. Myslim si, ze informace obsazené v této praci
mi napomohly si veSkerou problematiku rozsifit, ucelit a spravné pochopit. Tomu
napomohlo rozsifeni si védomosti této problematiky, kterou nebylo mozné za jeden

semestr pochytit v pfedmétu operacni vyzkum, prostiednictvim dal$ich kniznich zdroju.
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Priloha A

Seznam pobocek firmy Trost autoservice technik:

Ceska republika (11 pobocek):

Brno, Hostivice, Ji¢in, Nyfany, Olomouc, Ostrava - Hrabova, Otovice (Karlovy Vary),

Pardubice, Plzefi, Praha 9 — Horni Po&ernice, Ceské Bud¢jovice.

Némecko (96):

Aachen, Aalen, Albstadt — Ebingen, Amberg, Ansbach, Aschaffenburg, Augsburg, Bad
Kreuznach, Bamberg, Bautzen, Bayreuth, 3x Berlin, Birkenfeld, Bochum, Bonn,
Braunschweig, Bremen, Bubenreuth, Boblingen, Darmstadt, Deggendorf, Dresden,
Duisburg, Dorfles — Esbach(Coburg), 2x Dusseldorf, Erfurt, Feldkirchen, Fellbach,
Flensburg, Frankfurt, Frechen, Freiburg, Fulda, Giesen, Greifswald (Neuenkirchen),
Goppingen, Hamburg, Hannover - Langenhagen, Hof, Ingolstadt, Itzehoe,
Kaiserslautern, Karlsruhe, Kassel, Kempten, Kiel, Kolbermoor, Korntal — Munchingen,
Krefeld, Kronach, Koln, 2x Landau (Pfalz), Leipzig, Limburg, Lubeck, Magdeburg,
Maintal, Mainz, 2x Mannheim, Marburg, Menningen, Muhldorf am Inn, Mulheim —
Karlich, Neckarsulm, Neu — Ulm, Neustadt (Aisch), Nieder — Eschbach, Norderstedt,
Nordlingen, Nurnberg, Offenburg, Passau, Pirmasens, Puchheim, Regensburg,
Reutlingen, Rostock, Saarbrucken, Schweinfurt, Schwerin, Singen, Straubing, Stuttgart,

Suhl, Trier, Villingen, Weiden, Weingarten, Weisenburg, Winsen, Wurzburg.

Rakousko (9):

Graz, Innsbruck, Klagenfurt, Linz, Perchtoldsdorf, Salzburg, 3x Wien.

Rumunsko (25):

Alba lulia, Bacau, Baia Mare, Bistrita, Brasov, 3x Bucuresti, Caransebes, Cluj —
Napoca, Constanta, Craiova, Focsani, Galati, Huneodara, lasi, Miercuera — Ciuc,
Oradea, Pitesti, Ploiesti, Ramnicu Valcea, Sfantu Gheorghe, Sibiu, Suceava, Timisoara,

Targu Mures.



Slovensko (6):

Banska Bystrica, Bratislava, Kosice, Nitra, Trnava, Zilina.

Ukrajina (2):
2x Kyiv

+ nové Srbsko (1)

Abstrakt

PETELIK, J. Dualita iiloh linedrniho programovdni. Bakalatska prace. Cheb: Fakulta
ekonomicka ZCU v Plzni, 55 s., 2014.

Kli¢ova slova: aplikace feSitel, dualita, kanonicky tvar, linedrni programovani,
matematicky model, omezujici podminky, proménné, redukované ceny, simplexova

metoda, stinové ceny, ucelova funkce.

Predlozena prace je zaméfena na feSeni optimaliza¢nich uloh potiebnych
k manazerskému rozhodovani. Jeji nedilnou soucasti je i tvorba a feSeni ulohy s ni tizce
spjaté a k ni zavislé, dudlni ulohy. K feSeni je vyuZita simplexova metoda. Déle je prace
zam&fena na spravnou interpretaci zjiSténych vysledkd s patficnym ekonomickym
vyznamem. Vypoctené vysledky jsou pak porovnany s vysledky zjisténymi pomoci
pocitatového programu. Po tomto porovnani je vytvofena analyza, kterd vysledky
praktické optimalizacni ulohy rozebira a ukazuje na dualezité fakty spojené s tlohou, ale
které nejsou pfimo obsazené v zadani ulohy. Uvedena problematika je soucasti tzv.
linearniho programovani, které je disciplinou opera¢niho vyzkumu. Operaéni vyzkum
se fadi mezi hlavni pfedméty bakalaiského studia na ekonomické fakulté Zapadoceské

univerzity.



Abstract

PETELIK, J. The duality of linear programming problems. Bachelor thesis. Cheb:

Faculty of Economics, University of West Bohemia in Pilsen, 55 s., 2014.

Key words: a canonical form, a duality, a linear programming, a mathematical model,
an objective function, a simplex method, a solver application, the constraints, the
reduced costs, the shadow prices, the variables.

The present work is focused on solving optimization tasks necessary for management
decisions. It is also an integral part of the creation and solution of the problem closely
related and it depends, dual task. The simplex method is use to solution. Further work is
focused on the correct interpretation of the obtained results due to economic
significance. The calculated results are then compared with the results found by
a computer program. After this comparison is made, the analysis results of practical
optimization problem analyzes and demonstrates the important facts related to the task,
but not directly contained in the specified task. These issues are part of the so-called
linear programming, which is a discipline of operational research. Operational research
is among the main subjects bachelor's degree at the Faculty of Economics, University of

West Bohemia.









