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Abstrakt

Tato práce řeš́ı možnosti použit́ı studeného keĺımku při taveńı oxid̊u kov̊u. Hlavńım

ćılem této práce je vytvořeńı numerického modelu pro řešeńı výpočetńı technikou a pro-

fesionálńım programem ANSYS.

Abychom danou problematiku mohli řešit, je nejprve uvedena teorie indukčńıho ohřevu

a sd́ıleńı tepla, jak je provedeno v kapitole 2 a 3. Dále je pak popsána problematika stu-

deného keĺımku při taveńı oxid̊u kov̊u tj. konstrukčńı uspořádáńı studeného keĺımku,

startovaćı fáze pro započet́ı tavby nevodivých materiál̊u a následný proces tavby a vy-

tvořeńı krusty na rozhrańı keĺımek tavenina. V 5. kapitole je uveden 3D matematický

model pro řešeńı nejmenš́ı části studeného keĺımku v programu ANSYS.

V této práci je vytvořen 3D model nejmenš́ı části studeného keĺımku pro taveńı oxidu

hlinitého Al2O3 podle reálného zař́ızeńı z univerzity v Petrohradu. Došlo k vytvořeńı mo-

delu a jeho řešeńı pomoćı metody konečných prvk̊u. Výsledkem tohoto řešeńı je rozložeńı

vektorového potenciálu, indukce, intenzity, proudové hustoty a Jouleových ztrát elektro-

magnetického pole.

Výsledky této práce mohou posloužit k porovnáńı s metodou integrálńıho řešeńı ve 2D

provedené na univerzitě v Petrohradu. Dále pak umožňuj́ı debatu o správnosti uspořádáńı

a celkovém řešeńı dané problematiky.

Kĺıčová slova

Indukčńı ohřev, Sáláńı, Prouděńı, Vedeńı, Studený keĺımek, Oxidy kov̊u, Oxid hlinitý

Al2O3, ANSYS, Numerické řešeńı, Metoda konečných prvk̊u
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Abstract

This thesis resolves possibility of using cold crucible for melting metal oxides. The

main objective of this thesis is to create a numerical model for computing solutions and

professional software ANSYS.

In order to solve the issue, the theory of induction heating and heat transfer is stated

at first, as is done in Chapter 2 and 3. Then is discussed the issue of the cold crucible

melting metal oxides i.e. the design of the cold crucible, start phase to begin melting non-

conductive materials and the subsequent process of melting and creating skull interface

crucible melt. In the 5. chapter provides a 3D mathematical model for the solution the

smallest part of cold crucible in ANSYS.

In this thesis is created a 3D model with the smallest part of cold crucible for melting

aluminum oxide Al2O3 by the real device of the University of St. Petersburg. There has

to create the model and its solution using a the finite element method. The result of this

solution are the layout of the vector potential, induction, intensity, current densities and

Joule losses in electromagnetic field.

The results of this work could be used for comparing with the method of integral

solutions in 2D carried out at the University of St. Petersburg. Then allow a debate on

the correct layout and overall solution of the problem.

Key words

Induction heating, radiation, convection, conduction, cold crucible, metal oxide, alu-

minum oxide Al2O3, ANSYS, numerical solution, finite element method
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Děkuji Ing. Davidu Rotovi, Ph.D. za odbornou pomoc při tvorbě této práce. Konkrétně
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5.3.3 Rozložeńı magnetické intenzity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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5.4 Vypoč́ıtané hodnoty modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3



Seznam obrázk̊u
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3 Rozložeńı magnetické intenzity [A/m] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V
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Seznam nejpouž́ıvaněǰśıch jednotek a veličin

Elektromagnetické pole

Značka Název Jednotka

I elektrický proud A

U elektrické napět́ı V

a hloubka vniku naindukovaných proud̊u m

ω úhlová frekvence rad/s

µ permeabilita H/m

µr relativńı permeabilita −
γ konduktivita S/m

ε permitivita F/m

H intenzita magnetického pole A/m

E intenzita elektrického pole V/m

D elektrická indukce C/m2

B magnetická indukce T

J proudová hustota A/m2

ρ objemová hustota náboje C/m3

σ plošná hustota náboje C/2

A vektorový magnetický potenciál Wb/m

Φ magnetický indukčńı tok Wb

KN hustota plošného proudu A/m

wJ jouleovo teplo W/m3

S zářivý vektor W/m2

R elektrický odpor Ω

Z impedance Ω

ber součet reálných člen̊u −
bei součet imaginárńıch člen̊u −

Konstanty pro elektromagnetické pole

Značka Název Konstanta

ε0 permitivita vakua (8, 85419± 0, 00002). 10−12F/m

µ0 permeabilita vakua 4 . π . 10−7H/m
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Teplotńı pole

Značka Název Jednotka

T termodynamická teplota K

T0 počátečńı rozložeńı teploty K

ρ hustota kg/m3

c tepelná kapacita J.kg−1.K−1

λ tepelná vodivost W.m−1.K−1

α součinitel přestupu tepla prouděńım W.m−2.K−1

Q0 objemová hustota tepelné energie W/m3

v rychlost kontinua m/s

q plošná hustota energie W/m2

c emisivita −
t čas s

Konstanty pro teplotńı pole

Značka Název Konstanta

ε Stefan-Boltzmannova konstanta 5, 6697.10−8W.m−2.K−4

Rozlǐseńı charakteru veličin typem ṕısma

Rozložeńı v prostoru Symbolika Př́ıklad

Skalár kurźıva E,H

Vektor tučně E,H

Fázor tučně s pruhem nahoře Ē, H̄
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Kapitola 1

Úvod

Základy indukčńıho ohřevu kov̊u byly položeny roku 1831 anglickým fyzikem Micha-

elem Faradayem. Během experiment̊u se dvěma ćıvkami se společným jádrem zjistil, že

pokud je sṕınač baterie připojen na primárńı ćıvku, momentálńı proud může být měřen

pouze v jednom směru na galvanometru, umı́stěném v sérii s druhou ćıvkou. Pokud je

sṕınač rozepnut, žádný proud sekundárńı ćıvkou neprocháźı. Po daľśım sepnut́ı sṕınače

byl proud v sekundárńı ćıvce znovu naměřen, ale v opačném směru než-li před rozepnut́ım.

Faraday dospěl k závěru, že tento elektrický proud může být vyvoláván měńıćım se

magnetickým polem. Jelikož obě ćıvky nebyly fyzicky nič́ım propojeny, usoudil, že se

napět́ı z primárńı ćıvky naindukovalo do sekundárńı ćıvky a to poté vyvolalo proud.

Faradaẙuv indukčńı zákon tedy zńı: ”Elektromotorická śıla vyvolaná v obvodu je př́ımo

úměrná času za který se se změńı magnetický tok v obvodu.”

Německý fyzik Heinrich Lenz později formuloval Lenz̊uv zákon, který zńı: ”Polarita

indukovaného elektromotorického napět́ı je taková, že má tendenci vytvářet proud, který

vytvoř́ı magnetický tok p̊usob́ıćı proti změně magnetického toku ve smyčce.”

Během následuj́ıćıch několika desetilet́ı byly tyto účinky použity k rozvoji a návrhu

transformátor̊u, za účelem změny úrovně napět́ı z jednoho obvodu do jiného, pro efek-

tivněǰśı zp̊usob přenosu elektrické energie a provozu elektrických zař́ızeńı. Vedleǰśım efek-

tem tohoto rozvoje bylo teplo vznikaj́ıćı v magnetických jádrech transformátor̊u. Tato

jádra byla tvořena vrstvami ocelových plech̊u ve snaze sńıžit vznikaj́ıćı teplo. Teprve ve

druhé polovině 19. stolet́ı došlo k situaci, že se tento topný účinek začal využ́ıvat za

účelem taveńı kov̊u. Postupným vývojem tak vznikly pece keĺımkové a kanálkové. Daľśım

následným rozvojem tav́ıćı technologie jsme dospěli i k technologii studeného keĺımku.

Taveńı ve studeném keĺımku je zp̊usob taveńı kov̊u ve vodou chlazené měděné nádobě

uvnitř indukčńı ćıvky, ve vakuu či ochranné atmosféře. To se provád́ı kov na kov bez
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vyzd́ıvky. Měděný keĺımek sestává z vodou chlazených segment̊u nebo lamel . Magnetické

pole vytvářené ćıvkou procháźı keĺımkem, vyvolá v́ı̌rivé proudy a ty následně teplo v

kovové vsázce a zp̊usob́ı tak jej́ı roztaveńı. Pole dále p̊usob́ı na taveninu. Tenká vrstva

kovu, která z̊ustává ztuhlá proti dnu a okraj̊um keĺımku tvoř́ı krustu. Nı́zká rychlost

mezńı vrstvy taveniny přiléhaj́ıćı ke krustě, spolu s krustou samotnou a rozhrańım krusty

s keĺımkem tvoř́ı dohromady tepelné odpory, které tak snižuj́ı teplo vedené z taveniny do

studeného keĺımku.

Když se keĺımek, ćıvka, frekvence a úroveň výkonu správně navrhnou, jsou strany

tekutého kovu tlačeny dovnitř, od vnitřńıch bočńıch stěn keĺımku. Ve skutečnosti jsou

stěny tekutého kovu od keĺımku izolovány magneticky. Absence fyzického kontaktu s

bočńımi stěnami zabraňuje zkratováńı segment̊u keĺımku a dále snižuje tepelné ztráty do

keĺımku.

Pro lepš́ı představu funkce studeného keĺımku při taveńı, vodivých i nevodivých ma-

teriál̊u, je tato práce rozdělena do šesti část́ı včetně tohoto úvodu a závěru.

Teorie indukčńıho ohřevu a sd́ıleńı tepla

Tyto dvě kapitoly se zabývaj́ı teoretickými základy a specifickými elektromagne-

tickými jevy využ́ıvanými pro návrh optimálńıho indukčńıho systému. Jsou zde popsány

základńı tepelné jevy a tři zp̊usoby přenosu tepla, jakož i změny vlastnost́ı materiálu s

nár̊ustem teploty.

Metody pro výpočet jsou založeny na nekonečně dlouhé ćıvce a vsázce. Bohužel, je

tento předpoklad zř́ıdka plat́ıćı. Ćıvky maj́ı obvykle několik málo závit̊u a nemohou být

tak považovány za nekonečně dlouhé.

Pro řešeńı jednotlivých problémů indukčńıho taveńı se uvád́ı několik metod. Tyto

metody jsou popsány v r̊uzných interńıch zprávách, specializovaných časopisech či od-

borné literatuře, často nedostupné běžným inženýr̊um. V této kapitole neńı ćılem roze-

psat veškeré dostupné metody výpočt̊u. Nicméně, aby bylo možné správně se zorientovat

v dané problematice, je nezbytné uvést alespoň obecné základy indukčńıho ohřevu a

sd́ıleńı tepla.

Popis rovinného harmonického vlněńı, válcového harmonického vlněńı a odvozeńı vek-

torových potenciál̊u, je nezbytnou součást́ı pro pochopeńı následuj́ıćıch část́ı.
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Problematika studeného keĺımku

V této části se práce zaměřuje na danou problematiku taveńı oxid̊u kov̊u ve studeném

keĺımku. Jelikož se problematikou indukčńıho taveńı se studeném keĺımku zabývá řada

renomovaných pracovǐst’ po celém světě, je zde popsáno několik možnost́ı řešeńı a zjed-

nodušeńı dané problematiky.

V prvńı řadě je popsán princip taveńı oxid̊u kov̊u ve studeném keĺımku. Dále pak

konstrukčńı řešeńı studených keĺımk̊u. Existuj́ı dva typy studených keĺımk̊u a to keĺımek

s integrovaným induktorem a keĺımek tvořený segmenty, kdy induktor je vně keĺımku,

toto řešeńı je technicky náročněǰśı. Pro potřeby taveńı oxid̊u kov̊u se použ́ıvá keĺımek

tvořený segmenty.

Dále je pak popsán postup při nutnosti použit́ı startovaćı fáze pro započet́ı taveńı

vsázky. Existuje několik variant. Každá z variant má ale své výhody a nevýhody, které

jsou v této části podrobně rozepsány. A nakonec je popsána část, kde dojde k roztaveńı

materiálu a následnému vytvořeńı krusty na přechodu keĺımek, segmenty.

Numerický model

Tato část je primárńım ćılem této diplomové práce. Jedná se o vytvořeńı mate-

matického modelu za pomoci výpočetńı techniky a profesionálńıho programu ANSYS.

Konkrétně se jedná o řešeńı nejmenš́ı části studeného segmentového keĺımku při započet́ı

tavby bez přenosu hmoty.
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Kapitola 2

Teorie indukčńıho ohřevu

Indukčńı teplo vzniká vždy při dopadu elektromagnetického (elmg.) vlněńı na vodi-

vou stěnu. Část vlněńı se při dopadu odraźı a vraćı zpět, druhá část proniká do stěny

a vyvolá v ńı indukované (v́ı̌rivé) proudy. Energie elmg. vlněńı se spotřebuje na uve-

deńı do pohybu volných elektron̊u v materiálu stěny. Elektrony se pohybuj́ı ve směru

intenzity elektrického pole, nabývaj́ı i na krátkých volných drahách značných rychlost́ı,

a t́ım poměrně značné kinetické energie. Při nárazu elektron̊u na atomy vodiče předaj́ı

elektrony svou kinetickou energii atomům, t́ım zvýš́ı jejich rozkmit, což jinými slovy zna-

mená zvýšeńı teploty materiálu. Elmg. vlněńı se ve stěně utlumı́ a jeho energie se přeměńı

na tepelnou.[1]

Následuj́ıćı kapitoly budou věnovány popisu obecných rovnic harmonického vlněńı pro

vodivé i nevodivé prostřed́ı.

2.1 Rovinné harmonické elektromagnetické vlněńı [1]

2.1.1 Popis rovinného elmg. vlněńı

Zdrojem rovinného elmg. vlněńı může být pouze rovná vodivá stěna, kterou procháźı

jedńım směrem stř́ıdavý, harmonicky proměnný proud. Zvolme pravoúhlou souřadnicovou

soustavu tak, aby vyzařuj́ıćı rovina, to je rozhrańı mezi vodivou stěnou a nevodivým

prostřed́ım, procházela osami Y a Z (obr 2.1)

V teoretických úvahách předpokládejme, že je tato stěna rozprostřena ve směrech Y

a Z do nekonečna. Rozdělme stěnu na pruhy o š́ı̌rce 1 m, ve směru osy Y. Každým pru-

hem necht’ protéká týž stř́ıdavý harmonicky proměnný proud o hodnotě I11 [A . m−1].

Předpokládejme, že zdroj je schopen napájet všechny pruhy mezi nekonečně vzdálenými
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Obrázek 2.1: Schématické znázorněńı rovné stěny vyzařuj́ıćı rovinné elmg.

vlněńı [1]

body 4 a 1 synchronně týmž proudem I11 [A.m−1]. Dále učińıme předpoklad, že rychlost

š́ı̌reńı proudové vlny ve všech pruźıch ve směru osy Y je nekonečně veliká. Za učiněných

předpoklad̊u můžeme naši úvahu uzavř́ıt zjǐstěńım, že okamžitá hodnota proudu i11

[A . m−1] v každém zvoleném okamžiku je ve všech bodech do nekonečna rozprostřené

vyzařuj́ıćı roviny všude stejná.

Zvolme ve vyzařuj́ıćı rovině bod A1. Proud I11 je vyvolán složkou intenzity elek-

trického pole E1 [V .m−1], kterou dodává zdroj. Procházej́ıćı proud I11 vyvolá v rozhrańı

intenzitu magnetického pole H1 [A . m−1]. Směr H1 splývá s osou Z. Odvod́ıme, že

H1 = −I11. Magnetický tok vybuzený proudem I11 vybud́ı v rozhrańı indukované napět́ı

Ei [V .m−1]. Má směr osy Y, avšak má smysl proti proudu I11, resp. proti E1. Toto napět́ı

E1 je totožné s fázorem barEp vyzářené elektrické vlny, E1 = barEp. Dále odvod́ıme,

že vzájemný vztah fázoru Ēp a fázoru H̄1 je určen charakteristickou impedanćı Z̄ pro

rovinné vlněńı v nevodivém prostřed́ı.

Ēp = Z̄H̄1 =

√
µ

ε
H̄1 (2.1)

Z uvedeného vyplývá, že intenzita elektrického pole Ep je ve všech bodech vyzařuj́ıćıho

rozhrańı stejná, nezáviśı na souřadnićıch y a z. Totéž plat́ı pro intenzitu H1. Jejich deri-
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vace jsou proto rovny nule

dE

dy
=

dE

dz
= 0,

dH

dy
=

dH

dz
= 0. (2.2)

Určeme zářivý vektor z fázor̊u Ē1 a H̄1

S1 = [Ē1H̄1]. (2.3)

Ze vzájemné orientace vektor̊u E1 a H1 vycháźı smysl vektoru S1 do vyzařuj́ıćı stěny.

Tento vektor znač́ı ztráty, které vzniknou ve vodivé stěně při pr̊uchodu proudu I11.

Určeme ještě zářivý vektor z fázor̊u Ēp H̄1.

Sp = [ĒpH̄1]. (2.4)

Vektor Sp vystupuje kolmo z rozhrańı a udává hustotu toku elmg. energie vyzářené

uvažovanou vodivou stěnou v bodě A1. Za učiněných předpoklad̊u vyzařuj́ı všechny body

nekonečně rozprostřeného rozhrańı tok emlg. energie o hustotě Sp. Stěna vyzařuje rovinné

elmg. vlněńı.

Uvedené podmı́nky pro rovinné elmg. vlněńı jsou nesplnitelné pro stěnu rozprostřenou

ve směrech Y a Z do nekonečna. Ve skutečnosti se však setkáváme s vyzařuj́ıćımi rovi-

nami poměrně malých rozměr̊u ve srovnáńı s vlnovou délkou λ, odpov́ıdaj́ıćı použitému

kmitočtu. Potom je podmı́nka téže okamžité hodnoty proudu i11 v každém mı́stě vyzařuj́ıćı

stěny s postačuj́ıćı přesnost́ı splněna.

2.1.2 Rovnice rovinného harmonického elmg. vlněńı

Vyjdeme z obecných fázorových rovnic

∇2E + k2E = 0 (2.5)

∇2H + k2H = 0 (2.6)

Vyjádř́ıme Laplace̊uv operátor v soustavě pravoúhlých souřadnic

[
∂2E

∂x2
+
∂2E

∂y2
+
∂2E

∂z2
] + k2E = 0. (2.7)

Rovinné elmg. vlněńı je charakterizováno t́ım, že vektory E a H jsou invariantńı k

souřadnićım y a z, derivace E a H podle y a z jsou proto rovny nule. V Laplaceově
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operátoru odpadnou druhé derivace podle y a z. Fázorové rovnice E a H pro rovinné

vlněńı budou

d2E

dx2
+ k2E = 0 (2.8)

d2H

dx2
+ k2H = 0 (2.9)

Řešeńı těchto homogenńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu, 1. stupně je velmi snadné.

Výsledkem řešeńı je lineárńı kombinace dvou exponenciálńıch funkćı typu: H = Aeλx.

Exponent λ dostaneme z charakteristické rovnice

λ2Aeλx + k2Aeλx = 0,

λ1,2 = ±jk = ±j(α− jβ) = ±(β + jα) (2.10)

Řešeńı rovnice (2.9) bude

H = A1e
jkx′ + A2e

−jkx′ = Hp + Hr. (2.11)

Výraz (2.11) udává obecné řešeńı harmonického rovinného elmg. vlněńı pro prostřed́ı

vodivé i nevodivé. A1, A2 jsou integračńı konstanty, které se v konkrétńım př́ıpadě urč́ı

z mezńıch podmı́nek. Prvńı člen na pravé straně je elmg. vlněńı postupuj́ıćı, vcházej́ıćı

ze zářiče. Druhý člen znač́ı elmg. vlněńı odražené zpět od předpokládané rovné vodivé

stěny, umı́stěné kolmo ke směru š́ı̌reńı. Pro názornost je výhodné, polož́ıme-li počátek

souřadnice x’ do odrážej́ıćı roviny. Fyzikálńı povaha uvažovaného děje předpokládá, že

kladný smysl souřadnice x’ je odprava doleva. Protože d̊usledně dodržujeme kladný smysl

x odleva doprava, změńı se ve výraze (2.11) znaménko obou exponent̊u, (x = −x′), takže

H = A1e
−jkx + A2e

jkx = Hp + Hr (2.12)

K fázoru H̄ podle (2.12) je třeba ještě přǐradit fázor elektrického pole Ē. Vzájemný

vztah udává 1. Maxwellova rovnice

rot H = γE + jωεE = (γ + jωε)E (2.13)

Hodnotu rot H vyč́ısĺıme s přihlédnut́ım k obr. 2.2

Uvažujeme v prostoru kolmo ke směru š́ı̌reńı elmg. vlněńı element o rozměrech (∆y

∆z), o tloušt’ce dx ve směru š́ı̌reńı. Ve vzdálenosti x je hodnota fázoru H, ve vzdálenosti
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Obrázek 2.2: Prostorový element pro vyjádřeńı rot H [1]

(x + dx) je fázor [H + (∂H/∂x)dx]. Máme-li určit rot H, zaṕı̌seme do čitatele výrazu

(2.9) práci, kterou vykoná jednotka magnetického množstv́ı, pohybuje-li se po obvodu

elementárńı plošky 1− 2− 3− 4− 1. Na úsećıch 2− 3 a 4− 1 se práce nekoná, protože

směr dráhy je kolmý ke směru śıly H. Do jmenovatele zaṕı̌seme obsah elementárńı plošky

(∆z dx). Děĺıme-li čitatele jmenovatelem, dostaneme hledanou velikost rot H

rot H =
H∆z − (H + ∂H

∂x
dx)∆z

∆z dx
= −∂H

∂x
(2.14)

Podle výrazu (2.14) dostaneme rot H derivováńım výrazu (2.12)

rot H = −∂H

∂x
= jkA1e

−jkx − jkA2e
jkx = jk[A1e

−jkx −A2e
jkx] (2.15)

Rot H dosad́ıme do 1. Maxwellovy rovnice (2.13) a dostaneme hledaný výsledek

E = Z[A1e
−jkx −A2e

jkx] = Ep + Er (2.16)

Výrazy (2.12) a (2.16) jsou obecné výrazy pro fázory Ē a H̄ harmonického rovinného

elmg. vlněńı. Plat́ı pro vodivé i nevodivé prostřed́ı.

2.2 Válcové harmonické elektromagnetické vlněńı [1]

2.2.1 Popis válcového elmg. vlněńı

Zdrojem válcového elmg.vlněńı je válcová plocha o poloměru r1, nekonečné délky,

protékaná stř́ıdavým proudem tak, že proudová vlákna lež́ı v rovinách kolmých k ose

válce.

8
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Uvažovanou vyzařuj́ıćı válcovou plochu můžeme přibližně realizovat tak, že ji na-

vineme jako ćıvku z vodiče obdélńıkového pr̊uřezu, přičemž předpokládáme nulovou

tloušt’ku izolace mezi závity. Předpokládejme, že stoupáńı závit̊u je zanedbatelně malé

proti poloměru r1 ćıvky, takže je přibližně splněna podmı́nka, aby proudová vlákna ležela

v rovinách kolmých k ose ćıvky. Dále předpokládáme, že rychlost š́ı̌reńı proudové vlny

závity ćıvky je nekonečně veliká.

Obrázek 2.3: Schematický řez válcovou ćıvkou [1]

Obrázek 2.4: Soustava válcových souřadnic [1]

Okamžitá hodnota proudové hustoty i11 [A . m−1], připadaj́ıćı na část válcové plochy

o osové délce 1 m, je v každém zvoleném okamžiku po celé délce ćıvky stejná. Takováto

plocha vyzařuje do své dutiny válcové elmg. vlněńı.

Umı́st́ıme vyzařuj́ıćı válec tak, aby jeho osa splynula s osou Z válcového souřadnicového

systému (obr. 2.4). Vektory E,H,S v kterémkoli mı́stě A o souřadnićıch (r, ϕ , z) v du-

tině válce jsou pouze funkćı poloměru r a nezáviśı na úhlu natočeńı ϕ od nějaké zvolené

výchoźı polohy ani na vzdálenosti z od zvolené výchoźı roviny. Urč́ıme-li dále veličiny Ē a

H̄ v uvažovaném bodě ve vzdálenosti r od osy Z, potom budou mı́t všechny body souosé

válcové plochy o poloměru r tytéž hodnoty Ē a H̄.
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Na obr. 2.3 je schematicky vyznačena uvažovaná vyzařuj́ıćı válcová plocha. Počet

závit̊u připadaj́ıćı na část ćıvky o osové délce 1 m označme N11 [1 . m−1]. Proud v

závitech ćıvky necht’ je I1 [A], takže proudová hustota I11 bude

I11 = N11.I1 [A . m−1]. (2.17)

Obrázek 2.5: Vnitřńı povrch ćıvky vyzařuje válcové elmg. vlněńı Sp1 [1]

Sledujme podle obr. 2.5 vzájemnou prostorovou orientaci jednotlivých vektor̊u v bodě

A na vnitřńım povrchu ćıvky. Teče-li proud I11 vyznačeným směrem, má intenzita elek-

trického pole E1 na poloměru r1 stejný směr i smysl. Vektor intenzity magnetického

pole H1 na poloměru r1 směřuje vzh̊uru, což vyplývá ze smyslu vektoru I11 v obr. 2.5.

Vektorový součin [E1H1] určuje zářivý vektor S1, kolmý k jejich rovině. Jeho smysl je

takový, že vstupuje kolmo do stěny ćıvky a znač́ı velikost ztrát v ćıvce. Proud I1 v

závitech ćıvky vybud́ı v dutině ćıvky magnetický tok, který indukuje v závitech napět́ı

Ei opačného smyslu, než je intenzita E1. Intenzita magnetického pole H1 a indukovaného

napět́ı Ei vytvoř́ı zářivý vektor Sp1=[EiH1], který je kolmý k vnitřńımu povrchu ćıvky,

avšak směřuje radiálně k jej́ı ose. Vnitřńı povrch ćıvky tedy vyzařuje do své dutiny jalový

elektromagnetický tok o hustotě Sp1 [VA . m−2].

U ćıvky nekonečné délky můžeme pouze teoreticky předpokládat tutéž okamžitou hod-

notu hustoty proudu i11 v celé délce ćıvky. U skutečných ćıvek, jejichž rozměry jsou zpra-

vidla velmi malé proti vlnové délce λ elmg. vlněńı při použitém kmitočtu, je předpoklad
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téže okamžité hodnoty hustoty proudu i11 po celé délce ćıvky splněn s velkou přesnost́ı

(např. pro kmitočet f = 104 Hz je vlnová délka ve vzduchu λ = 30 km, pr̊uměr a délka

ćıvky jsou řádově asi 1 metr).

Předpokládáme-li v teoretických úvahách, že ćıvka má nekonečnou délku, potom se

konečný magnetický tok buzený v dutině ćıvky vraćı nekonečným prostorem vně ćıvky,

má nekonečný pr̊uřez, a tedy nulovou intenzitu magnetického pole. Proto je intenzita

magnetického pole H3 na vněǰśım poloměru r3 rovna nule. Z obr. 2.3 odvod́ıme intenzitu

H1 na poloměru r1

I11 =

∮
s

H ds = H1.1−H3.1 = H1 [A . m−1]. (2.18)

Na př́ıčných drahách 4-1, 2-3 a stejně 8-5, 6-7 se práce nekoná, protože intenzita H

se rovná nule. Proud I11 vybud́ı na dráze 6-7 intenzitu H′, avšak stejný proud I11 v

sousedńım pruhu o š́ı̌rce 1 m vybud́ı stejnou intenzitu H′′ v opačném smyslu.

2.2.2 Obecné rovnice válcového elmg. vlněńı [1]

Plat́ı pro prostřed́ı vodivé i nevodivé. Vyjdeme z obecných fázorových rovnic

∇2E + k2E = 0 ,∇2H + k2H = 0 (2.19)

Protože pro válcové elmg. vlněńı použ́ıváme válcovou soustavu souřadnic, je třeba

Laplace̊uv operátor ∇2H také převést do této soustavy. Laplace̊uv operátor vektoru je

možné převést ze soustavy pravoúhlých souřadnic do soustavy válcových souřadnic za

předpokladu, že uvažovaný vektor má směr osy Z válcového souřadnicového systému.

Tato podmı́nka je zde splněna pouze pro vektor H. Můžeme napsat obecný výraz pro

∇2H v soustavě válcových souřadnic.

∇2H =
1

r

∂

∂r
(r
∂H

∂r
) +

1

r2

∂2H

∂ϕ2
+
∂2H

∂z2
(2.20)

Protože u válcového vlněńı záviśı intenzita H pouze na poloměru r, avšak neměńı se

se souřadnićı ϕ a z jsou derivace

∂H

∂ϕ
= 0 ,

∂H

∂z
= 0 ,

Dosad́ıme za ∇2H do výrazu (2.19)

d2H

dr2
+

1

r

dH

dr
+ k2H = 0 (2.21)

11
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Děĺıme-li výraz (2.21) konstantou š́ı̌reńı k2, dostaneme Besselovu diferenciálńı rovnici

nultého řádu pro argument (kr)

d2H

d(kr)2
+

1

(kr)

dH

d(kr)
+ H = 0 (2.22)

Jej́ım řešeńım je lineárńı kombinace cylindrických funkćı

H = C1J0(kr) + C2N0(kr) [A . m−1] (2.23)

Znaky C1,C2 jsou integračńı konstanty, které urč́ıme z mezńıch podmı́nek. J0(kr),

N0(kr) jsou cylindrické funkce nultého řádu prvńıho a druhého druhu pro argument (kr).

K výrazu (2.23) pro intenzitu H v mı́stě o poloměru r je třeba ještě odvodit výraz

pro intenzitu elektrického pole E. Vzájemný vztah je dán 1. Maxwellovou rovnićı

rotH = γE + jωεE = (γ + jωε)E. (2.24)

Velikost rotace H urč́ıme z obr. 2.6.

Obrázek 2.6: Obrázek pro odvozeńı rot H a rot E v dutině ćıvky [1]

Na obecném poloměru r jsme vyznačili vektor intenzity H a na poloměru (r + dr) je

magnetická intenzita o diferenciál větš́ı: H+(∂H
∂r

)dr. Vytkli jsme část ćıvky o osové délce

1 m. Vyznačme elementárńı plochu o vrcholech 1 − 2 − 3 − 4. Rotaci H na poloměru r

dostaneme, vyjádř́ıme-li práci, kterou vykoná jednotka magnetického množstv́ı po obvodu

plošky 1 − 2 − 3 − 4 − 1. Výsledek potom děĺıme velikost́ı této plošky. Vektor rot H je

12
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kolmý k vyznačené plošce a vystupuje proti nám, takže při pohledu proti ose Z má

záporný smysl.

−rot H =
(H + ∂H

∂r
dr)1−H 1

1 dr
=
∂H

∂r
(2.25)

Spojeńım (2.24) a (2.25) dostaneme E

E = − 1

γ + jωε

∂H

∂r
.

Intenzitu E dostaneme derivaćı výrazu (2.23), to jest derivaćı obou cylindrických

funkćı.

E =
k

γ + jωε
[C1J1(kr) + C2N1(kr)] [V . m−1] (2.26)

2.2.3 Proud naindukovaný do válcové vsázky

Obrázek 2.7: Schematické uspořádáńı válcové ćıvky a souosé válcové

vsázky [1]

Vyjdeme z obr. 2.7. Ve válcové vsázce vytkneme dvěma řezy, kolmými k ose vsázky,

část o osové délce 1m. Na poloměru r vytkněme válcový element o radiálńı tloušt’ce dr,

výšce 1m. Uvažovaným elementem protéká naindukovaný proud dI21 (J je hustota na

poloměru r)

dI21 = (1 dr)J = J dr.

13
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Integraćı v meźıch 0 < r < r2 dostaneme hledaný naindukovaný proud I21

I21 =

∫ r2

0

J dr =

√
−j
√

2

aγ

H2

J0(x2

√
−j)

∫ r2

0

J1(x
√
−j)dr (2.27)

∫
J1(x

√
−j)dx = −H2

J0(x2

√
−j)− 1

J0(x2

√
−j)

[A . m−1] (2.28)

Odvod’me ještě absolutńı hodnotu výrazu (2.28)

I21 = −H2
(ber x2 − 1)− j bei x2

ber x2 + j bei x2

], (2.29)

I21 = H2

√
[
(ber x2 − 1)2 + bei2 x2

ber2 x2 + bei2 x2

] (2.30)

Z výrazu (2.28) vid́ıme, že naindukovaný proud I21 záviśı na parametru x2, tedy na

fyzikálńıch vlastnostech γ a µr vsázky, na kmitočtu a poloměru r2.

Pro větš́ı hodnoty argumentu x2 rostou rychle obě složky funkce J0(x2

√
−j) = ber x2−

j bei x2. Např. pro x2 = 10, 0: ber x2 = 138, 84, bei x2 = −56, 37. Můžeme proto v takovém

př́ıpadě zanedbat v čitateli (2.29) 1 proti ber x2 a po vykráceńı

I21x→∞ = I21∞ = −H2 = −H1 = −N11I1 = −I11 (2.31)

U tavićıch pećı (obvykle je a2 � r2) nezáviśı naindukovaný proud I21∞ ve vsázce

ani na fyzikálńıch vlastnostech γ a µr vsázky, ani na kmitočtu a poloměru r2. Vybuzený

proud I21∞ je stejně veliký jako proud budićı I11, má však opačný smysl. Za použit́ı

výsledku (2.31) bude poloměr amplitud I21/I21∞ dán výrazem

I21

I21∞
=

√
(ber x2 − 1)2 + bei2 x2

ber2 x2 + bei2 x2

(2.32)

Z obr. 2.8 vid́ıme, že naindukovaný proud I21 je malý pro malé hodnoty parametru

x2. Pro x2 > 7, 0 se bĺıž́ı své limitńı hodnotě I21 = I21∞.

Pro snadné pochopeńı odvozeného výsledku použijeme obr. 2.9. Obrázek je pouze

přibližný, nerespektuje vzájemný fázový posuv hustoty proudu v jednotlivých bodech, je

však velmi názorný.

V obrázku je řez válcovou vsázkou, na kterou dopadá radiálně z ćıvky válcové elmg.

vlněńı. Sledujme na libovolném pr̊uměru koncové body A a B. Z levé strany dopadá

vlněńı, znázorněné zářivým vektorem S ′p, z pravé strany vektor S ′′p . Pr̊uběh amplitudy

14
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Obrázek 2.8: Proud I21 naindukovaný do válcové vsázky v závislosti na

argumentu x2 [1]

Obrázek 2.9: Pr̊uběh hustoty proudu (absolutńı hodnota) vyvolané

současným dopadem vlněńı S
′
p S

′′
p v protěǰśıch bodech A a B [1]

15
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hustoty naindukovaného proudu vyvolaného vlněńım S ′p je dán křivkou J ′. Druhá křivka

J ′′ udává pr̊uběh amplitudy hustoty proudu, vyvolané vlněńım S ′′p z pravé strany. Určeme

hustotu proudu ve zvoleném bodě C na spojnici AB. Vlněńı z levé strany vyvolá hustotu

J ′, směřuj́ıćı nahoru. Vlněńı z pravé strany však vyvolá hustotu J ′′ opačného smyslu.

Výsledkem bude poměrně malý rozd́ıl obou hustot. Vyznačené pr̊uběhy J ′ a J ′′ plat́ı v

př́ıpadě, že parametr x2 je malý. Obě vlněńı se setkávaj́ı, p̊usob́ı proti sobě, výsledný

naindukovaný proud I21 je malý.

V obrázku jsou dále zakresleny křivky J+ a J++, které znač́ı opět pr̊uběhy amplitud

hustoty proudu vyvolané vlněńım z obou stran, avšak v př́ıpadě, že a2 � r2, x2 je veliké.

Z obrázku vid́ıme, že obě elmg. vlněńı, postupuj́ıćı proti sobě, se prakticky zcela utlumı́

dř́ıve, než se setkaj́ı. Nemohou na sebe vzájemně p̊usobit a naindukovaný proud má plnou

hodnotu I21 = I21∞ = −H2 = −I11.

2.2.4 Impedance válcové vsázky

Impedance vsázky převád́ıme do ćıvky, přesněji do proudového vlákna o poloměru r1.

Voĺıme tento postup:

Urč́ıme magnetické toky v dutině ćıvky, je to magnetický tok v mezeře mezi ćıvkou a

vsázkou a magnetický tok ve vsázce. Časová změna těchto tok̊u vybud́ı v uvažované části

ćıvky (o délce 1 m) určité naindukované napět́ı. Abychom stejné uvažované magnetické

toky vytvořili, muśıme na uvažovanou část ćıvky dodávat ze zdroje napět́ı rovné naindu-

kovanému napět́ı, avšak opačného smyslu. Děĺıme-li toto napět́ı přiváděné na uvažovanou

část ćıvky proudem v ćıvce, dostaneme impedanci vsázky převedenou do ćıvky.

Závity ćıvky protéká proud I1 [A], na část ćıvky v osové délce 1 m připadá ”bud́ıćı

proud”I11 = N11I1[A .m−1]. V mezeře mezi ćıvkou a vsázkou je magnetický tok Φm, tok

ve vsázce je Φv

Φm = π(r2
1 − r2

2)µH1 [Wb],

Φv = 2πµ
a2

2

∫ x2

0

Hxdx = πµa2 H1

J0(x2

√
−j)

∫ x2

0

J0(x
√
−j)xdx.

Časová změna obou tok̊u indukuje v 1 závitu napět́ı (−U1), v části ćıvky o osové

délce 1 m napět́ı (−N11U1) [V]. Na vytvořeńı stejných tok̊u je třeba přivádět na 1 m

délky ćıvky napět́ı téže velikosti, avšak opačného smyslu

+N11U1 = N11(
dΦm

dt
+
dΦv

dt
) (2.33)
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dΦv

dt
= jωπµa2 H1

J0(x2

√
−j)

∫ x2

0

J0(x
√
−j)xdx (2.34)

Po vyřešeńı integrálu dostaneme

dΦv

dt
= jωπµa2H1

√
jx2

J1(x2

√
−j)

J0(x2

√
−j)

(2.35)

Odvod’me poměr obou cylindrických funkćı

J1(x
√
−j)

J0(x
√
−j) = −

√
−j(ber′ x−j bei′ x)
ber x−j bei x =

= −
√
j[ ber x ber′ x+bei x+bei′ x

ber2 x+bei2 x
+ j−ber x bei′ x+ber′ x bei x

ber2 x+bei2 x
] =

= −
√
j[P (x) + j Q(x)]

(2.36)

Poměr obou cylindrických funkćı má složku reálnou, kterou jsme označili P (x), a

imaginárńı Q(x). Graficky je pr̊uběh obou znázorněn na obr. 2.10

Obrázek 2.10: Pr̊uběh funkćı P (x) a Q(x) v závislosti na argumentu x [1]

Dosad’me d́ılč́ı výsledky do výrazu (2.33). Mı́sto H1 pǐsme N11I1

N11U1 = jωπµ(r2
1 − r2

2)N2
11I1 + jωπµa2x2

√
j(−
√
j) .

. [P (x2) + j Q(x2)]N2
11I1 = {ωπµa2x2N

2
11P (x2) + j[ωπµ(r2

1 − r2
2) .

. N2
11 + ωπµa2x2N

2
11Q(x2)]}I1

(2.37)
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Z výrazu pro hloubku vniku můžeme vyjádřit: ωµ = 2/γa2. Dosad’me do (2.37).

Děĺıme-li proudem I1, dostaneme hledanou impedanci Z21 části vsázky o délce 1 m

převedenou do ćıvky (na poloměr r1)

Z21 =
N11U1

I1

= {2πx2

γ
N2

11P (x2) + j[ωµπ(r2
1 − r2

2)N2
11 +

2πx2

γ
N2

11Q(x2)]} (2.38)

Impedance vsázky převedená do ćıvky má složku reálnou (činný odpor R21 vsázky) a

složku imaginárńı, to je reaktanci ωL21 vsázky a mezery mezi ćıvkou a vsázkou.

R21 =
2πx2

γ
N2

11P (x2) [Ω . m−1] (2.39)

ωL21 = ωµπ(r2
1 − r2

2)N2
11 +

2πx2

γ
N2

11Q(x2) [Ω . m−1] (2.40)

Výrazy pro činný odpor a reaktanci vsázky převedené do ćıvky se značně zjednoduš́ı,

dosahuje-li parametr x2 velkých hodnot, jako je to zpravidla u tav́ıćıch pećı (a2 � r2).

To souviśı s t́ım, že funkce P (x2) a Q(x2) se bĺıž́ı svým limitńım hodnotám.

Pro x2 > 4 plat́ı s chybou 1

P (x2)
.
=

1√
2
− 1

2x2

, Q(x2)
.
=

1√
2

.
= 0, 707107 (2.41)

Pro x2 > 15 můžeme ve výrazu (2.41) pro P (x2) zanedbat druhý člen, takže

P (x2)
.
=

1√
2

.
= 0, 707107 (2.42)

Z obr. 2.10 vid́ıme, že funkce Q(x2) velmi strmě stoupá s rostoućım parametrem x2

a již při x2 > 4, 0 dosáhne téměř sv́ı limitńı hodnoty 0, 707. Funkce P (x2) stoupá méně

strmě a trvá déle, než dosáhne své limitńı hodnoty, rovněž 0, 707.

Dosad́ıme-li do výrazu (2.39) limitńı hodnotu za P (x2), dostaneme velmi jednoduchý

výraz pro činný odpor vsázky s velkým parametrem x2

R21 =
2πx2

γ
N2

11P (x2) = ρ
2πr2

√
2

a

1√
2
N2

11 = ρ
2πr2

a . 1
N2

11 (2.43)

Výraz (2.43) udává činný odpor části vsázky o délce 1 m převedený do ćıvky. Součinitel

N2
11 je převodńı poměr, takže ”ekvivalentńı”odpor vsázky R′21 je dán výrazem

R′21 = ρ
2πr2

a . 1
[Ω . m−1] (2.44)
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Výraz (2.44) znamená, že činný odpor válcové vsázky poč́ıtáme jako odpor povrchové

vrstvy o tloušt’ce rovné hloubce vniku. Tento d̊uležitý výsledek umožňuje zjednodušeńı

výpočt̊u keĺımkových indukčńıch pećı (2πr2 je délka odporu, (a . 1) jeho pr̊uřez).

2.2.5 Množstv́ı naindukovaného tepla ve válcové vsázce

Při pr̊uchodu naindukovaných proud̊u vsázkou vzniká teplo. Jeho množstv́ı můžeme

odvodit několika r̊uznými zp̊usoby.

Př́ımé odvozeńı množstv́ı tepla (Jouleovy ztráty)

Tento zp̊usob je fyzikálně velmi názorný. Vyjdeme z obr. 2.11. Na poloměru r uvažujeme

proudový element o délce 2πr, o pr̊uřezu (1.dr), kterým protéká proud dI21 = (dr.1)J.

Odpor tohoto elementu

dR21 = ρ
2πr

dr.1
.

Množstv́ı tepla dP21 v uvažovaném elementu

dP21 = dR21
1

2
dI2

21 = ρ
2πr

dr

1

2
J2dr2 = πρJ2rdr (2.45)

Obrázek 2.11: Obrázek pro odvozeńı Jouleových ztrát [1]

Měrný př́ıkon, to je množstv́ı tepla v jednotce objemu, je opět

σ =
dP21

2πrdr.1
=

1

2γ
J2 (2.46)

Z výrazu (2.45) dostaneme integraćı hledané množstv́ı vyvinutého tepla P21 v části

vsázky o osové délce 1 m
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P21 = πρ

∫ r2

0

J2rdr

Zaved’me do (2.47) argument x mı́sto poloměru r

x =
r

a

√
2, rdr =

a2

2
xdx,

P21 = πρ
a2

2

∫ r2

0

J2xdx (2.47)

Pro hustotu J použijeme výraz

J2 =
2

a2
H2

2

ber′2 x+ bei′2 x

ber2 x+ bei2 x
(2.48)

Dosad́ıme do (2.47)

P21 =
πρ H2

2

ber2 x2 + bei2 x2

[

∫ x2

0

x ber′2 x dx+

∫ x2

0

x bei′2 x dx] [W . m−1] (2.49)

Oba integrály v závorce vyřeš́ıme integraćı řad, kterými jsou definovány funkce ber′ x

a bei′ x

ber′ x = (− x3

22.4
+

x7

(2.4.6)2.8
− x11

(2.4.6.8.10)2.12
+ . . .),

bei′ x = (−x
2

+
x5

(2.4)2.6
− x9

(2.4.6.8)2.10
+ . . .).

Integrováńı řady ,můžeme použ́ıt pouze v př́ıpadě, že řada konverguje. Řady ber′ x a

bei′ x konverguj́ı t́ım rychleji, č́ım menš́ı je hodnota argumentu x.

Vzhledem k rychle postupuj́ıćı konvergenci řad ber′ x a bei′ x omeźıme naše řešeńı na

určitý interval argumentu x (např. 0 < x < 4, 0). Budeme potom ve výsledku sledovat

členy s potencemi až do x16. Řady s potencemi vyšš́ımi nejsou již úplné, a proto je ve

výsledku označ́ıme pouze symbolicky
∑
x20,

∑
x24 atd. Jejich hodnoty jsou malé proti

součtu předchoźıch člen̊u.

Naznačeným postupem jsme dostali pro množstv́ı tepla P21 výraz

P21 =
πρH2

2

ber2 x2 + bei2 x2

[
x4

2

22.4
+

x8
2

(2.4)2.8.12
+

x12
2

(2.4.6.8)2.10.12
+

+
x16

2

(2.4.6.8)8.6.8.10.12.14.16
+
∑

x20
2 +

∑
x24

2 + . . .] [W . m−1] (2.50)

Výsledek (2.50) je fyzikálně správný, avšak pro svou složitost neńı vhodný pro prak-

tické výpočty.
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Nepř́ımé odvozeńı množstv́ı tepla ve vsázce

Použijeme zp̊usobu, který se běžně použ́ıvá u transformátor̊u, kdy hodnotu impedance

ze sekundárńı strany převád́ıme na stranu primárńı.

V předchoźı části jsme odvodili výraz (2.39) pro činný odpor vsázky R21, převedený

do ćıvky

R21 =
2πx2

γ
N2

11P (x2).

Procháźı-li t́ımto odporem ćıvkový proud I1 (max. hodnota), vznikne množstv́ı tepla

P ′21

P ′21 = 1
2
R21I

2
1 = 2πx2

γ
N2

11P (x2)1
2
I2

1 = πρx2P (x2)(N11I1)2 =

= πρx2P (x2)H2
2 [W . m−1]

(2.51)

Funkce P (x2) je

P (x2) =
ber x2ber

′ x2 + bei x2bei
′ x2

ber2 x2 + bei2 x2

(2.52)

Dosad’me (2.52) do (2.51),

P ′21 =
πρH2

2

ber2 x2 + bei2 x2

[x2 ber x2 .ber
′ x2 + x2 bei x2 .bei

′ x2] (2.53)

Řady jsou konvergentńı, opět uvažujeme parametr x2 v rozmeźı 0 < x2 < 4, 0. Při

násobeńı řad mezi sebou uvažujeme vždy pouze několik málo člen̊u na začátku každé

řady. Po vynásobeńı a sečteńı člen̊u týchž potenćı jsme dostali výsledek shodný s (2.50).

Můžeme-li zanedbat potence x20
2 a vyšš́ı, jejichž součtové řady nejsou úplné, což

můžeme učinit v našem př́ıpadě, kdy parametr x2 je menš́ı než 4, 0, zjist́ıme totožnost:

P ′21 = P21.

Odvodili jsme, že pro menš́ı hodnoty parametru x2 nemuśıme při výpočtu tepla ve

válcové vsázce použ́ıvat složitého výrazu (2.50), avšak můžeme použ́ıt velmi jednoduchého

výrazu (2.51).

2.3 Elektromagnetické pole [4]

Elektromagnetické pole je obecně popsáno Maxwellovými rovnicemi. Tyto rovnice

mohou být uvedeny ve tvaru diferenciálńım či integračńım. Zde jsou uvedeny ve tvaru
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diferenciálńım:

rot H = J +
∂D

∂t
, (2.54)

rot E = −∂B

∂t
, (2.55)

div D = ρv, (2.56)

div B = 0, (2.57)

Maxwellovy rovnice jsou však nevýhodné pro numerické výpočty, jelikož popisuj́ı elek-

tromagnetické pole pomoćı vektorových veličin E, D, B, H a J. Tyto veličiny maj́ı na

rozhrańıch r̊uzné podmı́nky, které však definuj́ı spojitost pouze jedné složky vektor̊u.

Pokud bychom je uvažovali z obecného hlediska, neńı jisté zda by se chovali na rozhrańı

spojitě. Z tohoto d̊uvodu je výhodné popisovat elektromagnetické pole pomoćı potenciál̊u.

Pro odvozeńı popisu elektromagnetického pole pomoćı potenciál̊u vyjdeme ze čtvrté

Maxwellovy rovnice (2.57). Z této rovnice vyplývá, že vektorové pole magnetické in-

dukce je nezř́ıdlové. Pro jeho popis použijeme vektorový potenciál A, který je definován

následuj́ıćım vztahem

B = rot A (2.58)

Pokud dosad́ıme definičńı vztah (2.58) do 2. Maxwellovy rovnice, po úpravě dostaneme

tvar

rot (E +
∂A

∂t
) = 0 (2.59)

Jelikož výraz v závorce v rovnici (2.59) má nulovou rotaci, lze ho vyjádřit jako gradient

skalárńıho potenciálu Φ.

−gradΦ = E +
∂A

∂t
(2.60)

Po úpravě źıskáme intenzitu elektrického pole závislou pouze na potenciálech.

E = −gradΦ− ∂A

∂t
(2.61)
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Pokud vyjdeme z materiálových vztah̊u D = εE, B = µH a J = γ(E + Eext) =

γE + Jext a dosad́ıme vztahy (2.58) a (2.61) do 1. a 2. Maxwellovy rovnice, źıskáme

rovnice, které popisuj́ı elektromagnetické pole pouze potenciály A a Φ.

rot
1

µ
rot A + γ(gradΦ +

∂A

∂t
) +

∂

∂t
ε(gradΦ +

∂A

∂t
) = Jext, (2.62)

div ε gradΦ + divε
∂A

∂t
= −ρ (2.63)

Prvńı člen rovnice (2.62) a druhý člen rovnice (2.63) obsahuje divergenci vektorového

potenciálu, která neńı nič́ım dána a lze ji tak libovolně zvolit.

Předchoźı rovnice (2.62) a (2.63) byly odvozeny bez zjednodušuj́ıćıch podmı́nek z

Maxwellových rovnic. Tud́ıž jsou tyto rovnice obecně platné. V následuj́ıćıch částech

využijeme zjednodušuj́ıćı předpoklady vycházej́ıćı ze znalost́ı vlastnost́ı jednotlivých prostřed́ı

a pole.

Pole děĺıme pro využit́ı předpoklad̊u na:

• Nestacionárńı pole

• Kvazistacionárńı pole

• Stacionárńı pole

Prostřed́ı děĺıme pro využit́ı předpoklad̊u na:

• Prostřed́ı s časově konstantńımi parametry

• Prostřed́ı s prostorově konstantńımi parametry

• Prostřed́ı s časově proměnnými parametry

• Prostřed́ı s prostorově proměnnými parametry

• Prostřed́ı lineárńı

• Prostřed́ı nelineárńı
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Nestacionárńı pole

U nestacionárńıho pole neńı možné zanedbat posuvný proud. Avšak i zde můžeme

použ́ıt zjednodušuj́ıćı předpoklady, jsou-li splněny podmı́nky, kdy je prostřed́ı lineárńı,

nevodivé, s prostorově i časově konstantńı permitivitou ε. Abychom źıskali dvě nezávislé

rovnice, můžeme použ́ıt Lorentzovu kalibračńı podmı́nku .

div A = −µε∂Φ

∂t
(2.64)

Je-li prostorově konstantńı také permeabilita µ , źıskáme za pomoci Lorentzovy ka-

libračńı podmı́nky (2.64) a vektorové identity rot rot A = grad div A−∆A následuj́ıćı

nezávislé rovnice.

∆A− εµ∂
2A

∂t2
= −µJext (2.65)

∆Φ− εµ∂
2Φ

∂t2
= −ρ

ε
(2.66)

U modelováńı indukčńıch ohřev̊u se nestacionárńı pole nevyskytuje.

Kvazistacionárńı pole

Uvažujeme-li kvazistacionárńı pole, můžeme zanedbat posuvný proud. V rovnici (2.62)

tak dojde k odstraněńı členu ∂
∂t
ε(gradΦ + ∂A

∂t
). Pokud se k tomuto přidá lineárńı a pro-

storově konstantńı permitivita ε a volný náboj ρ = 0 v celém prostoru, pak je vhodné

použ́ıt Coulombovu kalibračńı podmı́nku.

div A = 0 (2.67)

Rovnice (2.63) pak má na libovolné oblasti tvar

∆Φ = 0 (2.68)

Gradient skalárńıho potenciálu pak lze považovat za nulový

gradΦ = 0 (2.69)

Jelikož zanedbáváme posuvný proud, použijeme vztah (2.69) a po dosazeńı a úpravě

rovnice (2.62) źıskáme

rot
1

µ
rotA + γ

∂A

∂t
= Jext (2.70)
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Je-li prostorově konstantńı a lineárńı permeabilita µ , źıskáme za pomoci Coulombovy

kalibračńı podmı́nky (2.67) a vektorové identity rot rot A = grad div A−∆A následuj́ıćı

tvar rovnice

−∆A + γ
∂A

∂t
= Jext (2.71)

U modelováńı indukčńıch ohřev̊u je kvazistacionárńı pole použ́ıváno ve vodivých ob-

lastech. Z toho vyplývá, že lze zanedbat posuvný proud oproti proudu vodivostńımu.

Předevš́ım d̊usledkem dostatečné vodivosti těchto oblast́ı.

Stacionárńı pole

Stacionárńı pole je pole časově konstantńı. Zanedbávaj́ı se tak všechny časové derivace.

Pokud znovu použijeme Coulombovu kalibračńı podmı́nku (2.67) a zároveň bude permi-

tivita ε prostorově konstantńı, źıskáme opět z rovnice (2.63) rovnici (2.68) a gradΦ = 0.

Z rovnice (2.62) pak vzejde tvar

rot
1

µ
rotA = Jext (2.72)

Je-li prostorově konstantńı a lineárńı permeabilita µ , źıskáme za pomoci Coulombovy

kalibračńı podmı́nky (2.67) a vektorové identity rot rot A = grad div A−∆A následuj́ıćı

tvar rovnice

−∆A = Jext (2.73)

U model̊u indukčńıch ohřev̊u jsou rovnice stacionárńıho pole (2.72) nebo (2.73) použ́ıvány

pro výpočet nevodivých oblast́ı. Pro často použ́ıvané frekvence u indukčńıch ohřev̊u je

totiž vlnová délka elektromagnetického vlněńı mnohem větš́ı, než rozměry zař́ızeńı.

Pokud porovnáme rovnice (2.70) a (2.71) s rovnicemi (2.72) a (2.73). Dojdeme k

závěru, že se lǐśı pouze členem s vodivost́ı. To je velmi praktické, protože pak lze pro

vodivé i nevodivé oblasti použ́ıt rovnice (2.70) a (2.71). S t́ım předpokladem, že pro

nevodivé oblasti bude γ = 0.

2.3.1 Podmı́nky na rozhrańı

Poč́ıtaný model se skládá z v́ıce oblast́ı s r̊uznými materiálovými vlastnostmi. Pokud

spolu soused́ı dvě oblasti s r̊uznými materiálovými vlastnostmi, neńı možné jejich hranice

považovat za regulárńı body a neplat́ı na nich dř́ıve odvozené diferenciálńı rovnice. Pro

takovéto hranice plat́ı

A1 = A2

1
µ1
rot A1 − 1

µ2
rot A2 = KN

(2.74)
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Proto je nutné zadávat při vytvářeńı model̊u také podmı́nky pro body tvoř́ıćı rozhrańı

Γ poč́ıtaného modelu. Nejběžněǰśımi podmı́nkami pro modely elektromagnetického pole

při taveńı ve studeném keĺımku jsou Dirichletova a Neumannova.

Dirichletova okrajová podmı́nka

Tato podmı́nka udává př́ımo požadovanou velikost zjǐst’ované veličiny v každém bodě

rozhrańı Γ

A(Γ, t) = AΓ(Γ, t) (2.75)

A . . . neznámá hodnota vektorového potenciálu

AΓ . . . zadaná hodnota vektorového potenciálu pro body rozhrańı Γ

Dirichletova podmı́nka také určuje derivaci vektorového potenciálu v libovolném tečném

směru k hranici Γ, a t́ım i normálovou složku rotace A, což je normálová složka magnetické

indukce. Pomoćı Dirichletovy okrajové podmı́nky můžeme zadat požadovanou hodnotu

normálové magnetické indukce BN Pokud zadáme AΓ konstantńı na určité části rozhrańı,

pak bude BN na této dané části nulové. Toho se využ́ıvá předevš́ım u symetrických mo-

del̊u, kde je rozhrańı totožné se siločárou.

Neumannova okrajová podmı́nka

Tato podmı́nka udává derivaci A podle vněǰśı normály rozhrańı.

∂A

∂n
(Γ, t) = f(Γ, t) (2.76)

f . . . požadovaná hodnota derivace podle vněǰśı normály

Neumannova okrajová podmı́nka určuje velikost tečné složky vektoru B. Je-li Neu-

mannova okrajová podmı́nka rovna nule, bude mı́t vektor B(Γ, t) směr normály k roz-

hrańı. Toho se opět využ́ıvá u symetrických model̊u, pokud v́ıme, že jsou siločáry kolmé

k rozhrańı Γ.
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Kapitola 3

Teorie sd́ıleńı tepla

Sd́ıleńım tepla rozumı́me přenos tepla v d̊usledku existence teplotńıho gradientu.

Existuje-li tedy v libovolném prostřed́ı rozd́ıl teplot, zákonitě muśı docházet k přenosu

tepla. Pokud máme systém bez vněǰśıch zdroj̊u, proud́ı tepelná energie z mı́st s vyšš́ı

teplotou do mı́st s nižš́ı teplotou.

3.1 Sd́ıleńı tepla vedeńım [6]

Přenos tepla vedeńım je zp̊usoben př́ımým kontaktem částic v látce. Přenos energie

je tak zprostředkován př́ımým tlakem molekul v tekutinách nebo pohybem volných elek-

tron̊u v kovech. Tento přenos tepla má největš́ı význam u tuhých materiál̊u, kde jsou

molekuly v těsném kontaktu. U kapalin a plyn̊u nejsou molekuly tak bĺızko u sebe a je

tedy sńıžena jejich šance na kolizi a předáńı tepelné energie.

Nejlepš́ımi vodiči tepelné energie jsou kovy. Ty maj́ı kovovou vazbu, ve které valenčńı

elektrony atomů tvoř́ı tzv. elektronový plyn. Elektrony jsou sd́ılené všemi atomy a mohou

se v mř́ıžce volně pohybovat. Tyto elektrony jsou schopny rychle přenést tepelnou energii

z jednoho mı́sta na druhé.

Schopnost přenosu tepla lze určit tepelnou vodivost́ı λ. Ta je definována jako množstv́ı

tepla Q, které lze přenést za jednotku času ∆t přes stěnu jednotkové tloušt’ky ∆l ve směru

normály vyvolané jednotkovým teplotńım gradientem ∆T .

Hustotu tepelného toku vedeńım lze vyjádřit jako

q′cond. = −λ.grad T (3.1)

Dále se zavád́ı teplotńı gradient vztahem

G = −grad T (3.2)
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Z toho vyplývá vztah mezi teplotńım gradientem (3.2) a hustotou tepelného toku

(3.1)

q = λG (3.3)

Teplotńı pole je obecně zř́ıdlové a nev́ırové. Muśı tedy platit rovnice teplotńıho gra-

dientu

rot G = 0 (3.4)

∮
c

Gdl = 0 (3.5)

A rovnice kontinuity tepelného toku pro stacionárńı př́ıpad

div q = p (3.6)

∮
S

qdS = P (3.7)

3.2 Sd́ıleńı tepla prouděńım [6]

Prouděńım rozumı́me přenos tepla z jednoho mı́sta do druhého prostřednictv́ım teku-

tiny nebo plynu. Tento zp̊usob přenosu je v těchto skupenstv́ıch dominantńı.

Přenos tepla prouděńım je přenos tepelné energie mezi tuhými tělesy a proud́ıćımi

tekutinami či plyny. S rychlost́ı pohybu tekutiny se také zvyšuje tepelný tok zp̊usobený

prouděńım. Prouděńı lze rozdělit na dvě základńı kategorie:

• Přirozené prouděńı - je podmı́něno př́ıtomnost́ı tuhého tělesa v tekutině a rozd́ılem

teplot jeho povrchu a okolńıho prostřed́ı

• Vnucené prouděńı - je vyvoláno nuceným pohybem tekutiny v okoĺı tuhého tělesa

Hustotu proud́ıćıho tepelného toku lze zapsat jako

q′conv. = α(T − Text) (3.8)

α . . . koeficient přestupu tepla, obecně závisej́ıćı na hustotě, rychlosti a teplotě proud́ıćı

tekutiny
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Možnosti použit́ı studeného keĺımku při taveńı oxid̊u kov̊u Bc. Jan Plachý 2014

3.3 Sd́ıleńı tepla sáláńım [6]

Přenos tepla sáláńım je rozuměn přenos tepla do okolńıho prostoru elektromagne-

tickými vlnami. Tuto energii emituje každé těleso s nenulovou teplotou. Např́ıklad tepelná

energie ze Slunce putuje ve formě elektromagnetického vlněńı až k naš́ı planetě.

Schopnost tělesa pohlcovat nebo vyzařovat elektromagnetické zářeńı je závislá na

vlnové délce. Množstv́ı energie vyzářené tělesem se tedy měńı s frekvenćı a jej́ı množstv́ı

je popsáno Wienovým posunovaćım zákonem

λmax =
b

T
(3.9)

Emisivita povrchu každého tělesa záviśı na vlnové délce elektromagnetického zářeńı

vyśılaného tělesem a tedy i na teplotě povrchu. Z toho plyne, že každé těleso s nenulovou

termodynamickou teplotou zář́ı.

Hustotu tepelného toku emitovaného sáláńım lze vyjádřit jako

q′rad. = εσ(T 4 − T 4
ext) (3.10)

3.4 Teplotńı pole [4]

Vzhledem k předchoźım částem je celé teplotńı pole obecně popsáno rovnićı

Q0 = −div λgrad T + ρcp
dT

dt
+ λτr

∂2T

∂t2
(3.11)

Člen obsahuj́ıćı druhou derivaci teploty podle času v rovnici (3.11) respektuje konečnou

rychlost š́ı̌reńı tepla. Tento člen lze zanedbat, jelikož neuvažujeme rychlé změny teploty.

Druhý člen rovnice (3.11) obsahuje substanciálńı derivaci, kterou lze rozepsat jako

dT

dt
=
∂T

∂t
+ v.grad T (3.12)

Člen v.grad T se u indukčńıch ohřev̊u pevných látek uplatńı u kontinuálńıho ohřevu,

např́ıklad dlouhá tyč proj́ıžděj́ıćı krátkým induktorem. To se naš́ı aplikace ale netýká a

proto pokládáme vždy v = 0 a úplnou derivaci nahrazujeme parciálńı derivaćı.

V rovnici (3.11) znač́ı Q0 objemovou hustotu tepelné energie, která v daném bodě

vzniká za jednotku času. Vznikem tepelné energie je myšlena přeměna energie z libo-

volné formy na formu tepelnou. U model̊u indukčńıch ohřev̊u se Q0 obvykle nahrazuje

Jouleovým teplem Wj
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S respektováńım všech uvedených skutečnost́ı, můžeme pro tepelné pole model̊u in-

dukčńıch ohřev̊u psát Fourierovu rovnici ve tvaru

−div λ grad T + ρ cp
∂T

∂t
+ ρ cp v . grad T = Wj (3.13)

Podle toho, zda lze v rovnici (3.13) zanedbat časovou derivaci, můžeme teplotńı pole

rozdělit na stacionárńı a nestacionárńı.

3.4.1 Okrajové podmı́nky

Stejně jako u elektromagnetického pole je i u teplotńıho pole nutné znát okrajové

podmı́nky na rozhrańı dvou prostřed́ı.

Dirichletova okrajová podmı́nka

Tato podmı́nka je použitelná pouze tehdy, je-li známá teplota na hranici Γ

T (Γ, t) = TΓ(Γ, t) (3.14)

Neumannova okrajová podmı́nka

Neumannova okrajová podmı́nka je použitelná tehdy, je-li známá velikost toku energie

přes hranici Γ

λ
∂T

∂n
(Γ, t) = f0(Γ, t) (3.15)

Newtonova okrajová podmı́nka

Tato podmı́nka se použ́ıvá u modelováńı sd́ıleńı tepla prouděńım. Použ́ıvá se na roz-

hrańıch pevné fáze s kapalinou či plynem. U indukčńıch ohřev̊u je přestup tepla pomoćı

prouděńı významný při nižš́ıch teplotách přibližně do 500◦C.

λ
∂T

∂n
= α(Tk − T ) (3.16)

Okrajové podmı́nky 4. druhu

Jako okrajové podmı́nky 4. druhu se označuj́ı podmı́nky respektuj́ıćı přestup tepla

sáláńım. Teto sd́ıleńı tepla je definováno Stefan-Boltzmannovým zákonem a uplatňuje se

při vyšš́ıch teplotách na 500◦C.

λ
∂T

∂n
= εc(T 4

ext − T 4) (3.17)
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Velmi často bývá těleso či látka ohř́ıvaná od ńızkých teplot až po vysoké a je proto

nutné respektovat jak přestup tepla sáláńım, tak i přestup prouděńım. Pro tento př́ıpad

se podmı́nka změńı na tvar

λ
∂T

∂n
= α(Tk − T ) + εc(T 4

ext − T 4) (3.18)

31



Kapitola 4

Problematika studeného keĺımku při

taveńı oxid̊u kov̊u

Problematikou indukčńıho taveńı ve studeném keĺımku se zabývá řada pracovǐst’ na

celém světě. Princip taveńı je takový, že při pr̊uchodu stř́ıdavého elektrického proudu,

o frekvenci 90 kHz až 5 MHz, měděným induktorem se vytvoř́ı elektromagnetické pole.

Vzniklé elmg. pole indukuje ve vsázce či startovaćım materiálu v́ı̌rivé proudy, které se

uzav́ıraj́ı uvnitř vsázky a ohř́ıvaj́ı ji. Jednou z největš́ıch přednost́ı této metody je možnost

dosahovat teploty taveniny vyšš́ı než 3000 ◦C a zároveň t́ım zabránit i znečǐstěńı vsázky

stykem s jiným materiálem, např. k tomuto jevu docháźı u taveńı v klasické keĺımkové

peci. V př́ıpadě taveńı ve studeném keĺımku, se materiál (vsázka) tav́ı sám v sobě a v

mı́stech, kde docháźı ke styku taveniny s keĺımkem, nedocháźı k jeho roztaveńı. Keĺımek

je intenzivně chlazen. V mı́stě styku keĺımku a vsázky se vytvoř́ı tenká ztuhlá vrstva

nazývaná ”skull”, která dosahuje teploty přibližně okolo 100 ◦C.

Taveńı elektricky nevodivých materiál̊u ve studeném keĺımku je velmi složité. Muśı se

zde kontrolovat veškeré etapy procesu. Kĺıčovou etapou tavby je samotné nastartováńı

pomoćı jiného zdroje tepla, než v́ı̌rivými proudy v samotné vsázce. V daľśı etapě se do

taveniny přidávaj́ı směsi k dosažeńı požadovaného objemu. V posledńı etapě se tavenina

udržuje na konstantńı teplotě po stanovenou dobu pro dokončeńı celého procesu.

4.1 Konstrukce studeného keĺımku

V současnosti se využ́ıvaj́ı dva druhy studených keĺımk̊u. Keĺımek s integrovaným

induktorem a segmentový keĺımek.
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4.1.1 Studený keĺımek s integrovaným induktorem

Keĺımek s integrovaným induktorem je technicky náročněǰśı. Dř́ıve se tento typ kon-

strukčńıho řešeńı nepouž́ıval, jelikož napájećı zdroje byly elektronkové generátory, které

pracovaly s vysokým napět́ım pohybuj́ıćım se okolo 10 kV. To zp̊usobovalo mezizávitové

zkraty na př́ıvodńım pásovém vedeńı. V současné době se zač́ınaj́ı použ́ıvat k napájeńı

tranzistorové generátory, které pracuj́ı s nižš́ım napět́ım než generátory elektronkové a

umožňuj́ı tak toto konstrukčńı řešeńı studeného keĺımku. [7]

Studený keĺımek s integrovaným induktorem je tvořen jedńım měděným závitem in-

duktoru, ve kterém je vytvořeno několik dutin umı́stěných nad sebou. Každou dutinou

protéká voda a docháźı tak k ochlazováńı. Dno keĺımku je rovněž měděné a chlazené

vodou. Jak bylo řečeno už dř́ıve. Vlivem intenzivńıho chlazeńı dojde k vytvořeńı ztuhlé

vrstvy mezi keĺımkem a taveninou o nižš́ı teplotě než samotné taveniny.

Výhodou tohoto konstrukčńıho řešeńı je vyšš́ı elektrická účinnost a nižš́ı ztráty. Od-

padá zde problém s naindukovanými proudy v keĺımku a nevznikaj́ı ztráty v mědi.

Nevýhodou je složitěǰśı konstrukce induktoru, který je třeba intenzivně chladit. Při do-

konalé izolaci je napájen 1 kV. Pro účely taveńı oxid̊u kov̊u se př́ılǐs nehod́ı, jelikož v

tomto př́ıpadě nelze ř́ıdit fázi jejich krystalizace. Tohoto zp̊usobu uspořádáńı se využ́ıvá

předevš́ım pro taveńı skel.

4.1.2 Studený keĺımek segmentový

Měděné segmenty jsou duté a intenzivně chlazené vodou. Pr̊uřez segment̊u je obdélńıkového

nebo kruhového tvaru. Ve spodńı části jsou segmenty napojeny na př́ıvodńı a zpětné po-

trub́ı slouž́ıćı k př́ıvodu a odvodu chlad́ıćı vody. Induktor bývá zpravidla v́ıcezávitový,

zhotovený z mědi a intenzivně chlazen vodou. dno keĺımku je taktéž vyrobeno z mědi

a opatřeno chlad́ıćım systémem. Mezera mezi segmenty bývá zpravidla okolo 1 mm

(menš́ı mezeru je složité konstrukčně vyřešit). Tato velikost však vyhovuje tomu, aby

nedocházelo k nedovolenému odtoku taveniny přes segmenty směrem k induktoru. Tvar

chlad́ıćıch segment̊u nemá na funkčnost keĺımku podstatný vliv. Obdélńıkový tvar seg-

ment̊u je poměrně složité vyrobit a z tohoto d̊uvodu je možné se nejčastěji setkat s kru-

hovým pr̊uřezem chlad́ıćıch segment̊u. Vzhledem k vysokým tlak̊um dosahovaným uvnitř

chlad́ıćıho segmentu je vhodné volit tloušt’ku stěny segmentu nejméně 1,5 mm. Vnitřńı

pr̊uměr chlad́ıćıho kruhového segmentu by neměl být menš́ı než 4 mm. [7]

Tento zp̊usob uspořádáńı má za následek nižš́ı tepelnou účinnost, jelikož se vytvoř́ı

elektrický kontakt mezi povrchem keĺımku a vsázkou.
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Obrázek 4.1: Studený segmentový keĺımek [8]

Při taveńı špatně vodivých materiál̊u jako jsou v našem př́ıpadě oxidy kov̊u se dosahuje

účinnosti až 90%. Proces taveńı je podobný jako u taveńı vodivých materiál̊u, ale zde

docháźı k problémům se samotným nastartováńım tavby.

4.2 Startovaćı fáze

Nejčastěji se ve studeném keĺımku tav́ı špatně elektricky vodivé materiály jako jsou

oxidy a skla. Za pokojové teploty maj́ı velmi malou elektrickou vodivost, pohybuj́ıćı se

v rozmeźı 10−12 − 10−2 S . m−1. z toho plyne, že muśı k doj́ıt k nastartovańı tavby

jiným procesem než-li indukčńım ohřevem. U taveńı elektricky nevodivých materiál̊u je

nezbytně nutné dbát na na správné určeńı parametr̊u. Nejd̊uležitěǰśımi vlastnostmi jsou

závislosti elektrického odporu na teplotě (obr.4.2) a použit́ı optimálńı frekvence. Taveńı

pomoćı indukce se provád́ı při teplotách 2000 ◦C až 3000 ◦C . V těchto př́ıpadech je

rezistence taveného materiálu mnohem nižš́ı než u materiálu v pevném skupenstv́ı.
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Obrázek 4.2: Závislost měrného odporu na teplotě [17]

Tabulka 4.1: Hodnoty rezistivity a frekvence oxid̊u kov̊u

Materiál Skupenstv́ı Teplota [◦C] Rezistivita [Ω . cm] Frekvence [kHz]

Al2O3 pevné 1875 2, 2 . 104 6, 6 . 107

Al2O3 kapalné 2200 1 . 10−1 300

Y2O3 pevné 1500 3 . 101 90 . 103

Y2O3 kapalné 2430 5 . 10−2 150

ZrO2 pevné 2000 1 3 . 103
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Abychom doćılili zvýšeńı energie elektromagnetického pole u těchto nevodivých ma-

teriál̊u, je nutné použ́ıt velmi vysoké frekvence, kterou lze určit ze vztahu

fmin ≥ 3 . 106 ρ

D . v2
[Hz] (4.1)

Z tohoto vztahu můžeme určit, že pokud použijeme jako vsázku oxid zirkoničitý o

pr̊uměru 10 cm muśıme doćılit minimálńı frekvence 300 MHz. V praxi se ale použ́ıvaj́ı

frekvence do 10 MHz. Proto je nutné doćılit ohřát́ı vsázky na teplotu takovou, při které

dojde ke sńıžeńı rezistivity vsázky na dostatečnou úroveň.

Jak bylo již dř́ıve řečeno, muśıme dodržovat chemickou čistotu materiálu. Toho lze

doćılit r̊uznými zp̊usoby nastartováńım tavby, vždy na požadované čistotě a daném ma-

teriálu vsázky.

4.2.1 Startováńı pomoćı malého množstv́ı kovu

Tento zp̊usob je založen na vložeńı malého množstv́ı elektricky vodivého kovu (nejčastěji

hlińıku či zirkonia) ve formě drátk̊u, granuĺı nebo prášku. Aby se sńıžili tepelné ztráty,

je poté vložený materiál zasypán vrstvou oxidu. Tento kov je následně zahř́ıván v́ı̌rivými

proudy a tak docháźı k jeho oxidaci. Při správné teplotě docháźı k mı́seńı s taveninou,

dále pak ke změně elektrické vodivosti vsázky a jej́ımu roztaveńı. Při vyšš́ıch teplotách

může doj́ıt ke vzplanut́ı oxidu a následně kontaminaci vsázky. Proto muśıme brát ohled

na vkládaný materiál jak z hlediska fyzikálńıho tak i chemického.

Tato metoda startovaćı fáze je nejv́ıce použ́ıvaná právě pro taveńı oxid̊u kov̊u např.

Al2O3, Y2O3, ZrO2 a daľśıch. V př́ıpadě taveńı právě oxidu zirkoničitého ZrO2 se použ́ıvá

jako startovaćı materiál metalický zirkon, který vsázku negativně neovlivňuje. Pro sta-

noveńı vhodného množstv́ı přidaného kovu do známého objemu vsázky VT se použ́ıvá

vzorec

g = Z . VT [kg] (4.2)

Tabulka 4.2: Měrná hmotnost kov̊u

Materiál Titan Hlińık Zirkon Chrom Berylium Ytrium Skandium

Z [kg.m−3] 550 480 1150 1220 420 985 515

Abychom sńıžili energetické ztráty, je nezbytné, aby oxidace vloženého kovu byla co
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nejkratš́ı. Doba vzplanut́ı kovu je ovlivněna velikost́ı a plochou částic přidaného kovu do

taveniny.

Tato metoda startováńı neńı vhodná pro taveńı žárupevných oxid̊u kov̊u alkalických

zemin jako jsou např. Mg, Ca, Ba, Sr aj. Oxidy těchto zemin maj́ı vyšš́ı teplotu táńı

než je teplota vzńıceńı jejich par.

Obrázek 4.3: Startovaćı fáze pomoćı malého množstv́ı kovu [11]

4.2.2 Startováńı pomoćı elektricky vodivého kruhu

Tohoto zp̊usobu je využ́ıváno u taveńı skel a Y BCO. Jedná se o zp̊usob, kdy se

vlož́ı elektricky vodivý materiál (nejčastěji grafit, karbon či iridium) v podobě kruhu

na vsázku. Tento kruh je stejně jako v předchoźım př́ıpadě ohř́ıván v́ı̌rivými proudy

vyvolanými elektromagnetickým polem. Po dostatečném zvýšeńı elektrické vodivosti je

pak tento kruh vyjmut a materiál se tav́ı sám v sobě bez kontaminace.
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Obrázek 4.4: Startovaćı fáze pomoćı grafitového kruhu [10]

4.2.3 Startováńı pomoćı povrchového ohřevu

Tento zp̊usob ohřevu se použ́ıvá na ohřev horńı části vsázky, která neńı ve styku se

studeným keĺımkem. Existuje několik reálně použ́ıvaných variant povrchového ohřevu.

Plazmový hořák

Použ́ıvá se nejčastěji u tavby skel. Plazma je elektricky vodivý plyn složený z iont̊u

a elektron̊u, vznikaj́ıćı odtržeńım elektron̊u z obalu atomů plyn̊u, či ionizaćı. Jde o nej-

rozš́ı̌reněǰśı formu látky. Nejpouž́ıvaněǰśımi plyny u této technologie jsou argon, duśık,

směs argonu a vod́ıku nebo směs kysĺıku a vzduchu. Plazmový hořák pracuje na principu

přeměny elektrické energie na energii tepelnou usměrněnou proudem plazmatu. Vzniklý

elektrický oblouk je pak možno stabilizovat pomoćı vody či plynu. Při použit́ı pro elek-

tricky nevodivé materiály se pak použ́ıvá hořák s tzv. netransferovaným obloukem. Hořeńı

oblouku je zajǐstěno elektrodou a výstupńı tryskou. [12]

Laserový paprsek

Laser pracuje na principu indukované emise, tj. vynuceného zářeńı. Indukovaná emise

je vyvolána dopadem zářeńı na atom prvku, kdy zářeńı donut́ı elektron ob́ıhaj́ıćı kolem

jádra přijmout energii a t́ım vystoupat na vyšš́ı oběžnou dráhu. Daľśı př́ıjem energie

a rovnováha sil v atomu přinut́ı elektron vrátit se na svoji p̊uvodńı oběžnou dráhu a
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vyzářit přijatou energii do prostoru. Vzniklé zářeńı je monochromatické a koherentńı, což

znamená, že př́ıslušné částice se ve svazku pohybuj́ı jedńım směrem a jsou v jeho pr̊uřezu

bud’ stejnosměrně, nebo alespoň velmi pravidelně rozděleny. [12]

Existuj́ı čtyři základńı rozděleńı laser̊u:

• Plynové - paprsek vzniká v plynech jako jsou helium, argon nebo neon

• Kapalinové - laserovým médiem je roztok barviva, d́ıky němuž může být barva

laserového světla měněna v širokém rozmeźı

• Pevnolátkové - nejvýznamněǰśı je neodymový YAG laser, který využ́ıvá syntetický

monokrystal yttrium-aluminiového granátu, ve kterém jsou některé yttriové ionty

nahrazeny neodymovými

• Polovodičové/diodové - nejmladš́ı typy laser̊u, u kterých k účinnému vytvářeńı

světelného paprsku docháźı v laserovém prostřed́ı s velmi malým objemem

Plynový hořák

U této metody prvotńıho ohřevu nelze vyloučit kontaminaci vsázky, jelikož docháźı ke

vzájemnému p̊usobeńı spalin a taveného materiálu. To má za následek negativńı vliv na

požadovanou čistotu a kvalitu budoućıho produktu. Za daľśı nevýhodu můžeme považovat

vysokou rychlost prouděńı zp̊usobenou plamenem v př́ıpadě kdy použijeme vsázku v

podobě prášku.

Elektrický oblouk

Ve velmi specifických př́ıpadech je možno už́ıt tohoto zp̊usobu prvotńıho ohřevu. Jde o

využit́ı tepla zp̊usobeného elektrickým obloukem umı́stěným nad povrchem vsázky nebo

př́ımo uvnitř vsázky

4.3 Roztaveńı materiálu a vytvořeńı krusty

Taveńı oxid̊u prob́ıhá převážně v otevřeném keĺımku. Jak bylo již zmı́něno, dojde

vlivem chlazeńı k vytvořeńı ztuhlé vrstvy tzv. krusty mezi segmenty a taveninou. Keĺımek

je, jak vidno, nutné chladit, ale také regulovat výkon přenášený do vsázky. Vı́̌rivé proudy

jsou vlivem skin-efektu vytlačovány k povrchu taveniny, tzn. ke též ke krustě, a t́ım

dojde ke zvýšeńı konduktivity a následně i teploty taveniny v dané oblasti. Vlivem v́ı̌reńı
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taveniny tak docháźı k jej́ı homogenizaci, kde v́ı̌reńı taveniny lze popsat Lorentzovou a

Archimédovou silou. Dále je nutné kompenzovat ztráty do okoĺı, předevš́ım ztráty vedeńım

a sáláńım, jinak by mohlo doj́ıt k zatuhnut́ı taveniny v nesprávný moment.

Výkon přenesený z induktoru do taveniny lze spoč́ıtat jako:

P2 =
dQ2

dt
+ PL, kde PL = Pw + Pb + Prad (4.3)

Tepelné ztráty do dna mohou být zanedbány, vlivem izolace. Tepelné ztráty vedeńım

do stěny keĺımku:

Pw = πd2h2qw (4.4)

Tepelné ztráty sáláńım na povrchu taveniny:

Prad =
π

4
d2

2ε0σ(T 4
2 − T 4

0 ) (4.5)

Daľśı problém při taveńı oxid̊u kov̊u může nastat takový, že se d́ıky přidanému ma-

teriálu vytvoř́ı krusta na povrchu taveniny. Ta znemožňuje daľśı přidáńı materiálu a

existuje několik zp̊usob̊u jak se této krusty zbavit. Nejčastěji použ́ıvaným zp̊usobem je

odstraněńı pomoćı keramických tyč́ı.

Pokud však nedojde k jej́ımu odstraněńı zabráńı se tak odpařováńı nežádoućıch látek

a vsázka tak z̊ustane kontaminovaná. Pokud zvoĺıme zp̊usob taveńı ve studeném keĺımku

bez speciálńı ochranné atmosféry, vzniká nám možnost redukováńı nežádoućıch př́ıměśı

jako jsou např. śıra, duśık, chlór, alkalické kovy a daľśı. Jestli zvoĺıme tento zp̊usob taveńı,

muśıme dále kontrolovat rychlost odpařováńı, která je závislá na teplotě a tlaku par.

Došlo-li by k př́ılǐs rychlému odpařováńı, mohlo by doj́ıt k zastaveńı ohřevu, jelikož by

ćıvka a tavenina na sebe vzájemně nep̊usobily.

Po dosažeńı roztaveńı vsázky a dosažeńı požadovaných hodnot následuje ochlazováńı

výsledného materiálu. Toho můžeme doćılit dvěma zp̊usoby. Prvńım zp̊usobem je odpo-

jeńı od zdroje, druhým pak postupným snižováńım napět́ı.

Posledńı fáźı taveńı oxid̊u kov̊u je krystalizace. Během tuhnut́ı taveniny od stěn

keĺımku do středu taveniny docháźı k vytvořeńı požadovaných struktur.
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Kapitola 5

Numerický model pro řešeńı

elektromagnetického pole

Existuje mnoho moderńıch technologických postup̊u źıskáváńı nových sloučenin s

využit́ım oxid̊u kov̊u založených na indukčńım ohřevu ve studeném keĺımku. Využit́ım

indukčńıho ohřevu ve studeném keĺımku můžeme dosáhnout vysokých čistot výsledného

materiálu. Syntéza sloučenin oxid̊u je vyznačována vysokými teplotami taveniny a ob-

vykle i oxidaćı prostřed́ı. Jelikož nejsou známa data ohledně vlastnost́ı oxid̊u kov̊u a

oxidačńıho prostřed́ı při taveńı za vysokých teplot, je velice obt́ıžné navrhnout technolo-

gické zař́ızeńı pro kapalnou fázi źıskáváńı nových látek. Jedna z d̊uležitých vlastnost́ı je

vodivost, ta je ovlivňována výkonovými zdroji a nepř́ımo teplotou a hydrodynamickými

silami v roztaveném materiálu.

Z jiné strany je sledovaćı a ř́ıd́ıćı systém základńım stavebńım kamenem jakéhokoli

moderńıho zař́ızeńı. Obt́ıžný technologický proces jako ISM proto vyžaduje adaptivńı

kontrolńı systém. Źıskáńı správného sledovaćıho a ř́ıd́ıćıho systému proto vyžaduje ma-

tematický model chováńı objektu.

5.1 Řı́d́ıćı systém

Práce adaptivńıho sledovaćıho a ř́ıd́ıćıho systému je založena na shromažd’ováńı a

zpracováńı primárńıch informaćı o procesu tavby. Zpracováváńı dat je realizováno pomoćı

matematického modelu v reálném čase. Hodnoty regulačńıch parametr̊u jsou výsledkem

výpočt̊u. Výhodou takto navrženého systému je jeho multifunkčnost. Takto navržený

ř́ıd́ıćı systém pak nav́ıc umožňuje i zkoumáńı vlastnost́ı taveniny např́ıklad již zmı́něné
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vodivosti.

Blokové schéma sledovaćıho a ř́ıd́ıćıho systému ISM je zobrazeno na obr. 5.1

Obrázek 5.1: Blokové schéma ř́ıd́ıćıho systému [14]

Obecně vyžaduje realizace ISM napájećı jednotku schopnou dosahovat vysokých hod-

not frekvence i napět́ı. Oproti tomu mnoho technologických proces̊u vyžaduje změny

zat́ıžeńı, které vedou ke změně vstupńı impedance zátěže v obvodu. Proto by měl napájećı

zdroj poskytnout vysoké výstupńı napět́ı a provozńı stabilitu při změnách parametr̊u v

širokém rozsahu. Vakuový trubkový generátor mnoho těchto požadavk̊u splňuje. Z toho

plyne typické paralelńı schéma zátěže obvodu pro Vakuový trubkový generátor.

Vycháźıme-li z teorie indukčńıho ohřevu, můžeme považovat popis elektromagne-

tického indukčńıho systému jako ekvivalent elektrického systému vyobrazeném na obr.

5.2. Předpoklad, že elektromagnetický systém obsahuje zdroje, které se nechovaj́ı podle

sinu, umožňuje přechod do komplexńı roviny. T́ım se matematický popis systému velice

zjednoduš́ı bez značně chybného odhadu.

Obr. 5.2 zobrazuje ekvivalentńı elektrické schéma zátěže. Obvyklým problémem je

obecné definováńı veškerých parametr̊u schématu s takovým ćılem, abychom nalezli hod-

noty pro ř́ıd́ıćı parametry. Z praktických pokus̊u plyne, že je možné přesně měřit hodnoty

jako jsou napět́ı a výkonové ztráty ve vysokofrekvenčńıch indukčńıch systémech. Proto

mohou být použity jako vstupńı údaje ř́ıd́ıćıho systému výkonové ztráty v induktoru,

keĺımku, napět́ı na kapacitoru nebo induktoru.

Použijeme tedy př́ıpad, kdy je sběrnice a ćıvka připojena postupně v jednom okruhu
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Obrázek 5.2: Ekvivalentńı elektrické schéma obvodu [14]

chlad́ıćı vody. V tomto př́ıpadě jsou výsledkem následuj́ıćı kroky.

Jsou-li elektrické ztráty v kondenzátoru zanedbány, pak vektor napět́ı kondenzátoru

bude mı́t pouze reálnou složku. Poté lze reaktanci kondenzátoru definovat jako:

xc =
1

ωC
(5.1)

Účińık indukčńıho systému společně se sběrnićı se spoč́ıtá jako:

cos ϕ1 =
Pbi + P2 + P3

|Ūc|2ωC
(5.2)

Imaginárńı složka proudu kapacitoru:

I(im)c =
Ūc

xc
(5.3)

Modul hodnoty proudu induktoru:

|̄Ii| =
I(im)c√

1− cos2ϕ1

(5.4)

Reálná složka proudu induktoru:

I(re)i = |̄Ii|cosϕ1 (5.5)

Souhrnná rezistence sběrnice a induktoru:

rbi =
Pbi

|̄Iu|2
(5.6)

Modul vektorového napět́ı induktoru je měřitelný. Modul vektorového proudu je od-

vozen z výpočtu ekvivalentńıch parametr̊u elektrického schématu. To umožńı vytvořit

náhradńı schéma ćıvky (obr. 5.3 ) a určit tak vstupńı impedanci obvodu.
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Obrázek 5.3: Ekvivalentńı elektrické schéma induktoru se zátěž́ı [14]

V tomto př́ıpadě se rezistence a reaktance induktoru urč́ı jako:

ri =
|Ūi| I(re)i

|̄Ii|2
, xi =

|Ūi| I(im)i

|̄Ii|2
(5.7)

Reaktance sběrnice:

xb = xc − xi (5.8)

Naštěst́ı, je součet elektrických výkonových ztrát v keĺımku a tavenině (P2 + P3)

měřitelný. To vyžaduje znalost hodnot výkonu v tavenině a elektrických ztrát v keĺımku

obzvláště pro daľśı krok výpočtu. Vyseparováńı P2 a P3 je realizováno pomoćı matema-

tického modelu.

Sńıžená rezistence keĺımku:

r31 =
P3

|̄Ii|2
(5.9)

Sńıžená rezistence taveniny:

r21 =
P2

|̄Ii|2
(5.10)

Celkově sńıžená rezistence taveniny a keĺımku:

r22 = r21 + r31 (5.11)

Rezistence induktoru:

r1 = ri + r22 (5.12)

Rezistence sběrnice:

rb = rbi + r1 (5.13)

Výkonový ztráty induktoru:

Pi = |̄Ii|2r1 (5.14)
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Výkonové ztráty sběrnice:

Pb = Pbi − Pi (5.15)

Účińık induktoru vyjma sběrnice:

cosϕ2 =
ri√

r2
i + x2

i

(5.16)

V d̊usledku těchto matematických výpočt̊u mohou být veškeré hodnoty jednotlivých

prvk̊u ekvivalentńıho schématu nalezeny. Každý z těchto parametr̊u může být použit v

kombinaci s ostatńımi jako vstupńı parametr ř́ıd́ıćıho systému.

Následuj́ıćı fázorový diagram (obr. 5.4) prokazatelně zobrazuje fáze a amplitudy mezi

proudy a napět́ımi zkoumaného schématu.

Obrázek 5.4: Fázorový diagram proud̊u a napět́ı indukčńıho systému [14]
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5.2 Tvorba matematického modelu

Pro řešeńı elektromagnetického pole je nezbytné zadáńı materiálových parametr̊u

všech oblast́ı modelu a definováńı okrajových podmı́nek. Následně dojde k harmonické

analýze. V našem př́ıpadě budeme řešit elektromagnetické pole ve startovaćı fázi tavby.

Pro vytvořeńı matematického 3D modelu je použit program ANSYS.

Program ANSYS je komplexńı nástroj umožnuj́ıćı řešeńı široké škály problémů. Je

možno v něm řešit elektromagnetické pole, teplotńı pole, dále také problémy týkaj́ıćı

se konstrukčńı mechaniky až po dynamiku kapalin. Tento program zvládá řešit úlohy

sdruženě. Komplexnost tohoto programu lze využ́ıt také např. pro modelováńı indukčńıch

ohřev̊u pro lisováńı za tepla, kdy je nutné modelovat elektromagnetické pole, teplotńı

pole a také pole termoelastické. Tento program také dokáže řešit změnu rozměr̊u vlivem

teploty.

Program umožňuje práci dvěma zp̊usoby. Prvńım zp̊usobem je využit́ı interaktivńıho

prostřed́ı, druhým pak použit́ı př́ıkaz̊u v jazyce APDL (ANSYS Parametric Design Lan-

guage). Oba zp̊usoby je možné kombinovat. ANSYS zapisuje veškeré provedené kroky do

textového souboru v jazyce APDL, čehož lze využ́ıt pro daľśı práci, př́ıpadně pro úpravu

daného problému.

Veškeré kroky, které se provád́ı, se týkaj́ı preprocesoru což znamená předzpracováńı.

Jedná se o zadáváńı údaj̊u potřebných k vytvořeńı funkčńıho modelu.

5.2.1 Obecný postup tvorby modelu

Geometrie modelu

V tomto kroku dojde k zadáńı rozměr̊u oblast́ı, které jsou potřeba pro namodelováńı

úlohy, a jejich vzájemné uspořádáńı. ANSYS umožňuje v́ıcero zp̊usob̊u zadáváńı rozměr̊u

a uspořádáńı. Lze vytvořit geometrii pomoćı kĺıčových bod̊u (keypionts) tj. dojde k vy-

tvořeńı rohových bod̊u, které se následně propoj́ı čarami (lines) a dojde tak k vytvořeńı

oblasti (area). Daľśı možnost́ı je definováńı oblast́ı pomoćı rozměr̊u, jako v našem př́ıpadě.

Oblast se vytvoř́ı zadáńım požadovaných hodnot pro danou geometrii např. u př́ıkazu TO-

RUS je nutno zadat středńı poloměr, vnitřńı poloměr, vněǰśı poloměr a úhly mezi kterými

se má daná oblast vytvořit. Dále je pak nutno přemı́stit vybranou oblast na požadovanou

pozici. To zajist́ıme př́ıkazem VGEN.
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Materiálové parametry a volba element typu

Program ANSYS vyžaduje pro řešeńı problémů volbu element typu. Element typ

určuje jaký problém se bude řešit, jestli se jedná o elektromagnetiku, elektrostatiku,

teplotńı pole atd. Dále určuje jestli je úloha řešena ve 2D či 3D. Dále je potřebné nastavit

materiálové vlastnosti (material properties), který určuj́ı použitý materiál v dané oblasti.

Śıt’ováńı oblast́ı (Meshing)

Tento kro následuje po volbě element typu. Dojde k vytvořeńı śıtě v každém elementu,

podle toho jaký element typ byl zvolen. Velikost hrany jednotlivých element̊u lze libovolně

měnit a můžeme tak korigovat počet element̊u v každé oblasti. Z praxe je známo, že

č́ım se nastav́ı menš́ı délka hrany elementu, t́ım přesněǰśı bude výsledek. Zároveň s t́ım

ale přicháźı komplikace v podobě větš́ıho nároku na výpočetńı techniku tzn. výpočet

bude trvat déle. Z tohoto d̊uvodu je nezbytné volit velikost hran element̊u optimálně

s požadavky na přesnost, délku výpočtu a dostupnou výpočetńı techniku. Obvykle se

hrana elementu voĺı vzhledem k hloubce vniku takovým zp̊usobem, aby byla velikost

hrany alespoň dva až třikrát menš́ı než je hloubka vniku.

V programu ANSYS lze śıt’ovat oblasti troj́ım zp̊usobem. Prvńım je volné śıt’ováńı

(Free Meshing). Tento zp̊usob se použ́ıvá u oblast́ı s nepravidelným tvarem ale může být

v́ıce náročný, jelikož si velikost hrany elementu zvoĺı program optimálně sám. Druhým

zp̊usobem je pravidelné śıt’ováńı (Mapped Meshing), který se použ́ıvá pro oblasti s pravi-

delným tvarem. Třet́ım zp̊usobem je kombinace obou zp̊usob̊u. Tento zp̊usob si program

zajist́ı sám podle toho jakého tvaru je daná oblast.

Po vytvořeńı śıtě se nastav́ı v požadovaných oblastech všechny uzly na stejný po-

tenciál. Následně se do vybraných uzl̊u vlož́ı proud. T́ımto se zajist́ı rovnoměrné rozložeńı

proudu v požadovaných oblastech.

Počátečńı a okrajové podmı́nky

Po vyśıt’ováńı všech oblast́ı je možno zadat počátečńı a okrajové podmı́nky. Tyto

podmı́nky byly zmı́něny ve druhé kapitole část 2.3.1.

Parametry pro řešeńı

Dosavadńı kroky se odehrávaly v preprocesoru. Nyńı je nutné nastavit parametry

a typ analýzy pro řešeńı. Pro výpočet elektromagnetického pole se nastavuje harmo-
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nická analýza v př́ıpadech, kdy je nastaven v některé oblasti zdroj napájeńı s časově

proměnným harmonickým proudem. Kdybychom chtěli řešit pole teplotńı, volili bychom

analýzu transientńı (přechodovou). Tento druh analýzy umožňuje poč́ıtáńı teplotńıho pole

ve zvolených časových kroćıch až do doby, kdy nastane ustáleńı teplotńıho pole.

Řešeńı

Řešeńı prob́ıhá na základě zadáńı hodnot z předchoźıch kapitol. Po vyřešeńı všech

poĺı lze výsledky ukládat nebo prohĺıžet. Pro řešeńı lze použ́ıt jakéhokoli výpočetńıho

zař́ızeńı. Zálež́ı však na tom, jak je zař́ızeńı výkonné, což nám urč́ı rychlost výpočt̊u.

Zobrazeńı výsledk̊u (Postprocessing)

Po ukončeńı výpočtu je žádoućı výsledky zobrazit a vyhodnotit. To je zajǐstěno funkćı

postprocessingu. Tato funkce umožňuje prohĺıžeńı výsledk̊u z právě vyřešeného pole. Po-

stprocessing dále umožňuje vytvořeńı výsledkových graf̊u, tabulek, výběr jednotlivých

oblasti, které je potřeba zkoumat, či nechat 2D modely zobrazit jako 3D model.

5.2.2 Vlastńı tvorba 3D modelu

Geometrie modelu

Při vytvářeńı geometrie modelu se vycházelo z reálného zař́ızeńı umı́stěného na uni-

verzitě v Petrohradu. Jelikož by celkové řešeńı 3D modelu bylo extrémně náročné na

výpočetńı techniku, je nutné řešit nejmenš́ı možnou část studeného keĺımku. Z toho

vyplývá geometrie zahrnuj́ıćı jeden segment keĺımku tj. výřez pod úhlem 16◦.

Tabulka 5.1: Rozměry segmentového studeného keĺımku

Rozměr Označeńı Velikost

počet segment̊u ps 22

výška vsázky hme 0.072 m

výška induktoru hind 0.065 m

výška segmentu hs 0.350 m

š́ı̌rka vsázky rme 0.0265 m

š́ı̌rka induktoru rind 0.047 m
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(a) Reálný studený keĺımek na univer-

zitě v Petrohradu

(b) Schématické rozměry

Obrázek 5.5: Geometrie segmentového studeného keĺımku [14]

Obrázek 5.6: Nejmenš́ı možná část studeného keĺımku
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Materiálové parametry a volba element typu

V našem př́ıpadě byl pro řešeńı použit element typ 97. Tento element typ je u úlohy

určen pro všechny oblasti.

Materiálové parametry byly nastaveny pro měd’, která je použitá pro studený keĺımek,

pro startovaćı materiál, kterým je metalický hlińık, a pro vsázku, kterou tvoř́ı oxid hlinitý

Al2O3. Vněǰśı okoĺı je tvořeno vzduchem.

Tabulka 5.2: Materiálové parametry

Oblast Relativńı permeabilita Rezistivita [Ω.m]

vsázka Al2O3 1 1.1014 při 20◦C

startovaci prvek Al 1 2, 6.10−7 při 20◦C

segment Cu 1 1/57.106 při 20◦C

civka Cu 1 1/57.106 při 20◦C

Śıt’ováńı oblast́ı (Meshing)

Pro dostatečnou přesnost výpočtu byla z předchoźıch zkušenost́ı volena velikost hrany

elementu pětkrát menš́ı. Pro oblasti vsázky, startovaćıho materiálu a závit̊u ćıvky byl

použit typ meshe mapped. Pro oblast okoĺı byl zvolen typ meshe free. Z pr̊uběh̊u mode-

lováńı a výpočt̊u bylo zapotřeb́ı zanedbat dno, které bylo p̊uvodně navrženo na trojnásobek

hloubky vniku. Jelikož by bylo modelováńı reálného modelu náročné a dlouhodobé na

výpočet, byl model zjednodušen a došlo i na zanedbáńı dna.

(a) Mesh celé oblasti modelu (b) Detail meshe celé oblasti v okoĺı stu-

deného keĺımku
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(c) Mesh nejmenš́ı části studeného keĺımku (d) Detail meshe závitu ćıvky

(e) Detail meshe segmentu (f) Detail meshe startovaćıho materiálu

Obrázek 5.7: Śıt’ováńı oblast́ı

Po vytvořeńı śıtě se nastav́ı v požadovaných oblastech všechny uzly na stejný po-

tenciál. Následně se do jednoho z uzl̊u každého závitu ćıvky vlož́ı proud. T́ımto se zajist́ı

rovnoměrné rozložeńı proudu v každém závitu induktoru.

Počátečńı a okrajové podmı́nky

Zde jsou zadány okrajové a počátečńı podmı́nky pouze pro řešeńı elektromagnetického

pole. Je zde využito Dirichletovy okrajové podmı́nky pro nastaveńı potenciálu na hranici

oblasti okoĺı, které je tvořeno vzduchem. Oblast vzduchu je představována p̊ulkružnićı ve

vzdálenosti jednoho metru od středu.

Parametry pro řešeńı

Nyńı je nutné nastavit parametry a typ analýzy pro řešeńı elektromagnetického pole.

Pro řešeńı elektromagnetického pole se použ́ıvá harmonická (Harmonic) analýza, jelikož je
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ćıvka napájená časově proměnným harmonickým proudem. Daľśımi parametry pro řešeńı

je nastaveńı frekvence, p̊uvodńım záměrem bylo nastaveńı frekvence f1 = 1, 83 MHz.

To však vedlo k vytvořeńı element̊u v řádech miliard a výpočet by tak trval v řádech

dn̊u. Proto byla zvolena frekvence o dva řády nižš́ı a to f2 = 18, 3 kHz. To v d̊usledku

umožńı řešeńı v řádech hodin. Pro ještě rychleǰśı řešeńı byla experimentálně zvolena třet́ı

frekvence f = 5 kHz. Do programu je také nutné zadat maximálńı hodnotu proudu,

což je Imax =
√

2.Ief . Jelikož nebylo možné dopoč́ıtat se skutečné hodnoty proudu z

naměřených a uvedených hodnot, byla zvolena efektivńı hodnota proudu Ief = 1200 A

Řešeńı

Pro řešeńı byl použit moderńı poč́ıtač (taktovaćı frekvence 3,7 GHz CPU a velikosti

operačńı paměti 32 GB RAM).

5.3 Výsledky řešeného problému

Následuj́ıćı prezentované výsledky jsou źıskané z programu ANSYS prostřednictv́ım

vytvořeného programu ř́ıd́ıćıho výpočet. Výpočet byl proveden pouze pro řešeńı elektro-

magnetického pole. Po vyřešeńı elektromagnetického pole je možné zobrazit rozložeńı vek-

torového potenciálu, indukce, intenzity, proudové hustoty a Jouleových ztrát v nejmenš́ı

části studeného keĺımku.

Pro modelováńı jsme vycházeli z naměřených hodnot na univerzitě v Petrohradu uve-

dených v tabulce 5.3, kde: P2+P3 jsou ztráty v tavenině a keĺımku, Pind ztráty v induktoru.

Tabulka 5.3: Naměřené hodnoty reálného zař́ızeńı

f [MHz] P2 + P3[kW ] Pind[kW ]

1, 83 19, 79 2, 22

Vzhledem k vynucenému sńıžeńı frekvence pro provedeńı výpočtu jsou hodnoty ztrát

uvedeny v následuj́ıćı tabulce 5.4,

kde: P2[kW ] ztráty ve startovaćım materiálu, P3[kW ] znač́ı ztráty v segmentech

keĺımku a Pind[kW ] v ztráty v induktoru.

Z výpočtu nejmenš́ı části byly zjǐstěny hodnoty pro jednotlivé části. Aby bylo možné

uvažovat výsledky celého studeného keĺımku musely se všechny hodnoty ztrát násobit

počtem segment̊u.
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Tabulka 5.4: Vypoč́ıtané hodnoty modelu

f [MHz] P2[kW ] P3[kW ] Pind[kW ]

0, 0183 0, 447 2, 967 3, 04

Následuj́ıćı výsledky rozložeńı vektorového potenciálu, indukce, intenzity, proudové

hustoty a Jouleových ztrát odpov́ıdaj́ı výše uvedeným údaj̊um a jsou vyobrazeny pouze

reálné složky těchto hodnot, v určitých pohledech a pouze v bodovém zobrazeńı. Ima-

ginárńı složky, veškeré pohledy a vektorové zobrazeńı jsou uvedeny v př́ıloze.

5.3.1 Rozložeńı vektorového potenciálu

(a) Rozložeńı do okoĺı

(b) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu

(c) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu, pohled shora

Obrázek 5.8: Rozložeńı vektorového potenciálu
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5.3.2 Rozložeńı magnetické indukce

(a) Rozložeńı do okoĺı

(b) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu

(c) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu, pohled shora

Obrázek 5.9: Rozložeńı magnetické indukce [T ]
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5.3.3 Rozložeńı magnetické intenzity

(a) Rozložeńı do okoĺı

(b) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu

(c) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu, pohled shora

Obrázek 5.10: Rozložeńı magnetické intenzity [A/m]
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5.3.4 Rozložeńı proudové hustoty

(a) Rozložeńı do okoĺı

(b) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu

(c) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu, pohled shora

Obrázek 5.11: Rozložeńı proudové hustoty [A/m2]
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5.3.5 Rozložeńı Jouleových ztrát

(a) Rozložeńı do okoĺı

(b) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu

(c) Rozložeńı v induktoru, segmentu a starto-

vaćım materiálu, pohled shora

Obrázek 5.12: Rozložeńı Jouleových ztrát [W/m3]
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Kapitola 6

Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo zabývat se indukčńım taveńım ve studeném keĺımku

zaměřeném na taveńı oxid̊u kov̊u. Celá práce je strukturovaná podle zásad pro vypra-

cováńı a proto je rozdělena do šesti kapitol.

Kapitola 1 se věnuje úvodu této práce. Popisuje postup vývoje elektrotechniky až k

indukčńımu ohřevu.

Kapitola 2 je zaměřena na uvedeńı do problematiky indukčńıho ohřevu. Je zde popsána

teorie indukčńıho ohřevu. To je velice d̊uležité k pochopeńı dané problematiky.

Kapitola 3 popisuje problematiku sd́ıleńı tepla. Jedná se o sd́ıleńı tepla pomoćı prouděńı,

vedeńı a sáláńı.

Kapitola 4 se zabývá problematikou použit́ı studeného keĺımku pro taveńı oxid̊u kov̊u.

Jedná se o jeden ze stěžejńıch bod̊u této práce. Zde je podrobně popsán d̊uvod použit́ı seg-

mentového studeného keĺımku pro taveńı oxid̊u kov̊u a také problematika s nastartováńım

tavby pro elektricky nevodivé materiály (oxidy kov̊u).

Kapitola 5 je zaměřena na druhý nejd̊uležitěǰśı bod této práce tj. vytvořeńı modelu

segmentového studeného keĺımku v programu ANSYS. Je zde uveden i d̊uvod proč je

d̊uležité takovéto modely vytvářet a výsledky vytvořeného modelu.

Hlavńım úkolem bylo navrhnout funkčńı numerický model pro řešeńı elektromagne-

tického pole indukčńıho ohřevu ve studeném segmentovém keĺımku, použitém pro ta-

veńı oxid̊u kov̊u, a nechat proběhnout výpočet. Během vytvářeńı modelu bylo objeveno

několik problémů. Jedńım z problémů byla nemožnost vypoč́ıtat celý segmentový studený

keĺımek a muselo se tak přej́ıt na nejmenš́ı možnou část studeného keĺımku, zahrnuj́ıćı

pouze jeden segment z celkových 22. Daľśım problémem, jak se ukázalo, byla př́ılǐs vysoká

frekvence použitá u reálného zař́ızeńı. Při takto vysoké frekvenci docházelo k vytvářeńı

element̊u v řádech milion̊u až miliard a výsledný čas výpočtu se nedal odhadnout. Bylo
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pravděpodobné, že výpočet bude prob́ıhat několik dn̊u možná týdn̊u. Z toho d̊uvodu

byla zvolena frekvence o dva řády nižš́ı. Při takto zvolené frekvenci prob́ıhal výpočet

přibližně 13 hodin. Při pr̊uběhu výpočtu byl odhalen daľśı problém, tentokráte se týkaj́ıćı

samotného programu ANSYS. Jelikož tento program muśı být připojen k licenčńımu

serveru může doj́ıt k přerušeńı spojeńı mezi programem ANSYS a licenčńım serverem.

Bohužel se toto stalo během pr̊uběhu výpočtu několikrát a došlo tak k přerušeńı výpočtu

bez požadovaných výsledk̊u. Dále, jak se ukázalo, byla problematická část dna hlavně při

vytvářeńı śıt’ováńı a daľśım výpočtu. Program hlásil chybu v podobě špatně provedeného

śıt’ováńı. Z tohoto d̊uvodu bylo dno zanedbáno.

Budeme-li brát v potaz možnosti návaznosti na tuto práci, bylo by záhodno vy-

tvořeńı vlastńıho segmentového studeného keĺımku a porovnávat naměřené hodnoty z

př́ımo dostupného experimentálńıho zař́ızeńı s matematickým modelem. To by skýtalo

daľśı možnosti v návrhu postupu taveńı r̊uzných materiál̊u.

Z informaćı uvedených v diplomové práci vyplývá použit́ı studeného keĺımku pro

taveńı oxid̊u kov̊u jako jedno z nejlepš́ıch řešeńı. Jelikož se ve studeném keĺımku dosahuje

velmi vysokých teplot a vysoké homogenity, je velmi výhodné použ́ıvat tento systém

taveńı pro možnosti źıskáváńı nových materiál̊u a slitin kov̊u.
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A Výsledky řešeńı modelu

(a) (b)

(c) (d)
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(e) (f)

(g) (h)

Obrázek 1: Rozložeńı vektorového potenciálu

(a) (b)
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(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Obrázek 2: Rozložeńı magnetické indukce [T ]
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)
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(g) (h)

Obrázek 3: Rozložeńı magnetické intenzity [A/m]

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 4: Rozložeńı Jouleových ztrát [W/m3]
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)
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(g) (h)

(i) (j)

(k)

Obrázek 5: Rozložeńı proudové hustoty [A/m2]
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B Program modelu

/NOPR ! Suppress printing of UNDO process

/PMACRO ! Echo following commands to log

FINISH ! Make sure we are at BEGIN level

/CLEAR,NOSTART ! Clear model since no SAVE found

!nastaveni potrebnych hodnot

*set,pi,3.141592654 ! nastaveńı pi

*set,fr,18300 ! nastaveńı frekvence

*set,ur,1 ! nastaveńı relativńı permeability

*set,u0,4*pi*1e-7 ! nastaveńı permeability vakua

*set,pr,1200*sqrt(2) ! nastaveńı proudu (efektivńı hodnota 1200 A)

*set,rm,1/57e6 ! nastaveńı rezistivity induktoru (medi)

*set,rsm,2.6e-7 ! nastaveńı rezistivity startovaćıho materiálu (hlińıku) pro 1013 C

MPDB

*set,hvi,sqrt(2/(2*pi*fr*(1/rm)*ur*u0)) ! nastaveńı hloubky vniku pro induktor

*set,hvsm,sqrt(2/(2*pi*fr*(1/rsm)*ur*u0)) ! nastaveńı hloubky vniku pro startovaćı

material

*set,vdi,pi*hvi/2 ! nastaveńı poloviny vlnové délky ve vodiči induktoru

*set,vdsm,pi*hvsm/2 ! nastaveńı poloviny vlnové délky ve vodiči startovaćıho ma-

teriálu

*set,ge,0.001 ! nastaveńı globalni velikost elementu

*set,prv,3 ! nasobek hloubky vniku pro stanoveni proudove vrstvy

*set,ps,22 !pocet segmentu - zadat

*set,rs,0.00375 !polomer segmentu - zadat

*set,rv,0.003602 !polomer vnitřńı segmentu - zadat

*set,vmms,0.001 !velikost mezery mezi segmenty - zadat

*set,dok,ps*(2*rs+vmms) !delke obvodu kelimku - vypocita se

*set,rk,dok/(2*pi) !polomer kelimku - vypocita se
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*set,umsk,360/ps !uhel mezi stredy kelimku - vypocita se

*set,rmsk,2*pi/ps !rad mezi stredy segmentu - vypocita se

/title, I = %pr/sqrt(2)%, fr = %fr%, ai = %hvi%, asm = %hvsm%, ! titulek ktery se

bude zobraovat v okne

*if,hvsm/5,GT,0.001,THEN ! nastaveńı urcite hodnoty (0.001), pokud ma parametr

hvsm - vyssi hodnotu, nez je pozadovano (0.001)

*set,hvsm,0.001

*endif

*if,hvi/5,GT,0.001,THEN ! nastaveńı urcite hodnoty (0.001), pokud ma parametr hvi

- vyssi hodnotu, nez je pozadovano (0.001)

*set,hvi,0.001

*endif

/NOPR

/PMETH,OFF,1

KEYW,PRSET, 1

KEYW,PRELMAG, 1

/GO

!*

!* /PREP7

/units,si

et,1,97,1, ! vsazka

et,2,97,1, ! startovaci material

et,3,97,1, ! medene segmenty

et,4,97,1, ! civka

et,5,97,1, ! medene dno

et,6,97,0, ! vzduch

et,7,97,0, ! izolace

mp,murx,1,1 ! vsazka AL2O3

mp,rsvx,1,1e14 ! vsazka AL2O3

mp,murx,2,1 ! startovaci prvek Al

mp,rsvx,2,rsm ! startovaci prvek AL

mp,murx,3,1 ! segmenty Cu

mp,rsvx,3,rm ! segmenty Cu

mp,murx,4,1 ! civka Cu

mp,rsvx,4,rm ! civka Cu
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mp,murx,5,1 ! dno Cu

mp,rsvx,5,rm ! dno Cu

mp,murx,6,1 ! vzduch

mp,murx,7,1 ! izolace

CYLIND,0,0.00375,-0.175,0.175,0,360, ! segmenty

CYLIND,0,0.00375-hvi*prv,-0.175,0.175,0,360, ! segmenty

VGEN, ,all, , ,0.0314,0,0, , ,1 ! posunuti segmentu na pozici

CYLIND,0,0.0265,0,0.072,-8.18,8.18, ! vsazka

CYLIND,0,0.0265/2,0,0.072,-8.18,8.18, ! vsazka

CYLIND,0,0.0265,0,-hvi*prv,-8.18,8.18, ! medene dno

CYLIND,0,0.0265,0.072/2-0.0025,0.072/2+0.0025,-8.18,8.18, ! start mat.

TORUS,0.052,0.005-hvi*prv,0.005,-8.18,8.18, ! induktor

VGEN, ,7,,,,,0.005,,,1 ! posunuti segmentu na pozici

TORUS,0.052,0.005-hvi*prv,0.005,-8.18,8.18, ! induktor

VGEN, ,8,,,,,0.025,,,1 ! posunuti segmentu na pozici

TORUS,0.052,0.005-hvi*prv,0.005,-8.18,8.18, ! induktor

VGEN, ,9,,,,,0.045,,,1 ! posunuti segmentu na pozici

TORUS,0.052,0.005-hvi*prv,0.005,-8.18,8.18, ! induktor

VGEN, ,10,,,,,0.065,,,1 ! posunuti segmentu na pozici

!CYLIND,0,0.088,0.125,0.25,-8.18,8.18, ! izolace

SPHERE,2,0,-8.18,8.18,

vovlap,all

numcmp,all

/PNUM,VOLU,1

allsel,all

vsel,u,,,18

ALLSEL,BELOW,VOLU

VPLOT

/replot

vsel,s,,,10,11 ! vsazka

vsel,a,,,14,16

vatt,1,,1 ! vybranym oblasstem priradi materialove parametry a element typ

vsel,s,,,12 ! vsazka startovaci material

vatt,2,,2

vsel,s,,,17 ! segment
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vatt,3,,3

vsel,s,,,2,5 ! civka

vatt,4,,4

vsel,s,,,13 ! dno

vatt,5,,5

vsel,s,,,18 ! vzduch

vsel,a,,,1

vatt,5,,5

vsel,s,,,6,9

ALLSEL,BELOW,VOLU

vdele,all

/PNUM,MAT,1 ! barevne odlisi pouzite materialy

/REPLOT

ALLSEL,ALL

vsel,u,,,18

ALLSEL,BELOW,VOLU

/ANG,1

/REP,FAST

SAVE,EMAG,db

! startovaci material

vsel,s,,,12 ! startovaci material

ALLSEL,BELOW,VOLU

lesize,all,hvsm

vsweep,12

! civka

vsel,s,,,2,5 ! civka zavity

ALLSEL,BELOW,VOLU

lesize,all,hvi

vsweep,all

! segment

vsel,s,,,17 ! segment

ALLSEL,BELOW,VOLU

lesize,all,hvi

vsweep,17

! dno
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vsel,s,,,13 ! dno

ALLSEL,BELOW,VOLU

lesize,all,hvi

MSHKEY,0

MSHAPE,1,3d

VMESH,all

!vsazka

vsel,s,,,10,11 ! vsazka

vsel,a,,,14,16

ALLSEL,BELOW,VOLU

vsweep,all

!okoli

ksel,s,,,100

ksel,a,,,102

kesize,all,0.1

MSHKEY,0

MSHAPE,1,3d

VMESH,all

allsel,all

asel,s,,,13

asel,a,,,19

asel,a,,,25

asel,a,,,31

ALLSEL,BELOW,AREA

NSLA,S,1 ! vybere uzly

CP,1,VOLT,all ! spoji uzly se stejným potenciálem (nutno udělat pro areu do které

se vkládá I)

allsel,all

/SOL ANTYPE,3 ! vyber analyzy

HROPT,FULL ! kompletni analyza

HROUT,ON ! vystup analyzy (real+imag)

EQSLV,SPAR,1e-008, ! specifikace solveru

HARFRQ,fr,fr, ! definuje frekvenčńı rozsah v harmonické odezvy analýzy.

NSUBST,1, ! určuje počet d́ılč́ıch krok̊u

KBC,0 ! typ interpolace
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asel,s,,,12 ! casti pri vnitrnim vnejsku

asel,a,,,18

asel,a,,,24

asel,a,,,30

asel,a,,,56

asel,a,,,57

asel,a,,,51

asel,a,,,52

DA,all,VOLT,0,0 ! Definuje DOF omezeńı na oblasti.

allsel,all

FK,95,AMPS,pr,0 ! prirazeni proudu klicovemu bodu

FK,71,AMPS,pr,0

FK,63,AMPS,pr,0

FK,47,AMPS,pr,0

asel,s,,,32 ! vyber vnejsi skorapky

DA,all,AX,0,0, ! nastaveni vektoroveho potencialu ve smeru x

DA,all,AY,0,0, ! nastaveni vektoroveho potencialu ve smeru y

DA,all,AZ,0,0, ! nastaveni vektoroveho potencialu ve smeru z

allsel,all

asel,s,,,10,11 ! vnitrni steny induktoru

asel,a,,,16,17 ! vnitrni steny induktoru

asel,a,,,22,23 ! vnitrni steny induktoru

asel,a,,,28,29 ! vnitrni steny induktoru

asel,a,,,3,6 ! vnitrni steny segmentu

DA,all,AX,0,0, ! nastaveni vektoroveho potencialu ve smeru x

DA,all,AY,0,0, ! nastaveni vektoroveho potencialu ve smeru y

DA,all,AZ,0,0, ! nastaveni vektoroveho potencialu ve smeru z

allsel,all

asel,s,,,45 ! vyber jedne strany komplet ze ktere budeme vkladat proud

asel,a,,,50

asel,a,,,61

asel,a,,,66

asel,a,,,68

asel,a,,,73

asel,a,,,13

XIII
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asel,a,,,19

asel,a,,,25

asel,a,,,31

asel,a,,,57

asel,a,,,52

DA,all,ASYM ! vytvořit antisymetrie omezeńı pro non-FLOTRAN modely

allsel,all

asel,s,,,12

asel,a,,,18

asel,a,,,24

asel,a,,,30

asel,a,,,44

asel,a,,,51

asel,a,,,49

asel,a,,,56

asel,a,,,60

asel,a,,,69

asel,a,,,65

asel,a,,,72

DA,all,ASYM

allsel,all

lsel,s,,,150

lsel,a,,,132

lsel,a,,,32

lsel,a,,,124

lsel,a,,,151

DL,all,,AX,0,0,

DL,all,,AY,0,0,

DL,all,,AZ,0,0,

allsel,all

solve

FINISH

/POST1

SET,1,LAST,1,0, , ,

!PLNSOL,A,SUM,0

XIV
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PLNSOL,H,SUM,0

/VIEW, 1 ,,1

/ANG, 1

/REP,FAST

SAVE,EMAG,db

XV


