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Abstrakt

Tato prace se zabyva vytvorenim matematickych modeli jednoduchych mechanickych
systémt, kterymi jsou inverzni kyvadlo, dvé inverzni kyvadla na voziku a sférické
kyvadlo. Jsou vytvofeny jejich nelinearni modely Vv Simulinku a v prostiedi
SimMechanics. Poté jsou provedeny jejich linearizace v pracovnim bodé a pro kazdy
linearizovany model je navrzeno fizeni, které systém stabilizuje vV daném bode¢.
Ke stabilizaci je pouzita linearni stavova zpétna vazba a linearni dynamicka zpétna
vazba. Veskeré vysledky jsou analyzovany metodou simulace.

Kli¢ova slova

Inverzni kyvadlo, dvé inverzni kyvadla na voziku, sférické kyvadlo, Simulink,
SimMechanics, model, linearizace, stavova zpétna vazba

Abstract

This thesis deals with the creation of mathematical models of simple mechanical
systems. which are inverted pendulum, dual inverted pendulum on a cart and spherical
pendulum. Thereafter are created nonlinear models of these systems in Simulink and in
SimMechanics. Then is performed linearization at an operating point and for each
linearized model is proposed the control that the system stabilizes in this point. It is
used linear state feedback and linear dynamic feedback to stabilize the systems. All
results are analyzed by simulation.
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1 Uvod

Cilem této prace je vytvorit matematické modely jednoduchych mechanickych systémd,
potfeba fidit. Prvnim systémem je inverzni kyvadlo, které je soucasti dalSich dvou
systémt, a to dvou inverznich kyvadel na voziku a sférického kyvadla. Matematicky
model inverzniho kyvadla mGzeme najit v mnoha odbornych publikacich. Je zde vSak
popsan postup pii vytvofeni modelu Lagrangeovou metodou jako uvod do proble-
matiky.

Dalsim systémem jsou dvé inverzni kyvadla na voziku. Matematicky model je navrzen
pomoci Newton-Eulerovy metody. Protoze je systém nelinearni, je provedena
linearizace a nasledné je navrZeno fizeni linearizovaného modelu. Podrobnégji je zde
feSen vliv poméru délek kyvadel na navrzené fizeni. Také je uvazovan piipad, Ze v praxi
nebude mozné méfit vSechny stavy systému, a proto je navrzen dynamicky regulator
vyuzivajici rekonstruktor stavu.

Poslednim systémem je sférické kyvadlo. Jsou zde popsany dvé moznosti, a to kyvadlo
zavéSené na pevném apohyblivém zdvésu. Pro obé& varianty jsou vytvofeny
matematické modely, opét nelinearni. Protoze je fizeni zajiSt€éno pusobenim sil na
zaves, je dale uvazovana pouze druhd varianta, tedy kyvadlo zavéSené na pohyblivém
zavésu. U tohoto systému je feSena otazka, jaky vliv na pohyb kyvadla maji sily, které
plusobi na zavés. Z vysledku linearizace tohoto matematického modelu bylo také
zjisténo, ze sférické kyvadlo je mozné fidit jako dvé nezavisla kyvadla, kazdé rotujici
kolem jedné osy.

Sférické kyvadlo se opét v praktickém zivoté nachdzi v mnoha systémech. Lze ho
napiiklad pfirovnat k jefabu se zavéSenym biemenem. Ukolem jefabnika v tomto
piipadé je, aby se bifemeno pii presunu nerozkyvalo. Jefabnik tedy funguje jako
regulator potlacujici neZzadouci kyvy bfemena. Cilem této prace je mimo jiné vytvofit
matematicky model, pomoci kterého je mozné analyzovat a porovnavat ¢innost lidského
operatora a automatického reguldtoru ve vySe zminéném piipad¢ stabilizace pohybu
zavéSeného biemene.

Navrzené systémy jsou modelovany v programu MATLAB a budou vyuzity pro
pedagogicke ucely Vv oblasti automatického fizeni.



2 Inverzni kyvadlo

Inverzni kyvadlo je hmotny bod zavéSeny na ramenu, jehoz hmotnost je tak mala, ze ji
muzeme zanedbat. Rameno je upevnéné v pocatku soustavy soutfadnic. Zanedbavame
odpor vzduchu a tfeni v zavésu. Na kyvadlo pusobi gravita¢ni sila

F,. =mg, Q)

]

kde m ... hmotnost télesa,
g ... tihové zrychleni, pro které v okoli Zemé plati g =9.80665m/s* [1]. Dale

budeme pouzivat zaokrouhlenou hodnotu g =9.81m/s’.

Gravitacni pole povazujeme blizko zemského povrchu za homogenni, tzn. gravitacni
sila (1) mé v kazdém bod¢ stejny smér a stejnou velikost.

mg

Obr. 1: Inverzni kyvadlo
2.1 Odvozeni pohybovych rovnic
Pro odvozeni pohybovych rovnic pouzijeme Lagrangeovu metodu [5].

Lagrangeovy rovnice Il. druhu jsou ve tvaru

Q(G_,Lj_i:q, 1<i<n @)
at\og ) og;
kde L=T-V........ Lagrangian, neboli rozdil mezi kinetickou (T) a potencialni (V)
energii,
(o FHR zobecnéné soufadnice,
Qi e zobecnéné sily,
N e pocet stupiili volnosti.

Systém ma jeden stupen volnosti, ktery je zptsoben rotaci kyvadla kolem osy z. Pti
odvozovani Lagrangeovych rovnic (2) budeme tedy potiebovat jednu zobecnénou



soufadnici, zvolime uhel natoCeni kyvadla ¢ = ¢. Systém bude popsan jednou
pohybovou rovnici.

Z4dna zobecnéna sila na systém neptisobi, tedy Q = 0.

Nyni vypocitame kinetickou a potencialni energii a nasledn¢ i Lagrangian.
1 1
T=-mv’ ==-ml?*p’
2 27
V = mgh = mgl cos ¢

L=T-V =%mlng2 —mglcosg

Abychom ziskali pohybovou rovnici systému, musime zderivovat Lagranian podle
zobecnéné soutadnice a jeji derivace, tedy podle ¢ a ¢ . Obdrzime

ofoL) 0
Y14 Iz. :mlg..’
at(a(pj o (M9) =%
oL :
— =mglsine.
g

Po odecteni ziskame pohybovou rovnici
ml®$—mglsing =0,
ze které si vyjadiime uhlové zrychleni ¢

¢=%sin<o. )

Toto je nelinearni pohybova rovnice inverzniho kyvadla, ze které je patrné, ze pohyb
kyvadla nezavisi na jeho hmotnosti, zavisi v§ak na délce ramene.

2.2 Linearizace a stavovy popis

Pohybova rovnice je pouze vnéjSim popisem kyvadla. Chceme-li ziskat informace
0 stavu systému, musime pouzit vnitini popis, na ktery piejdeme vyuzitim metody
postupného sniZzovani derivace, kdy zavedeme stavy X, a X,. Prvnim stavem systému je

vychylka kyvadla, tedy X =¢. Tuto vychylku chceme méfit, proto zvolime vystup
y=X.

Druhy stav X, je derivaci prvniho stavu X, tedy X, =X, coZ znamend, ze druhym

stavem systému je tthlova rychlost kyvadla x, = ¢.

Derivace druhého stavu je uhlovym zrychlenim kyvadla, které jsme si vyjadfili
rovnici (3), do niz dosadime za thel ¢ stav x;. Dostaneme tedy



X, =%sinx1. (4)

Abychom mohli zapsat vnitini popis ve standardnim maticovém tvaru

X(t) = Ax(t) + Bu(t),

)
y(t) = Cx(t) + Du(t),

musime rovnici (4) zlinearizovat v rovnovazném stavu.

, Rovnovdiné stavy x. e€R" definujeme jako stavy nerizeného  systému
(u(t) =konst., Vt), ve kterych ustiva veskery pohyb v dynamickém systému, coz lze
vyjadrit podminkou nulové ¢asové derivace vektoru stavu )'((t)|X:X =0.“[3,s.12].

X, =0 =X, = rychlost kyvadla je nulova.

X,=0= %sin X, = zrychleni kyvadla je nulové.

Resenim téchto rovnic ziskdme nekoneéné mnoho rovnovaznych stavi periodicky se
opakujicich. Obecné

X, =k7,k=012,...,
tedy X, =0 (nestabilni), X, =z (stabilni), X, =27 (nestabilni), atd.

Protoze popisujeme inverzni kyvadlo, budeme ho linearizovat v prvnim rovnovdzném
stavu, coz odpovida vztycené poloze, viz obr. 1.

Linearizovany model ziskame bud’ pomoci ptikazu linmod v MATLABu nebo pomoci
Jacobiovych matic [3], které maji tvar

ofy () ofi(X4) o, (%,,)

P P T 'C{ah(xro ah(xrl)}Dz[ah(xro]@
o, (%) 8, (%) o, (X,) ox o ox ou
0%, OX, ou

Jednotlivymi funkcemi jsou prvni derivace stavi a také vystupni funkce

fllezxzv

f,=% = Igsin X,

Zderivujeme funkce podle stavii x; a X2 a podle vstupu u a dosadime rovnovazny stav
X, =0.
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— =0, — =1, %zgcosxlzg, %=0, a—h=1, a—h=0, 8—h:O.
X, X, ox, | | 0Ox, ox, OX, ou

ProtoZe neuvazujeme zZadnou vné&jsi silu pusobici na kyvadlo, budou derivace podle
vstupu u nulové.

Matice B bude tedy nulova.

Po dosazeni derivaci do (6) vypocitame matice A, B, C, D, které dosadime do (5)
a ziskadme tak nasledujici stavovy popis

s o[} ak

y=[1 o]{xl +[o]u.

X, |

Matice D je nulova, to znamena, Ze systém nema piimé pisobeni vstupu na vystup.

11



2.3 Model v Simulinku

Pro sestaveni modelu v Simulinku podle nasledujiciho schématu vyuZijeme
linearizovany stavovy popis (7), ktery porovname s nelinearni rovnici (3).

Vystup linearizovaného systému je nutné posunout do pracovniho bodu, v némz jsme
linearizaci provadéli. V nasem piipad¢ to byl thel 0 rad, proto zadny posun provadét
nemusime.

Linearizovany model inverzniho kyvadla odpovidd nelinearnimu modelu pouze
v malém okoli rovnovazného stavu, tedy pro malé vychylky ¢. Protoze se ale jedna

0 netizeny model, spadne kyvadlo do dolni polohy pfi spusténi z nenulové pocatecni
podminky

@, #0A @, libovolné v ¢, libovolné A, #0

a vystup linearizovaného modelu tak nabyva nekone¢nych hodnot, zatimco nelinearni
model periodicky kmita (viz obr. 4).

Linearizovany

fi fi fi

1
— 0 - -
5 ™ 5
Integrator Integrator
Gain
ﬂ-‘T}‘
MNelinearni
fi fi fi
1 1
— 0 - -
5 » 5
Integrator2 Integratord
MATLAB Fcn To Workspace
MATLAB
. -———
Function
{g/1y*sin{u)

Obr. 2: Model inverzniho kyvadla v Simulinku
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2.4 Model v prostiedi SimMechanics

Pro ovéfeni spravnosti odvozené pohybové rovnice (3) vytvofime také model
Vv prostiedi SimMechanics.

Machine
Envircnment

m|csipesz @

Body_kyvadlo

N[
I p:\\ Scope
Joint Initial Condition Joint Sensor Switch L— el inw_loyv S
. To Workspace
2°pi
Korekce

Obr. 3: Model inverzniho kyvadla v SimMechanics
2.5 Porovnani modelid
Nyni porovname vystupy obou modelll pro poc¢atecni podminky
@, =05rad, ¢ =0rad /s,

kde ¢, ... vychylka kyvadla v ¢ase t =0,
@, ... pocatecni thlova rychlost kyvadla.

Z nasledujiciho grafu vidime, ze se vystupy obou systému shoduji.

Porovnani modelu inverzniho kyvadla
6 T T r

I =
RIANANL / \\ /

LV mYIRTRY

VRV IV VR

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
cas [s]

vychyleni kyvadla [rad]
w
|

Obr. 4: Porovnani modeli inverzniho kyvadla pro po¢ate¢ni podminky

¢, =05rad, ¢ =0rad /s,
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3 Dvé inverzni kyvadla na voziku

v

Budeme uvazovat dv¢ inverzni kyvadla na voziku, na ktery pusobi vnéjsi sila f, ktera je
vstupem systému. Cely systém ma tii stupn¢ volnosti. Jeden stupeni volnosti ma vozik,
ktery se pohybuje pouze ve sméru osy X. Kazdé¢ kyvadlo ma také jeden stupen volnosti,
protoze rotuje kolem jedné osy.

00
y

S2co8¢7

S1c05(¢1) 52

$2SiN(-2)= -Spsin(p2)
[uz,v2]

-sisin(py) 2

[us,vi]

mi1g l/

myg

T

S1sin(p1)
Obr. 5: Dv¢ inverzni kyvadla na voziku

3.1 Odvozeni pohybovych rovnic

Abychom odvodili pohybové rovnice, vyjadiime si nejprve soutadnice kyvadla u a v pro
prvni kyvadlo, které jsou ziejmé z obr. 5.

u, =x—1sing,
v, =1, cosg,

Pro dalsi vypocty budeme potiebovat i druhou derivaci téchto soufadnic.

U, =X+ sing, — 1, cosg,
.. .2 e -
V, =1 cosep, — 1, sing,

(8)

Pohybové rovnice odvodime pomoci Newtonovy-Eulerovy metody [5].

14



Pro prvni kyvadlo plati

f,, =—ssing =m

u

f,, =s cosg —mg=mYV,

v

m, +s,sing, =0 / cosg,
mV, —s,cosg, +mg=0  /sing,

myUi,cosg, +s, sing,cosg, =0 9)
mV;sing, —s;sing, cos¢, + m gsing, =0 (10)

Rovnice (9) a (10) secteme.
m, Ui, cos¢, +myV,sing, + mgsing, =0 (12)
Do vysledné rovnice (11) dosadime druhé derivace soufadnic u a v (8).
m Xcose, —my ¢ + mgsing, =0 (12)

Stejnou rovnici ziskame 1 pro druhé kyvadlo, kde se pouze zmé&ni hmotnost m, délka
zavésu | a samoziejme také tihel ¢:

m, Xcosg, —m,l,», + m,gsing, =0 (13)

Nyni jesté odvodime rovnici pro vozik. Z obrazku je patrné, ze celkova sila, kterd na
vozik pusobi, se sklada z vngjsi sily f, sily s Sing,, kterou na vozik pusobi prvni
kyvadlo, a sily s, sing,, kterou na vozik ptusobi druhé kyvadlo.

MX = f +s sing +5,sing, (14)

Protoze jedina vnéjsi sila, pasobici na cely systém, je sila f, musi se tato sila rovnat
zrychleni celého systému MX + mui, + mu, . Rovnici (14) pfepiseme do tvaru

MX = f —mui, —mUi,. (15)
Po dosazeni zrychleni prvniho i druhého kyvadla (8) do rovnice (15), obdrzime rovnici
(M +m, +m,)%+myl ¢ sing, +m,l,¢; sing, —ml,¢ cosg —m,l,¢, cosg, = f. (16)

Z rovnic (12) a (13) vyjadiime uhlové zrychleni kyvadel a zrovnice (16) druhou
derivaci polohy voziku.

.. Xcose + gsin
¢ — ¢1 g (/71' (17)

1
Il
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. Xcosg, +gsing,
, =

: (18)

I2

. —m @’ sing, —m,l,¢? singp, + m 1, cose, + m,l,p, cose, + f
M +m, +m,)

(19)
Do rovnice (19) jest¢ dosadime ¢, a ¢, zrovnic (17) a (18), poté vytkneme X
a ziskame

. —m, @7 sin g, —m,l,¢? sin g, + gm, sin ¢, cos @, + gm, sing, cos g, + f
(M +m, +m, —m, cos® ¢, —m, cos® ¢,) '

(20)

3.2 Linearizace a stavovy popis

Abychom mohli pfevést pohybové rovnice na vnitini popis, zavedeme si nasledujici
stavoveé proménné:

X =0 X% =0, X =0, X =0y, X =X, X5 = X.
Sila f, ktera ptisobi na vozik, je vstupem systému, proto ji dale budeme oznacovat u.

Prvni derivace stavovych proménnych ozna¢ime jako funkce

f1:X1:X21

£ =% _ X COSX, +gsinx _

I1
_gsinx | cos X, (=my1, %2 sin x, —m,1,x; sin x, +gm, sin X, oS X, + gm, Sin X, CoS X, +U)
- 2 2
I, l,(M +m +m, —m, cos” x, —m, COS" X,)

f,=% =X,

. X5 COSX; +QsSinX,
f4=X4= =

|2
_9 sin X, . CosX, (=m,1,x2 sinx, —m,l, X2 sin x, +gm, sin X, COS X, + gm, sin X, COS X, +U)
1, l,(M +m, +m, —m, cos’ x, —m, cos’ ;)

fSZXSZXG

£y _ —my X sinx, —m,l,xZ sin X, + gm, sin X, cos X, + gm, sin X, COS X, +U
6 =% (M +m, +m, —m, cos? x, —m, cos® X,)
h1:X1ah2:X3ah3:X5.

Abychom ziskali linearizovany stavovy popis, musime tyto funkce zderivovat podle
jednotlivych stavovych proménnych, jako v pfipadé inverzniho kyvadla. Linearizaci
provadime v rovnovazném stavu, kterym je

% =0,%=0,x%=0x=0x=0x=0 (21)

16



za podminky, ze je systém nefizeny, tedy u = 0.
Derivace jednotlivych funkci po dosazeni rovnovaznych stavi jsou

L L LS L Y L L W

X, oX, 0X, oX, OXg OXq ou
of, {g cosx, —ml x2 cos® x, +ml x> sin®x, +m,l,xZ sin x, sin x, .

0%,

1, [,(M +m, +m, —m, cos’ x, —m, cos’ ;)

L am cos® x, — gm, sin X, 2C€0s X, Sin X, — gm, sin X, COS X, Sin X, N
L, (M +m, +m, —m, cos’ x, —m, cos’ ;)

N (cos %, (—=m, L, X2 sin x, —m,1,x? sin X, + gm, sin X, Cos X, + gm, sin X, COS X, +u)j
2 2 ’
[,(M+m +m, —m, cos® x, —m, COS" X,)

.(_1)(I1(M +m, +m, —m, cos® X, —m, cos’ xs))_2 (=2m, I, cos x, sin xl)} =

g, gm, _ g(m +M)
LM LM

Il
of, _ —2my|, X, sin X, cos X, 0
2 2 !
ox, 1, (M+m +m,—m cos” X —m,Cos X,)
2 3 Y
of, _ —m,l,X; cosx, COs X, + gm, COS” X, COS X, — g, Sin” X, COSX, N
OX, l,(M +m, +m, —m, cos’ x, —m, cos’ )

L[ cos X, (=mL x, sin x, —m,1,X, sin X, + gm, sin X, COS X, + gm, Sin X, COS X, + U)
L,(M +m, +m, —m, cos’ x, —m, cos’ x,)

.(_1)(|1(M +m, +m, —m, cos® x, —m, cos” xs))f2 (—2m, I, cos X, sin x, ) = I nl\;lz ,
1
of, —2m,l, X, sin X, cos X, 4 of, 0 of, 0
o, L(M+m +m,—mcos®x —m,cos’x,) % X
o, 1 1

6_u:Il(M +m, +m, —m, cos” X, —Mm, cos’ X,;) B MI,

%:o’%zo,%zo,%zl, ot _0'%20,%:0
oX, OX, OX, OX, OXs OXsg ou

Derivaci funkce f; provedeme analogicky jako derivaci funkce f,.

o, gm 8f4_0 @:g(M_i_mZ) ﬂzo 8f4_08f4_0 @:i

ox LMo, O ox LM ' ox, < ox o ou M,
Ay oM g T g s o o 4 _
ox X, X X, X 0% au



Stejné postupujeme i pii derivaci funkce fg.

Mo _mg Mo g Mo _mg Mo o M e _
x M'ox, o M ’

My Mg Mg Mg NNy N

— 4y ] )_: y T~ — Y - ,_—0-
0%, 0OX, OX, OX, OX; OXg ou
oy ooy _goh o ooah odh oo,
X, 0X, 0%, 0X, OX; OXq ou
o o o oy ooh oo oh ooon

ox, ox, X, oX, | o% o ou

Vypocitané derivace dosadime do Jacobiovych matic (6), tim ziskame matici dynamiky
systému A

_ 0 1 0 0 0O
LM LM

0 0 0 1 00
LM LM

0 0 0 0 01

L M M |

a vstupni matici B

Vystupni matice C ma tvar

100000
C=/0 01 000
000010
a matice ptimého plisobeni vstupu na vystup D
.
D :[0 0 O] :
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3.3 Model v

Simulinku

Na zakladé pohybovych rovnic (17), (18), (20) vytvoiime model v Simulinku.

3.4 Model v prostifedi SimMechanics

Env

Machine

Envirgnment ~ Ground

=0

Jeint Initial Condition2

Obr. 6: Model dvou inverznich kyvadel v Simulinku
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Obr. 7: Model dvou inverznich kyvadel v SimMechanics
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3.5 Porovnani modelu

Spravnost odvozenych rovnic (17), (18), (20) ovétime porovnanim vystupu systému
v Simulinku s vystupem modelu vytvofené¢ho v prostiedi SimMechanics. Pro oba
modely zvolime stejné parametry

l,=05m,1, =091, =0.45m, m =0.1kg, m, =0.2kg, M =1kg

a stejné pocateni podminky

¢, =3rad, ¢, =0rad /s, ¢, =25rad, ¢, =0rad /s, x,=0m, x, =0m/s,

kde ¢, ...

Dy o
Py -

(A
Xo -
X ..

vychylka 1. kyvadla v ¢ase t =0,
pocate¢ni rychlost 1. kyvadla,
vychylka 2. kyvadla v ¢ase t =0,
pocatecni rychlost 2. kyvadla,
poloha voziku v ¢ase t =0,

pocatecni rychlost voziku.

Z nasledujiciho grafu vidime, Ze jsou vystupy obou systému totozné.

vychylka kyvadla [rad], poloha voziku [m]

Porovnani modelu dvou inverznich kyvadel na voziku

4.5

. SAA Vi

N\

WAL T

/
;%ZI/O)\/ DAAN NN
) 1V / W

2.5 VY, \/ Vi
2
1. kyvadlo - SimMechanics
1.5 2. kyvadlo - SimMechanics |-
— wozik - SimMechanics
1 1. kyvadlo - rownice M
2. kyvadlo - rownice
0.5 vozik - rownice 7]
0
-0.5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

cas [s]

Obr. 8:Porovnani modelti dvou inverznich kyvadel na voziku

pro pocate¢ni podminky @, = 3rad, Py = Orad/s, @y = 2.5rad,

@,=0rad/s, x,=0m,x, =0m/s
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3.6 Stabilita systému a navrh fizeni

Vlastni ¢isla 4 matice A (22) jsou

Aip =00,

P (\/g(lef —2M2L L, + M212 + 2M12m, — 2ML l,m, — 2ML lm, + 2M12m, + 2m2 + 2L, L,mym, + [2m?) +
34 — —

J2ML 1,

+ Mgl, + Mgl, + mygl, + mlgl2>

J2MLL,
P <\/Mgl1 — g(M21? = 2M2L,1, + M21% 4+ 2MI2m, — 2M1,l,m, — 2M1,Lm, + 2M12m, + 1?m3 + 21, l,m;m, + 12m?) +
56 =t
' J2MLL,

+Mglz +mygly + mlglz>

J2ML 1,

Podrobnéjsi analyzou zjistime, ze vyrazy pod odmocninami jsou pro jakékoliv hodnoty
parametrt M, m;, m,, |, I, kladné, proto i vlastni ¢isla A, a A, budou kladnd. Systém je
tedy nestabilni.

Abychom mohli systém stabilizovat, musi byt fiditelny, a to je pravé tehdy, pokud

matice fiditelnosti bude mit hodnost rovnou fadu systému [3]. Matice fiditelnosti pro
systém 6. fadu je definovana

Q: =[ B,AB, A’B,A'B, A'B, A°B |

Pro vypocet miZeme pouzit také piikaz ctrb(A,B) v MATLABuU.

Pro konkrétni parametry
M =1kg, m =0.1kg, m, =0.2kg, |, =0.2m, |, =0.5m

ziskame vlastni ¢isla

ﬂ'l,Z =0,
23’4 =14.7879,
/15'6 = +7.3875.

Hodnost matice fiditelnosti se rovna fadu systému rank(Qz) =n=6, systém je tedy
fiditelny. Pokud ovSem zvolime délky kyvadel stejné, napt. |, =1, =1m, ziskdme

rank(Qz) =4 a systém jiz fiditelny neni.

Aby byl systém stabilni, musime umistit jeho poly do levé casti komplexni roviny.
Z vysledkll simulace jsme zjistili, Ze ¢im déle umistime vlastni Cisla od redlné osy
(do levé komplexni poloroviny), tim kratsi bude doba stabilizace a do urcité hodnoty
(okolo -10) se budou zmensovat i vychylky kyvadel i polohy voziku. Pti ptekroceni této
hodnoty se bude doba stabilizace stale zkracovat, to se ovSem negativné projevi
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na sledovanych vystupech systému. Béhem stabilizace mohou nabyvat az extrémnich
hodnot. Proto je vhodné volit vlastni ¢isla s ohledem na vySe popsané disledky.

Umistime poly napt. do o, =-2, o,=-21 0,=-22, 0,=-23, 0, =-24,

o, = —2.5 pouZitim zaporné stavoveé zpétné vazby w, = FXx.

Ziskame tak stavovy popis Ve tvaru

Uu=w-w,
X = AXx—BFx+ Bw = (A-BF)x + Bw,
y =Cx + Dw.

Nyni musime zvolit matici F takovou, aby se vlastni ¢isla nové matice (A-BF) rovnala
pozadovanym vlastnim ¢islim. K tomu vyuZzijeme piikaz place v MATLABuU.

Ziskame tak vektor

F:[25.3581 2.7649 -12.9727 -3.1715 0.0037 0.0183]. (23)

3.7 Rekonstruktor stavu

V ptipadé, Ze bychom nemohli méfit vSechny stavy systému, museli bychom urcit
stavové veli¢iny na zékladé meéteni vstupnich a vystupnich veliin a znalosti modelu
systému. Abychom mohli méfit vystup systému, musi byt pozorovatelny, a to je praveé
tehdy, je-li hodnost matice pozorovatelnosti Q,rovna fadu systému [3]. Matice Q, je
pro systém 6. fadu definovana

.

Q. =|CTATCT (AT CT (A7) e (AT) CT (AT CT |

Vyuzitim ptikazu rank(obsv(A,C)) zjistime, Ze dvé kyvadla na voziku jsou
pozorovatelnym systémem, pokud métime thly obou kyvadel a polohu voziku. Proto
muzeme navrhnout identicky rekonstruktor stavu [5], ktery je popsan

R(t) = AR(t) + Bu(t) + K(9(t) — y(t)), (24)
y(t) = CX(t) + Du(t).

Odectenim standardniho vnitiniho popisu (5) od (24) ziskdme vztah

);((t) —X(t) = (A+ KC)(X(t) — x(t)) .
Musime nalézt vhodnou matici K takovou, aby se rozdil rekonstruovaného stavu
a skutecného stavu Vv co nejkrat§im Case rovnal nule. Musime tedy vhodné zvolit

Jordanovu formu matice (A+KC). Pozadujeme

(A+KC)*M < (AT +C'K')~MT,
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coz odpovida pozadavku (54) pro navrh stavové zpétné vazby. Obdobnym postupem
ziskdme matici K a sestavime model v Simulinku, ktery budeme stabilizovat linearni
dynamickou zpétnou vazbou, coz je Fizeni vyuZivajici stavovou zpétnou vazbu
a rekonstruktor stavu.

system
u ¥ = g&x+Bu ¥ . - I:l
——
y = Cx+Du
Step State-Space Scope
vystup_rekonstruktor
X
L To Workspace
i ]
|-
Addi Soopel
yo
stavy
rekonstruktor
¥ = Ax+Bu To Worspace
y = Cx+Du o
State-Space 1 k J
[P
Add
Gain
¥o-y
Gaini
Fruvecd

Obr. 9: Systém fizeny linearni dynamickou zpé&tnou vazbou
Spustime model pro poc¢ate¢ni podminky a parametry

m, =0.1kg, m, =0.2kg, M =1kg, ¢, =0.0lr = 2° ¢, =0rad /s,
@y, =—0.0057 = -1° ¢, =0rad /s, x,=0m, X, =0m/s, |, =03m,l, =05m

a vykreslime rozdil jednotlivych stavii v prubéhu simulace, ktery se po uritém case
vynuluje. Tato doba zavisi na umisténi vlastnich &isel x# matice (A+KC). Cim dale
budou vlastni ¢isla od redlné osy vlevé komplexni poloroving, tim diive se
rekonstruované stavy budou rovnat skute¢nym stavim. Pomoci simulace zjistime, Ze
dojde také drive ke stabilizaci, a to s menSimi vychylkami. Proto je vhodné umistit
vlastni ¢isla déle od realné osy. Zvolime napf.

=4 u=-41 u=-42, y, =-43, u =-44, u =-45

a porovname vystup systému fizeného dynamickym reguldtorem s vystupem systému
fizeného stavovou zpétnou vazbou (23).
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poloha voziku [m], vychylka kyvadla [rad]

stav systemu

Porovnani rizenych modelu dvou inverznich kyvadel na voziku

l F F E F F
1. kyvadlo - stavova vazba
2. kyvadlo - stavova vazba
0.8 . H
wvozik - stavova vazba
1. kyvadlo - dynamicka vazba
0.6 2. kyvadlo - dynamicka vazba |
— wzik - dynamicka vazba
0.4
0.2
\\;
0 /F__;
-0.2
-0.4 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

cas [s]

Obr. 10:Porovnani modelt fizenych linearni dynamickou vazbou
a stavovou zpétnou vazbou pro nenulové pocatecni podminky systému
a nulové pocatecni podminky rekonstruktoru

Rozdil jednotliwch staw v case

004 o |4 |4
rozdil 1. stawu
0.03 rozdil 2. stawu -
[\ rozdil 3. stawu
0.02 rozdil 4. stawu -
\ rozdil 5. stawu
0.01 rozdil 6. stawu -|
0 AN
/
e
-0.01 /I 7
L
-0.02
.
0.03 1/
| /
{
-0.04 1+ 7
-0.05 :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

cas [s]

Obr. 11: Rozdil rekonstruovanych stavii a stavii systému
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3.8 Analyza vlivu délek kyvadel na velikost fidici veliiny

Nyni budeme sledovat, jak se méni velikost fidici veli¢iny v zavislosti na délce obou
kyvadel. Zjistili jsme, ze pokud se délky |, a I, rovnaji, systém neni stabilni. Cim vice
se bude I, blizit I, tim vice se bude zvétSovat velikost fidici veli¢iny a bude postupné

rust az k nekonecnu. VSechny ostatni parametry i pocateéni podminky budou
konstantni. Jako vstup syst¢ému budeme uvazovat jednotkovy skok piisobici na vozik
ve sméru osy X.

Nastaveni parametri:

m, =0.1kg, m, =0.2kg, M =1kg, ¢,, =0.0lr = 2°, ¢, =0rad /s,

¢y, =—0.0057 ~-1°, ¢, =0rad /s, x,=0m,x, =0m/s, |, =0.5m, u=1[t].
Budeme sledovat dobu regulace T, a maximalni hodnotu fidici veliciny U, .
Vykreslime prubéh fidici veli¢iny v ¢ase pro jednotlivé hodnoty |,. Dale zaznamename
odezvu fizeného systému na jednotkovy skok pusobici na vozik, vykreslime tedy
piechodovou charakteristiku systému. Porovname pouze ptechodové charakteristiky pro
L =05-La |, =0.99-1,. V prvnim piipadé¢ (I, =0.5-1,) vidime, ze se vozik vychyli
02.5 m, kde se také stabilizuje. V druhém piipadé (I, =0.99-1,) se vozik sice
stabilizuje na nule, ale v prubéhu tizeni se vychyli t¢éméf az o 350 m. Vidime proto, Ze
¢im je mensi rozdil mezi délkami obou kyvadel, tim hiife se systém tidi, i kdyz na dobu
regulace mé tento rozdil maly vliv.

Prechodova charakteristika systemu rizeneho stavovou zpetnou vazbou

2.5
/—/_,_,_,_’

E 2 1. kyvadlo | |
E 2. kyvadlo
N ——wozik
o
>
c 15
<
: /
o
o
g 1 /
= /
o
2 /
S /
< 05
I
X
z
g ﬁ—l‘i&m
TN

-0.5 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
cas [s]

Obr. 12: Pfechodova charakteristika dvou inverznich kyvadel na voziku
fizenych stavovou zpétnou vazbou pro |1 =0.5- |2 a nenulové pocatecni podminky
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Prechodova charakteristika systemu rizeneho stavovou zpetnou vazbou

350 r r r
1. kyvadlo

300 2. kyvadlo [
—wozik

250
/

200 f

150 / \
j‘
100 /
/]
50 /

vychylka kyvadla [rad], poloha voziku [m]

ok ~
J ¥f_z—'—””4_’_'_ﬁ
-100 \/
-150 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
cas [s]

Obr. 13: Pfechodova charakteristika dvou inverznich kyvadel na voziku
fizenych stavovou zpétnou vazbou pro |1 =0.99- |2 a nenulové pocateéni podminky

Nésledujici graf porovnavame pribéh fidici veli€iny v Case pro rtizné pomeéry délek
l, a l,. Ridici veli¢inu ziskame vynasobenim stavi systému vektorem F (23).

Prubeh ridici wveliciny v case

200 r r
11 = 0.542
150 1% I1=0.852 [|
[ I1 = 0.95412
100 1=09842
AN I1 = 0.99%12
50\ H
2 B
g 0 {‘ \h e
(5]
>
S 50T ]
T - i
= 7
8 I \/
2 -100}
E |
>
-150
-200
-250
-300 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

cas [s]

Obr. 14: Velikost fidici veli¢iny stabilizujici dvé kyvadla
na voziku v zavislosti na |l a |2
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V nasledujici tabulce porovname dobu regulace a maximalni hodnotu tizeni pro rizné
délky prvniho kyvadla. Hodnoty jsou odeéteny z grafti.

I1“2 [_] Treg [S] U e [_]
0.50 5.0 15
0.85 6.0 8.0
0.95 6.0 30.0
0.98 6.0 76.0
0.99 6.5 155.0

Tabulka 1: Vliv rozdilu délek kyvadel na stabilizaci

Pokud se budou délky kyvadel rovnat, tzn. |, =1, bude systém nefiditelny, proto
nemilzeme umistit pdly a ziskat tak matici F.
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4 Sférickeé kyvadlo

Na rozdil od inverzniho kyvadla budeme nyni modelovat kyvadlo rotujici kolem dvou
0s, tedy systém se dvéma stupni volnosti. Podobné jako inverzni kyvadlo je i sférické
kyvadlo uchyceno v poc¢atku soufadnic, ovsem kyvadlo budeme stabilizovat v dolni
poloze, kde uvazujeme thel 0 °.

x|
S

mg

Zy
0 [e]
Obr. 15: Sférické kyvadlo

Kyvadlo je umisténo v pravotoCivé soustavé. Budeme postupné uvazovat rotaci
soustavy V kladném sméru podle osy X a ndsledné podle osy Y.

Nejprve otocime soustavu podle osy X o thel a.

Obr. 16: Rotace soustavy o thel a kolem osy x
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Soufadnice vektoru V. miizeme vyjadiit jak pomoci os X;,V,,Z,, tak i pomoci X, Y,;,Z,.
Oba popisy se samoziejm¢e¢ musi rovnat, ziskdme tak rovnici

V:aoio+boyo+cozo:aix1+b1Y1+C121:v1- (25)

Rovnici (24) postupné skalarn¢ vynasobime vektorem X,, Y, a nakonec Z,. Ziskame
tak soustavu rovnic

8o (X5 %) + 0y (Yo, %) +Co (Zg, %) = 8 (X, %) + By (¥, %) +€,(Z,, %)
8, (%o, Yo) +10 (o, Yo) + €0 (2o, Yo) = &, (X, o) +bu(V1, ¥o) +€.(Z, Vo) (26)
8, (%51 20) + by (Yo, Z0) +€o(Zp, Z5) = 8,(%, Zy) + By (V1. Z) +¢,(2,,7,)

Skalarni soucin je definovan

(a,b) =|a|-|b|-cos e,

kde ¢ je tihel sevieny mezi vektory a a b. Protoze plati X, =X, a vektory X, Y,,Z, jsou

na sebe kolmé, tedy jejich skalarni soucin je nulovy, po dosazeni do (26) ziskame
vztahy

8 =8,

V3 .
b, =b, cosa +c; cos(5+aj =Db cosa +c (-sina),
T .
C, = blcos[5+aj+clcosa =h sina +c¢ cosa,

které mizeme usporadat do transformacni matice

1 0 0
R_=|0 cosa -sina|. (27)

X,a

0 sina cosa

Pomoci této matice muzeme vyjadiit otoceni libovolného vektoru o uhel a kolem osy x
a plati
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Dale provedeme rotaci kolem osy Yy o thel p.

Obr. 17: Rotace soustavy o thel S kolem osy y

Po dosazeni do soustavy rovnic (26) ziskame vztahy

a, :alcosﬂ+clcos(%—,b’j:alcosﬂ+clsinﬂ,
b, =b,
Co =aicos[%+ﬁj+clcosﬂ=al(—sinﬂ)+clcos,8

a transformac¢ni matici

cospg 0 sing
R,=| O 1 0 |, (28)
—sing 0 cosp

pro kterou opét plati vztah

Vo =R, ;.
Pokud tedy provedeme rotaci libovolného vektoru kolem os x a 'y o uhel a a f, mizeme
popsat jeho aktudlni polohu r; pomoci matic R,, (27) a R, ; (28) a piivodni polohy T .

Plati

X X, Xp
yi = Rx,a Ry,ﬁ yb =R yp !
Z, Z, Zp
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kde

cos S 0 sin g
sinasinff  cosa -—sSinacospf (29)
—cosasinf sina  cosacos f3

R= RX,aRy,ﬁ =

Pokud budeme chtit vyjadtit polohu kyvadla T, které je zavéseno na ramenu o délce |
aje vychyleno zrovnovazné polohy o uhly o a f, pouzijeme transforma¢ni mati-
ci R (29) avyjadiime tak polohovy vektor pomoci uhli o a f. Z jednotlivych slozek
muzeme urcit aktudlni polohu kyvadla v osach X, y, z.

0 Isin g r,
L =R|0|=|-Isinacos B |=|T, (30)
I | cosa cos f r,

Derivaci polohového vektoru ziskdme vektor rychlosti kyvadla

cos 53 W,
[, =1| —cosacos Ba +sinasin B | =| w, (31)
—sinacos Ba —cosasin BB | | w,

4.1 Odvozeni pohybovych rovnic pro kyvadlo na pevném zavésu
Pokud budeme uvaZzovat, Ze bod, na kterém je kyvadlo uchyceno, je pevny, a na kyvad-
lo neptlisobi jina sila nez gravita¢ni, mizeme odvodit pohybovou rovnici pomoci véty

0 zméné momentu hybnosti [2], podle které plati

3| I
E = M s (32)

kde L°... moment hybnosti kyvadla vzhledem k pogatku soustavy soufadnic

M ... moment gravita¢ni sily, ktera na kyvadlo pisobi. Moment sily uvazujeme
také vzhledem k pocatku soustavy soutadnic.

Moment hybnosti je definovan
L =r"xp’ =rxmr°, (33)
kde p° je hybnost kyvadla.
Moment sily je definovan
M =r°x (34)

kde F, =mg je gravitacni sila.

31



Protoze gravitacni sila plisobi pouze ve sméru osy z, budou ostatni slozky vektoru sily
nulové.

F,=[0 0 mg]

Vysledek vektorového soudinu ©° x lfg (34) bude vektor, jehoz jednotlivé slozky
vypocteme nasledovné [5]

. azba - aabz
axb =| ap -ab,
a1b2 - azbl

Po roznasobeni obdrzime moment sily

—mgl sin  cos B
M=| -mglsing | (35)
0

Moment hybnosti ziskime po dosazeni vektori F° a F° do (33) a roznasobeni vektoriL.

(cosa)’(cos B)* & —sin e cos e sin B cos BB + (sin )’ (cos &)’ ¢ + sin a cos e sin 3 cos B
L =ml? cos ar(cos )’ B + sin asin B cos B + (sin B)° cos aff

sin ar(cos B)° B — cosasin B cos Be + (sin B)° sin aff
Po odecteni shodnych vyrazi a vyuziti vztahu
(sinx)® +(cosx)* =1
bude mit moment hybnosti tvar

(cos B)’c
L° =ml?| cosaf3 +sinasin Bcos fe |.
sin a8 —cosasin ¢os fa

Moment hybnosti jesté zderivujeme podle Casu.

i —2a3sin cos S + (cos ) i
e ml?| cosaf3 + cosasin Scos fa’ +sinasin fcos fd — 2sina(sin B)’af | (36)
sin a3 +sin asin B cos Ba® —cosasin cos fé + 2cos a(sin f)*aff

Nyni dosadime moment sily (35) a derivaci momentu hybnosti (36) do véty (32)
a z rovnosti jednotlivych slozek vektort ziskame pohybové rovnice
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—2ml2afsin Bcos B+ ml?(cos B)? & = —mgl sin & cos 3,
ml? cos a3 + ml? sin Bcos f(c? cosa + i sinar) — 2ml? sin e (sin 8)? a8 = —mglsin 3,
ml? sin a8 + ml? sinasin Bcos Sa? —ml? cosasin fcos Séi + 2ml? cosa(sin 5)? af = 0.

Z téchto rovnic si vyjadiime druhé derivace thli « a £, tedy thlova zrychleni

;5o -9sina+ 2lafsin
I cos g

, (37)

ﬂ:—sinﬁcosﬁdz—lgsinﬂcom. (38)

4.2 Linearizace a stavovy popis sférického kyvadla na pevném zavésu

Protoze je kyvadlo zavéSené na pevném zavésu, neplsobi na systém zadna sila, kromé
gravitacni sily, proto uvazujeme vstup systému u=0. Zvolime Si stavové proménné

X =, X =X = X = (39)

Protoze je systém popsan nelinearnimi diferencidlnimi rovnicemi, oznac¢ime si funkce

fl =X =X,

f, =X, =X,,

fsz).(s:d:—gsmaJFZIa,Bsm,B’ (40)
I cos g

f, =%, = f = —sin fcos fd’ —Igsin Bcosa,

h =x,

=
Ny

=X,.
kde & a f jsme vyjadiili z rovnic (37) a (38).

Abychom ziskali stavovy popis v klasickém tvaru (5), musime model linearizovat, coz
znamena zderivovat funkce (40) podle vSech stavovych proménnych a vstupu u
a dosadit rovnovazny stav X, =0, X, =0, X, =0, x, =0.

i_ﬁzo izl izo i_o %_%_afZ =0 izl %:0

ox, ox, ox, ox, ou ox ox, ox ox, au

of, —gcosa g of, 2laBcosB . (—gsina + 21 aBsin B)(-sin B) _ 0
ox, lcosp |'ox, lcosp 1(cos B)? -
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of, 21Bsing of, 2lasinpg of, oa, g
B B el iy o _clesip Y5 4

v , =0, —=~==singsina =0,
oX;  lcosp oX, lcosp aou ox |
of 0
—4=—gCOS,BCOSa=—g, %:—stinﬁcosﬁzo,ﬁzo,ﬁzo,—hlzl,
OX, | | o, X, ou 0%,
h h h h
g g ah _en o oh, o ah o _ooah, o
OX, OX, OX, ou X, OX, OX, 0X, ou
Dosazenim do matic (6) a nasledné do (5) ziskame stavovy popis
0 0 1 0]
% 0 0 0 1]|%| |0
X, —g X, 0
=| _9 . + .u,
X, 0 00 X, 0
X, 0 —I_g 0 0 X, 0 (41)
‘]
y1:1000.x2+0‘u.
Y| [0 1 0 0f]x 0
X, |

4.3 Odvozeni pohybovych rovnic pro kyvadlo na pohyblivém zavésu

Abychom mohli kyvadlo fidit, budeme uvazovat kyvadlo zavéSené na pohyblivém
zaveésu 0 hmotnosti M, na které budeme puisobit silami ve smérech 0Sy X, Yy, a z.

Obr. 18: Kyvadlo zavéSené na pohyblivém zavésu
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Pohyb zavésu muzeme popsat rovnicemi

MX:fX:X:ifX,
M

G f . 1f

My: y:yzﬁ y!

M'z':fZ:>'z':ifZ.

Oznacime polohu zavésu X=s,,y=s,z=s, a rychlost kyvadla v, =$,, v, =§,

v, =§,.

Pohybové rovnice odvodime pomoci Lagrangeovy metody. Pro zjednoduseni
zanedbame zpétné plisobeni kyvadla na zaves.

Kineticka energie

bude mit po rozepsani jednotlivych slozek vektoru rychlosti nasledujici tvar
Tzlm(vx+wx)2+%m(vy+wy)2+%m(vz+wz)2. (42)
Pro potencialni energii plati
V =mgh=-mg(s, +r,). (43)

Lagrangian ziskame odeétenim energii (42) a (43), do kterych dosadime jednotlivé
slozky polohového vektoru (30) a vektoru rychlosti (31) kyvadla.

L=T-V=2m(y, +Icosﬂ/3) += m(v —Icoswcos,Ba+Ismasm,B,B)

—+

N |- l\)ll—‘

m(vZ —Isinacos Ba — I cosassin ﬁﬂ)z +mg (s, +1cosacos B)
Po pouziti n€kolika matematickych uprav ziskame Lagrangian
L= 1mvx2 +£mv§ +%mVZZ +mlv, cosﬁ,B+%ml2,B2 +%m|2(cosﬂ)2022 -
—mlcos Ba (v, cosa +V, sina ) +misin BA(v, sina v, cosar ) + mg(s, + I cosa cos ).
Abychom ziskali Lagrangeovy rovnice (2), musime zvolit zobecnéné soutadnice,

kterymi budou thly a a # a polohu zavésu v ose z, tedy s, . Jednotlivé parcialni derivace
jsou
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oL . . . . .
P ml cos Sct (v, sine - v, cosa )+ mlsin B3 (v, cosa +V, sinar) - mgl sin e cos 3,
(04

5_L_ = ml?*(cos B)* ¢ —ml cosﬂ(vy cosa +V, sin a) :
oa
d aL 2 - .« o 2 2 e - A -
3\ 2g )= ml=2cos S(—sin B)af + ml<(cos B)° ¢ + mlsin ﬁﬂ(vy cosa +V, sin a)—
(04
—ml cosﬁ(\'/y cosa —V, sinaa +V, sina +V, COSaok),

2—; = —mlv, sin B3 —ml® cos B¢’ sin B+ mlsin Bc (v, cosa +v, sina ) +

+mlcos BB(v, sina Vv, cosa ) - mgl cosasin 3,
oL . . .
% mlv, cos 8+ ml?B+mlsin B(v, sina —v, cosa),

d( oL . . . . )
—| — |=mlv, cos S —mlv, sin +ml? 8 +mlcos V., Sina —V, COScx ) +
dt(aﬁ] , €os g —mlv, sin BB +ml* 3 BB (v, sina - v, cosa)

+mlsin (v, sina +V, CcoOSaa —V, COSa +V, Sinaa ).
y y Z z

a_

0s,

a_o_ mv, —ml cos Bsin a.a —mlsin B cosaf
0s, ov,

%[S—Lj =mv, + mlsin gsin adf3 —ml cos S cosaa? —ml cos Asinad —
SZ

—mlcos Bcosafs? + mlsin Bsinadgf —mlsin fcosafs

Nyni sestavime Lagrangeovy rovnice. ProtoZe na systém neplisobi zadna zobecnéna sila
Q, budou pravé strany rovnic nulové.

ml?2cos B(sin B)a3 + ml* (cos B)* & + mlsin BB (v, cosa +v, sina ) -

-ml cosﬂ(\'/y cosa —V, sinaa +V,sina +V, cosao‘a) +ml cosﬂo’z(—vy sina +V, cos a) - (44)

—mlsin B3 (v, cose +V, sina )+ mglsin ez cos B =0

miv, cos 8 —mlv, sin B3+ ml* 3 +ml cos BB(v, sina —v, cosa ) +
+mlsin ﬂ(\'/y sina +V, cosad —V, COSa +V, sin ao'z) +mlv, sin BB +ml* cos Ba’ sin g — (45)

—mlsin Be (v, cose +V, sine’) —ml cos B3 (v, sina — v, cosa ) +mgl cos arsin 8 =0

mv, +mlsin £sin aaf —ml cos S cos ac® —ml cos Bsin ad —ml cos fcosaf® + (46)
+mlsin gsinaaf —mlsin fcosaff —mg =0
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4.4 Linearizace a stavovy popis sférického kyvadla na pohyblivém zavésu

Stavové proménné (39) ponechame, ale musime zvolit dalsi dva stavy, kterymi budou
poloha zavésu vose z, tedy s,, a jeho rychlost v,. Zvolime jednotlivé funkce,

do kterych dosadime ¢, 4 a Vv, z rovnic (44), (45) a (46).

f,=% =X,
f, =%, =X,
f, =%, :azl—(ZIsinﬂd,B+vy cosa +V,sina —gsina),
c
f, =X, =,B=%(_\-/x cos B —sin B(V, sina v, cosa ) - (I cos Ba” + gCOSa)sin,B),
(47)
fo =% =X,
fo=X =V, = 21 2(g+|cosﬂc08a(d2+/3’2)+\7ysinaCOSa(Cos/i')2—
(cosa)” (cos )

—g(sin a)2 —V, sin Bcos Bcosa —1(sin ﬂ)z cos fcosaa’ —(sin ,8)2 (cosoz)2 g),
hy =%, h, =X,

Nyni funkce zderivujeme a dosadime rovnovazny stav x, =0, X, =0, X, =0, x, =0,

X =0,%x,=0.

o _ o _g M o o _oh_ oo, o o _ooh
axl 2 aX3 X4 8X5 XG aXl 2 X3 X4
o oy M _—g o O Of of o A 0 _-g
X, % ox | ox, oxg ox, o % ox x|
of A, o o _ s O O s O
3 aX4 X5 XG 18)(1 X2 X3 a)(4 X5 ’
o g Mo O O Oy Mg _ O _
XG axl XZ X3 X4 X5 XG
Pro jednotlivé slozky f,, fy, f, vektoru vstupu u plati
Vx:.s.x:ifx’
M
1
v, =§, v f,, (48)
vzzszzifz.
M
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Po zderivovani funkci (47) podle vstupu ziskame

Lo AN AP AN Y. AP AP A O A
o, ov, oV, o, v, ] o, o, 1o,
L T P A S S S A AP S
o, 1w, o, o, N, v, o, N, v,
LU LI LU O L SO LU L S
ox X, X, OX,  OX 0% ou
My g Ny g My gy g o, g o
ox, ~ oX, | ox,  ox, 0% X du
Dosazenim do Jacobiovych matic (6) ziskame stavovy popis
o o 1000 [O o0 0
Xy 0 0 10 0|[*% 0 0 0
X _ X
1129 o 000 o|| o X offf,
X |1 X3 MI
2= B 4 f, 1,
“I'lo L o000 oY |= o f,
Xs I X Ml
% 0 0 00 0 1|y 0 0 0
|0 0 0O0O0OO |0 0 1]

"

X, f
y1_100000x3+000fx
y2_010000x4000fy'

X ‘

L X6 |

ze kterého je zfejmé, Ze systém milZeme rozloZzit na 3 nezavislé systémy. ProtoZe poloha
zavésu S, a jeho rychlost v, nijak neovliviiuje vychylky ¢ a f linearizovaného
systému, nebudeme tento systém a stavy X. a Xy dale uvaZovat. Z popisu dale zjistime,
ze sila f, také neovliviiuje vychylky « a f, proto budeme uvazovat vektor vstupu u

pouze se slozkami f, a f, . Ziskame tak stavovy popis ve tvaru
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0 0 1 0] 0 0
X, 0 0 0 1% 0 0
X _ X f,
.2=—gooo-2+oi~{f},
X3 I X3 Ml y
X, -9 X, -1
0 —= 0 oft — 0
R | M (49)
X
v,] [1 000 x2+00fx
Y| |01 0 0]|x| [0 0]]|f,]|
X, |

4.5 Porovnani

Pokud u modelu kyvadla s pohyblivym zavésem zanedbame zpétné pusobeni kyvadla
na zaves a pokud na n¢j neptsobi zadné sily, tedy vSechny vstupy systému jsou nulové,
musi se vystupy obou odvozenych systémi rovnat.

Nejprve porovname linearizované modely, tedy stavové popisy (41) a (49). Ztvaru
matic je ziejmé, ze systémy se shoduji, pokud u stavového popisu kyvadla
S pohyblivym zavésem (49) nebudeme uvazovat zadny vstup.

U odvozenych rovnic (37) a (38) ov&iime shodnost s rovnicemi (44) a (45), ze kterych
vyjadiime & a f. Rovnici (46) modelovat nemusime, protoze nechceme méfit ani
polohu s, ani rychlost v,. Vychylky kyvadel & a £ popsané rovnicemi (44) a (45)
také nezavisi na poloze zavésu S,, ani na jeho rychlosti v,. Protoze zanedbavame
zpétné pusobeni kyvadla na zavés, méni se poloha zavésu ve vSech osach pouze

pisobenim sil f, f a f,, kter¢ odpovidaji zrychleni podle vztahii (48), kter¢

dosadime do rovnic (44) a (45).

Pro simulaci zvolime pocate¢ni podminky
a,=0.1rad, f,=02rad, o, =1lrad /s, g, =4rad/s.

Z nésledujiciho grafu je patrné, ze se vystupy obou systému shoduji.

39



Porownani modelu kyvadla s pewvnym a pohybliwm zavesem
08 F E F

o EER
IR IEIn

\ A x iry L]
ALALAA A YT
VIV M M

T

oaf L
N i M Il

-0.6 v U Y Y g §f v

vychylka kyvadla [rad]
o

-0.8

cas [s]

Obr. 19: Porovnani kyvadla uchyceného na pevném a pohyblivém zavésu

4.6 Model v Simulinku

Pro sledovani pohybu kyvadla v osach X a y sestavime nasledujici nelinearni model
zrovnic (44), (45) a (46), ktery nam umozni pohled na kyvadlo shora. Soufadnice
kyvadla Vvosach x a y wuréime zpolohového vektoru 1, (30), tedy
r,=Ising,r, =—Isinacosg.

|-
» O
|-
L
alpha'’ alpha XY Graph
» (u) » S |- » S
»
ld prumet
Fcn4 Integrator6 Integrators )
P> P I*sin(u(3)) > To Workspace3
beta —P>|
bdta’ Fcn6 I:l
> W > L > T
s s id P |-*sin(u(@)Fcosu@)) - Scopes
Fcn5 Integratorll Integratorl0
Fen7
x
P 1/M
Gain
fy
» 1/M
Sine Wave Gainl
fz
P 1/M
Gain2

Obr. 20: Model sférického kyvadla v Simulinku
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Nyni si vykreslime chovani kyvadla pro rtizné pocatecni podminky a rtzné vstupy.
Cervenou hvézdickou ozna¢ime polateéni polohu kyvadla. Pokud kyvadlo pouze
vychylime v obou osach, ale nedodame mu zadnou pocatecni rychlost, bude se
pohybovat po ptimce.

Prumet pohybu sferickeho kyvadla
0.02

0.015 \\
0.01

0.005

y [m]
o

-0.005

-0.01

-0.015 \ \
-0.02

-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.0l 002 003 0.04
x [m]

Obr. 21: Pohyb sférického kyvadla s nulovou pocate¢ni rychlosti a pro poc¢ate¢ni podminky
o, =0.1rad, f,=0.2rad, oy =0rad /s, B =0rad /s, f, =0, f, =0

Nyni kyvadlu doddme pocatecni thlovou rychlost kolem osy X.

Prumet pohybu sferickeho kyvadla
0.08

0.06

=

v \

Ji'd N
N Vi
A ]

y [m]

o5 \\\ /
-0.08
-0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04
x [m]

Obr. 22: Pohyb sférického kyvadla s nenulovou pocateéni rychlosti pro poc¢ate¢ni podminky
a,=0.1rad, f,=02rad, oy =2rad /s, g, =0rad /s, f, =0, f, =0
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Pro delsi Cas a stejné pocatecni podminky bude kyvadlo vykreslovat nasledujici
obrazec.

Prumet pohybu sferickeho kyvadla

0.08

0.06

0.04

0.02

y [m]
o

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

x [m]

Obr. 23: Pohyb sférického kyvadla s nenulovou pocate¢ni rychlosti pro pocateéni podminky
a,=0.1rad, f,=02rad, oy =2rad /s, g, =0rad /s, f, =0, f, =0

Pokud kyvadlu dodame pocate¢ni thlovou rychlost iokolo osy y, bude kyvadlo
vykonavat nasledujici pohyb.

Prumet pohybu sferickeho kyvadla

0.15

(RS

0.05

-0.05

AR
R

2
hecs

-0.1 & \ / , y
-0.15
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
x [m]

Obr. 24: Pohyb sférického kyvadla s nenulovou pocateéni rychlosti pro poc¢ate¢ni podminky

a,=01rad, f,=02rad, ¢, =5rad /s,  =2rad /s, f, =0, f, =0
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Nyni budeme ptisobit na zavésny bod sinusovym signalem ve sméru os X, Y, Z.

Pokud budou pocate¢ni podminky systému nulové, rozpohybuje pilisobici sila kyvadlo
pouze ve sméru osy, ve které dand sila plisobi, coz naznacuje, Ze se systém da rozlozit
na dva nezavislé systémy.

Prumet pohybu sferickeho kyvadla
0.1 r

0.08

0.06

0.04

0.02

y [m]

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08 -
-1 -0.8 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x [m]

Obr. 25: Pohyb sférického kyvadla s nulovymi pocate¢nimi podminkami a nenulovym vstupem

a,=0rad, £, =0rad, ¢y =0rad /s, B =0rad /s, f, =0, f, =3sin(2t)

Prumet pohybu sferickeho kyvadla
0.2

0.15

0.1

0.05
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o
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L=
S

=

>
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-0.2 -0.15 -0.1 -0.05

x [m]

o

0.05 0.1 0.15

Obr. 26: Pohyb sférického kyvadla s nenulovymi po¢ateénimi podminkami a nenulovym vstupem

a,=04rad, g, =04rad, o, =1rad /s, g =1rad /s, f, =sin(2t), f, =3sin(2t)
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4.7 Model v prosttedi SimMechanics

Podle nasledujiciho schématu sestavime model v prostfedi SimMechanics, ve kterém
mizeme vyuzit blok Universal pro rotaci kolem 2 os.

Env o=l 37 3

Machine
Environment ~ Ground

Custom Joint2

m|csdy

Cs3

A

Cs2

Joint Initial Condition1

Zaves

Joint Initial Condition

$ "'"I:I P sfer_kyv
Body Sensorl Scope2 To Workspace
=
csifgcs2 H & >

Kyvadlo Body Sensor Scope

>

(.

Scopel

Joint Sensor

S

Joint Sensorl

Obr. 27: Model sférického kyvadla v SimMechanics

4.8 Porovnani modelu

Pro ovéfeni spravnosti odvozenych rovnic porovname vystupy modelu sférického
kyvadla v Simulinku vytvofené¢ho z nelinearnich rovnic (44), (45) a (46) a modelu
kyvadla v prostiedi SimMechanics. Budeme porovnavat chovani v piipadé, ze na zavés
nepusobime zadnou silou. Abychom u druhého modelu eliminovali zpétny vliv kyvadla
na zaves, zvolime hmotnost zavésu M mnohem vétsi nez hmotnost kyvadla m, tedy

M =5000 kg, m=1Kkg .

Porovnani modelu sferickeho kyvadla

0.02

0.015

L L
¥ pocatecni poloha
Simulink H

SimMechanichs

0.01
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y [m]
o

-0.005

-0.01

-0.015

.02
-0.02 -0.015 -0.01
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Obr. 28: Porovnani modeli sférického kyvadla s nulovou pocateéni rychlosti pro poc¢ateéni

podminky ¢, =0.1rad, #, =0.1rad, ¢, =0rad /s, f =0rad /s, f, =0, f =0



Porownani modelu sferickeho kyvadla

T T T
0.15 *  pocatecni poloha ||
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Obr. 29: Porovnani modelu sférického kyvadla s nenulovou pocéateéni rychlosti pro pocateéni

podminky &, =0.1rad, £, =03rad, o, =4rad/s, g =1rad/s, f, =0, f =0

4.9 Stabilita systému a navrh fizeni

Obecné jsou vlastni ¢isla matice A ze stavového popisu (49)

21,2=\/_|E’

13,4 == _I_g

(50)

Protoze kyvadlo ma vzdy kladnou délku, tedy | >0, a gravitacni konstantag je také

kladna, budou vlastni ¢isla komplexné sdruzena pro jakoukoliv hodnotu I. Jejich realna
cast je vSak nulova, to znamena, Ze systém je na mezi stability. To je zplsobené
zanedbanim t¥eni a odporu vzduchu. Vlastni ¢isla (50) mizeme piepsat do tvaru

pro ktery plati
o =\[T. (51)

kde @, je kruhovou frekvenci vlastnich netltumenych kmitd kyvadla [6].
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Dobu kmitu mizeme vypocitat ze vztahu

0 0 1
| o 0 0
|-4905 0 0

0 -49.05 0

jejiz vlastni ¢isla jsou komplexné sdruzena

(52)

0
1
0
0

A, =7.00357], 4,, =—7.00357].

Dosazenim do (51) vypocitame vlastni frekvenci @, =7.00357 rad / s a ze vztahu (52)
dobu kmitu T =0.897 s. Pokud tedy spustime simulaci na 10 sekund, udéla kyvadlo
10/0.897 =11.15 kmitu, tedy 11 celych kmiti. To miizeme ovéfit napt. z obr. 30.

Hodnost matice fiditelnosti Q je rovna fadu systému, tedy rank(Qg)=4. Systém je

fiditelny a mizeme navrhnout fizeni stavovou zpétnou vazbou.

Pokud ozna¢ime stavy V pofadi x, = a, X, =&, X, = 3, X, = #, mizeme ze stavového
popisu (49) pro konkrétni hodnoty | = 0.2 m, M = 1 kg usoudit, ze se jedna o dva
nezavislé systémy. Jednim systémem je kyvadlo rotujici pouze kolem osy X, druhym
systém kyvadlo rotujici kolem osy y. Tuto znalost mizeme vyuzit pii navrhu fizeni

sférického kyvadla a fidit tak kazdy systém samostatn¢.

x] [ o 1 0 0][x

% |_| 74905 0 0 0] |x |

X, 0 0 0 1||x

%] | 0 0 -49.05 0] |x,
)T

Y, =_1000]x2 {0 on

'Y, |00 1 0]|x| [0 0f|f
X4

(53)

]

Budeme chtit umistit poly systému do levé komplexni poloroviny, proto budeme

pozadovat, aby A+ BF ~L, kde

o o o Q
o o Q ¥
o qQ o o
Q » O ©o
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Matice L obsahuje poZzadovana vlastni ¢isla o, ktera jsou nasobna, proto tato matice neni
diagonalni.

Pokud matice A+BF ma byt podobna matici L, musi existovat regularni matice T
takova, aby

A+BF =TLT™. (55)
Tuto rovnici dale upravime.

A+BF =TLT™" /T
AT —TL+BFT =0

Matici FT oznac¢ime jako matici H a cely postup obratime. Vygenerujeme nahodnou
matici H, ktera bude mit rozméry mxn, kde m je pocet vstupli systému a n je pocet
stavi systému.

Poté¢ vyfeSime soustavu linearnich rovnic
AX —XL+BH =0, (56)
kde X je feSenim soustavy a je regularni. Rovnici (56) dale upravime.
AX —XL+BH =0 /-X*

A+BHX ™" = XLX™
A+BF = XLX ™

Pro hledanou matici F ziejmé plati F = HX ™.
Pro vlastni ¢islo o =—1 tak vypocitdme matici F

F_' 0 0 961 04]
| 961 04 0 0]

pro o =-2

[0 0 -9.01 0.8]

F= . (57)
| 9.01 -0.8 0 0

Nyni porovname chovani sférického kyvadla pro pocateéni podminky o, =0.1rad,
o, =2rad /s, f,=02rad, g, =3rad/s.
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Obr. 30: Netizené sférické kyvadlo spusténé z pocate¢nich podminek

o, =01rad, o =2rad/s, B, =0.2rad, f, =3rad/s.

Sfericke kyvadlo rizene stavovou zpetnou vazbou
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Obr. 31: Sférické kyvadlo fizené stavovou zpétnou vazbou s poly o = —1
pro pocateéni podminky o, =0.1rad, o =2rad/s,
S, =02rad, g, =3rad/s.
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Sfericke kyvadlo rizene stavovou zpetnou vazbou
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Obr. 32: Sférické kyvadlo fizené stavovou zpétnou vazbou s poly o = —2
pro po&ate¢ni podminky ¢, =0.1rad, o, =2rad/s,
p,=02rad, f, =3rad/s.

Z ptedchozich grafi je patrné, ze pokud umistime poly déale od realné osy, ustali se
systém dfive. Pro dalsi praci s kyvadlem proto pouzijeme toto nastaveni (57).

4.10 Rekonstruktor stavu

Protoze je systém pozorovatelny, tzn. hodnost matice pozorovatelnosti rank(Q,) =4,
pokud métime uhly « a f, miZeme navrhnout fizeni linearni dynamickou zpétnou

vazbou. V podkapitole 2.7 jsme odvodili vztahy pro vypocet matice K, kterou dosadime
do modelu v Simulinku. Struktura modelu bude stejna jako na obr. 9, liSit se budou
pouze pocet stavli systému a pocet vystupl. Tento model porovname s modelem
systému fizeného stavovou zpétnou vazbou (57). Zvolime pocate¢ni podminky

a,=0.1rad, oo =2rad/s, f,=0.2rad, g, =3rad/s.
Pokud umistime vlastni ¢isla matice (A+KC) do g =-1, budou se stavy systému blizit

skuteCnym stavim pomalu a stabilizace kyvadla bude trvat déle a s mnohem vétSimi
vychylkami.
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Porovnani rizenych sferickych kyvadel
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Obr. 33: Porovnani vystuptt modeli sférického kyvadla fizenych stavovou zpétnou
vazbou pro o = —1 a linearni dynamickou vazbou pro x = -1
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Obr. 34: Porovnani vystupti modeli sférického kyvadla fizenych stavovou zpétnou
vazbou pro o = —1 a linearni dynamickou vazbou (priimét) pro g =—1
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Rozdil jednotliwch staw v case

3 T T
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%ﬁ 2. stav
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Obr. 35: Rozdil rekonstruovanych stavil a skuteénych stavii systému pro g = —1
Pokud umistime poly déle od realné osy, napi. do -5, ziskdme nasledujici grafy.

Porownani rizenych sferickych kyvadel
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Obr. 36: Porovnani vystupi modeli sférického kyvadla tizenych stavovou zpé&tnou
vazbou pro o = —1 a linearni dynamickou zp&tnou vazbou pro £ = —5
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Porovnani rizenych sferickych kyvadel
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Obr. 37: Porovnani vystuptt modeli sférického kyvadla fizenych stavovou zpétnou
vazbou pro o = —1 a linearni dynamickou zp&tnou vazbou pro g = —5 (primét)
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Obr. 38: Rozdil rekonstruovanych stavii a skute¢nych stavli systému

pro 4 =-5
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4.11 Stabilizace kyvadla pii1 pohybu zavésu po kruznici

Nyni navrhneme fizeni stavovou zpétnou vazbou pro stabilizaci kyvadla, pokud
na systém budou pusobit takové sily, ze zavés bude konat pohyb po kruznici. Rovnice
kruznice je

X +y* =1 (58)
a také
(cos 6?)2 +(sin 9)2 =1. (59)
Piechod mezi rovnicemi (58) a (59) ndm umozni zavedeni polarnich soufadnic
X=rcosd, y=rsiné, (60)
kdy r=1.

Uhel @ zavisi na &ase, proto ho miizeme nahradit vyrazem 6 = wt, kde o je frekvence
a r amplituda, proto ji budeme dale oznacovat A. Ziskame tak

s, (t) = Acos wt

s, (t) = Asin ot (61)

Ze vztahl (61) je ziejmé, ze pohyb zavésu muzeme rozlozit do dvou nezavislych
pohybii popsatelnych v jednotlivych osach pomoci periodickych funkci sin a cos.

ProtoZe je v8ak vstup systému vyjadieny pomoci zrychleni §, a § , musime zderivovat
vztahy (61), ¢imz obdrzime

S, (t) = —Awsin at,
S, (t) = Awcos at,

8, (t) = —Aw’ cos at,
. 2 . (62)
§,(t) =-Ao"sinat.

Pii zavedeni signalll (62) na vstup fizeného systému musime tyto signaly vyndsobit
hmotnosti zavésu, protoze plati (48). My vsak uvazujeme M =1kg, proto se amplituda

signali neméni. Pokud budeme systém fidit stavovou zpétnou vazbou (57), bude
kyvadlo stale kmitat. Rizeni, které zajisti stabilizaci kyvadla v dolni poloze, navrhneme
v podkapitole 4.11.

Nyni provedeme simulaci fizeni systému pii pouziti vypocitané matice F (57) pro ruzné
vstupy a stejné pocatecni podminky

o, =02rad, oy, =4rad /s, f,=0.3rad, f, =1rad/s.
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Obr. 39: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou

pro nulové vstupy

Prumet pohybu sferickeho kyvadla rizeneho stavovou zpetnou vazbou
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Obr. 40: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou

pro nulové vstupy (primét)
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f, =2sin(t), f, =0

Pokud zavedeme periodicky signél na vstup pouze v jednom sméru, napf. ve sméru
osy X, bude kyvadlo v tomto sméru periodicky kmitat, zatimco ve sméru osy Y
kyvadlo stabilizovat mizeme. To opé€t potvrzuje rozlozitelnost systému na dva
nezavislé systémy a moznost jejich samostatného fizeni.

Sfericke kyvadlo rizene stavovou zpetnou vazbou
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Obr. 41: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro nenulovy vstup fx
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Obr. 42: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou
pro nenulovy vstup f, (primét)
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f.=0, f, =sin(3t)
Opét dojde ke stabilizaci pouze v jednom sméru.

Sfericke kyvadlo rizene stavovou zpetnou vazbou
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Obr. 43: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro nenulovy vstup fy
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Obr. 44: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou
pro nenulovy vstup fy (primét)
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o f . =2sin(t), f, =sin(3t)
Pokud ptivedeme periodicky signdl ve sméru obou os, kolem kterych kyvadlo rotuje,
bude periodicky kmitat v obou smérech. Z prumétu pohybu je ziejmé, ze po stabilizaci

bude opisovat stale stejnou kiivku.

Sfericke kyvadlo rizene stavovou zpetnou vazbou
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Obr. 45: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou
pro vstupy s rtiznymi frekvencemi
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Obr. 46: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou
pro vstupy s rtiznymi frekvencemi (pramét)
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o f =-4cos(2t), f, =—4sin(2t)

Aby se zavés pohyboval po kruznici, musime zvolit stejnou amplitudu A a stejnou
frekvenci o sil f, a f . Zvolime napiiklad A=1 w=2rad /s a dosadime do (61).

Z nasledujiciho grafu vidime, ze kyvadlo bude konat stejné velké kmity ve sméru obou
osxay.
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Obr. 47: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou
pro poly o =—2
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Obr. 48: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou
pro poly o = —2 (primét)
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Pokud bychom umistily poly blize k realné ose, napt. o =-1, bude kyvadlo kmitat
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Obr. 49: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou
pro poly o =-1
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Obr. 50: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou
pro poly o =—1 (priimét)

Abychom mohli kyvadlo stabilizovat v jedné poloze, musime vyuzit pti navrhu stavové
vazby princip vnitiniho modelu [4].
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Stérické kyvadlo rozlozime na dva nezavislé systémy, které popiSeme dvéma stavovymi
popisy. Pro X, = &, X, = X, ziskame prvni stavovy popis

ol -Laos oo ol

- - (63)
yle _ 1 O Xl + 0 0 fX
Vo) 10 1][x] [0 Of|f]
Pro X, = f, X, = X, ziskdme druhy stavovy popis
%] [ 0 1][x .\ 0 0]]f,
%, | |-49.05 0] |x | |-5 o] |f, |
- (64)

Yu| [1 0][x] [0 O]]f,
= . + . .
_yﬂz 0 1 X4 00 fy
Pfi fizeni stavovou vazbou budeme fidit kazdy systém zvlast, ptfiCemz ke kazdému
systému pfiddme generator poruchy, ktery zptisobuje pohyb zavésu po kruznici.

Vyuzijeme odvozenych vztahil (62) a zvolime amplitudu A =1. Na zavés ve sméru osy
X pusobi sila, kterou miZeme popsat rovnici &, (t) =—Aw’coswt a generator tohoto

signalu miizeme popsat stavovym popisem
z 0 - z 0
e S
Z, o 0 Z, 1
10 0
Ys | _ 1% gy
Y, 0 1|z, 0

kde z, =coswt a z, =sinwt. Vstupem systému je thel S =X,, proto dva systémy
(64) a (65) muzeme popsat jednim popisem, pro ktery navrhneme tizeni.

(65)

X, 0 10 O071[x| [0 0

X, | |-49.056 0 0 O x4+—5 o_{fx}
2, 0 00 -wo||z| [0 Offf [
2, 1 0 w® 0]|z] [0 O
(Yu| [1 0 0 0][x| [0 O
yﬂ20100}x4+0 0{3}

Ys 0 01 0|z| 0O0f]f

B2 000 1||z] (0O

Zvolime frekvenci @ =2rad /s a umistime poly do levé komplexni poloroviny, napf.
o,=-2,0,=-210,=-22,0,=-23.
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Pomoci ptikazu place v MATLABu ziskame matici

e _ 5.068 -1.72 —7.3588 —1.0492
10 0 0 0o |

Ve sméru osy Yy plsobi na zaves sila § (t) = —Aw’ sinwt a generator této sily popiSeme
Z, _ 0 o 1z N 0 o
Z, -0 0|z, 1
Y 1 0]z 0
= : +| e,
Y, 0 1|z 0

kde z, =sinwt a z, =coswt. Vstupem signalu je o =X,, proto spojime tento systém
se systémem (63) a ziskame stavovy popis systému, pro ktery navrhneme fizeni.

X, 0 1 0 O0][x] [ooO

% | _|—4905 0 0 0]|x .\ 0 5 [f}
2, 0 0 0 w||z| |0 0]]|f,]
2, 1 0 -o 0][z,] |0 O
'y, [1 0 0 0][x] [0 O

Yoo| [0 10 O‘x2+0 0.[@}

Y, 001 0||z| |0O]|f]
L Y2 000 1][z] |00
e 0 0 0 0 }

“ |-5.068 1.72 -7.3588 1.0492]

Po sestaveni modelu v Simulinku ovéfime na nasledujicim grafu, Ze navrzena stavova
vazba kyvadlo stabilizuje.
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Obr. 51: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro poly
o,=-2,0,=-210,=-22,0,=-2.3

Prumet pohybu sferickeho kyvadla rizeneho stavovou zpetnou vazbou
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Obr. 52: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro poly
o,=-2,0,=-210,=-22, 0, =—2.3 (prim&t)
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Vykreslime jesté pribéh fidici veli¢iny a primét generovaného signalu, ktery po urcité
dobé¢ vykresluje pozadovanou kruznici.

Prubeh ridici veliciny v case
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Obr. 54: Generovany signal (primét)
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Oveétime jesté na nasledujicim grafu, zda by jiné umisténi polt nebylo lepSim fizenim.
Zvolime napt. 0, =-1, 0, =-11 0, =-12,0, =-1.3.

Sfericke kyvadlo rizene stavovou zpetnou vazbou
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Obr. 55: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro poly
o,=-1o0,=-110,=-12,0,=-1.3
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Obr. 56: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro poly
o, =-10,=-110,=-12,0, =—1.3 (primst)
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Prubeh ridici veliciny v case
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Obr. 57: Prabé&h fidici veli¢iny v ¢ase pro poly
o,=-10,=-110,=-12,0, =-1.3

Generovany signal
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Obr. 58: Generovany signal (primét)
Z graft je patrné, Ze doba regulace se zdvojnasobi a draha kyvadla je pfilis slozita. Také

fidici veli¢ina nabyva vétSich hodnot a generator kruznice zane generovat kruznici az
po delSim case.
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Naopak pfi volbé o, =3, 0, =—-3.1, 0; =-3.2, o, =—3.3 se doba regulace jest¢ zkrati
a velikost fidici veli¢iny zmensi.
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Obr. 59: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro poly

o,=-30,=-310,=-32,0,=-33
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Obr. 60: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro poly
o, =-3,0,=-31 0, =-32, 0, =-3.3 (primét)
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Prubeh ridici wveliciny v case
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Obr. 61: Prabéh fidici veli¢iny v ¢ase pro poly
6, =-3,0,=-310,=-320,=-33
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Obr. 62: Generovany signal (primét)

Podivame se jesté, jak bude systém spoly o, =-10,=-110,=-12,0,=-13
reagovat na poruchu, kterou bude napi. jednotkovy skok, ktery bude ptisobit na zavés
v ¢ase t ve sméru osy X, Yy nebo z. Zvolime t =7 s, tedy Cas, ve kterém je systém jiz
stabilizovan. A pfi¢teme signal k ptisobici sile f, .
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Obr. 63: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro pély
o,=-10,=-11 0, =-1.2, 0, =—1.3s poruchou na vstupu
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Obr. 64: Stabilizace sférického kyvadla stavovou zpétnou vazbou pro poly
o,=-1lo0,=-110,=-12,0,=-13
s poruchou na vstupu (pramét)
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Obr. 65: Pribeéh fidici veli¢iny v ¢ase pro pdly o; = -1, o, = -1.1,
O, = -1.2, o, = —1.3 s poruchou ve sméru osy X
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Obr. 66: Generovany signal ovlivnény poruchou (primét)
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5 Zavér

Cilem této prace bylo vytvofit matematické modely jednoduchych mechanickych
systému. Pro kazdy systém byl vytvoifen model bud’ pomoci Newton-Eulerovy, nebo
Lagrangeovy metody. Z odvozenych rovnic byly sestaveny modely v Simulinku a také
modely v prostiedi SimMechanics. Protoze vSechny systémy byly nelinedrni, bylo nutné
provést linearizaci v pracovnim bodé a nasledné bylo mozné linearizovany model
v daném bod¢ stabilizovat. Ke stabilizaci byla navrzena linearni stavova zpétna vazba
pro rtizné varianty umisténi pola.

V piipad¢ dvou inverznich kyvadel na voziku byla provedena analyza vlivu poméru
délek kyvadel na stabilizaci, ze které vyplynulo, Ze ¢im mensi je rozdil v délce kyvadel,
tim vétsi fidici veliCina je ke stabilizaci systému potieba. Pokud maji kyvadla stejnou
délku, je systém nefiditelny a nelze navrhnout fizeni, které by systém stabilizovalo.

V piipadé¢ sférického kyvadla byl pouzit pohyblivy zavés, na ktery pusobi rizné sily
jako vstupy systému. Ke stabilizaci systému je nutné plisobit na zaves silou a eliminovat
tak vliv vstupu. Pomoci simulaci bylo ovéfeno, ze pokud bude zavés konat periodicky
pohyb po kruznici, nebude mozné kyvadlo stabilizovat v jedné poloze, ale bude také
periodicky kmitat. Proto bylo nutné navrhnout jiné fizeni, které v této situaci kyvadlo
stabilizuje, a to pomoci principu vnitiniho modelu.

U obou systémi byla také uvazovana moznost, Ze nelze urcit vSechny stavy systému
nebo neni mozné je zmétit. V tomto pripadé je nutné vyuzit rekonstruktor stavu. Opét
bylo navrzeno vice variant nastaveni dynamického regulatoru.

Vsechny vysledky byly analyzovany v prostfedi Simulink/SimMechanics a pro
zhodnoceni kvality fizeni byly vykresleny potiebné grafy.

Vytvofené modely jsou zakladem pro budouci vyzkum kvality regulace, pokud funkci
regulatoru plni Clovék. Bude mozné porovnat vysledky navrzeného automatického
fizeni Se schopnostmi regulace lidi. Modely jsou také vhodné pro demonstraci navrhu
ruznych zptisobt fizeni.
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