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Abstrakt

Bakalaiska prace se vénuje modelovani proudéni kapalin. Proudéni kapaliny je
popsano rovnici kontinuity a Navierovou-Stokesovou rovnici. Je zde feSeno laminarni
izotermické proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny S konstantni mérnou hmotnosti
a konstantni dynamickou viskozitou. Re$eni je provedeno jak pro stacionarni proudéni bez
konvektivniho ¢lenu, tak pro nestacionarni proudéni s konvektivnim ¢lenem pomoci metody
kone¢nych prvkl. Prace se téz zabyva analytickym feSenim stacionarniho izotermického
proudéni nenewtonskych kapalin.

Kli¢ova slova: kapaliny, proudéni, Newtonova kapalina, nenewtonska kapalina, metoda
kone¢nych prvku, Navierova-Stokesova rovnice, rovnice kontinuity

Abstract

Bachelor's thesis is aimed at modelling of liquid flow. Liquid flow is described by the
Navier-Stokes equation and the equation of continuity. There is solved an isothermal laminar
flow of incompressible Newtonian fluid with a constant density and a constant dynamic
viscosity. Stationary flow without convective term and non-stationary flow with the
convective term are solved by the finite element method. The text is aimed also at the
analytical solution of stationary isothermal flow of non-Newtonian liquid.

Keywords: liquid, flow, Newtonian liquid, non-Newtonian liquid, finite element method,
Navier-Stokes equation, equation of continuity
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1.  Uvod do problematiky

Hospodatskym vyuzitim kapalin, pfedev§im vody, se lidé zabyvali uz n¢kolik tisic let
pied nasim letopoctem. Pouzivali ji pfedevS§im k zavlazovani. K tomuto ucelu stavéli velmi
damyslné stavby. Ale jejich konstrukce nebyla podlozena pouzitim zaddnych zékonitosti ani
pravidel proudéni. Byly stavény vyhradné na zakladé zkuSenosti ziskanych z pfedchozich
nezdart.

Z historickych zaznamii vyplyva, Ze jiz ve starovéku se zacala experimentalné rozvijet
mechanika tekutin jako véda. Tekutina je spolecny nazev pro plyny a kapaliny. Jiz Féni¢ané
ptfi stavbé svych lodi zkoumali, jaky tvar trupu ma mensi hydraulicky odpor. Vyuzivali
K tomu sice primitivné vypadajici, ale velmi dimyslnou metodu. Do feky zatloukli kil a na
n¢j uvazali ty¢. Na jeji konce pfivazali porovnavané lod¢. Ta, kterd méla trup s vétSim
odporem, byla unesena proudem. Tim se ty¢ vychylila ze své rovnovazné polohy a vynesla
tvarove lepsi plavidlo proti sméru proudu feky.

Za zakladatele hydrostatiky je povazovan Archimédes ze Syrakus, ktery zil ve tietim
stoleni pfed nasim letopoc¢tem. Formuloval zdkon o vztlaku plovoucich téles, ktery nese jeho
jméno. Kromé toho se ve svych spisech vénoval naptiklad zkoumani zakonitosti plovani,
formuloval pojem hustota a pracoval s vodou jako s nestla¢itelnou kapalinou. Poté nebyly az
do 17. stoleni formulovany zadné nové zakonitosti v mechanice tekutin.

Az Blaise Pascal vpoloviné 17. stoleti formuloval nékolik novych zakont.
NejznaméjSim je zakon o Sifeni tlaku v kapalinach (Pascalliv zdkon). Celd hydraulicka
technika je zaloZena na tom, Ze tlak v kapalin€ se §ifi vSemi sméry stejné. Na jeho pocest se
zakladni jednotka tlaku nazyva Pascal. K rozvoji mechaniky tekutin dale pfispéli naptiklad
Isaac Newton (zékon vnitiniho tfeni kapalin), Daniel Bernoulli (zdkon zachovani mechanickeé
energie pro stacionarni proudéni idealni kapaliny) a Leonard Euler (pohybové rovnice idealni
tekutiny). Obecné pohybové rovnice redlnych tekutin byly sestaveny v 19. stoleti. Této
problematice se ve svych pracich vénovali Louise Navier a Georga Gabriel Stokes. Proto
pohybovou rovnici realnych tekutin nazyvame jako Navierovu-Stokesovu rovnici.

Velky rozmach zaznamenala aplikovand mechanika tekutin ve 20. stoleti. Vyvijeni
a zdokonalovani konstrukci raket, letadel, spalovacich, vodnich a parnich turbin vyZadovalo
feSeni slozitych technickych tloh. N¢které z téchto uloh pomohla vytesit teorie podobnosti,
které se vénoval Osborn Reynolds a August Louse Cauchy. Ale az s rozvojem moderni
vypocetni techniky bylo mozZné vyfesit vétsSinu téchto slozitych problému, které byly popsany
pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic.

Nasledujici kapitola je zaméfena na zakladni rozdéleni kapalin. Poté se zabyvame
modelovanim proudéni Newtonovy kapaliny. Vénujeme se jak stacionarnimu, tak
nestacionarnimu proudéni. Predposledni kapitola je vénovana modelovani nenewtonskych
kapalin. Prace je zakoncena shrnutim a vyhodnocenim ziskanych vysledki.



2. Zakladni rozdéleni kapalin

Kapalina neboli kapalna latka je jedno ze skupenstvi latek. Castice latky jsou relativné
blizko sebe, ale nejsou vazany v pevnych polohach a mohou se pohybovat v celém objemu.
Kapaliny jsou tézko stlacitelné, maji objem, nemaji tvar a tvofi kapky [5]. Jednim ze
zékladnich rozdéleni kapalin je rozdéleni podle vazkosti (viskozity). Podle tohoto kritéria je
délime na nevazké a vazké.

Pro nevazké kapaliny plati, ze dynamickd viskozita je nulova (x=0). Takova
kapalina nema wvnitini tfeni a pokud je dokonale nestlacitelnd, oznaCujeme ji jako idealni
kapalinu. Tato kapalina pfi jakémkoli pohybu vykazuje pouze normalové napéti z; =—pog; .
Zadnou realnou kapalinu nemiizeme oznaéit jako idedlni. Je to model kapaliny, jehoZ
matematicky popis je velmi jednoduchy a za urcitych predpokladl popisuje dostatecné presné
ptislusnou kapalinu (napt. voda).

Vazké kapaliny jsou takové, jejichz viskozita dosahuje nenulovych hodnot. Tyto
kapaliny rozd€lujeme do dvou zéakladnich skupin, a to Newtonova kapalina a kapaliny
nenewtonské.

Jako newtonské kapaliny oznacujeme kapaliny, které splituji Newtonilv tieci zakon.
Tento vztah vyjadfuje linearni zavislosti mezi smykovym napétim 7 a smykovou rychlosti y .

Pro 1D proudéni plati

T=Uu—=uy, 1 =konst., (2.1)
oy

kde u je rychlost toku kapaliny, y je soufadnice ve sméru kolmém na proudéni a u je
dynamicka viskozita. Pro dany tlak a teplotu je dynamick4 viskozita konstantni.
U newtonskych kapalin neni x funkci smykové rychlosti y .
Tento zékon spliluji nékteré realné kapaliny, napiiklad voda, glycerin nebo benzin. Existuji
ale kapaliny, které nemohou byt popsany vztahem (2.1). Takové kapaliny oznacujeme jako
nenewtonské.

U téchto kapalin je dynamicka viskozita y funkci smykové rychlosti 7. Obecné je
dynamicka viskozita funkci tenzoru rychlosti deformace. Do této skupiny patii naptiklad
krev, odpadni kaly, barvy, laky a suspenze.

Nenewtonské kapaliny se déli do ti zakladnich skupin [7]:
1) Ccisté viskozni Casove nezavislé kapaliny,
2) Ccisté viskozni Casove zavislé kapaliny,
3) viskoelastické kapaliny.

Casové nezavislé nenewtonské kapaliny se téZ oznacuji jako viskozni nenewtonské
kapaliny. Plati pro né&, ze rychlost smyku y je pouze funkci smykového napéti. Vlastnosti této
kapaliny nezavisi na Case.

U casoveé zavislych nenewtonskych kapalin je rychlost smyku y rovnéz funkei
smykového napéti, ale na rozdil od pfedchozi skupiny zavisi na Case.

Viskoelastické materialy se za urcitych okolnosti chovaji jako kapaliny a za jinych
okolnosti vykazuji vlastnosti poddajnych téles. Po odstranéni ptsobici deformace se tyto
kapaliny obnovi do plivodniho nebo téméf pivodniho stavu. Tato vlastnost je oznaCovéana
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jako ,,pamétovy efekt. Zakladni rozdéleni materiald ztohoto whlu pohledu je dano
Debotinym ¢islem (pomér mezi materidlovym ¢asem a dobou pozorovani ptislusného déje).

Kapaliny mtzeme délit také z hlediska typu proudéni. Podle ustalenosti délime
proudéni na stacionarni, které nezavisi na case, a nestacionarni, které se s casem meni.
V zavislosti na geometrickém uspotddani se proudéni rozdéluje na jednorozmérné, rovinné
(dvourozmérné) a prostorové (tfirozmérné).
Proudéni se ¢leni i na laminarni a turbulentni. Hybnost v laminarnim proudéni je pfenasSena
prevazné molekulami. Pfi turbulentnim proudéni se pfendsi molarnimi Casticemi, ze kterych
jsou slozeny turbulentni viry. Molarni Céstici si muizeme predstavit jako shluk miliard
molekul, ktery se pohybuje stejnym smérem a stejnou rychlosti. Pfenos hybnosti molarnimi
¢asticemi je mnohem intenzivnéj$i nez jednotlivymi molekulami.

Po pfiblizném nastinéni obsahu prace, teoretickém uvodu a rozd€leni kapalin
pfistoupime k samotnému modelovéani. Tématem nésledujici kapitoly je modelovani proudéni
nestlacitelné Newtonovy kapaliny.



3. Modelovani Newtonovy kapaliny

V této casti se budeme zabyvat modelovanim proudéni nestlacitelné Newtonovy
kapaliny. Uvedeme zde vztahy a postupy pro feSeni této ulohy hydromechaniky. Naptiklad
voda spliuje podminky tohoto modelu kapaliny. Pfedpokladame izotermické proudéni.

.....

od realné situace.

Proudéni Newtonovy kapaliny je definovano na oteviené a omezené mnoziné Q
(obr. 3.1). Dale necht’ je zadan Casovy interval te(0,T). Uvazujme obecné nestacionarni
laminarni izotermické proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny s konstantni mérnou
hmotnosti (p =konst) a konstantni dynamickou viskozitou (z=konst). Lipschitzovska
hranice 0Q oblasti Q je rozdélena na dvé disjunktni oblasti 0Q, a 02, . Pro hranici mnoZziny
Q plati 0Q =0Q, UQ,. Uzavér mnoziny je potom definovan vztahem Q=QuUoQ.
Na ¢asti hranice 0Q, je zadan vektor rychlosti V a na ¢asti hranice 6Q, je zadan vektor
napéti 6. Stiiska oznacuje zadané veli¢iny.

o0Q

Q

oQ, 2,

p = konst., 1 =konst.

Obr. 3.1. Obecna tlohy hydromechaniky

UvaZovana tloha hydromechaniky je obecné popsana nésledujicim systémem rovnic,
okrajovych podminek a pocateéni podminkou (napf. [1], [7]):

Navierova-Stokesova rovnice

v, v, op o [ ov,
v =y | 4 of te(0,T) xeQ. 3.1
P e T ”axj(axj] o or) 3.1
Rovnice kontinuity
ov,
50 te(0,T), xeQ. (3.2)
Xi

10



Dirichletova okrajova podminka

v, (x,t) =¥, (x,t), te(0,T), xedQ,. (3.3)
Neumannova okrajova podminka

;N =6,(xt), te(0,T), xeoQ,. (3.4)
Pocatecni podminka

v,(x,0) =, (x), t=0, xeQ. (3.5)

Ve vyse uvedenych vztazich v; jsou sloZky vektoru rychlosti v kapaling, p je tlak, z;

je Cauchyuv tenzor napjatosti, X; jsou prostorové soutradnice polohy a f, jsou slozky mérné
objemové sily. Uvedené indexy nabyvaji obecné hodnot i, j =1, 2, 3. Konkrétni vypocet byl
realizovan pro nulové poc¢atecni podminky.

Neznamé v takto definované uloze jsou slozky rychlosti v, (x,t) a tlak p(x,t). Regeni

této Glohy hledame na &asoprostorovém vélci D = Qx[0,T] a feime tzv. smigenou tlohu. To
znamena, ze feSime soucasné jak rozlozeni tlaku, tak i rozloZeni rychlosti na oblasti Q.

3.1. Stacionarni proudéni

Nejdiive budeme pro jednoduchost uvazovat staciondrni pomalé (plizivé) proudéni
nestlacitelné Newtonovy kapaliny. Vyse uvedené vztahy (3.1) a (3.2) tedy zjednodusime. Ve
stacionarnim stavu se proudéni s Casem neméni. Proto je derivace rychlosti podle ¢asu

E‘ =0. Pro pomalé proudéni jsou setrvacné sily v kapaliné¢ malé¢ ve srovnani s tfecimi

I . . ov; .
silami. Zanedbame nelinearni konvektivni ¢len v, a—' Dale zanedbavame mérné objemové
X .
J
sily f;.
Uvedené ptedpoklady dosadime do (3.1) a (3.2) a Navierova-Stokesova rovnice
a rovnice kontinuity pfejde na tvar:

Navierova-Stokesova rovnice

P _, 0N yea. (3.6)
()¢ oX; | OX;

Rovnice kontinuity
Ny, xeq. 3.7)
oX,
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Neznamé v uloze V, (X) a p(X) jsou zavislé jen na proménné X, X e €. Okrajové
podminky tedy piejdou na tvar

v, (x) =V, (x), X € 0Q),, (3.8)
;N =6,(x), X €0Q,. (3.9)

Pro soustavu parcialnich diferencialnich rovnic (3.6) a (3.7) odvodime pomoci
Galerkinovy metody slabé feseni dané ulohy. Jako testovaci funkce volime ov, a &p
definované na uzavéru mnoziny Q. Dle Galerkinovy metody nahradime piivodni rovnice

jejich integralnim tvarem. Testovaci funkce samoziejmé spliuji dané okrajové podminky
a plati:

pro &v,a d: xe Q, kde Q=QUQ=QUaQ, UQ,, (3.10)
N, €V, V, :{&/i,ex.%,&/i :0,x68ﬂl}. (3.11)
Xi

Vychozi integralni vztahy maji s ohledem na (3.6) a (3.7) nasledujici tvar:

o, 0 [m _
ﬂaxi “o (@(jﬂ&/idx 0, (3.12)
j %épdx = 0. (3.13)

Cleny v hranaté zavorce upravime pomoci Greenovy véty [8]. Nejprve upravime prvni &len
Vv hranaté zavorce rovnice (3.12).

0 o,
J‘&pi&/idx =a'!;p§\/inidx_£ pﬁ_xidx =

Q

= | pov;n,dx+ | pdv;n,dx— p%dx:
oX,

oy o, Q

~0+ Ipci/inidx—i p%dx:

Q,

= [ paun x| p%dx (3.14)
P

a0y [

12



Analogicky upravime i druhy ¢len rovnice (3.12).

Ii[%}vidx = I%&/injdx— %%dx =

?, OXj | OX; 09X 5 OXj OX;
— Iﬁé\/injdx+1%&/injdx— %%dX=
oy aXi agzaxi anj 8Xj
=0+ J%&injdx— %%dX=
Q, 8Xj anj axj
— Iﬁj&/idx_ %@dx (315)
0, on Q@Xj ﬁxj

Cleny (3.14) a (3.15) dosadime do vztahu (3.12) a upravime. Integralni identity piejdou na
tvar:

U %%dx—jp%dx: J‘(ﬂﬂj—pnjé\/idx (3.16)
2 OX; OX, e 0X o0 on

| N gpx = 0 (3.17)

2 OX;

Rovnice (3.16) a (3.17) jsou slabym feSenim dané ulohy.

3.1.1. Numericka realizace

V ptedchozim odstavci jsme ziskali slabé feSeni vySe zadané tlohy hydromechaniky.
Nyni provedeme numerickou realizaci feseni modelové tilohy hydromechaniky. Budeme fesit
izotermické laminarni stacionarni proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny se zanedbanym
konvektivnim ¢lenem V rovinném kanalu (obr. 3.2).

Ulohu budeme prostorové diskretizovat pomoci koneénych prvki (metoda koneénych
prvkll). Pro popis geometrie prvku a aproximace hledanych funkci aplikujeme
izoparametrické interpolacni funkce (obr.3.3). Tyto funkce jsou lokdln¢ definovany na
kazdém uvazovaném prvku oblasti Q. RozloZeni rychlosti budeme aproximovat polynomem
druhého stupné a rozlozeni tlaku polynomem prvniho stupné (Babuskova-Brezziho
podminka). Resime rovinnou tilohu proudéni kapaliny. TudiZ slozky vektoru rychlosti v, pro

i =1,2 ozna¢ime U a Vv, tlak potom ozna¢ime p.
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n4 Ya
[-1,1] Z tﬁ 2[1,1]
zohrazeni
B=—————- - »
i 4 £
1
1
1
i
[-1,-1] ® 4 & [1, 1]
1 2 3 "

Obr. 3.3. Zobrazeni kone¢ného prvku v soufadnicovém systému Zg a ny
Y

Pro aproximaci v libovolném kone¢ném prvku plati [7]:

u =U(§,77)=ZHi(§J7)Ui = HT(§’77)U’
V=V(§,77)=ZHi(§J7)Vi = HT(QE’U)V’

p=p(&7)=D N;(&n)p; =N"(£7)p,
kde

T T
u:[u11u21u3’u4’us’u61u?fus] ’V:[Vl’VzvV3’V4~V5’V61V7’Vs] )
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p=[p.. Ps. 05, P ] .
Matice izoparametrickych funkci maji potom tvar i i
Ha-a-ni-g-n-)
~- )

Hi-gha-1) L+ EN-n)e-n-1)
1 1 2
1+ _ I
N(,77)= f(l X 77), HEm)=| N i) . (3.22)
74+ &)a+n) 7@ ENL+nNE +n-1)
0N )| ~-¢Jan)

- n)-g+n-1)
S-h-n?)

Ve vztazich (3.18) az (3.20) je u a v rychlost libovolného vnitiniho bodu elementu,
p je tlak v uvazovaném vnitinim bod¢ elementu, & a 5 jsou lokalni soutradnice koneéného

prvku. u;, v; a p; jsou hledané globélni slozky rychlosti a tlaku v jednotlivych uzlech prvku.
Index i nabyva hodnot i=1,2,...,8, index j nabyva hodnot j=1,3,5,7. N a H jsou

sloupcové matice interpola¢nich funkei (3.22). V matici N jsou linearni a v matici H
kvadratické interpolaéni funkce. U, v a p jsou sloupcové matice hledanych globélnich

hodnot slozek rychlosti a tlaku v uzlech elementu. Rychlosti se pocitaji ve vSech osmi uzlech
prvku, tlaky pouze ve vrcholech uvazovaného kone¢ného prvku (Babuskova-Brezziho

podminka). Mezi lokalnim Soutadnicovym Systémem prvku 2&7 a globalnim soufadnicovym
systémem prvku ny plati transformacni vztahy:
x=x(&n)=H"x, (3.23)

y=y(&n)=H"y, (3.24)

kde x a y jsou sloupcové matice globalnich soutfadnic uzld prvku. Pro vyjadieni derivaci

hledanych funkci podle globélnich soufadnic budeme potifebovat Jacobiovu funkcionalni
matici. Tato matice zobrazeni ma tvar

ox oy
0 oc {H!X H!y}
J= = . (3.25)
x| [Hx Hy
on 0n
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Matice H, a H, jsou derivace matice izoparametrickych interpola¢nich funkci H (3.22)

podle lokdlnich proménnych & a 7. Konstrukce téchto matic je ziejma z dosazeni vztahil
(3.23) a (3.24) do vztahu (3.25).

Dale vyjadiime parcialni derivaci matice interpolacnich funkci H (3.22) podle
globalnich soufadnic X a y . Zohlednénim ptedchozich vztahii dostaneme

H, :%-Z':Jleg +IH,, (3.26)
oH ]
H, :E:Jzng"‘Jz;Hn’ (3.27)

kde J i}1 je ptislusny prvek inverzni Jacobiovy matice.

Nyni mizeme diky platnosti vztaht pro parcidlni derivaci matice H podle globalnich
soufadnic (3.26), (3.27) a aproximacnich vztaht (3.18) az (3.20) vyjadfit parcialni derivace
slozek vektorl rychlosti podle globalnich soufadnic, které se vyskytuji v rovnicich (3.16)
a (3.17). Pro tyto parcialni derivace plati

M _pry, Moy, M _gthy, M s, (3.28)
OX oy ox oy

@=HIV, @IH;V, @:&/THX, @:&/THW

ox oy ox oy

AU=0U"H, &=&"H, H=D'N,
kde virtualni pfirastky Au, dv, P jsou nezavislé.

Rozepsanim integralni identity (3.16) do smérd X a y dostaneme dvé skalarni rovnice. Pfi
oznaceni i =1=V, =U, X, =X, X, =Y plati

ja_“@ U oM g jp@ds_ [ou,6,ds. (3.29)
oX OX oy oy g

3, =5

Analogicky pro i =2=v, =V, X, =X, X, =Y plati:

I(@@Jr@@st Jp@ds_ I&/S&Vds. (3.30)
aX ax ay 8y Se ay 0Qp =8

Integralni identita (3.17) potom dava jednu rovnici ve tvaru

ou ov
= pds + j @mds =0. (3.31)

Se Se
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Tyto vztahy jsou definovany pro jeden kone¢ny kapalinovy prvek znazornény na obr. 3.3. Zde
S, je plocha uvazovaného elementu a S je obecné délka zatiZzené strany prvku. Za pouziti

vztaht (3.28) upravime rovnice (3.29) az (3.31) na tvar
yI(HXHI +H HT S u— JHXNTdS p=f,,
Se | | Se i

pf(HHT+H,HT S v—| [H,NTdS p=f,,
e

Se

jNHIds]m!jNH;ds} -0.

L Se Se

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Vztahy (3.32), (3.33) a (3.34) miZeme vyjadiit vV komprimovaném maticovém tvaru

Q.d. =f.. V blokovém vyjadfeni ma tato maticova rovnice tvar

A, 0 A, lu f,
0 A, A, |Vv|=If |
Apu Apv O p

Definice pouzitych matic v rovnici (3.35) vyplyva z pfedchozich vztahd.

(3.35)

Pro urceni vektoru pravé strany f, elementu uvazujeme naptiklad, ze strana s uzly

3,4,5 je zatizena konstantnim tlakem p (obr. 3.4).

Obr. 3.4. Zatizeni kone¢ného prvku v soufadnicovém systému ny
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Z rovnice (3.29) vime, ze pro slozku f, vektoru f, plati

f, = J.é‘us&uds = sz&uds, (3.36)

0Qp=5345 Q) =5345

kde H, je matice H(3.22) pro £=1 a &, je napéti ve sméru U. Slozku vektoru napéti &,
muzeme dale vyjadfit ve tvaru

6, = pn, = pH;n,, (3.37)

kde pro matici H, plati

H,(n7)= . (3.38)

Pro element hranice prvku ds a jeho polohu plati

Xs = H:(’?)X’ ys = H:(ﬂ)y’

ds = /dxZ +dy? = \/(%j J{aysj dn = \/(HI”X)Z +(H:qy)2d77-

on on

(3.39)

Zde zavedena matice H, je derivace matice H, (3.38) podle lokalni soufadnice 7. Po
dosazeni vztaht (3.37) az (3.39) do vyrazu (3.36) dostavame pro pravou stranu prvku

f=p J.HSHInu\/(H;x)Z +(HTyfdy. (3.40)

Analogicky vyjadiime slozku f,vektoru f, . Plati

f=p szHlnv\/(H;x)2 +(HLyfdn. (3.41)

Q=535
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3.1.2.  Numerické vysledky

V piedeslém odstavci jsme odvodili soustavu rovnic (3.35), ktera popisuje izotermické
stacionarni proudéni Newtonovy kapaliny se zanedbanym konvektivnim ¢lenem
v Navierovych-Stokesovych rovnicich. V soustavé téchto rovnic jsou jednotlivé prvky
ptislusnych matic definovany jako urcité integraly. Tyto integraly vypoclitame pomoci
Gaussovych kvadraturnich formuli [9].

N4
2
99.__--.<>____.96
1 1
1 1
1 1
1 1
13
5?.____?1 ‘l, »
1 1 1 g
1 1 1
1 1 1
86.----.6...--_.67

Obr. 3.5. Prvek v lokalnim soufadnicovém systému Z@] S integracnimi body

Pro numerickou integraci dvojnych integrali plati

11 9

[[Fendadn = w (&, )Jdet], (3.42)

141 i=1

kde w, je vahovy koeficient pro i-ty integraéni bod. f(,,7,) je hodnota funkce f(£#) v i-tém
integra¢nim bod¢ a |detJ”§_ﬂ_ je hodnota determinantu Jacobiovy matice Vv i-tém integracnim

bodé. Integracni body jsou zndzornény na obr. 3.5. Hodnoty vahovych koeficienti w;
a soufadnic (&,,7,) jsou uvedeny v tab. 3.1.

Tabulka 3.1. Tabulka vihovych koeficientti W, a soufadnic (&%, ) integratnich bodi [9]

i ¢ m W
64
1 0 0 a1
2 0 a
3 a 0 40
4 0| —a| 81 3
5| -a| 0 o= 5
6 a a
7 a | —a | 25
8| -a -a | g1
9| —«a a




Pro jednoduché integraly mé Gaussova formule tvar

jf(n)dn - iZ::Wi fm), (3.43)

kde w; je vahovy koeficient pro i-ty integracni bod a f(’?i) je hodnota funkce f(;y) V i-tém
integraénim bodu. Hodnoty véhovych koeficientd w, a soufadnic (7,) jsou uvedeny
v tab. 3.2.

Tabulka 3.2. Hodnoty vahovych koeficienti w, a soufadnic (ni ) integracnich bodu [9]

1 77| Wi
1 a E
X 3
8 a=.1=2
2 0 5 5
3| —«a E
9

Vlastni vypoctovy program v prosttedi MATLAB sestavime podle hrubého
vyvojového diagramu (obr. 3.6) a vypocet provedeme V bezrozmérnych veli¢inach. Vstupni
data zadana do programu jsou rozméry kanalu a tlaky pusobici na kapalinu. Délka kanalu je
I =10 ajeho vyska h=2. Na vstupu plsobi tlak p,,, =1000 a na vystupu P, =0.
Vypocet byl proveden pro malé Reynoldsovo Cislo Re=0,02. Vysledkem je rozloZeni

rychlosti a tlaku v uvazovaném kanale. Tyto numerické vysledky jsou zapsény v tab. 3.3
(spolec¢né s analytickym feSenim).

Analytické feSeni uvedené tlohy hydromechaniky ziskame fesenim zakladnich rovnic
(3.1) a (3.2) v uzavieném tvaru, ve kterych opét uplatnime vySe uvedené piedpoklady. Do
predpokladii dale vlozime, ze se jedna o tlohu rovinného proudéni, tudiz u slozek vektoru
rychlosti pfedpokladame v, =0, v, =0 (obr. 3.2). Nenulova je tedy pouze slozka vektoru

rychlosti ve sméru osy X. Zohlednénim téchto piedpokladi ptejde rovnice kontinuity (3.2) na
tvar

N, =0, (3.44)
OX

Navierova-Stokesova rovnice (3.1) potom piejde obecné do tvaru (obecné i, j =1,2,3)

op _ o,

= : 3.45
OX; a OX;0X; (3.49)
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VIR -~ ; Lokaliza¢ni
Nulovani poli a Zadani vstupnich
. —> . —> tabulka
rvek 1 fadka
proménnych parametru (1 prvek 1 Fadka)
v |
x-0vé soufadnice -ové soufadnice ;
uzlu x S y uzluy S Sestaveni Q. a f,
(1 prvek 1 Fadka) (1 prvek 1 Fadka) prvku
P |
for k=1:ne
x=x(K,:)
y=y(k;)
—_— — _¢_ L
' Numericka N, H, Hy, H 3, |det J, 3
leva strana — integrace PR S| ' ;
v ! for ig=1:9 — pro &, n; — pro g, n;
______ J |
v
H,, Hy S Q. prvku S di
pro g, n; pro &, n; end!

forj=1:3 —> Hs,dspron; [|—=>| feprvkupron,

end |

—>| Sestaveni Q af

!

end k

!

Vypocet
neznamych,
vyhodnoceni

Obr. 3.6. Vyvojovy diagram
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Rovnici (3.45) rozepiseme do jednotlivych sméru X, y, z. Dostaneme

0 o%v, 0%,

a_s: ﬂ(_ayz - ] (3.46)
% _o, (3.47)
% _o. (3.48)

Zvyrazi (3.47) a (3.48) je ziejmé, ze tlak p zavisi jen na proménné X, tj. p= p(x).
Vzhledem k tomu, Ze fe§ime rovinné proudéni kapaliny, tak tlakové a kinematické poméry ve
vSech rovinach rovnobéznych s rovinnou xy jsou stejné. Mtizeme tedy napsat, ze v, =V, (y),

X

y A _ ov
protoze rychlost v, nezavisi na proménné z 3 =0].
YA

Rovnici (3.46) tedy piejde na tvar

d’v
Ldp =—. (3.49)
padx dy
Dvojnéasobnou integraci dostaneme obecné feseni pro rozlozeni rychlosti v kapaling. Plati
2
v =LY cyic, (3.50)
udx 2

Okrajové podminky proudéni jsou:

pro y=0, v=0, resp. pro y=h, v=0. (3.51)

Z téchto podminek snadno ur¢ime integracni konstanty C, a C,.
Vysledna rovnice pro analytické feSeni je tedy (zaporny tlakovy gradient)

1 d
v, =—ﬂ—py(y—h)- (3.52)

Pro funkci tlaku p potom plati

_ pvystup - pvstup X+ pvstup’ (353)

P |

kde P, je tlak na vstupu, p,, je tlak na vystupu a | je délka kanalu. Poznamenejme, Ze
V bezrozmérnych veli¢indch ma vztah (3.52) tvar
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y(y-h). (3.52a)

RYCHLOST
o 9 o ¢ » B o B o B o
3N+ TR oRRoRE o R oRRoRR R FRo RN L oY o C e
& 9o & o H & o o
TI2T3 i85 7T6E 7 T8 T8

&00

tlak

11

Obr. 3.7. Grafické znazornéni vysledkti numerického feseni

Z rovnice (3.52) vidime, Ze rychlostni profil v kanalu ma parabolicky tvar (schematicky
znazornéno na obr. 3.2). Srovnani ¢iselnych vysledki numerického a analytického feSeni je
uvedeno v tab. 3.3. Ze srovnani vysledkd numerického a analytického feSeni je ziejmé, Ze
piedpoklad v, =0 pro analytické feSeni je opodstatnény. Z tab. 3.3 je rovnéZ ziejme, ze tlak

Vv kanale klesa linearné (je linearni funkci soufadnice X) a dale, ze rychlostni profil v kapaliné
ma parabolicky tvar (obr. 3.7).

Zavérem tohoto odstavce jeSté uvedme, Ze zuvedenych Cciselnych vysledki
numerického a analytického feSeni uvazované modelové ulohy hydromechaniky vyplyva, ze
pouzitd numerickd metoda (metoda kone¢nych prvkd) je dostatecné piesnd pro feSeni
redlnych uloh proudéni kapalin. Poznamenejme, ze metoda konecnych prvka je obecné
pfibliznou numerickou metodou pro feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic, kterd je pfi
vhodné volb¢ kone¢nych prvkl pro technické vypocty dostatecné piesna.
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Tabulka 3.3. Srovnani vysledkt numerického a analytického feSeni izotermického
stacionarniho proudéni Newtonovy kapaliny se zanedbanym konvektivnim ¢lenem

metoda vypoctu MKP analyticky MKP ‘ analyticky MKP analyticky
soufadnice rychlost ve sméru x rychlost ve sméru y tlak
x=0 y=0 0 0 0 0 1000 1000
y=0,5 0,75 0,75 -2,73E-13 0
y=1 1 1 -1,53E-13 0 1000 1000
y=1,5 0,75 0,75 4,44E-14 0
y=2 0 0 0 0 1000 1000
x=5 y=0 0 0 0 0 500 500
y=0,5 0,75 0,75 -7,48E-14 0
y=1 1 1 -4,93E-14 0 500 500
y=1,5 0,75 0,75 0 0
y=2 0 0 0 0 500 500
x=10 y=0 0 0 0 0 2,49E-13 0
y=0,5 0,75 0,75 1,15E-16 0
y=1 1 1 -4,51E-15 0 -1,31E-12 0
y=1,5 0,75 0,75 -8,26E-15 0
y=2 0 0 0 0 6,54E-12 0
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3.2. Nestacionarni proudéni s konvektivhim ¢lenem

V piedchozim odstavci jsme odvodili zakladni rovnice pro feSeni stacionarniho
proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny se zanedbanym konvektivnim ¢lenem. Z téchto
rovnic jsme vytvofili numericky model, ktery jsme porovnali s analytickym feSenim. Nyni
uvazujme nestaciondrni laminarni izotermické proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny.
Pii teSeni nadéle predpokladame konstantni mérnou hmotnosti (p: konst.) a konstantni

dynamickou viskozitou (u=konst). Na rozdil od feSeni stacionarniho proudéni (bez

konvektivniho ¢lenu) nyni budeme feSit Navierovu-Stokesovu rovnici S uvazovanim
konvektivniho ¢lenu. Uvazovana tloha hydromechaniky je popsana nasledujicim systémem
rovnic, okrajovych podminek a poc¢ateéni podminkou (viz odst. 3.1). Plati:

Navierova-Stokesova rovnice

p%+mj%}=—§—£+y§j(%]+pﬁ, te(O,T), XeQ. (3.2)
Rovnice kontinuity

g—i::o, te(0,T), xeQ. (3.2)
Dirichletova okrajova podminka

v,(x,t) =V, (x1), te(0,T), xeoQ,. (3.3)
Neumannova okrajova podminka

TN, =6,(x.t), te(0,T), xeoQ,. (3.4)
Pocate¢ni podminka

v,(x,0) =, (x), t=0, xeQ. (3.5)

Neznamé v této tloze jsou slozky rychlosti Vv, (X,t) a tlak p(x,t). Testovaci funkce dov,a

jsou definovany na uzavéru mnoziny (&asoprostorovém valci) D :ﬁx[O,T]. Samoziejmé
splituji dané okrajové podminky a plati:

pro &v,a &p: xeD ,kde Q=QUQ=QUaQ, UQ,, (3.54)
&, eV,, Vo =V, &, =0,xeoQ,,t[0,T]}. (3.55)

Pomoci Galerkinovy metody opét odvodime slabé feseni tlohy zadané soustavou parcialnich
diferencialnich rovnic (3.1) a (3.2). Vychozi integralni vztahy jsou

25



ot OX.  OX 6x 0

] 1

O —y

p My M PO [6"} pf}&/dx 0, (3.56)

j %épdx - 0. (3.57)

Na tfeti a Ctvrty ¢len hranaté zavorky rovnice (3.56) aplikujeme Greenovu vétu [8].
Analogicky ke stacionarnimu proudéni bez konvektivniho ¢lenu ziskame slabé feSeni rovnic
(3.56) a (3.57). Integralni identity pro feseni této ulohy hydromechaniky budou mit nyni tvar:

OV, OOV,
—ov.dx . —L Ov.dx —t ——Ldx=
[p +£pvJ [ s Croeed
(3.58)
Ipf ov.dx + I (,u—— pn j&/ dx
o0,
j N sodx = 0. (3.59)
2 OX;

Uvedené rovnice (3.58) a (3.59) jsou tedy slabym feSenim uvazované ulohy hydromechaniky.
Toto slabé feSeni pouZijeme dale pro numericky vypocet sloZek rychlosti a tlaku v kapaling.

3.2.1. Numericka realizace

V pfedchozim odstavci jsme ziskali slabé feSeni izotermického lamindrniho
nestacionarniho proudéni nestladitelné Newtonovy kapaliny S uvazovanim konvektivniho
¢lenu. Nadale budeme uvaZovat proudéni Newtonovy kapaliny v rovinném kanale s pevnymi
stétnami. Nyni provedeme numerickou realizaci této ulohy hydromechaniky. Pii feSeni
postupujeme analogicky k numerické realizaci uvedené v odst. 3.1.1.

Ulohu budeme prostorové diskretizovat pomoci koneénych prvkd, pro &asovou
diskretizaci potom aplikujeme diferen¢ni metodu. Pro popis geometrie prvku a aproximace
hledanych funkci aplikujeme stejné izoparametrické interpolac¢ni funkce (obr. 3.3). Tyto
funkce jsou nadale lokaln¢ definovany na kazdém uvazovaném prvku oblasti Q. Slozky
rychlosti v,(x,t) aproximujeme polynomem druhého stupné a rozlozeni tlaku p(x,t)

polynomem prvniho stupné. Slozky vektoru rychlosti v, pro i=12 oznaéime U a Vv, tlak

oznac¢ime p.Objemové sily f. opét ve vypoctu je zanedbame.
Vztahy (3.18), (3.19) a (3.20) rozsifime o ¢asovou promennou t. Plati

u(£,n.t) ZH (& (t)=HT (& 7)), (3.60)
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v(Emt)= ZH (& n i (t)=HT(E (),

(3.61)
p(&.7.t) ZN (&m)p;(t)=NT(£,7)p(t), (3.62)

kde
u(t): [ulyuz’usluzwu5'u6’u7’u8]T ' V(t): [Vl’Vz’Vs’V4’V5’V6’V7’Vs]T ) (3.63)

p(t)=[p,. Ps. Ps. P, T

jsou sloupcové matice rychlosti a tlaku na urovni prvku (uzlové hodnoty)

Pro numerické vyjadieni vztahti (3.58) a (3.59) pouzijeme stejné matice a stejné
transformacni vztahy jako v odst. 3.1.1.

Po rozepsani rovnice (3.58) do jednotlivych sméri a tpravé rovnic (3.58) a (3.59)
podle vztaht (3.28), dostdvame tyto rovnice v maticovém zapisu:

[p'[HHTds]u{pj(HHTuHI+HHTvH§)ds]u+ (3.64)
Se | Se |

Aq

By

+[yJ(HXHI +Hij)ds}u{foNTdS]p = [H.6,0,

e

L Se | 2Q,
Dy Cy E1
[pJHHTds]v{pI(HHTuHI+HHTvH§)ds v+ (3.65)
Se Se _
| A By
+u[(HHT+H HTHS v—| [H,NTdS p= [H,6,ds,
Se Se 8522
Dy Cy Eo
INHIdS u+ jNH;ds v=0, (3.66)
L Se L Se
Ky K,
kde ua Vv jsou casové derivace slozek vektoru rychlosti kapaliny.
Vztah (3.64) zapiSeme v komprimované maticové formée
Au+B,(uvu+Du+Cp=E, (3.67)
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a ¢asovou zménu rychlosti (derivaci U) vyjadiime pomoci dopfedného diferencniho schématu
ve tvaru

U= (3.68)

Dalsi Gprava rovnice (3.67) zalezi na tom, na jaké casové hlading€ zvolime U a p u ostatnich
¢lenu rovnice. Po dosazeni vztahu (3.68) do rovnice (3.67) miizeme obecné napsat

A, +AtL- B)B, (U, V)™ +D, Ju™ + At(L- p)C,p" = (3.69)

A

B
= AE™ + A, - AtB[B, (u,v)' + D, Ju" - AtaC,p" |
R

kde soucinitel # nabyva hodnot

ﬂ:O pro U=Un+1, p:anrl,

n+1 n

n+1
£ =0,5 pro u:%’p=¥, (3.70)
pB=lprou=u",p=p".

Pro konkrétni vypocet byla pouzita hodnota 8 =0,5. Analogicky pfepiSeme rovnici (3.65) do
komprimovaného maticového tvaru

AV+B,(uvv+Dv+C,p=E,, (3.71)
a vyjadiime ¢asovou zménu rychlosti V ve tvaru

. _ (3.72)

Dosazenim derivace (3.72) do rovnice (3.71) dostaneme

A, +AtL- B)B, (u,v)™ + D, v + At - g)C,p™ = (3.73)

A C

= AtES™ + 1A, — AtA[B, (u,v) + D, V" - AtgC,p"

F

kde soucinitel S nabyva hodnot podle (3.70). Pro konkrétni vypocet byla opét pouzita
hodnota 5 =0,5.

Rovnice kontinuity (3.66) musi byt samoziejmée Splnéna na kazdé ¢asové hlading. Zkracené ji
zapiSeme Ve tvaru

K,u™ +K,v™ =0. (3.74)
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Rovnice (3.69), (3.73) a (3.74) ptepiseme do kompaktniho maticového tvaru

n+1 n+1 n

A 0 BTJu E, F
0 A Clv| =aE,| +|F|. (3.75)
K, K, 0fp 0 0

Z ptedchozich vztahii je ziejmé, Ze nové zavedené matice maji tvar
A=A + At(l—ﬂ)[Bl(u, V)" 4 Dlj,
B =At(l- B)C,,
C=At{l-p)C,, (3.76)
F, = {A, - At8[B,(u,v)" + D, Ju" - Atac,p",

F, = {A, —AtA[B, (u,v)" + D, V" — Atac,p".
Komprimovany vztah (3.75) predstavuje soustavu nelinearnich algebraickych rovnic.
Soustavu rovnic feSime aplikaci Newtonova-Raphsonova itera¢niho postupu na kazdé casové

hlading [1], [7]. Necht n je n-ta ¢asova hladina a r je r-ty iteracni krok na této Casové
hladin€. Rovnici (3.75) zapiSeme ve zkraceném tvaru

K(n+1)X(n+1) _ f(n) . (377)
Itera¢ni postup je potom fizen algoritmem

(n+2),(r+1) _ (n+1),(r) -1 (n+2),(r)(n),(0)
X =X —JmmR , (3.78)

kde rezidualni vektor ma tvar

RODINM0) _ ¢ (40 (1)y (142)(r) _§ (1)(0) (3.79)

Rychlosti a tlaky ve vektoru £((0) jsou konstanty, které byly napoc¢tené na piedchozi Casové

hlading. V iteraénim procesu se na aktualni ¢asové hladiné neméni. Jacobiova matice J ve
vztahu (3.78) ma tvar

A, 0 C,
‘](n+1),(r) = 0 Av CZ ' (380)
K, K, 0

kde
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A, = A, +At1- ) B, (uv)"™ 1D, + ZBTl + Z\E;l u("”)'(')]
u

A A A (n+2),(r) C aB 55 n+1),(r
) 1 t(l l; Bl(U,V) 1 au-l:} av.l:.L V( 1)( ) .

Posledni ¢len z vyrazt (3.81) mtizeme rozepsat do tvaru (napf. pro U)

(681% + aBTl ]U(m—l)'(r) _ (@_‘_@Ju(m—l)(r)',(881 +@ju(n+1),(r) . (382)
ou  ov u, A Ug Vg

Z rovnice (3.64) je ziejmé, ze B, je

B, =HHTUH} + HH"VH = (3.83)
= H(H,u, + H,u, +.. JHT + H(H,v, + H,v, +...)H§.

Z vyse uvedenych vztahd je tedy zfejmé, Ze pro i-ty ¢len vyrazu (3.82) plati

By, By o0 = (HHT + HHT OO =12, 8. (3.84)
ul VI I X y
> 8Bl aBl (n+1),(r) : . . ., , .
Clen o +W u" M je tedy matice o rozmérech 8x8 a stejné vztahy plati analogicky pro
u
B B
Clen (2 = +%]V(M)‘(r).
u

3.2.2. Numerické vysledky

Na zaklad¢ odvozené soustavy rovnic (3.75), ktera popisuje izotermické laminarni
a nestacionarni proudéni Newtonovy kapaliny s konvektivnim ¢lenem v Navierovych-
Stokesovych rovnicich, mizeme opét fesit proudéni kapaliny v rovinném kanale (obr. 3.2).
Naznacené integraly ve vztazich (3.64), (3.65) a (3.66) vypocitime numericky stejnym
zpusobem jako v odst. 3.1.2.

Vlastni vypoctovy program, dle uvedeného algoritmu, byl opét sestaven v prostiedi
MATLAB a vypocet byl proveden v bezrozmérnych veli¢inach. Vstupni data jsou stejna jako
u stacionarni tlohy bez konvektivniho ¢lenu. Plati tedy délka kanalu | =10 a vyska h=2.
Na vstupu pasobi tlak p,,, =1000, na vystupu p,, =0 a Reynoldsovo ¢islo ma hodnotu
Re =0,02. Velikost ¢asového kroku je At =0,1[S] a soucinitel beta nabyva hodnoty S =0,5.
Vysledkem je rozlozeni rychlosti a tlaku v uvazovaném kanale. Tyto numerické vysledky jsou
souhrnn¢ uvedeny Vv tab. 3.4.

Z vyhodnoceni téchto vysledkil je ziejmé, ze tlak Vv kapaliné opét klesa linearné se
soufadnici X a ze rychlostni profil ma nadale parabolicky tvar (obr. 3.8). Také je evidentni, ze
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s casem blizicim se k nekone¢nu se numerické feSeni zpfesnuje a blizi se numerickym
vysledkiim stacionarniho proudéni Newtonovy kapaliny.

Tabulka 3.4. Vysledky numerického feSeni uvazované ulohy hydromechaniky

Cislo ¢asového

1 5 500 1 5 500 1 5 500
kroku
soufadnice rychlost ve sméru x rychlost ve sméru y tlak
x=0 y=0 0 0 0 0 0 0 732,27 | 824,34 | 1000,00

y=0,5 || 0,39 0,65 0,75 |-1,11E-14(-3,27E-15| 4,35E-15

y=1 0,54 0,90 1,00 |-2,09E-15(-4,97E-15|-4,34E-15] 732,27 | 824,34 | 1000,00

y=1,5 || 0,39 0,64 0,75 |7,19E-15]|1,47E-15|-1,83E-15

y=2 0 0 0 0 0 0 732,27 | 824,34 | 1000,00
X=5 y=0 0 0 0 0 0 0 366,14 | 412,17 | 500,00

y=0,5 || 0,39 0,65 0,75 |3,95E-15]2,25E-16 [ 9,90E-16

y=1 0,54 0,90 1,00 |2,79E-15(-1,34E-16|2,41E-15] 366,14 | 412,17 | 500,00

y=1,5 || 0,39 0,64 0,75 ]-4,85E-16|1,26E-15|2,26E-16

y=2 0 0 0 0 0 0 366,14 | 412,17 | 500,00
x=10 y=0 0 0 0 0 0 0 -4,84E-14(-1,10E-13|-1,09E-13

y=0,5 || 0,39 0,65 0,75 |-7,76E-16|-5,12E-16| 1,12E-16

y=1 0,54 0,90 1,00 |-5,05E-16(-3,02E-16|-3,35E-18]-4,39E-14|-3,52E-14|-5,30E-14

y=1,5 [ 0,39 0,64 0,75 |2,77E-16 |-5,36E-16| 2,57E-16

y=2 0 0 0 0 0 0 1,31E-13|1,31E-13[9,82E-14

RYCHLOST

TLAK —#— gz 1
cas 5
—4— a5 A00

a 1 2 3 4 5 B 7 g 3 10 "
Obr. 3.8. Grafické znazornéni vysledkti numerického feseni

Zavérem této kapitoly jest¢ poOznamenejme, ze umime-li modelovat proudéni
Newtonovy kapaliny, miizeme piejit na modelovani proudéni nenewtonskych kapalin, nebot’
zakladni fidici rovnice jsou pro oba typy téchto kapalin stejné. Nejprve opét odvodime
potiebné vztahy, které potom nasledné¢ budeme demonstrovat na konkrétnim piikladu
proudéni nenewtonské kapaliny.
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4. Modelovani nenewtonskych kapalin

V druhé kapitole jsme provedli rozdéleni nenewtonskych kapalin do tii zakladnich
skupin. Dale se budeme zabyvat pouze ¢asové nezavislymi nenewtonskymi kapalinami. Jako
ptiklady téchto kapalin miizeme uvést napiiklad zubni pastu, kecup, blato, krev atd. Jiz vime,
ze Newtonova kapalina spliuje Newtonuv tfeci zakon, tj. plati konstitutivni vztah

M 4.1
T=pL =M (4.1)

kde dynamicka viskozita x = konst. pti daném tlaku a teploté. Analogicky se nabizi definovat

obecn¢ konstitutivni vztah pro nenewtonské kapaliny ve tvaru (pro 1D proudéni, tzv.
Newtonova zobecnéna kapalina)

ou

= :uappg' (42)

Vtomto vztahu vSak zdanlivd viskozita s, neni konstantni, ale zavisi na rychlosti

pretvofeni. Jako jeden znejjednodusSich pfistup k vyjadreni konstitutivniho vztahu pro
nenewtonské kapaliny se pouzivd Ostwald-de Waeleliv vztah znaméjsi pod oznacenim
mocninovy zékon. Uvadi se obvykle ve tvaru

ou "
=K|=| =Ky". 4.3
T (ayj 4 (4.3)

Konzistentni parametr K a index toku n jsou u tohoto modelu konstanty, které odpovidaji
tokovym kfivkam na obr. 4.1. Pokud je exponent n <1 jedna se o pseudoplastické kapaliny
(tokova kiivka A1), pro n>1 to jsou dilatantni kapaliny (tokova kiivka A2) a pro n =1 vztah
(4.3) popisuje model Newtonovy kapaliny. Rozsifeny mocninovy zakon (Herschelova-
Bulkleyova rovnice) se uvadi ve tvaru

au)
=7, +K|— | . 4.4
rr+(J (4.4)

Timto vztahem jsou popsany tokové kiivky A3 a A4 na obr. 4.1. V piipadé, ze u tohoto
modelu je n=1, tak jedna se o Binghamovu plastickou kapalinu. Pokud je n<1, tak
mluvime o Cassonove¢ plastické kapaling.

Srovnanim vztahi (4.2) a (4.3) miZeme zdanlivou viskozitu ,,, vyjadfit ve tvaru

n-1
A : (4.5)

:uapp =K ay

kde zavedend absolutni hodnota vyjadiuje skutecnost, Ze smykova rychlost je svou velikosti
stejnd 1 pro opacny smér derivace rychlosti. Dosazenim vyrazu (4.5) do vztahu (4.2) obdrzime
konstitutivni vztah ve tvaru
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au
oy

" lau
au 4.6
}ay (4.6)

e

smykove napeti 1

i .
smykova rychlost vy

Obr. 4.1. Tokové kiivky kapalin (A1 — pseudoplasticka kapalina, A2 — dilatantni kapalina,
A3 — Binghamova kapalina, A4 — Cassonova kapalina) [7]

Vztah (4.6) je preferovan pred (4.3), protoze hranatd zavorka symbolizujici zdanlivou
viskozitu g, je vzdy kladna, zatimco znaménko smykového napéti 7 je dino znaménkem

. ou
derivace —.
oy

Vyse uvedené konstitutivni vztahy jsou platné pouze pro jednorozmérné proudéni
kapaliny. Tyto vztahy nyni rozsitime na problém rovinného proudéni kapalin. Nejprve tyto
vztahy upravime pro Newtonovu kapalinu a potom provedeme roz§ifeni na nenewtonské
kapaliny. Konstitutivni vztah mezi tenzorem smykového napéti a tenzorem rychlosti
deformace pro nestacitelnou Newtonovu kapalinu je

v, v,
Tij ﬂ{@xj ax_] (4.7)

Pii pouziti tenzoru rychlosti pietvofeni V;, napiSeme vztah (4.7) ve tvaru

1 ov, Ov;
=24, V. == S 1 4.8
i T ” 2(axj ax} “9
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Podobn¢ miizeme napsat, ze pro nenewtonskou kapalinu plati

Tij = 20V - (4.9)
Zdanliva viskozita u,,, vtomto vztahu neni konstantou, ale je obecn¢ funkci tenzoru
rychlosti pietvofeni V;;. Ve vztahu (4.9) je r;; tenzor druhého fadu a V;; na pravé strané je

rovnéz tenzor druhého fadu. S ohledem na zachovani tenzorového stupné tohoto vztahu musi

byt zdanliva viskozita g,,, tenzorem nult¢ho fadu, tedy skalarem. Znamena to, Ze zdanliva
viskozita musi byt funkci pouze skalarnich invariantd tenzoru V, kter¢ nezavisi na

soufadném systému. Obecné tedy plati
Happ = f(llrlz’ls)- (4.10)
Tyto tii skalarni invarianty tenzoru rychlosti pfetvofeni maji tvar [1]

|1 =Vii :V11 +sz +V33’
1, =V,V, =V +VS +V S+ VA + V5 + V3, (4.11)

1, =detlv,|.

Pro proudéni nestacitelné kapaliny je invariant |, =0 a déle pro rovinné proudéni plati
I, =0. Ztoho plyne, ze u,,, je pouze funkci invariantu I,, tedy s, = f(lz). Musi to byt

ale takova funkce, kterd jednoduse vyhovuje také 1D problému.
Zdéanliva viskozita pro mocninovy model pro 2D proudéni, kterd vyhovuje uvedené
podmince, mize byt naptiklad vyjadiena ve tvaru

Happ = K‘\/ 2V

Pro indexy i, j =1,2 plyne ze vztaht (4.11), ze

n-1
H

i j=12. (4.12)

VY, = VA VE + AV (4.13)

a také vime, Ze pro rovinné proudéni plati

Lfov o, v, = o, (4.14)
X, 0% )

12 =4 =—, 99 = /.
2 X X,

Vyrazy (4.14) dosadime do (4.13) a vyjadiime zdanlivou viskozitu g, . Dostaneme

2 2 2"
fay =K 2 Q0] g Yo | [P V)| (4.15)
0%, oX, oX, OX

Takze vztah (4.9) pro nenewtonské kapaliny ve 2D ma tvar
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2 2 2"t
7, =| K|,[2 N +2 o, + oy +8v2 %+% : (4.16)
0%, 0oX, oX, OX% oX, OX

Pro jednorozmémé proudéni Kapaliny plati, ze u=v,(x,)=u(y). Vztah (4.16) se tedy

redukuje na tvar
n-1
M _|k
X,

715 —{K

coz koresponduje se vztahem (4.6).

avl

M au
0X,

ol |0y

7 ]a—“, (4.17)

Pro proudéni v polarnich soufadnicich se konstitutivni rovnice pro mocninovy zakon
odvozuje podobné. Analogicky ke vztahu (4.16) mizeme psat [3]

-1
2 2 2
ov v
r.,=|K Z(avr) P R O L 18V,+r2 1], (4.18)
v or rop r rop or\r rop orir

Obdobné¢ muzeme vyjadrit vztah (4.16) ve valcovych soutradnicich pro osové symetrické
proudéni. Osové symetrické proudéni nezavisi na proménné ¢, ale pouzena r a z. Tedy

2 2 2
T, = Kl,[2 avr +2 avz + aVr -I-%
or 0z oz or

Rychlost v podélném sméru, jejiz smér je rovnobézny S 0S0U z , zavisi pouze na proménné r .
Pro jednorozmérné proudéni v rotacni trubici plati, Zze v, =V, (I’) Konstitutivni vztah (4.19)
se zjednodusi na tvar

T, ={K

ktery je podobny vyrazu (4.6) v uvodu této kapitoly.

n-1

Lé’vr ov,
+

= EJ' (4.19)

v,
or

n-1
ov
Z. 4.20
} or ( )

Ptipomenime, Ze pti numerickém feSeni proudéni nenewtonskych kapalin se vychézi ze
stejnych fidicich rovnic jako u proudéni Newtonovy kapaliny (viz vztahy (3.1) az (3.5)).
Rozdil je pouze vtom, Ze pii konecném vyjadieni Navierovy-Stokesovy rovnice (3.1)
respektujeme konkrétni tvar konstitutivniho vztahu nenewtonské kapaliny. Pfi numerické
realizaci této ulohy hydromechaniky bychom opét aplikovali metodu kone¢nych prvkd.
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4.1. Proudéni nenewtonské kapaliny v trubici

Nyni se budeme zabyvat ulohou proudéni nenewtonské kapaliny v rotacni trubici.
Pro zjednodusSeni této ulohy uvazujeme, ze se jednd o stacionarni lamindrni izotermické
proudéni nestlacitelné nenewtonské kapaliny. Stejné jako v piipadé Newtonovy kapaliny
hledame feseni této ulohy dostate¢né¢ daleko od konci trubice. Jelikoz feSime proudéni
Vv rotacni trubici, pouzijeme valcovou soustavu soutfadnic r,¢,z. Dale pfedpokladdme osové
symetrické jednorozmérné proudéni, které nezavisi na proménné ¢ . Osou symetrie trubice je
osa z a slozka rychlosti vtomto sméru je tedy zavisla pouze na proménné r, tj. plati

v, =v,(r).

Pii feSeni této modelové tilohy hydromechaniky vyjdeme z Navierovych-Stokesovych
rovnic ve valcovych soufadnicich. Plati [10]

(avr aVr V(/J 8Vr (:/27 8Vrj
yo, +V +————+V =

ot " or I‘a(pT 't oz

B _@Jr v 1 2vr 28V +82vr _
U™ ar r’ @’ ’

= (4.21)

Protoze fe§ime osové symetrické jednorozmémé proudéni, kde v, =v,(r), tak slozky
rychlosti v ostatnich smérech jsou nulové (v, =v,, =0). Pfi vypoctu zavedeme modifikovany
tlak P = p+hpg . Okrajové podminky této tlohy proudéni jsou potom

v,(R)=0,
(4.22)

a0 _y
or

kde R je vnitini polomér trubice.

Zohlednénim uvedenych piedpokladi ziskame z Navierovych-Stokesovych rovnic (4.21)
nasledujici vztahy:
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_oP

0 - T
or

0=tk (4.23)
r op

oP 10( ov,
O=——+y ——| 1 .
oz ror\ or
Posledni ¢len (tfeti rovnice téchto vztaht) vyjadiime ve tvaru
10(_ov 10 ov 10
——|r—||===r Ll==—I(rz_). 4.24
ﬂ(rar( arD rar(ﬂar] rar(r”) (4.24)

Ze soustavy rovnic (4.23) vyplyva, ze P neni funkci r a ¢, ale je funkci pouze z . NapiSeme
tedy

oP AP

= 0 4.25
0z Az ( )

Dale do vztahu (4.24) dosadime za 7,, konstitutivni vztah (4.20) a upravime tfeti rovnici ze
soustavy rovnic (4.23). Dostaneme

E{Kr %} _AP (4.26)
or

o | Az
Tento vztah dale upravime zavedenim koeficientu & predpisem

n-1

ov,
or

v,
or
&E=—"—, 4.27
o #27)
or
kde ziejmé & nabyva hodnot +1 v zavislosti na znaménku derivace V, . Rovnice (4.26)
r
piejde do tvaru
d(ﬁ ravZ :A—Pr (4.28)
or| |or Az

a tento vztah nasledn¢ integrujeme. Dostaneme
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n

_APT

ov,
=——+
Az 2

or

C. (4.29)

kde C, je integra¢ni konstanta. Tu vypolteme z druhé okrajové podminky (4.22) a plati
C,=0.

Rovnice (4.29) ma potom tvar

n

aVZ
or

__r AP (4.30)
26K Az

. : y . oy . y . ov, .
Absolutni hodnotu na levé strané rovnice (4.30) mizeme odstranit, protoze derivace 5 L Je
r

v trubici zaporna. Ze vztahu (4.27) vyplyva, ze koeficient & =—1. Rovnice (4.30) piejde tedy

do tvaru
1 1
_ov, | L[ APy T (4.31)
or 2K\ Az
Integraci tohoto vztahu dostaneme
1 n+l
v L AR e (4.32)
n+1| 2K\ Az

kde integra¢ni konstantu C, uréime z prvni okrajové podminky (4.22). Integracni konstanta
mé hodnotu

1
W i
L i(_A_Pj R (4.33)
n+1| 2K Az

Dosazenim vyrazu (4.33) do vztahu (4.32) a Gpravou dostaneme vysledny vztah pro slozku
rychlosti ve sméru z . Plati

n [ 1( AP\ L
Vz(r):m{i(—zj} (R —-r j (434)

KdyZ zname rozlozeni rychlosti v trubici, mizeme pratoéné mnozstvi kapaliny Q vypocitat
ze vztahu

Q= TZﬂrVZ (r)dr. (4.35)
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Odavodnéni této integrace je schematicky znazornéné na obr. 4.2.
Z Z Z 7 Z 7 2 7

7 7 77 7 7 7 77

Obr. 4.2. Naznaceni vypoctu pritoéného mnozstvi kapaliny prufezem trubice

Po dosazeni vztahu (4.34) za v,(r) a nasledné integraci dostaneme vysledny vztah pro
prito¢né mnozstvi kapaliny v trubici

1
m | R (OAP) |
= -— . 4.36
Q 3n+1{ ZK( Azﬂ (4.36)

Konzistentni parametr K a index toku n jsou konstanty, které zjistujeme
z experimentalné naméfenych dat. Experiment se realizuje tak, Ze ur¢ime dvé mista v trubici
(napt. misto 1 a 2), jejichz vzajemna vzdalenost je L. V téchto mistech zméfime objemové
pratoky Q;, Q, a ur¢ime tlakové gradienty. Naméfené hodnoty dosadime do vztahu (4.36).
Dostaneme

1
m R3n+1 APl n
- - , 4.37
& 3n+1{ 2K ( L ﬂ (4.37)
1
m | R (AR, |
- - _ 4.38
9 3n+1{ 2K ( L H (4.3

Vyhodnocenim téchto zavislosti dostaneme pro index toku n vztah
AP,

log| —-2
AP,

Q,)
loal <2
°g(Q1]

N (4.39)
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Dale napf. z rovnice (4.37) vyjadiime konzistentni parametr K ve tvaru

K R3n+1 (_ APl )’ (440)
2( Q,(3n+ 1))n L
M

kam za n dosadime vypoétenou hodnotu vyrazu (4.39).

4.1.1. Vypocet rychlosti proudéni v trubici

Vypocet konzistentniho parametru K a indexu toku n demonstrujme na konkrétnim
prikladu. Jsou zadany hodnoty objemového prittoku Q, =0,001m*s ], Q, =0,002jm*s*| a
AP,

L
pouzijeme zaporné hodnoty tlakovych gradientd. Polomér trubice je R =0,025[m]. Data
dosadime do vztahu (4.39) a ziskame hodnotu indexu toku

=15-10*[Pa-m™]. Pi vypoctu

) ) AP, N
tlakové gradienty nabyvaji hodnot Tl =104[Pa m l],

n=0,585. (4.41)

Na zakladé znalosti indexu toku muzeme vypocitat konzistentni parametr. Hodnotu (4.41)
dosadime do vztahu (4.40) a dostaneme velikost konzistentniho parametru. Plati

K =8,66[Pas]. (4.42)

Dosazenim konstant K a n do vztahu (4.34) zjistime rychlost vySe definované nenewtonské
kapaliny v libovolném misté trubice. Vypocet rychlosti ukaZzeme v misté prvniho prifezu

AP,
trubice, kde tlakovy gradient nabyva hodnot Tl :104[Pa-m’l]. Vzorec pro vypocet

rychlosti bude tedy ve tvaru

n| 1( AR 0 o
VZ(r):n_ﬂ{R[_Tﬂ [R r J (4.43)

Samotny vypocet byl proveden v prosttedi MATLAB. Vysledkem je rozloZeni rychlosti
V uvazované trubici, které je znazornéno na obr. 4.3.

Ze znazornéni na obr. 4.3 je ziejmé, Ze rozlozeni rychlosti po prifezu trubky

predstavuje ,,zplostély“ paraboloid. Tento zavér je pln¢ v souladu s vysledky publikovanymi
Vv literatuie (napft. [11]).
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Obr. 4.3. Rychlostni pole v rota¢ni trubici
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5. Zavér

Bakalaiska prace je veénovana modelovani proudéni kapalin. V uvodu jsem
ptipomnéla historii mechaniky tekutin. Zminila jsem zde né€které vyznamné védce, ktefi se
této problematice vénovali, a jejich dulezité objevy. Poté jsem rozdélila kapaliny z nékolika
ruznych hledisek. V dalSich kapitolach jsem se zabyvala samotnym modelovanim proudéni
kapalin. U Newtonovy kapaliny jsem se vénovala jak stacionarnimu lamindrnimu
izotermickému proudéni bez konvektivniho c¢lenu, tak nestacionarnimu lamindrnimu
izotermickému proudéni s konvektivnim c¢lenem v Navierové-Stokesoveé rovnici.
V piedposledni kapitole je dale naznafeno zakladni modelovani nenewtonskych kapalin.
Zame¢ftila jsem se pouze na analytické feSeni stacionarniho laminarniho proudéni S vyuzitim
mocninového zakona pro popis viskozity (zobecnéna Newtonova kapalina).

Jednim ze zakladnich rozdéleni kapalin je rozdé€leni podle viskozity. Podle funkce
viskozity se kapaliny déli do dvou zakladnich skupin, nevazké a vazké. Vazké kapaliny se
dale deli podle toho, zda je viskozita funkci smykové rychlosti nebo neni. Kapaliny, jejichz
viskozita je konstantni pro dany tlak a teplotu, se nazyvaji newtonské. Tyto kapaliny tedy
nezavisi na smykové rychlosti a napé&ti v nich se fidi Newtonovym tfecim zakonem. Pokud je
viskozita kapalin funkci smykové rychlosti, oznacuji se jako nenewtonské. Z hlediska typu
ustalenosti proudéni se kapaliny déli na stacionarni a nestacionarni. Podle geometrického
usporddani potom rozliSujeme jednorozmérné, rovinné a prostorové proudéni. Dalsi
vyznamné rozdéleni proudéni je rozdéleni na laminarni a turbulentni proudéni.

Ve tieti kapitole jsem se zabyvala modelovanim proudéni nestlacitelné Newtonovy
kapaliny. Uloha je obecné popsana pomoci Navierovy-Stokesovy rovnice, rovnice kontinuity,
okrajovych podminek a pocateéni podminky. Nejprve jsem uvazovala stacionarni laminarni
izotermické proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny s konstantni mérnou hmotnosti
a konstantni dynamickou viskozitou se zanedbanym konvektivnim c¢lenem. Pomoci
Galerkinovy metody bylo odvozeno slabé feSeni dané tlohy hydromechaniky. Jako
modelovou tlohu jsem zvolila proudéni této kapaliny v rovinném kanélu s pevnymi sténami.
Diskretizace tlohy byla provedena koneénymi prvky. Pro popis geometrie prvku
a aproximace hledanych funkci (slozky rychlosti a tlak v kapalin€) jsem aplikovala
izoparametrické prvky vcetné prislusnych interpolac¢nich funkci. Aproximace tlaku byla
provedena linearni funkci, aproximace slozek vektoru rychlosti potom kvadratickou funkci.
Numericka realizace (metoda kone¢nych prvkil) této lohy hydromechaniky vede na soustavu
linearnich algebraickych rovnic pro neznamé slozky rychlosti a tlaku v jednotlivych uzlech
kone¢nych prvki. Pfi numerické realizaci jsem zanedbala objemové sily plisobici na kapalinu.
Vytvorila jsem vlastni vypoctovy program V prostiedi MATLAB a provedla jsem vypocet
V bezrozmérnych veli¢inach pro malé Reynoldsovo ¢islo. Vysledkem numerického feseni je
rozlozeni rychlosti a tlaku v uvazovaném kanalu. Dale jsem provedla analytické feseni stejné
ulohy hydromechaniky, abych mohla porovnat dosazené vysledky analytického
a numerického feseni. Ze ziskanych vysledki vypoctl je ziejmé, ze tlak ma linearni pokles
arychlostni profil ma parabolicky tvar. Z porovnéani je ziejmé, ze analytické 1 numerické
feSeni dava prakticky stejné vysledky. V druhé casti treti kapitoly jsem se veénovala
nestacionarnimu laminarnimu izotermickému proudéni nestladitelné Newtonovy kapaliny
s uvazovanim konvektivniho ¢lenu v Navierové-Stokesoveé rovnici. Pfi feSeni této ulohy
hydromechaniky jsem postupovala analogicky jako v piipadé stacionarniho proudéni.
Numericka realizace tentokrate vede na soustavu nelinearnich algebraickych rovnic (pro
neznamé uzlové hodnoty — slozky vektoru rychlosti a tlak). Tuto soustavu rovnic jsem fesila
aplikaci Newtonovy-Raphsonovy itera¢ni metody na kazdé¢ ¢asové hlading. Vlastni vypoctovy
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program jsem opét zkonstruovala ve vypoctovém prosttedi MATLAB a vypocet jsem
realizovala téz v bezrozmérnych veli¢inach pro malé Reynoldsovo ¢islo. Vysledkem bylo
rozlozeni rychlosti a tlakti v uvazovaném kanalu. Z dosazenych numerickych vysledka je
ziejmé, ze tlak opét klesa linearné v zévislosti na podélné soufadnici kanalu a rychlostni profil
ma rovnéz parabolicky tvar. RozloZeni tlaku ve sméru kolmém na osu kanalu je prakticky
stejné a konstantni. Také je evidentni, Ze s ¢asem blizicim se k nekone¢nu se numerické
feSeni nestacionarniho proudéni zpiestuje a blizi se k numerickym vysledkim stacionarniho
proudéni kapaliny.

Ctvrta kapitola je vénovana Givodu do modelovani proudéni nenewtonskych kapalin.
Konkrétné jsem se zabyvala modelovanim proudéni viskéznich c¢asové nezavislych
nenewtonskych kapalin. Tuto ulohu jsem feSila pouze analyticky s vyuzitim mocninového
zakona pro funkci viskozity. Zabyvala jsem se nejprve konstitutivnim vztahem pro smykové
napéti pro jednorozmérné proudéni. Nasledné jsem tento vztah rozsitila pro rovinné proudéni.
Potom jsem pfislusny model pievedla do polarnich soufadnic a provedla jsem vypocet
rozlozeni rychlosti v rotacni trubici pro jednorozmérné proudéni kapaliny. Ze znalosti
rychlostniho pole jsem odvodila vztah pro pruto¢né mnozstvi. Odvozené analytické vztahy
jsem demonstrovala na konkrétnim piikladu. Z téchto vztahii pro proudéni lze ze znamych
hodnot objemovych pritok a tlakovych gradientli odvodit ptislusné konstanty mocninového
zakona pro Vviskozitu (K - konzistentni parametr, n - index toku). Napoctené konstanty byly
pouzity pro vypocet konkrétniho rozlozeni kapaliny v rota¢ni trubici. Z dosazenych vysledk
je zfejmé, Ze u nenewtonskych kapalin ma rozloZeni rychlosti tvar ,,zplostélého* paraboloidu.
Pripomenme, ze u kapalin Newtonova typu ma rychlostni profil tvar ,,plného* paraboloidu.

Zavérem uved’'me, ze dalsi rozsiteni uvedené tématiky bude v budoucnu zaméfeno na
numerické feSeni vybranych modelovych tloh proudéni nenewtonskych vazkych kapalin.
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