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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva modelovanim tkanové perfze se zaméfenim na tkan jater,
jez je uvazovana jako tekutinou nasycené porézni médium. Cilem této prace bylo
seznamit se s metodikou vytvareni vicekompartmentovych (multi-kompartmentovych)
modelil perfaze jater a fesit problém identifikace jejich parametri. Tyto modely jsou
vytvoreny pro 1D a 3D popis perfize odvozenim z rovnice kontinuity a Darcyho zdkona.
Do obou modelti je zahrnuta moznost vymény tekutiny, jak v ramci kompartmentt v
modelu, tak i s vnéjSim okolim. Prace se zabyva predevsim numerickou implemen-
taci modeli. Nejprve byl implementovan 1D model pomoci softwaru Matlab metodou
kone¢nych diferenci. Poté byla fesena tloha identifikace materidlového parametru pro
1D model, ktera byla formulovana jako optimalizac¢ni tloha. Z toho diivodu byla prove-
dena citlivostni analjza materidlového parametru s vyuzitim adjungované tilohy. Uloha
identifikace byla posléze rozsifena na vice materidlovych parametria. Pro 1D model bylo
feseno nékolik tloh pro rtzné nastaveni jejich parametrt a vstupnich hodnot. Déale byl
implementovan 3D model pomoci softwaru SfePy za vyuziti slabé formulace. Pro 3D
model byla opét pouzita tiloha identifikace definovana jako optimalizacni tloha a byla
provedena citlivostni analyza materidlovych parametri s vyuzitim adjungované tlohy.
Metodika identifikace a citlivostni analyzy byla ovéfena na nékolika testovacich tilohach.

klicova slova: Perfuze jater, multi-kompartmentovy model, porézni médium, Dar-
cyho zakon, identifikace, optimalizace

Abstract

The bachelor thesis deals with the modeling of tissue perfusion with a focus on liver
tissue, which is considered as a fluid saturated porous media. The aim of this work was
to introduce the methodology of creating multi-compartment models of liver perfusion
and solve the problem of identification of parameters. These models are designed for
1D and 3D perfusion description of the derivation of the continuity equation and Darcy
flow. Both models include the possibility of a fluid exchange between the compartments
in a model and also between this model and the external environment. The work deals
mainly with the numerical implementation of the models. First was implemented 1D
model in software Matlab with using the finite differences method. Then problem of
identification of material parameters for the 1D model was formulated and using an
optimization method. For this purpose the sensitivity analysis of material parameters
using the adjoint variable method was used. The problem of identification was extended
also to handle several types of material parameters. For the 1D model, several problems
were solved for various settings of parameters and input values. Furthermore, the 3D
model was implemented in the software SfePy using a weak formulation. Problem of
identification was formulated again as an optimization problem and the sensitivity
analysis of material parameters using the adjoint state was implemented. Methodology
of identification and sensitivity analysis was verified on several testing examples.

key words: Liver perfusion, multi-compartment model, porous media, Darcy flow,
identification, optimization
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1 Uvod

1.1 DMotivace

Tato prace se oborové radi do oblasti biomechaniky. Zabyva se modelovanim tkanoveé
perflze a soucasné i identifikaci materidlovych parametrt tkane.

Tato bakalarska prace se zamétuje na perfazi jater, prestoze problematika tkanové
perfize ramec samotnych jater znacné presahuje. Modely tkanové perfize jsou také
napiiklad vyuzivany pro modelovani koronarni perfaze srdce, viz [2].

Modely jaterni perfize maji své potencialni uplatnéni v lékafstvi, a to zejména v
chirurgii. Cilem tvorby téchto modeli je predevsim usnadnit lékaitim predikci chovani
jater jako organu. Obecné se jedna o simulace, kdy cilem je, na zakladé vstupnich dat
(naptiklad z CT snimk), ziskat piredstavu o proudéni krve v jatrech. Zadané jsou
zejména simulace zmény perfize v zavislosti na zméné struktury ¢i objemu jaterni
tkané. Takovéto zmény byvaji zptsobeny onemocnénimi, ¢i jejich néslednou léchou.
Mezi onemocnéni, ktera méni strukturu jaterniho parenchymu, radime napiiklad na-
dorova onemocnéni, jaterni cirhézu a degradaci krevniho fecisté. Z 1é¢by, ktera ovliviiuje
jaterni parfazi, se jedna zejména o resekci (odstranéni) ¢asti jaterni tkané. Resekce se
provadi chirurgicky pravé v disledku nadorovych onemocnéni.

Déle se modely jaterni perfize mohou vyuzit pro stanoveni jaternich segmentt a
subsegment na zékladé skuteéného cévniho zasobeni jater, viz [1]. P¥i znalosti segmen-
tace jater se oteviraji dalsi moznosti vyuziti takovychto modelti. Jedna se naptiklad o
virtualni navrzeni optimalni reseké¢ni linie, viz [1].

Cést této bakalaiské prace se zabyvé identifikaci tkaiovych parametrt. Identi-
fikace najde své uplatnéni ve vSech oblastech, kde je potieba ziskat konkrétni hodnoty
parametri, ale z néjakého diivodu je nelze ziskat piimo z méreni. Napiiklad v jatrech
jsou nékteré parametry, jako propustnost propojeni G mezi kompartmenty, definovany
pouze v kontextu modelu. Tudiz nemaji jasny fyzikalni vyznam a nelze je pfimo zmérit.
Presto tyto parametry potiebujeme pro popis jaterni perfize a jednou z moznosti, jak
je urcit, je praveé identifikace.

Predkladana bakalaiska prace vznikla za podpory projektu NT13326 Zvysovani re-
sekability malignich loziskovych procesii pomoci metod zpfesnujicich méreni perfznich
parametri zbytkového jaterniho parenchymu - pocitacem asistované diagnostiky a soft-
warového modelovani.



Souvisejici prace

Tkanové perfuzi se vénuje mnozstvi literatury a ¢lankd, které jsou vénovany metodam
modelovani, konkrétnim metodam reseni, ziskavani dat ¢i geometrie tkané.

V roce 2012 se autofi ¢lanku [4] zaméfili na perfuzni charakteristiky mikrocirkulace
jater. Tento c¢lanek, a¢ zaméren na jatra, se vénuje pouze mikrourovni jaterni tkané
(jaternim sinusoiddam). Vstupni data a geometrie jsou ziskavany pomoci mikro-CT
snimk.

Clanek [2] se sice zaméfuje na koronarni perfazi srdce, ale vyuzivd multi- kompart-
mentovych modelt a Darcyho zékona, stejné jako ¢lanky [5], [3], [6] a tato bakalarska
prace. Jednotlivé kompartmenty jsou definovany podle primeéru zil a prostorove koexis-
tuji na jedné oblasti. Mezi kompartmenty probiha vyména tekutiny definovana pomoci
z¥idel a propadi. Z ¢lanku [2] cerpé Clanek [5], prestoZe se nezaméiuje na perfuzi srdce.

Autofi ¢lanku [3] se narozdil od ¢lankt uvedenych vySe zaméiuji na dvé trovné
jaterni tkané. Prvni Groven predstavuje zilni strom, ktery je popsan 1D modelem po-
moci Bernoulliho rovnice respektujici tlakové ztraty. Tato prvni roven je propojena s
druhou trovni pomoci ziidel a propadi. Druha troven predstavuje mikroturoven jater a
je popsana 3D multi-kompartmentovym modelem. Jednotlivé kompartmenty souviseji
se segmenty a hierarchiemi, které respektuji slozitost vétveni zZilnich stromt. Motivaci
tohoto c¢lanku je zlepSeni analyzy CT snimkid. Tytéz dveé trovné jaterni tkané byly
vyuzity jiz o dva roky diive v ¢lanku [6].

1.2 Cil bakalarské prace
Cilem této bakalarské prace je
e poskytnout struc¢ny biologicky popis tkanové perfize, anatomie a fyziologie jater.

e vytvorit dvou-kompartmentovy model perfize v 1D a pro tento model fesit lohu
identifikace nékolika materialovych parametri.

e pomoci softwaru SfePy vytvorit 3D vypoctovy multi-kompartmentovy model per-
flze a nasledné pro tento model fesit tlohu identifikace materidlovych parametri.

Struktura bakalarské prace

Po tvodnim predstaveni této bakalarské prace vysvétlime v 2. kapitole pojem tkanové
perfize a poskytneme obecny a strucny biologicky popis jater. Pojmy tykajici se ze-
jména krevniho obéhu a mikrostruktury jater pak budeme déle v praci vyuzivat.

Ve 3. kapitole vytvofime dvou-kompartmentovy matematicky model perfaze jater
v 1D. Odvodime rovnice, do kterych zahrneme vlastnosti a strukturu jaterni tkane.
Definujeme kompartment v 1D a do modelu zahrneme moznost vymeény tekutiny mezi



jednotlivymi kompartmenty i s vnéjsim okolim. Uvedeme pouzitelné typy okrajovych
podminek a definujeme systém rovnic pro okrajovou stavovou tlohu. Tato kapitola vy-
hézi z praci [2], [3], [6], [7] a [12].

Kapitola 4 se zabyvd numerickym feSenim stavové tlohy pro 1D definované v
kapitole 3. Nejprve predstavime metodu konecnych diferenci. Nasleduje ukazka reseni
obycejné diferencialni rovnice druhého fadu touto metodou v Matlabu. Metodu konec¢nych
diferenci poté aplikujeme na rovnice stavové tlohy odvozené v kapitole 3. Ovéfime pres-
nost numerického feseni pomoci analytického a poté prepiSeme rovnice pro stavovou
ulohu do maticového zapisu. Tento maticovy zapis nasledné implementujeme do Mat-
labu. V této kapitole byly vyuzity vysledky z [15].

V 5. kapitole definujeme tilohu identifikace materidlovych parametrti jako optimalizacni
tlohu a zavedeme tcelovou funkei, pfi¢emz vychazime praci z [3] ¢i [6]. Déle provedeme
citlivostni analyzu optimalizovaného parametru s vyuzitim adjungované proménné. Zde
Cerpame z [14]. Realizované vypocty poté ovéfime metodou koneénych diferenci. Iden-
tifikaci jednoho materidlového parametru nasledné rozsifime na identifikaci vice ma-
teridlovych parametri.

Kapitola 6 obsahuje vysledky numerického feseni tilohy identifikace v 1D pro konkrétné
zvolena data. Uvedeme dveé modelové tlohy identifikace jednoho materidlového parametru
a dvé modelové ulohy identifikace vice materidlovych parametri. Ziskané vysledky
porovname a zhodnotime.

Nésledujici 7. kapitola je vénovana definovani multi-kompartmentového modelu
tkanové perfize ve 3D. Rovnice pro tento model odvodime analogicky ke kapitole 3 a
vyuzijeme také poznatky z [3]. Definujeme rovnice stavové tlohy pro numerické feseni
ve SfePy, pti¢emz vychazime z [3], [14] a [21]. Déle definujeme tlohu identifikace ve 3D
jako optimaliza¢ni ulohu, zavedeme tcelovou funkci, kdy pouzijeme analogii kapitoly
5 a opét vychazime z [3] ¢ [6]. I zde bude provedena citlivostni analyza za pouziti
adjungované proménné, jejiz vztahy jsou uvedeny v kapitole 10.

V 8. kapitole jsou prezentovany vysledky numerického feSeni tlohy identifikace
pro 3D model, ktery byl implementovan v softwaru SfePy, viz [21]. Z dtvodu ¢asové
narocnosti vypoctu tlohy identifikace je implementovan pouze model dvou-kompartmentovy.
Metodika identifikace a citlivostni analyzy je zde ovéfena na nékolika testovacich tlo-
héach.

V 9. kapitole jsou zavérem shrnuty dosazené vysledky této prace.
Kapitola 10. je dodatkem. Obsahuje nékteré pomocné vysledky ke kapitole 5.2.2 a

vztahy pro citlivostni analyzu pro 3D model pfevzaté z [13], kde je uveden cely postup
odvozeni. Uveden je také vztah pro ovéreni vypocti metodou konecénych diferenci.



2 Biologicky popis

a fyziologie jater. Pfi jejim zpracovani bylo vyuzito literatury a pramenu [8], [9], [10],
[11], [16], [17], [18], [19], [20].

2.1 Tkanova perfaze

Perfaze je jev, kdy tekutina protékd poréznim prostiedim. V piipadé tkanové perfize
se jedna o pritok krve tkani. Tkanova perfize je ovliviiovana mnoha faktory mimo jiné
i tlakem krve.

2.2 Anatomie a fyziologie jater

” Anatomie zkouma organismy z hlediska jejich tvaru, velikosti, vyvoje, stavby a
ulozeni organd.” [9)

"Fyziologie zkouma vykony a funkce jednotlivych organi i organismu jako celku a
fizeni jejich ¢innosti. Jejim tkolem je poznat a pochopit podstatu téchto d€ji a stanovit
ptiiny, které je vyvolavaji.”[9]

2.2.1 Zakladni charakteristika jater

Jatra (latinsky hepar) jsou nejvétsi zlazou v lidském téle a zaroven jednim z nejvétsich
organi v téle viibec. Obecné se uvadi, Ze jejich hmotnost je kolem 1500 gramu (nékdy
se uvadi rozmezi 1300 - 1700 gramt). Hmotnost jater se ale lisi u muZe a Zeny. U
dospélého muze jsou uvadény hodnoty 1400 - 1800 gramt a u zeny pak méné, 1200
- 1500 gramt. Jatra tak predstavuji priblizné 2,5% hmotnosti celého téla dospélého
¢loveka. [10]

2.2.2 Ulozeni a Clenéni jater

Jatra jsou ulozena prevazné v pravé branic¢ni klenbé, ¢ili tésné pod branici, v horni ¢asti
dutiny bfisni. P¥ipevnéna jsou k brénici (brani¢ni klenbé) prostfednictvim vazivového
pouzdra, které obaluje jaterni hmotu. Na jatrech Ize zietelné odlisit dvé zédkladni plochy,
a to braniéni a vnitfni. Na brani¢ni (zevni a pfedni) ploSe jsou jatra viditelné asymet-
ricky rozdélena na pravy a levy lalok. Tyto dva laloky jsou oddéleny iponem srpovitého
vazu, pfi¢emz pravy lalok je zfetelné mnohem vétsi nez levy. Vnitini (vnitini, zadni a
dolni) plocha jater se dotyka nékterych organi dutiny bfisni. Tato plocha (vnitini) je
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roz¢lenéna na ¢tvercovy lalok a lalok dolni duté zily pomoci ryh situovanych do tvaru
pismene H. Dolni okraj jater kopiruje zeberni oblouk. Jatra jsou tak zebry kryta. Jatra
se prilis nepouziva. Tam se jatra déli vnitiné na takzvané segmenty, které jsou urceny
vétvenim 7il, cév a zlucovodi. Znazornéni uloZeni jater je na obrazku 1. [8], [9], [10], [16]

2.2.3 Tvar jater a charakter jejich tkané

Tvar jater by se dal prirovnat k ovoidu, pres-
néji v sikmém sméru (zprava zdola doleva nahoru)
sefiznutému ovoidu. Tento tvar ndm mtze pfi
pohledu zpfedu pripominat pravouhly trojahel-
nik, nebo také z 3D pohledu trojboky jehlan. [8],
[10], [16]

Zdrava jatra jsou zbarvena tmavocervené az
hnédocervené. Tkan jater je mékka, kompaktni
a poddajna. Nevyhoda této tkané je ale jeji
krehkost, coz jatra ¢ini nachylné k natrzeni ze-
jména pii otfesech ¢i narazech. [10]

Obecné ma jaterni tkan porézni strukturu.

Obrazek 1: Poloha jater v téle. [20]

2.2.4 Krevni obéh jater

Krevni obéh jater je ojedinély. V jatrech totiz rozliSujeme 2 krevni obéhy, funkéni a
vyzivny. [§]

Funkéni (portélni) obéh zacind vratnicovou zilou (vena portae) . Tato zila ma
primér asi 15> mm a piivadi krev ze vSech neparovych organti dutiny brisni. Mezi tyto
organy patii zaludek, stfevo, slinivka bfisni (pankreas) a slezina. Krev proudici ve vrat-
nicové zile je obohacena o latky vstiebané z téchto organii travici soustavy. Vratnicova
zila (vena portae) se po vstupu do jater (v porté hepatis) vétvi do pravého a levého
jaterniho laloku a poté postupné dale az na kapilarni iroven. Tyto kapilary se pak v
jaternich laltccich dostavaji do kontaktu s jaternimi bunkami (hepatocyty). Jaterni
bunky néasledné metabolizuji latky z protékajici krve na produkty, jez télo vyuziva
ke stavbé, obnové, ¢i k zajisténi funkci organti a tkani. Krev protekla mezi jaternimi
burikami je z centra lalicku vedena pomoci centralnich zil (vena centralis) do jaternich
zil. Jaternimi Zilami (venae hepaticae), které byvaji tfi (dvé z pravého laloku a
jedna z levého laloku) je krev nakonec odvedena az do dolni duté Zily (vena cava in-



ferior). Funkéni (portédni) obéh mtzeme také nazvat metabolickou cirkulaci jater. [8],
[9], [10]

Vyzivny (nutritivni) obéh jater je realizovan jaterni tepnou (arteria hepatica). Ta
se po vstupu do jater (opét v porté hepatis) vétvi analogicky jako vratnicova zila, ¢ili
postupné az na kapilarni iroven. Jaterni tepna privadi do jater okyslicenou krev, jez
zésobuje kyslikem napiiklad jaterni butiky a zlucové cesty. [8], [10]

Hepatic vein

Central vein

Branch of hepatic artery
Branch of bile duct

Branch of portal vein
(distributing vein)

Right and left hepatic
ducts (bile ducts

Right and left
hepatic arteries

© 2007 MediVisuals, Inc.

Portal triad of
structures

Obréazek 2: Krevni obéh jater (funkéni a vyzivny) [17]

Oba krevni obéhy jsou znazornény na obrazku 2. Zde je mozné si v§imnout, ze vétve
vratnicové zily (vena portae, na obrazku fialové) jsou provazeny vétvemi jaterni tepny
(arteria hepatica, na obrazku ¢ervené) a zlucovody (na obrazku Sedé). Zatimco vétve
jaternich zil (venae hepaticae, na obrazku modfie) probihaji jinudy.

Jatry protéka velké mnozstvi krve. Ptiblizné je to asi 1,5 litru/minutu. Vétsina to-
hoto celkového objemu pFitéka do jater vratnicovou zilou (funkéni obéh) a to pfiblizné
80%. Zbylych 20% objemu krve pak do jater pfitéka jaterni tepnou (vyzivny obéh). [§]



2.2.5 Mikrostruktura jater a jejich zakladni jednotky

Jaterni buniky (hepatocyty) tvori specifickou tkar jater, kterou nazyvame parenchym.
Jaterni bunky maji primér 20-30 pum a jejich dvé rady tvofi jaterni tramce. Zak-
ladni stavebni jednotou jater (nikoli vSak funkéni) je ale jaterni lalucek (lobulus),
nebo také lalicek centrélni zily. Ten mé tvar nepravidelného hranolu (Sestihranu) je-
hoz priumér se pohybuje kolem 1 mm. Uprostied lalacku (lobulu) se nachézi centralni
zila (vena centralis). Kolem centralni zily jsou hvézdicovité rozloZeny tramce jater-
nich bunék. Mezi jaternimi tramci probihaji Siroké tenkosténné kapilary, pro které
se Casto uziva oznaceni jaterni sinusoidy. V tramcich se pak vyskytuji zlucovody. Ve
vrcholech jaterniho lalicku jsou situovany tii utvary, a to mezilaltickova zila, mezi-
lalickova tepna a mezilaluckovy zlucovod. Jaterni laltcek (lalticek centralni zily) je
znazornén na obrazku 3. [10], [11]

Interlobular
septum

Sinusoid

Bile
= e
canaliculi

Branch of
hepatic artery

Bile duct

Branch of i
hepatic portal =
vein

Bile duct Branch of Portal area Bile ductules
hepatic portal vein

Obrazek 3: Mikrostruktura jater. Jaterni lalic¢ek a jeho detail. [18]

Kromé jaterniho lalicku (lalicku centralni zily), ktery je zakladni stavebni jed-
notkou jater, se v jatrech definuji také dalsi utvary. Jednim z nich je lalticek vratnicové
zily, ktery mizeme povazovat za funkéni jednotku. Na rozdil od lalicku centralni zily
je lalicek vratnicové zily zasoben pouze jednou mazilalickovou zilou. Zakladni funkéni
jednotkou jater ovSem neni ani laliicek vratnicové zily ale pouze jeho c¢ast, kterou
nazyvame primarni jaterni acinus. Pro lepsi ilustraci téchto jednotek slouzi obrazek 4. [10]
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Obréazek 4: Stavebni a funkéni jednotky jater. [19]

2.2.6 Funkce jater

Funkce jater jsou rozmanité a dilezité pro cely organismus. Téchto funkci je mnoho, a
proto zde budou uvedeny jen nékteré z nich.

Jatra jsou vyznamnym rezervoarem krve, kterou télo vyuziva pti krevnich ztratach.
Jatra jsou také zdrojem tepla, a to pfedevsim diky intenzivnim chemickym preménam
latek. Déle odbouravaji staré krvinky a hormony (napf. inzulin). Eliminuji skodlivé
mikroorganismy vstfebané ve strevé a detoxikuji organismus. Mezi dalsi dtlezitou
funkci jater patii produkece zluci. Jatra také funguji jako zasobni organ. Skladuji totiz
cukry (sacharidy) a vitaminy (B2, D, E, K). V neposledni fadé jatra vytvareji bilkoviny
a plni mnohé dalsi funkce. [11]



3 Dvou-kompartmentovy model perfiize v 1D

Dvou-kompartmentovy 1D model perfize vyuZzijeme pro seznameni se s problematikou
a matematickym popisem daného problému.

V pripadné 1D modelu nelze uvazovat prostorovou geometrii jater jako takovou.
Presto ale lze do takového modelu zahrnout princip tkanové perfaze v jatrech i vlast-
nosti jaterni tkané (jaterniho parenchymu).

Volba dvou-kompartmentového modelu ma své opodstatnéni. Jeden kompartment
bude pfedstavovat nejnizsi troven Zilniho systému vratnicové zily (vena portae) a druhy
pak nejnizsi roven zilniho systému jaterni zily (venae hepaticae). Za nejnizsi Groven
pokladdme mikrotroven reprezentovanou jaternim laltickem (lobulem). Na trovni jater-
niho lalicku jeden kompartment reprezentuje mezilaltickova zila (systém vratnicové
zily) a druhy centralni zila (systém jaterni zily). Timto 1D modelem bude tedy mozné
popsat prutok krve mikroturovni jater.

Model perfaze v 1D je popsan pomoci nékolika rovnic.

3.1 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity ve fyzice vyjadiuje zakon zachovani nékteré veli¢iny pomoci jejiho
rozlozeni v prostoru a ¢asu. V nasem piipadé se bude jednat o bilanci objemu tekutiny
(krve). Obecné budeme uvazovat stacionarni pfipad proudéni nestlacitelné tekutiny v
kontinuu. [12]

Rovnice kontinuity méa tvar

div @ = 0, (1)

kde 0 je vektorova funkce efektivni rychlosti tekutiny a div je divergence urcené vzta-

hem 9 9 9
w1 W2 i ws

ox dy 0z

Proménné z, y a z prestavuji souradnice v prostoru a w;, ws a ws slozky vektoru .
Toto vyjadfeni se vztahuje na 3D problémy. Pro 1D pfipad se vztah (1) redukuje na
vztah

div W =

dw

kde w je efektivni rychlost tekutiny v jednotkach [m-s~1] a z je prostorova soufadnice
v metrech [m].

Ze vztahu (2) je zfejmé, Ze tekutina se nikde neztraci, ani se nikde nevytvari (zdkon
zachovani objemu).



3.2 Darcyho zakon

Na jaterni tkan miizeme pohlizet jako na porézni material. Proto dalsim vztahem, ktery
vyuzijeme k implementaci nejen 1D modelu, bude Darcyho zakon.
Darcyho zakon je matematicky vztah, ktery sestavil francouzsky inzenyr Henry Darcy.
Tento vztah definuje rychlost prutoku tekutiny (kapaliny nebo plynu) pevnym poréznim
prostfedim. Jedna se o linearni zavislost rychlosti proudéni na rozdilu tlakd proudiciho
média a vzdalenosti sledovanych bodt. Darcyho zdkon v diferencidlnim tvaru je defi-
novan jako

w =—KVp, (3)

kde 1 je vektorova funkce efektivni rychlosti, K je permeabilita prostiedi v jednotkach
[m?-(Pa-s)~'], p je tlak proudiciho média v pascalech [Pa] a V je Hamiltontv operétor
(nabla) znacici gradient. Gradient tlaku je definovany vztahem

v, (9P Op Op
b= ox Oy 0z )

Opét se toto vyjadieni vztahuje obecné na 3D problémy. Pro 1D pfipad se vztah (3)
redukuje na vztah

(4)

3.3 Popis perfuze v 1D

Méame uréeny dvé zdkladni rovnice (rovnici kontinuity a Darcyho zdkon) pro popis
1D modelu. Nyni definujme dvou-kompartmentovy model, viz obrazek 5. K tomu je
potieba definovat samotny kompartment.

Kompartment v jednorozmérném prostiedi definujme jako kanal, kde budeme
uvazovat pouze jeden prostorovy rozmér. Timo rozmérem bude proménnd z, coz je jiz
zohlednéno v rovnici kontinuity (2) a v Darcyho zékoné (4).

Kompartment je tvofen 1D kontinuem, které zaujimé oblast = (0, () a jehoZ vlastnosti
jsou dany permeabilitou K (z),x € I a parametry propojeni s ostatnimi kompartmenty,
viz kapitola 3.4. Délka kanalu je tedy definovana jako .
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Obrazek 5: Definovani dvou kompartmentt A a B v 1D.

Nejprve pro jednoduchost uvazujme pripad, kdy jsou externi vtoky do kompart-
mentu pro x € (0,1) rovny nule. To znamend, Ze pro = € (0, () plati rovnice kontinuity
reprezentovand vztahem (2).

Zvolime interval (z1,x5) C (0,1). Rovnici (2) nyni integrujeme podle = v mezich od x;
do zs.

2 dw w(ez)
/ — dr = / dw = w(zy) —w(z) =0 (5)
P w(z1)

Do modelu nyni zahrneme moznost vymény tekutiny mezi kompartmenty (kandly).
Toky kapaliny mezi kompartmenty budeme nazyvat saturaéni toky a oznacime je
s(z). Z divodu propojeni kompartmentii tedy nyni zahrneme do vypoctu i saturacni
toky s(z). Cimz umoznime, aby do kanalti mohla piitékat (a odtékat) kapalina i z
jinych kompartmentt (kanall) v systému. Satura¢ni toky jsou zndzornény na obrazku

6.

Obrazek 6: Znazornéni saturacnich toki s(z) mezi dvéma kompartmenty v 1D.

Prava strana rovnice (5) se jiz nebude rovnat nule, ale satura¢nimu toku mezi body
1 & Ta.

w(xy) —w(xy) = /1’2 s(x)dx (6)

1
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Derivujeme (6) podle x5, ziskdme tak

dw

— =3, x€(0,0), 7
- 0.1) (7)
kde s je saturacni tok a w muzeme pokladat za pritocné mnozstvi. Prito¢né mnozstvi
definujeme jako soucin rychlosti proudéni kapaliny a prufezu kanalu jimz kapalina
proudi. Jelikoz se pohybujeme v 1D, prurez kanalu neuvazujeme. Proto lze w v rovnici
(7) definovat jako pritoéné mnozstvi.

Do rovnice (7) dosadime za w z Darcyho zakona (4).

()

Nyni mame odvozenou diferencialni rovnici pro implementaci 1D modelu perfaze. Je-
likoz chceme vytvorit dvou-kompartmentovy model rovnici (8) pouzijeme dvakrat, pro
kazdy kompartment jednu. Pro vyfeseni kazdé této rovnice budeme potiebovat také
okrajové podminky.

3.4 Vyména tekutiny mezi kompartmenty

V kapitole 3.3 jsme definovali v rovnici (8) saturacni tok s(z). Tento saturacéni tok lze
definovat i jinym vztahem. Uvazujeme dvou-kompartmentovy model s kompartmenty
A a B. Tudiz i dva saturac¢ni toky piislusné jednotlivym kompartmentim s a s? ve

tvaru

A — AB (pB _ pA)
B — BA (pA _ pB)

Kde s je saturacni tok, p je tlak a G pfestavuje propustnost propojeni mezi dvojici
kompartmenti (kanali) v jednotkéach [(Pa-s)™!]. Tyto satura¢ni toky definujeme tedy
jako soucin propustnosti propojeni a rozdilu tlaka v dvojici kompartmentii.

Vztahy (9) a (10) lze jesté zjednodusit. V pfipadé dvou-kompartmentového modelu
musi platit, ze

, (9)
. (10)

GAB — GBA
tudiz lze oba tyto vyrazy nahradit jednim, a to vyrazem G.
Kapalina logicky tece ve sméru tlakového spadu (z mista, kde je tlak vétsi, do mista,
kde je tlak mensi). Aplikace na rovnici (9) vyjadfuje nasledujici. Pokud je tlak v kom-

partmentu B vétsi nez tlak v kompartmentu A (p? > p?), je vyraz v zévorce v rovnici
(9) kladny. Kladny je tedy i satura¢ni tok s* a kapalina do kompartmentu A pfitéka .
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3.5 Formulace dvou-kompartmentového modelu perfuze

Provedeme nésledujici porovnani. Rovnici (8) vyjadiujici saturacni tok s(z) napiSeme
pro kazdy kompartment (A a B) oddélené. Stejny saturacni tok jsme si jinym zpisobem
pro oba kompartmenty vyjadrili rovnicemi (9) a (10). Nyni tyto rovnice polozime sobé&
rovny.

d dpA (8) 9)

dx ( ! dx ) =s'=G (pB pA) (11)
d dp®\ ) (10)
dz ( K dx) =s° = G(pA pB) (12)

V rovnici (11) pfevedeme vyraz vpravo na levou stranu a rovnost ve stfedu rovnice
vynechame. Cili odecteme G (pB — pA). Vynikly vyraz polozime roven f“. Proménna
4 vyjadiuje externi vtok do kompartmentu A. Za externi vtok povazujeme mnozstvi
kapaliny, které do kompartmentu pritéka ¢i odtéka z vné dvou-kompartmentového sys-
tému. Tutéz tpravu provedeme analogicky pro rovnici (12). Ziskdme tim rovnosti

d A dp* A A

dx ( dx ) ¢ (pB b ) J7 (13)
d dp® A

dz ( ’ dx ) (p pB) 17 (14)

Opét uvazujme ptipad kdy je p? > p?. Z toho plyne, ze vyraz G (pB — pA) je kladny
a vyraz GG (pA —pB ) je zaporny. Interpretace rovnice (13) je poté nésledujici. Externi
vtok f4 do kompartmentu A je roven celkovému mnozstvi kapaliny v kompartmentu
A, od kterého odecteme kladny paralelni vtok do tohoto kompartmentu.
Analogicky interpretace rovnice (14). Externi vtok f? do kompartmentu B je roven
celkovému mnozstvi kapaliny v kompartmentu B, od kterého ode¢teme zdporny (pfi¢teme)
paralelni vtok do tohoto kompartmentu.

Definujme tedy stavovou illohu pomoci diferencialni rovnice predepsané na oblasti
I =(0,1) a okrajovych podminek.
Vysledkem stavové tilohy pro dvou-kompartmentovy model jsou rozlozeni tlakt p(x)
a pP(x) v intervalu I = (0,1), ktera spliuji

e diferencialni rovnice (13) a (14) v intervalu I = (0,1),
e okrajové podminky v x = 0, z = [, viz kapitola 3.6.

Ve stavové tiloze jsou dany permeability K4 a KB, dale také propustnost propojeni
mezi kompartmenty G a okrajové podminky (Dirichletovy ¢i Neumannovy).
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3.6 Okrajové podminky

Pro kazdy z uvazovanych kompartmenti lze pouzit néktery z uvedenych typt okra-
jovych podminek.

1) p(O) = Do, p(l) = Di,

2) p(0) = po, w(l) =w,

3) UJ(O) = Wo, p(l) =D,

4) w(0) = wp, w(l) =w; (Musi byt splnény podminky fesitelnosti).

Kde p je tlak a w je pruto¢né mnozstvi. Okrajové podminky uvedené v bodech 1) az
3) miizeme pouZivat bez omezeni, ale podminky uvedené v bodé 4) lze pouzit jen v
pripadé, ze budou splnény podminky feSitelnosti

o w(l) =wy+ fol s(x)dx
e p(z) je urCen az na konstantu.
Okrajové podminky lze dale specifikovat. Budeme hovorit o Dirichletové podmince

v pripadé, Ze bude predepsan tlak p a o Neumannové podmince v pripadé, ze bude
predepsano pritocné mnozstvi w.

14



4 Numerické reseni stavové ulohy pro 1D

Stavovou tlohu pro 1D model perfuze budeme fesit numericky v programu Matlab.
Existuje nékolik metod, pomoci kterych by bylo mozné model vytvorit. V této praci
bude pouzita metoda konecnych diferenci, jejiz pocitacova implementace je nejsnazsi.

4.1 Metoda koneénych diferenci

Jelikoz se jedna o numerickou metodu, je potieba provést diskretizaci kompartmenti
(kanalt). Jednotlivymi n uzly v bodech z; pro i = 1,2, ...,n tedy rozdélime kanaly na
podintervaly. Toto rozdéleni je zndzornéno na obrazku 7. V kazdém uzlu pak nahradime
derivaci kone¢nou diferenci.

k2

wdy 1 3 X1 X Xiw n

| B —
X axl

Obrazek 7: Disretizace kompartmentu (kanalu) v 1D.

Délku i-tého tseku definujeme jako
Al'i =T — Xj—1 .

Pokud bychom uvazovali ekvidistantni dé€leni, znamenalo by to, ze vSechny useky
by byly stejné velké, cili
Az; = Az Vi .

Dalsi apravu, kterou je nutno provést kvili numerickému feseni, je zavedeni aprox-
imace v bodé x;. Napiiklad aproximace funkce tlaku p(z) v bodé x; mé tvar

p(zi) = pi .
Vyse uvedenou aproximaci zavadime proto, ze numerickym feSenim neziskdme spojitou
funkci, ale pouze diskrétni hodnoty v jednotlivych uzlech 1.
4.1.1 Diskretizace okrajové tlohy metodou koneénych diferenci

Pouziti metody konec¢nych diferenci si ukdzeme na jednoduché nehomogenni obycejné
diferencialni rovnici druhého radu.

u'(z) = f(z) (15)

Pro vypocet rovnic metodou kone¢nych diferenci mizeme pouzit nékolik typt difer-
enci. Naptiklad dopfednou (forward), zpétnou (backward), nebo centralni (central).
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dopiedna diference (forward): Afu(x;) ~ Afu; = uyy — uy
zpétné diference (backvvard) Bu(x;) ~ = u; — U1
centralni diference (central): A%u(x;) ~ A = Uyl — UL

Nejprve si vyjadiime prvni derivaci funkce u(z) v bodé x,_ 1. Pouzijeme centralni
diferenci. (Volba bodu ;1 neni ndhodnd viz déle).

/ u (.’I?Z) — U (:(:,;,1) Ui — Uj—1
, ~ 2 16
Y (xli%> T; — Ti—1 A.TZ ( )
——
Al‘i

Nyni vyjadiime druhou derivaci funkce u(z) v bodé z;. Opét pouzijeme centralni
diferenci. A vyraz upravime.

o = n <$i+%> —u (wi%) ~ (u{ ) 1> _ (;) (17)

Az; + Az

% (A$i+A$i+1 )

V dalsim kroku dosadime do rovnice (17) za vyraz (u;_ ;) rovnici (16) a za vyraz
2

(u; ..1) analogii rovnice (16). Rovnice (17) touto ipravou prejde do tvaru
2

~Ui+1 U,
u// (x) ~ u (IH-I) —Uu (xz) o u (.TrL) —Uu (xi—l) . 2 (18)
Z Aty . Az; Az + Aziy )
zuii%

Nyni uZ jen sta¢i roznasobit ¢leny rovnice (18) a vytknout jednotlivé koeficienty
Uit1, U; & u;_1. Pro jednoduchost uvazujme ekvidistantni déleni, tj. Ax; = Az, V.
Rovnici (18) prepiSeme do tvaru

” 1 1 1
u;, ~ ui+1m — ZUj; B} +U7;_1—2 . (19)

(Ax) (Ax)

Na zacatku této kapitoly jsme pracovali s rovnici s nenulovou pravou stranou.
Rovnici (19) tedy dosadime do ndmi definované oby¢ejné diferencialni rovnice druhého
fadu (15) a prepiSeme ji tak pomoci kone¢nych diferenci.

Uip1 — 2U; + Uiy = (A$)2 is 1=2,3,...,n—1 (20)

Jelikoz se jedna o okrajovou tlohu, definujme konkrétni okrajové podminky.



4.1.2 Ukazka feSeni v Matlabu

Matlab je software, ktery pracuje s maticovym zépisem. Proto do tohoto zapisu pfevedeme

i rovnici (20). Pro tento tcel si sestavime matici A a vektory @ a f.

=g
Il
N
I

|

Matice A obsahuje koeficienty u, které se vyskytuji v rovnici (20). Matice A je ob-
délnikova pasova matice rozméru (n-2)x(n), kde n je pocet uzlt dikretizace. Nenulové

prvky jsou pouze v urcitém pasu této matice a na ostatnich pozicich jsou nuly.

Rovnici (20) lze zkrdcend maticové zapsat jako Au = f

Pro feeni okrajové tilohy, odebereme z matice A 1. a posledni sloupec (tj. 1. a n-t¥)
¢imz dostaneme ¢tvercovou tti-diagonalni matici A o rozméru (n-2)x(n-2). U vektort
@ a f, odebereme 1. a posledni fadek (tj. 1. a n-ty) ¢imZz vzniknou vektory u a f.

Zohlednime konkrétni Dirichletovy okrajové podminky definované v kapitole 4.1.1.

T2 1 7 Us [ fo—1-1
1 -2 1 us fs
1 -2 1 :
- 1 —2 - L Up—1 | L fnfl -
Nyni méme soustavu rovnic: Au = f. Pro vyreSeni této soustavy v maticovém

zapisu staci v Matlabu pouzit prikaz: v = A\ f.
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4.2 Reseni stavové tilohy v 1D metodou koneénych diferenci

V kapitole 4.1.1 jsme si ukazali princip metody konec¢nych diferenci. V kapitole 4.1.2
jsme si nasledné ukazali, jak Tesit jednoduchou obycejnou diferencialni illohu druhého
radu v Matlabu za pouziti metody konec¢nych diferenci. Nyni provedeme rozsiteni pro
nekonstantni koeficienty.

4.2.1 Uprava rovnice kone¢nymi diferencemi

Pro popis naseho dvou-kompartmentového modelu jsme odvodili rovnice (13) a (14).
Coz jsou obycejné diferencialni rovnice druhého radu, které opét budeme resit metodou
kone¢nych diferenci. K tomu pouZijeme analogii postupu z kapitoly 4.1.1. Z rovnice (13)
(nebo (14)) si vezmeme pouze tu ¢ast rovnice, kde se vyskytuje derivace a aplikujeme
na tento vyraz metodu konecnych diferenci. Prozatim zanedbame index kompartmentu.
Permeabilitu K (x) i tlak p(z) budeme povazovat za funkce x.

/ —[K-Jr .
’ 1 i+
() s

1

2

1 i1
+5 =3

1

2

- Ki—% b, ,] _

1
T3

[

’ ’ 2
~(Ks ey~ Kl (v mn)

—_————

Ax ~ (Aﬁ?i"l‘AxiJrl)

i+

NI

Dosadime za prvni derivace pfislusné vyrazy odvozené analogicky jako v kapitole
4.1.1.

— ’ -

PH_% Pi_%
— ——
A Dit1 — Pi Di — Pi—1 2
_K>%—K.-——K-'—'—’21
( p itz Tit1 — T -3 Ti — Ti—q (AxiJrAxi“) 2
N—
A(Ei.i,_l ACEZ

kde ©+ = 2,3,...,n — 1. Permeabilita K je definovana na jednotlivych intervalech. Je-
likoz K obecné zavisi na proménné x, nemusi byt permeabilita na intervalu konstantni
funkci. Jeji hodnota se tedy miize na intervalu ménit. Také z tohoto diivodu budeme
definovat hodnoty K uprostfed intervalu (v polovi¢nich uzlech). Narozdil od hodnot
parametru G, které definujeme pfimo v uzlech diskretizace i. Rozlozeni parametrii K
a GG je znazornéno na obrazku 8.

Pozndmka: Hodnotu K muzeme definovat bud pfimo uprostied intervalu (v polovié¢nim
uzlu), nebo ji aproximovat pomoci hodnot permeabilit v uzlech vymezujici dany inter-
val. Takovato aproximace ve tvaru

~ Kz + Kifl
~ 5 ,

K K+ K;

11—

NG
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by se nasledné dosadila do rovnice (21). My touto aproximaci nebudeme vice kom-
plikovat zapis rovnice (21) a definujeme hodnoty permeabilit pfimo uprostfed inter-
valli (v polovi¢nich uzlech). Vyse uvedené aproximace je zde uvedené pouze jako dalsi
pouzitelna alternativa.

KiK. Ko Ko Ko K
uzly i 1& 2 Q 3 Q Rilqr Xy vy X+l @ n
G] G_: G;'_l G;- G:‘-l Gn—l

Obrazek 8: Rozlozeni parametrit K a G v kompartmentu (kanalu) v 1D.

Nyni roznasobime ¢leny v rovnici (21) a vytkneme jednotlivé koeficienty p;_1, p; a

Piy1-
’ / Ki_l Ki_l Ki-‘y-l Ki-i-l 2
— K ) ~ — i 2 i | — 2 2 : 5 ) ’
( b [p ! ( Az, ) TP ( Ax; AZL‘H-l) TP (AQZZ'_H) (A:pl + Agji_"_l)
(22)

kde v = 2,3,...,n—1. Timto jsme rozepsali vyraz — (K p') pomoci konec¢nych diferenci.

4.2.2 Presnost numerického reseni

Pro ovéfovani presnosti numerického feseni sta¢i pouzit pouze ¢ast rovnice (13) ¢i (14)
se zanedbanymi indexy kompartmentt. Cili rovnici

/

- (Kp) =1, (23)
kde x € (0,1) a zname Dirichletovy okrajové podminky p (0) =p; = 1,p () = ps = 1,2.

’

Postup je nésledujici. Rovnici (23) integrujeme podle 7 v mezich od 0 do €.

3
K (€) p () = —K(0) p (0)+ / £ (n) dn (24)

Déle rovnici (24) vydélime —K (§) a analyticky integrujeme podle £ v mezich od 0
do x.

p@=p0)+K0) 50 [k @de- [k @ ([ rmm)i o)
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Rovnici (24) vydélime — K (), stejné jako v pfedchozim kroku. Opét ji integrujeme
podle &, ale v mezich od 0 do [.

p(l) = p(0) + K (0) p (0) /DZK-%@ds—/OlK—l(a(/jﬂmdn)d& (26)

Jelikoz hodnotu p(l) zname z okrajovych podminek, mizeme z (26) dopocitat hod-
notu p (0).
[
oy PP O LK@ (J £ ) ) de o
p =
K(0) JyK-1(§)d¢
Dosazenim (27) do (25) méame vypoctené analytické feseni rovnice (23). Coz nam
umoziiuje vy¢islit tlak p(z) v jakémkoliv obecném misté x.

Nyni uz jen zbyva porovnat vysledky numerického a analytického feseni. Vypocty
jsme realizovali v Matlabu a vysledky jsou uvedeny na obrazku 9.

1 D5 e SERPREE R R IRRIERIERE pereenees SITTTPISTIIIeey e :
: : : : : «  tlak p - analyticky |
«  ftlak p - numericky
] . ........ ......... ......... ........ ........ ......... ........ ,.;5@“ %.x.g-)tx%
: i
LomE
§ .
: : : : : CooEE : : :
115_ ....... [T CEEERTRE ........ ........ §§ ........ ........ REERE
: : : : : 3 : : : :
i CoH
= : : : : 3@5§ : : : : :
11kt ........ R ﬁ;@ﬁ ......... ........ b AT
: : : ﬁﬁ : : : : : :
- B
L H .
: : ﬁ'iiﬁ : : : : : : :
1|:|5_ ....... . ........ ﬁﬁ. ......... ........ EEEEER ......... ........ ........ ......... :
i ¥ : : : : : : :
: # - .
L :
Dy : :
W .
W : :
1 fad i I 1 i 1 i I I i I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0a 0s 1
®

Obrazek 9: Srovnani analytického a numerického reseni.

20



4.2.3 Maticovy zapis rovnic pro reseni stavové ulohy dvou-kompartmentového
modelu v 1D

Rovnice (13) a (14) pro popis dvou-kompartmentového modelu v 1D budeme uvazovat
ve tvaru

_ (KApA/>/ e (pA _pB) _ A

_ <KBpB > Ve, (pB _pA) _ /B
Pomoci (22) vyjadiime dikretizovany diferencidlni operator. Zohlednime indexy

kompartmentti A a B. S vyuzitim poznatkt z kapitoly 4.1.2 zapiSeme upravené rovnice
(13) a (14) pomoci matic.

At + B (p* —pP) = 4 (28)
APpP + B (pP —p*) = P (29)

Matice A4 a AP jsou tii-diagonalni matice. Tyto matice maji na diagonalach koe-
ficienty vyskytujici se u tlaki p? resp. p? v uzlech i — 1,4, i+ 1, proi = 3,4, ...,n — 2,
¢ili v uzlech 2,3, ...,n— 1. Tyto koeficienty vycteme z rovnice (22), ve které zohlednime
indexy kompartmenti.

Vyraz A4p? je maticovy zapis vztahu (22) pro — (K A pA/> )

Analogicky je vyraz AZpP maticovy zépis vztahu (22) pro — (K B pB/> .

Matice B je diagonalni matice. Tato matice mé na diagonéale koeficienty propustnosti
propojeni G v jednotlivych uzlech diskretizace i, pro ¢ = 2,3, ...,n — 1. Matice B ma
tedy rozmér (n — 2)x(n — 2), stejné jako matice A4 a AP,

Go

Vektor p? je vektor tlakii pro kompartment A a analogicky vektor p? je vektor
tlakt pro kompartment B.

Vektor f4 (resp. fB) je vektor pravych stran pro kompartment A (resp. B).

Systém rovnic (28) a (29) nyni zapiSeme maticové .
A4 +B B pA fA
B AB LB pB = fB (30)
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Spravnost sestaveni systému (30) lze ovéfit jeho rozndsobenim a porovnanim s
rovnicemi (28) a (29).
Do tohoto systému rovnic (30) je nutné jesté zahrnou okrajové podminky.

Timto maticovym vyjadfenim systému rovnic pro dvou-kompartmentovy model
perfaze v 1D lze vy¢islit hodnoty tlakt v jednotlivych kompartmentech p(x) a p?(z)
pro znamé G, K*, K? a okrajové podminky.

Pozndmka: Jesté pro ukizku uvedeme, jak se d& zapsat napiiklad matice A4 do
Matlabu. Pro i = 3,4, ...,n — 2, ¢ili pro uzly 2,3,....,n — 1.

KAGi+3)-[0,-1,1] K4i—1)-[-1,1,0] 2
Axlqu A.I'Z Al’lqu —+ Al’l

AMi—1,[i—1,i,i4+1]) = —

Poznamka: Pro uzly 1 a n musime zahrnout dané okrajové podminky. Pro zapis
okrajovych podminek do Matlabu vyuzijeme pouze toho, ze znamé vyrazy prevedeme
na pravou stanu systému rovnic (30) viz kapitola 4.1.2.
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5 Uloha identifikace pro 1D model

Cilem ulohy identifikace pro dvou-kompartmentovy model je pfi znalosti napiiklad
tlaku p?(x) a okrajovych podminek identifikovat parametr G, jez je funkci soufadnice
G = G(z) (a eventudlné dalsf parametry modelu, jako napiiklad K4 a KB). Zaroveii
se ale parametr G (eventudlné dalsi parametry) musi identifikovat tak, aby spliioval
(-y) stavovou tlohu. Tento problém lze formulovat jako optimalizacni tlohu.

Vyvstava otazka, jakym zptisobem se identifikuje vyse uvedeny materidlovy parametr
(. Zavedeme si funkci J(x) ve tvaru rovnice (10) pro saturacni tok s(z). Funkce J(z)
popisuje stav v systému, také by se dalo Tici, Ze popisuje proudéni v systému.

J(x) = G(z) (p*(2) = p"(2)), (31)

pro numerické feseni x = z;, kde i = 2,3,...,n — 1. Zavedeme aproximaci J(z;) = J;.
Pro teseni tlohy identifikace zavedeme také tcelovou funkci ® ve tvaru

@ (G KN KP) =53 (i~ 7)°, (32)
7

kde i = 2,3,...,n— 1. Proménna J; je vipoctem ziskana hodnota a J; je ”zméFena”
experimentalné zjisténa hodnota. V této praci predstavuje tato ”zmeéfend” hodnota
hledany optimalni stav systému, nikoliv data ziskana z redlného méteni.
Hodnoty .J; bychom mohli zvolit ndhodné&, ale neméli bychom zarucenou existenci
feseni. Tento problém vyiesime jednoduse tim, ze ”zméfend” data J; pro zvolené parame-
try G, K4, KB, vypo¢teme feSenim stavové tlohy.

V tloze identifikace budeme tedy hledat materidlové parametry tak, abychom min-
imalizovali funkci ®. Funkce ® zavisi nejen na G, K* a KP?, ale také na tlacich v
jednotlivich kompartmentech p# a p®. Hledame

min® (G, K4, K”, p*, p?),

kde (p, pP) jsou fesenim stavové tulohy.

5.1 PouZivané znaceni

V kapitole 5 budeme pouzivat maticovy zapis. Proto zavedeme nasledujici oznaceni.
e Matice at uz ¢tvercové ¢i obdélnikové budou znaceny zdvojenymi velkymi pis-
meny. Pi: M, B

e Vektory at uz sloupcové ¢ fadkové budou znaceny velkymi a malymi podtrzenymi
pismeny. Pt: P, f
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Pozndamka: Slozky vektoru P tvori hodnoty tlakti v kompartmentech A a B v
uzlech diskretizace viz (34).

e Proménnd predstavujici skaldr (¢islo) bude psédna beze zmény v znaceni. P¥: G

5.2 Citlivostni analyza parametru G

Citlivostni analyzu chapeme jako vypocet citlivosti zmény tcelové funkce na zménu
optimaliza¢nich parametri pfi respektovani zavislosti stavovych proménnych. [14]

I v této Cisté modelové 1D tloze perflize v poréznim prostiedi je mozné provést
citlivostni analyzu vice parametri (nez jen parametru G). Takovymi parametry mo-
hou byt naptiklad proménné predstavujici permeability v jednotlivych kompartmentech
K4 a KP. Rozsifeni citlivostni analyzy na vice parametrii uvedeme v kapitole 5.4.

Nejprve podle nové zavedeného znaceni pfepiSme systém rovnic (30) a definujme
matici M a vektory P a F.

AY+B -B 1 [
—B AB + B BB - iB

~ o \ g N g
M P i

p

Pokud tento vyraz zapiseme zkracené, dostaneme systém rovnic ve tvaru
MP=F. (33)

Jednotlivé parametry a matice vystupujici v modelu jsou definovany nasledovné.
Vektor propustnosti propojeni G je slozeny z hodnot G; v jednotlivych uzlech diskretizace
i

G=(Gy), proi=23,...,n—1

Vektor G ovliviiuje matici B a to tak, ze B je diagonalni matice s prvky vektoru G
na diagondle, viz kapitola 4.
G — B

Vektor G ovliviiuje také vektor tlakti P. Protoze ve stavové tloze jsme tlak P
pocitali za znamych materidlovych parametrit G, K4, K? a okrajovych podminek.

G— P

Sloupcovy vektor tlaki P je slozeny z tlakil v jednotlivych kompartmentech QA a

pP.

P=(pp?)=(P", prok=AB (34)
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Pozndmka: Oddéleni vektori stfednikem v zapisu (EA; QB ) znamen4, Ze vektor 1_93
je umistén ve sloupci pod vektorem ]_9‘4. Naopak oddéleni vektoru ¢arkou (]_QA, ]_93 ) zna-

mena, ze vektor p® je umistén v fadce za vektorem p?. Diivod takového znadeni je
pouzivani téhoz zapisu pro tvorbu matic v Matlabu.

Vypocet citlivosti zmény tcelové funkce na zménu parametru G realizujeme vypoctem
derivace ucelové funkce ® podle parametru G;, kde i predstavuje index uzlu. Témito
uzly jsme v kapitole 4 diskretizovali kanaly na jednotlivé tseky. Jelikoz ale ® zavisi
nejen na G, ale také na P, musime tcelovou funkci ¢ derivovat jako slozenou funkci.

e _ 0%~ 0B OP* _ 0% 0B 0P
dG; ~ 0G; ~ 9P* 0G; ~ 0G; oPT 9G;

proit=2,3,...n—1 aprok=AB

(35)

Rovnici (33) zderivujeme podle G;. Jelikoz vektor F slozeny z vektort pravych stran
jednotlivych kompartmentt nezavisi na (G;, bude se jeho derivace podle GG; rovnat nule
(% = 0). Celkové bude tedy derivace rovnice (33) podle G; mit tvar

M
M p 2L

= ,=2,3,...,n— 1.
aGi_+ 9, 0, proi 3, ,n—1 (36)

Rovnici (36) vynasobime zleva M~!. Poté vyuzijeme identitu M~'M = T, kde T =
(0i5) je jednotkova matice. Od rovnice odecteme M_I%B a nakonec tak ziskdme

oP oM
oc, ~ M et (37)

Rovnici (37) dosadime do rovnice (35) a dale jesté forméalné upravime na tvar
a0 0P oM
- (- Z2p)
G, G, " apT ( (M) aa-—)
~——
radek

(38)

Vidime, Ze v rovnici (38) figuruje inverzni matice M~!. ProtoZe vypocet inverzni
matice je programové velice naro¢na operace bylo by velkou vyhodou nahradit ji jinou
operaci. Tato operace by méla byt méné vypocetné narocna, ale zaroven musi matem-
aticky vyjadfovat totéz. Proto zavedeme adjungovanou proménnou.
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5.2.1 Adjungovana proménna
Diky zavedeni adjungované proménné zefektivnime vypocet gradientu Vo®. Casova

naro¢nost vypoctu tohoto gradientu bude poté témér nezavisla na n. [14]

Zavedme tedy adjungovanou proménnou (). Sloupcovy vektor @Q se sklada z vektort
QA a gB. Logicky pak () transponované je fadkovym vektorem.

Q= (¢"4"). Q"= (" @)

Pii definovani adjungované proménné @ vyjdeme z rovnice (38) a definujeme QT
ve tvaru

Q" =5 (M) (39)
Fadek >
radek

Rovnici (39) vyndsobime zprava matici M. VyuZijeme identitu M—'M = I. A takto
upravenou rovnici transponujeme.

T T _ 8@ T
@)’ =~ (%) ()
—
sloupec

Pro dalsi Gpravu levé strany rovnice (40) vyuZzijeme nésledujicich dvou poznatki z
linearni algebry. Zaprvé, transpozice souc¢inu dvou matic je souc¢inem transponovanych
matic v obraceném pofadi. Zadruhé, dvojitou transpozici ziskdvame zpét ptivodni

matici. 50
MY Q =- (—) (41)
<~ oP
sloupec
sloupec

Z vyjadreni adjungované tilohy (41) budeme nyni chtit vypocitat vektor Q. To v
praxi znamend vytesit soustavu rovnic (41). Toho lze ve vypoctovém programu Matlab
dosédhnout nasledujicim piikazem.

Q-u\- (53] ()

5.2.2 Vypocet gradientu Voo

Do rovnice (38) pro vypocet gradientu VP dosadime vyraz (39) pro transponovanou
adjungovanou proménnou QT. Timto dosazenim ziskdme vztah pro vypocet totalni
derivace funkce ® podle G; ve tvaru

b 9d . OM |
Ved = realrTel +Q 8Gi£ proi=2,3,...n—1. (43)
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Pro vypocet takto definovaného gradientu si musime vyjadrit vSechny jednotlivé
¢leny rovnice (43).

Vektor P mame dany. Vektor QT jsme vyjadrili rovnici (39) a jeho hodnotu ziskame
v Matlabu pfikazem (42). Zbyva tedy vyjadfit jednotlivé parcialni derivace.

Funkce ® zcela jisté zavisi na funkci J a funkce J zavisi na dalsich parametrech G
a P. Coz se d& matematicky zapsat jako

o=3a(]), J=JG,P).

V takovém piipadé musime ® derivovat jako slozenou funkci jak podle parametru
G, tak i podle parametru p~.

e Vyjadieni parciilni derivace funkce ® podle pF, (%).

Parcialni derivaci funkce ® podle p} definujeme jako derivaci slozené funkce.

9> 90 0J;

W_WW proi=2,3,...n—1 aprok=AB (44)
P; i Op;

Po nékolika upravach dojdeme ke tvaru

0P { +(Jl-—j,-)-Gi prok = A, (45)

Upravy, kterymi jsme rovnici (44) pievedli na tvar (45), jsou bliZe popsany v do-
datku 10.1.

Parcialni derivaci (45) dosadime do rovnice (41). Diky tomu si spo¢teme adjungo-
vanou proménnou @, jejiz transpozici dosadime do rovnice (43) pro vypocet gradientu
Va®.

0P
0G; ) °

Dale vyjadiime parcialni derivaci funkce ® podle G; jako derivaci slozené funkce.

00 0P 8,
G, — 9, aG,

e Vyjadreni parcialni derivace funkce ¢ podle G;, (

proi=23,...n—1 (46)

Po nékolika tpravach dojdeme ke tvaru

00
oG,

(Ji = Ji) - (" = p?) - (47)

Jednotlivé mezikroky jsou opét uvedeny v dodatku 10.1.
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e Vyjadreni parcialni derivace matice M podle G;, (%) .
Zbyva vyjadiit posledni neznamy vyraz z rovnice (43) a tim je parcidlni derivace matice
M podle proménné G;. Matice M je definovana v systému rovnic (33) a jeji parcilni

derivaci podle G; vyjadiime jako.
oM 9 [A*"+B -B
0G;  0G; -B AP+B

~
M

} proi=2,3,...,n—1 (48)

/

Matice M je sestavend z matic A4, AP a B. Na parametru G; ale zavisi pouze matice
B, ktera ma na své diagonale prvky vektoru G.
V parcialni derivaci matice Ml podle GG; budou tedy nenulové pouze prvky na pozicich
(i—1,i—1), (i—1,i—14n—-2), (i—14+n—2,i—1)a(i—1+n—2,i—14+n—2), kde n je
pocet uzlt diskretizace a i = 2, 3, ...,n—1. Matice M ma rozmér (2-(n—2))x(2-(n—2)).
Toto rozlozeni nenulovych prvkt vychazi z definice matice M. Znaménko + nebo - zavisi
na tom, zda se v matici M vyskytuje kladné (+B), nebo zaporné (—B) vzatd matice B.

[ i—1 i—14n—2 ]
0 : 0 O 0
i—1 1 -1
oM )
= 0 0 O 0 49
9C, (49)
0 0 O 0
islin—2 -1 - .. 1
I 0 0 0 0 |

e Vypocet gradientu.
Timto mame urcené vsechny vyrazy, které potiebujeme pro vypocet totalni derivace
funkce ® podle G;. Nyni sta¢i dosadit tyto ¢leny do rovnice (43) a mame vyjadieny
gradient Vo ® = j—é.

[ i—1 i—14+n—2 ]
0 i 0 0 i 0
i—1 1 —1
jgi = (Ji = i) (0! = p7)+Q" 0 i 0 0 i 0 |P(50)
0o : 0 : 0
icgns e =1 e 1
i 0 0 0 0

5.2.3 Kontrola vypoctu gradientu pomoci konec¢nych diferenci

Gradient Vga® = j—gi mame sice vypocteny, ale bylo by vhodné ovérit spravnost

jeho vypoctu pomoci jesté néjaké dalsi metody. Takovou metodou miize byt naptiklad
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metoda konecnych diferenci.

Definujeme totalni derivaci funkce ® podle G; pomoci kone¢nych diferenci ve tvaru
00 ¢ (G+AG) - (G- AGY)
0G; 2-AG;

proi=23,...n—1. (51)

Za AG;, které predstavuje krok diference, zvolime velmi malé ¢islo. Je nutné si
uvédomit, ze o tuto malou hodnotu AG; vychylime pouze proménnou ;. Ostatni
promeénné ve vektoru G ziistanou nezménéné. Hodnoty gradientii vypoc¢tenych metodou
konec¢nych diferenci a pomoci parcialnich derivaci by se mély shodovat na nékolik mist,

v zavislosti na volbé kroku AG;.
Timto vypoctem jsme tedy ovérili spravnost vypoctu gradientu a provedeni celé citlivostni
analyzy parametru GG v dvou-kompartmentovém modelu perfaze v 1D.

5.3 Citlivostni analyza parametru GG pro funkci ¢ definovanou
integralem

Funkci ® jsme si v predchozi kapitole 5 definovali jako sumu ¢ = %ZZ (Ji — J_,)2 pres
uzly diskretizace ¢ = 2, 3, ..., n—1. Tuto funkci jsme pak minimalizovali. Pro jednoduchy
2D nebo 3D model, uz neni zcela vhodna. Alternativou je definovat funkci ® pres
integral od 0 do délky kanalu [ nasledujicim zpiisobem

l
= /0 (J () = J ()’ d. (52)

Definici funkce J ponechdme nezménénou, ¢ili definovanou rovnici (31).

Pokud si takto predefinujeme funkci ® je ziejmé, Ze musime znovu provést vypocet

dd
dG;

Ptedpis pro vypocet tohoto gradientu zistava ale stejny, definovany rovnici (35). Opét
k vypoctu vyuzijeme adjungovanou proménnou (). Tim si rovnici pro vypocet gradi-
entu pievedeme do tvaru rovnice (43).

totalni derivace funkce ® podle parametru Gj ), ¢ili vypocet gradientu V9.

Vyvstava otazka, jak budeme derivovat integral, pomoci kterého je nyni definovéna
funkce .
Funkci ® déle rozepiseme ve tvaru souctu integrali pies jednotlivé podintervaly. Tyto
podintervaly jsou ohranic¢eny uzly diskretizace i. V tomto konkrétnim pripadé budiz
r1 =0 a x, = (s ohledem na indexovani v Matlabu).

o (G7pA7pB> = l . [

! /13 (J(z) — J(x))* do + /% (J(&) = J(@) do+ -

T2 T3

- / ) - T@) de et / T ) - T@) de| (53)

% Tn—2
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Je ziejmé, ze pro vypocet funkce ® budeme muset pouzit numerickou integraci.
Funkce ® neni spojitou funkci, ale je definovana pouze v uzlech diskterizace i. Z toho
divodu nelze pouzit analytickou integraci.

Numerickou integraci lze realizovat vicero metodami. Lze pouzit napiiklad obdél-
nikové pravidlo, lichobéznikové pravidlo, Simpsonovu metodu a dalsi. V této praci
vypocet integralu provedeme pomoci lichobéznikového pravidla, k ¢emuz vyuzijeme
funkci ® rozepsanou do tvaru (53).

5.3.1 Lichobéznikové pravidlo

Lichobéznikové pravidlo si nejprve ukazeme v obecném tvaru pro obecnou funkci F
zévislou na proménné z. Funkce F(z) je definovéna integralem F(z) = [ f - dx a jeji
vypocet provedeme na obecném i-tém tseku.

z(i+1) i i
/6 fdx:f()+§(+n-@@+1%ﬂﬂﬂ) (54)

Funkci F' nyni nahradme funkei @. Cili vyraz f nahradime vyrazem 1 (J(z) — J (x))2
Vypocet funkce ® na i-tém tseku je analogii rovnice (54) v nésledujicim tvaru

/%i+1 ((](m) B j(x))g do — 5 (JZ - Jz) + Z (Ji+1 - Ji—‘rl) . (Ii—i-l — J}Z) . (55)

Nyni aplikujme lichobéznikové pravidlo na vypocet funkce ®, kterd je definovana
rovnici (53), ¢ili jako soucet integralti pres jednotlivé podintervaly.

L(Jy— I) 4+ L (Jy— J5)° LIy = T+ (=)
(I)le(? 2) ;2<3 3) (23 — 22) |+ 2(3 3) ;2(4 4) (24— z3) |+ +
1 2 1 712
bt §(Jz—1_<]z—1) +§(J1_Jz) (SL’ . 1) +
2 1 11—
% (Jz — Jz)Q + % (Jz+1 Jz+1)2
+ 5 (Tig1 — )|+ +

30



5.3.2 Vypocet gradientu Voo

Rovnici pro vypocet gradientu V@ jsme prevedli diky adjungované proménné () do
tvaru (43). Analogicky jako v kapitole 5.2.2 vyjadiime jednotlivé nezndmé vyrazy z
rovnice (43).

e Vyjadfeni parcialni derivace funkce ® podle pF, (%).

Parcialni derivace funkce ® podle p¥ ziistava definovana jako derivace sloZené funkce
vyjadfend rovnici (44). Jelikoz se definice funkce .J nezménila, nezméni se asi parcialni
derivace J; podle pF.

Vypocet parcidlni derivace ® podle J; uz bude ovlivnén predefinovanim funkce ¢ po-
moci integralu. Vyuzijeme lichobéznikové pravidlo. Z pohledu na funkci ¢ rozepsanou
pomoci lichob&znikového pravidla v rovnici (56) plyne, Ze se derivace g—i bude lisit v
zavislosti na volbé 1.

(-2)

0P 5 (23 — x2) pro i =2,
aJl - (Ji;Ji)_<xi+l - :Cifl) pro i= 37 47 AR Il—2, <57)
o) ()~ ) proi= el

2

Celkové bude tedy derivace funkce ® podle pf, (g%) vypadat néasledovné.

(Jz—jz) .
T3 — roi =2,
0o [ G;i-1 prok = A (Jizji) (73 = z2) P .
LG ) mok—B ) ZFl i —nn) poi=34..02
(J’H% (Tp—1 — Tp—a) proi=n-l.

(58)
e Vyjadreni parcialni derivace funkce ¢ podle G;, (%).

Parcialni derivaci funkce ® podle G; jsme vyjadfili rovnici (46). Parcidlni derivace J;
podle G, (g—é) se nezmeéni. Parcialni derivaci funkce ® podle J; jsme definovali rovnici

(57).
Celkové bude tedy derivace funkce ® podle G;, <%) vypadat nasledovné.

(5-2)

(z3 — x2) proi= 2,

(xiy1 —xi—1) proi=3,4, ..., n2 (59)

(J,H;J,H) (

3G, = (pi* = p?) -

—

Jifji)

Tp—1— Tp—2) proi=n-1.

e Vyjadreni parcialni derivace matice M podle G;, (%) .
Parcialni derivaci matice M podle G; jsme vyjadrili rovnici (48). Jelikoz ve vztahu (48)
nevystupuje funkce ® zistava derivace matice M podle G; definovana rovnici (49).
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e Vypocdet gradientu.
Nyni jiz mizeme vy¢islit gradient Vo ® = %.
Rovnici (58) pro vypocet (3—;) dosadime do rovnice (41) a vy¢islime adjungovanou

proménnou (. Transponovanou adjungovanou proménnou Q7 dosadime spolu s rovnici

(59) pro vypocet (%), rovnici (49) pro vypocet (%) a vektorem P do rovnice (43)

pro vypocet gradientu V9.
Timto jsme vycislili gradient V® pro funkci @ definovanou pomoci integralu rovnici
(52).

5.3.3 Kontrola vypoctu gradientu pomoci konec¢nych diferenci

Je vhodné ovérit spravnost vypoctu gradientu metodou konecénych diferenci. Pro re-
alizaci toho vypoctu pouzijeme totozny postup jako v kapitole 5.2.3. Pouzijeme tedy
vztah (51).

5.4 Citlivostni analjza parametra G, K4 a K? pro funkci ®
definovanou integralem

V kapitolach 5.2 a 5.3 byla provadéna citlivostni analyza pouze parametru G, ktery
vyjadiuje propustnost propojeni mezi dvéma kompartmenty. V této kapitole provedeme
rozsiteni citlivostni analyzy a tim i tlohy identifikace na vice materidlovych parametri.
Konkrétné na parametry G, K4 a KP, kde K4 a KP? predstavuji permeabilitu v
jednotlivych kompartmentech A a B. Funkce ® je definovana integralem a vyjadifena
rovnici (52).

Vyipocet citlivosti zmény ti¢elové funkce na zménu materidlovych parametri G, K4 a
KB realizujeme vypoctem totalnich derivaci této ticelové funkce ® podle parametrii G,
K4 a KP. Kdei=2,3,..,n—1 pfedstavuje index uzli diskterizace a j = 1,2,...,n—1
predstavuje index polovi¢nich uzlt diskretizace. Index j je definovan jako

1
j:i+§ prot=1,2,...n— 1.

Index j zavadime, nebot hodnoty permeabilit K jsou definovany pravé v polovi¢nich
uzlech. Potfebujeme tedy vycislit nasledujici totalni derivace

de  d®  dP
dG;' dK} dKP

J

Totélni derivaci funkce ® podle G; jsme jiz vy¢islili dosazenim do rovnice (43) v kapi-
tole 5.3.2. Pti vypoctu totalni derivace funkce ¢ podle K ]A budeme ® derivovat jako
slozenou funkci. Totéz provedeme pro vypocet totalni derivace funkce ¢ podle K jB .
Uvazujme tedy index k = A, B.

dd 0P o 0P

= L= 60
dK* 0Kk T opT oKk (60)
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Rovnici (33) zderivujeme podle K ]’“ Jelikoz vektor F' zavisi na K ]k , nebude se jeho
derivace podle K¥ rovnat nule. Celkové bude tedy derivace rovnice (33) podle K ]’“ mit
tvar

aMP M8P oF

. = == 61
orcrE T M RE = i (61
Rovnici (61) nakonec upravime do tvaru
oP oM OF
= — _M!. P = . 62
oK (8[(]’?_ azg;e) ©2)

5.4.1 Vypocet gradientu V

Dosadime rovnici (62) do rovnice (60). Vyuzijeme transponovanou adjungovanou promén-
nou Q" definovanou rovnici (39), ¢imz pfevedeme rovnici (60) na tvar

dd od OM oF
wF e @ <am£‘ aK’-f) | %)
J J J J

Vektor P mame dany. Transponovanou adjungovanou proménnou QT jsme vyjadrili
rovnici (39), do které dosadime vztah (58). Zbyva tedy vyjadfit jednotlivé parcialni
derivace.

e Vyjadreni parcialni derivace funkce ¢ podle K j’?, (%).
J

Parcialni derivaci funkce ® podle K Jk vyjadiime jako derivaci slozené funkce

e 9% 3J;
OKF  0J; OKF'

Parcialni derivaci funkce ® podle J; pro funkci ¢ definovanou integralem jsme jiz
vyjadfili rovnici (57). Parcidlni derivace J; podle K ]k bude rovna nule, nebot funkce
J nezéavisi na K*. Celkové se tedy parcidlni derivace funkce ® podle K ]k bude rovnat
nule.

0P

—F =0 64
oK 69
e Vyjadieni parcialni derivace matice M podle K, (%).
oM 0 AA+B —-B
OKF — OK¥ -B AP +B
M
Na permeabilité K* zavisi v matici M pouze matice A¥, pro k = A, B. Parcialni

derivace matice M podle K ]’“ bude také zaviset na okrajovych podminkach. Definujme
tedy konkrétni okrajové podminky

prO)=1  ph=12  pFU=1  wF0)=1. (65)
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P¥i uvazovani okrajovych podminek (65) bude mit parcidlni derivace matice M
podle K jA tyto konkrétni hodnoty

OM 1 2 ~ (1,1)
= . 70 1 =
8Ki4 A.IQ A.Z‘g + A[EQ N T
oM 1 2 ~
= . ) = - 2 - 2
GKT .~ v, Do, hAn,, Pei=m-2n-2)
[ i—1 ) i
0 : : 0
OM 1 2 1 2
W - i—1 <A£Ei+1 ) A$Z+1+A$Z> - (Al‘i+1 ) A:I?l_‘_l—l-A(EZ) 3 (66)
J 1 2 1 2
i T\ Az Azt Az Azi1  AziyatAzin
i 0 ' ' 0 ]

pro j = 2,3,...,n — 2, kterému prislusi i = 2,3, ...,n — 2. Index ¢ udéva pozici v matici

M.

Pti uvazovani okrajovych podminek (65) bude mit parcidlni derivace matice M
podle K tyto konkrétni hodnoty

oM _
OKB 7
oM 1 2 ~
= : =(2-(n—2),2-(n—2
OKT, ~ Az, Aot An, Proi=@im2.2-n=2)
[ i—14n—2 i+n—2 i
0 0
OM 1 2 1 2
W - t—14n—2 <Adfi+1 ) Aml+1+Ax1> - (A.Z‘i+1 ) ALL‘1+1+A$2) , (67)
J 1 2 1 2
itn—2 B Aziyq ’ A$i+2+Aa¢i+1> Az ' Aziyo+Axipy
i 0 : : 0 ]

pro j = 2,3,...,n — 2, kterému prislusi ¢« = 2,3, ...,n — 2. Index 7 udavé pozici v matici

M.

OF

oKk )"

Tato parcialni derivace bude nenulova pouze tam, kde je vektor F' ovlivnén zadanymi
Dirichletovymi okrajovymi podminkami. Uvazujme okrajové podminky (65), poté

{

e Vyjadreni parcialni derivace vektoru F' podle K J’?,

OF
DK}

=0 proj=2,3,....n—2,

#0 proj=1,n-1, (68)
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oF =0 proj=2,3,....,n—1, (69)
8[(]13 %0 proj=1.
Konkrétni nenulové hodnoty z rovnic (68) a (69) jsou nasledujici

OF  1-1 9 -

= : ro i =
6[({‘ Axy Axz+ Aws b ’
oF 1-1,2 2 ~ 9

= . roi=mn—
KA~ Az, AantAzn, P !

OF  1-1 2

— : T=n—2
OKB |~ Ar, Awn+ Az, DOTTNTS

kde 7 predstavuje slozku vektoru F.

e Vypocdet gradientu.
Vsechny vyjadiené parcidlni derivace dosadime do rovnice (63), ¢ili rovnice (64), (66),
(67), (68) a (69). Timto jsme vy¢islili gradienty Va® a V.

5.4.2 Kontrola vypocétu gradientti pomoci kone¢nych diferenci

Je vhodné ovérit spravnost vypoctu gradientti metodou konecnych diferenci. Pro real-
izaci toho vypoctu pouzijeme pro vypocet VP totozny postup jako v kapitole 5.2.3.
Pro vypocet Via® a Vs® pouzijeme analogii tohoto postupu.
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6 Vysledky numerického reseni ulohy identifikace
pro 1D

Ulohu identifikace pro 1D model budeme numericky realizovat v Matlabu pomoci
minimaliza¢ni funkce fmincon, ktera v iteracich minimalizuje hodnotu funkce ®. Je
tieba definovat pocatecni (startovaci) hodnoty optimalizovanych parametri. Funkci
fmincon také v kazdém iteracnim kroku predame hodnotu totéalni derivace funkce ®
podle téchto optimalizovanych parametrii, ¢imz urychlime minimalizacni proces. Déale
jesté definujeme horni a dolni omezeni optimalizovanych parametri.

Schéma celého programu véetné optimalizac¢nich itera¢niho procesu je znazornéno
na obrazku 10.

Hlavni program:

Zména parametni ] : A LB
"A priori" analyza: “"hodnﬂt_}k parametru G, K™K

{l; okrajove podminky
Ziskame J{xi), uzly diskretizace

Optimalizace: finincon ([@fun grad) e="— fun: |

Ziskime optimalizované parametry Ziskdme gradient (grad) | Ziskiame hodnoty p™, pB

a uéelovou funkci &

"A posteriori" analyza:

Citlivostni analyza

Obrazek 10: Schéma programu véetné optimaliza¢niho procesu.

Jednotlivé proménné budou uvadény v nasledujicich jednotkach

m

zlm], K{PTZ:}’G[P;-J’MP“]’ w[ﬂ

6.1 Identifikace parametru GG

Nyni uvedeme dvé modelové tlohy identifikace parametru G. Parametr G predstavuje
propustnost propojeni. Vyuzijeme poznatkil a rovnic z kapitoly 5.3. Uvedeny budou
konkrétni vysledky pro konkrétné zvolené vstupni parametry.

36



6.1.1 Modelova (loha ¢é.1

Definujeme proménné charakterizujici vlastnosti kompartmentu. Interval I vymezuje
oblast kompartmentu a n predstavuje pocet uzli diskretizace.

I=(0,0)=(0,1), n=50

Zvolime funkce K4 (z), K4(z) a G(x) ve tvaru

1 3 - 1
K4 (z;) = ——— KP(z) = ———— G(r;) = ——— .
() = =01 () = =01 () = =001
Zvolime konkrétni okrajové podminky. Dirichletovy podminky zvolime v bodech

x =0 ax =1 pro kompartment A a v bodé x = 0 pro kompartment B. Neumannovu
podminku zvolime v bodé x = [ pro kompartment B.

PO =1, p)=12  pPO)=1, wP0)=1

Z takto definovanych parametrii vypocteme stavovou tilohu. Tim ziskdme hledané
optimalni rozloZeni tlaké p* a pP. P¥i znalosti téchto tlakd definujeme funkci J ve
tvaru J(z) = G(z) (p*(z) — p®(2)), ¢imz zarutime existenci Feseni.

Konkrétni hodnoty optimalnich materialovych parametri jsou uvedeny na obrazku
11. Nami definovany parametr G bude ihned po vy¢isleni funkce J(z) ”zapomenut”.
Optimalni tlaky v kompartmentech p a p? jsou zndzornéné na obrazku 12.

Graf zavislosti matridlovych parametru na ¥, hledang Dptlmalm pararnetry.
100 13- - - P PRI e e L LR E LI ERRLFRRLITET s

: : : ; : 2 F"ermeal:nhta KA
=T S ........ Permeabilita KB
: : ‘1 : : 2 Propustnost propojeni G

Bk ........ ......... ........ ........ ......... ........ ........ .........

Permeahility

k.. ......... ........ ........ ......... ........ ........ ........ .........

a 0.1 0z 03 El.fl 0.5 oe 07 a. B 0.9 1

Obrazek 11: Modelovéa tloha ¢.1
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raf zavislosti tlakd na x, hledany optimalni stav,

O tlak pA
2 tlak pB

1.25

................................................................

115L. - ........ ........ ......... ........ ........ .....

Tlak

11kt ........ ......... ......... .....

105k ........ .......

e S S (N N N S S SR

Obrézek 12: Modelova tloha ¢.1

Uvazujme model, kde funkce ® je definovana pfes integral rovnici (52). Zvolme
pocatecni (startovaci) hodnoty parametru G ndhodné v rozmezi od 2 do 4 v kazdém
uzlu diskretizace. Funkci fmincon také definujeme horni a dolni omezeni optimali-
zovaného parametru G v kazdém uzlu diskretizace. Definujeme horni omezeni jako
dvojnasobek maximélni hodnoty G a dolni omezeni jako setinu minimalni hodnoty G.

Na obrazku 13 jsou znazornény hodnoty parametru G v jednotlivych uzlech diskretizace
i. Jednak hodnoty pocatecni (startovaci), které byly ndhodné zvoleny rozmezi od 2 do
4 a také ty, které jsou vysledkem nasledné optimalizace.

Na obrazku 14 jsou v grafu vidét hodnoty tcelové funkce ® v zavislosti na poctu
iteraci provedenych v Matlabu funkci fmincon. Funkce ® se minimalizuje. V tomto
konkrétnim prikladé je vidét, ze funkce ® neni v posledni provedené iteraci rovna nule.
Znamena to, Ze jsme nasli lokalni nikoli globalni minimum této funkce.

Na obrazku 15 vidime porovnani rozlozeni tlak v jednotlivych kompartmentech.
A to tlak® optimalnich p* a p? s tlaky, které jsou vystupem stavové alohy vycislené
po provedeni optimalizace, tedy jiz s optimalnim parametrem G.
Na obrazku 15 také vidime, Ze tlak p? vyéisleny po optimalizaci se li&i od optimalniho
hledaného tlaku p”. V bodé z = [ je hodnota tlaku p? a p? totoznd, coz je zptisobeno
zvolenou Dirichletovou okrajovou podminkou.
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(Sraf optimalizavanych a startovacich hodnot parametru G v jednotlivich uzlech i,

B M T T T T T T T T T
* O Poateéni (startovaci) hodnoty
r ®  Optimalizované hodnoty N
Bl = .
5+ . .
0
4+ * o0 0 ]
QO
o Bo TR o o o o 0o o 5
2 | HKN':;' D C:' G |
x““ﬂ.x
quxxxx‘Fxxx"ﬂﬂxxxxxxxutuu:.;

|
a 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Uzly diskretizace

Obrazek 13: Modelova tloha ¢.1

Graf hodnot abjektové (minimalizovang) funkce Phi v zavislosti na poctu pravedenych iteraci.
I:II:IB T T T T T
0.075 L’""““““"“““ .

0.ov .

0.0B5 .
0.06

0.055 .

Ohj. funkce (Phi)

0.05 .

0.045 - I““'"“““““'“!s .

I:II:I‘.l | 1 1 | |
a ol 100 150 200 250 300

[terace

Obrazek 14: Modelova tloha ¢.1

Na obrazku 16 vidime porovnéni parametri G. A to optimalniho (hledaného)
parametru GG a parametru, ktery je vysledkem optimalizac¢ni tlohy.
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Graf zavislosti tlakd na », hledany stav a stav po provedeni optimalizace.
| B m ettt e s TR ey SRR TR :

tlak pA po optimalizaci

121 2 tlak pB hledany
E
#  tlak pB po optimalizaci

I:Ig 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
a 0.1 02 03 04 05 ae 07 08 09 1
X
Obrazek 15: Modelova tloha ¢.1
Graf zavislosti parametru G na %
100 po
2 Parametr G hledany
a0l Farametr G optimalizovany
=
z
[}
2 aof
=
w
)]
=
W dA0F
=
= o
o
200 o
DC'(}
0 I OQWWWW&TTTWW%.

a 0.1 n2z 03 04 05 OB 07 OB 0% 1
X

Obrazek 16: Modelova tloha ¢.1
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6.1.2 Modelova tiloha ¢&.2

V modelové tloze ¢.2 ponechame proménné charakterizujici vlastnosti kompartmentu
a funkce K4(x), KP(x) a G(z) stejné jako v modelové tloze &.1.

1 3 _ 1
KP(z;) =

I=(0,1 =50, K(x;) = ——, =—07 Gl)= '
(a )7 n ’ (IL’) r; +0,1 z; +0,1 <$) z; + 0,01

Stejné definované ponechéame i okrajové podminky.

Opét budeme uvazovat model, kde funkce ® je definovana integralem. Horni a dolni
omezeni optimalizovaného parametru GG ponechame definované stejné jako v modelové
uloze ¢.1. Tentokrate ale nebudeme startovaci hodnoty parametru G definovat zcela
nadhodné. Vezmeme optimélni hledané hodnoty G a v kazdém uzlu k nim pficteme
nahodné ¢islo v rozmezi od 0 do 1000.

Konkrétni hodnoty optimalnich materialovych parametri jsou uvedeny na obrazku
17. Optimalni tlaky v kompartmentech p* a p® jsou zndzornéné na obrazku 18. Tyto
grafy jsou totozné s grafy 11 a 12 z modelové tlohy ¢.1.

Graf zavislosti matnalwg,n::h parametrd na %, hledané Dptlmalm pararnetry.

"||:||:| _(::. ........ ........ PRRREERER ........ Bt RRREEEE :
: : O F"ermeal:nhta KA
: : : : : Permeabilita KB :
BD ......... ........ ........ ......... ........ .. o Prupugtnugt pnjpgjenf G .
Z oB0f S SO SR S SO SR s s SR :
= : : : : . : : : : .
]
o : : : . : . . : :
= S S S S S S N
ﬁ.j _q_|:| ......... ........ , ........ ......... ........ ........ ......... ........ .........
D . . - .

0 01 02 03 04 05 0B 07 08 09 1

Obrazek 17: Modelova tuloha ¢.2

Na obrazku 19 jsou vidét hodnoty parametru G v jednotlivych uzlech. A to poc¢atecni
(startovaci) a ty, které jsou vysledkem néasledné optimalizace.
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raf zavislosti tlakd na x, hledany optimalni stav,
128 F - Cee TR R RERTERRTEEE PRRRERERE e e :
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¥
Obrazek 18: Modelova tloha ¢.2
(Sraf optimalizavanych a startovacich hodnot parametru G v jednotlivich uzlech i,
1':”:":' ID T T T T T T3 T T
o o O Poateéni (startovaci) hodnoty
o . :
®  Optimalizované hodnoty
800 = [
L] o o o
O
o
B0 o @ e, @
o o o
] o o
400 | .
(9] o o o
O a
(o)
1] P . “ .
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o
gl Txx :
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Uzly diskretizace

Obrézek 19: Modelova uloha ¢.2

Na obrazku 20 jsou v grafu vidét hodnoty tcelové funkce ® v zavislosti na poctu
iteraci provedenych v Matlabu funkci fmincon. V této modelové tloze ¢.2 je funkce ®

je v posledni provedené iteraci témeér rovna nule.

Na obrazku 21 vidime porovnani rozlozeni tlakd v jednotlivych kompartmentech.
A to tlakil optiméalnich p4 a p? s tlaky, které jsou vystupem stavové tilohy vyéislené po
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provedeni optimalizace, tedy jiz s optimalnim parametrem G. V grafu 21 také vidime,
ze tlaky vycislené po optimalizaci se témét shoduji s optimalnimi hledanymi tlaky.

Graf hodnot objektové (minimalizovang) funkce Phi v zavislosti na poctu provedenych iteraci.
El:l T T T T T T T T T

I:I 1
] S00 1000 16800 2000 2600 3000 36500 4000 4500 5000
lterace

Obrazek 20: Modelova tloha ¢.2

Graf zévislosti tlakd na x, hledany stav a stav po provedeni optimalizace.
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Obrazek 21: Modelova uloha ¢.2

Na obrdzku 22 vidime porovnani parametr G. A to optimélnfho (hledaného)
parametru G a parametru, ktery je vysledkem optimaliza¢ni tlohy. Vidime, ze se tyto
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parametry shoduji.

Graf zavislosti parametru G na x
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Obrazek 22: Modelova tuloha ¢.2

6.1.3 Zhodnoceni vysledkti modelovych dloh

Porovnéanim vysledkti z jednotlivych modelovych tiloh, dospéjeme k nasledujicimu zavéru.
Pokud pocatecni (startovaci) hodnoty parametru G zvolime do jisté miry ”podobné” hledanym
optiméalni hodnotdm G, viz modelové tloha &.2, je vétsi pravdépodobnost, Ze se pii-
blizime globalnimu minimum funkce ®. Nalezeni globalniho minima funkce ¢ je cilem
ulohy optimalizace. Znamena to velkou pravdépodobnost, Ze jsme nasli tytéz hodnoty
parametru G, jako byla optimalni hledan4 data G.

Na celé véci je zajimavé, ze v modelové tloze ¢.2 jsme nasli parametry, které vice
odpovidaly tém optimalnim. A to i pfes to, Ze rozptyl startovacich hodnot byl mnohem
vétsi nez v modelové tloze ¢.1. Evidentné zde ale prevazil fakt, ze startovaci hodnoty
byly do jisté miry "podobné” tém hledanym.
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6.2 Identifikace parametra G, K4 a K”

V kapitole 6.1 jsme uvedli dvé modelové tlohy pro identifikaci parametru G. Nyni
rozsifime identifikaci na vice parametrii, konkrétné na parametry G, K4 a K 2. Uvedeme
opét dvé modelové tlohy. Vyuzijeme poznatky a rovnice z kapitoly 5.4.

6.2.1 Modelova Gloha ¢.3

V modelové tloze ¢.3 ponechdme proménné charakterizujici vlastnosti kompartmentu
a okrajové podminky stejné jako v modelové tloze ¢.1 a modelové tloze ¢.2.

I=(0,1), n=50, p*0)=1, p*()=12 p°()=1, w?(0)=1.

Zvolime funkce K“(z), K?(x) a G(z) ve tvaru polynomu

1 - ~ 1

Na vyd¢isleni funkce J vyuZzijeme stejny postup jako v modelové tiloze ¢.1, &imz
zaru¢ime existenci feseni. Nami definované parametry G, K4 a K? budou ihned po
vyéisleni funkce J(x) ”zapomenuty”. Konkrétni hodnoty optimalnich materilovych
parametri jsou uvedeny na obrazku 23. Optimalni tlaky v kompartmentech p* a p®
jsou znazornéné na obrazku 24.

gr_ e e e
0 Permeabilita b, : : : : : :

7k Permeabilita KB ......... ...... ....... ........
2 Propustnost propojeni G [ : : : : :

Ferrneahility, propustnost propojeni

Obrazek 23: Modelova tuloha ¢.3

Opét budeme uvazovat model, kde funkce ® je definovana integralem. Zvolme
pocateéni (startovaci) hodnoty parametrti G, K4 a KP. Pro parametr GG vezmeme
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optimalni hledané hodnoty G a v kazdém uzlu k nim pfi¢teme nadhodné ¢islo v rozmezi
od —1,5do 1, 5. Pro parametr K“ vezmeme optimélni hledané hodnoty K* a v kazdém
uzlu k nim pri¢teme nahodné ¢islo v rozmezi od —1,5 do 1,5 a analogicky provedeme
totéz pro volbu pocatec¢nich hodnot parametru K 2.

Graf zavislosti tlakl na x, hledany optimalni stav,
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Obrazek 24: Modelova tuloha ¢.3

Funkci fmincon opét definujeme horni a dolni omezeni optimalizovanych parametrii
G, K4 a KB v kazdém uzlu diskretizace. Horni omezeni definujeme jako dvojnasobek
maximalni hodnoty ze viech optimalnich parametrit G, K a K”. Dolni omezeni defin-
ujeme jako polovinu minimalni hodnoty ze vech optimalnich parametrti G, K4 a KZ.

Na obrazku 25 jsou v grafu vidét hodnoty tcelové funkce ® v zavislosti na poctu
iteraci provedenych v Matlabu funkci fmincon. V tomto konkrétnim prikladé funkce ®
neni v posledni provedené iteraci rovna nule, ale velmi se nulové hodnoté ptiblizuje.
Znamena to, ze jsme nasli pouze lokdlni minimum této funkce, ale ptiblizili jsme se
minimu globalnimu.

Na obréazku 26 jsou zndzornény pocatecni (startovaci) hodnoty parametru G v jed-
notlivych uzlech diskretizace ¢ a také hodnoty parametru G, které jsou vysledkem

nasledné optimalizace.

Porovnani optimalnich hledanych hodnot G a hodnot optimalizovanych je zna-
zornéno na obrazku 27.
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Graf hodnot Ggelové (minimalizavang) funkce Phivy zavislosti na poétu provedenych iteraci.
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Obrazek 25: Modelova tuloha ¢.3
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Obrazek 26: Modelova tuloha ¢.3
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Obrazek 27: Modelova tuloha ¢.3

Graf optimalizovanych a startovacich hodnot parametru KA v jednotlivych uzlech .
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Obrazek 28: Modelova tuloha ¢.3
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Obrazek 30: Modelova tloha ¢.3
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Na obrazku 28 jsou zndzornény pocateéni (startovaci) hodnoty parametru K4 v
jednotlivych uzlech diskretizace j a také hodnoty téhoz parametru, které jsou vysled-
kem nasledné optimalizace.

Na obrazku 29 jsou znizornény pocatecni (startovaci) hodnoty parametru K v
jednotlivych uzlech diskretizace j a také optimalizované hodnoty téhoz parametru.

Porovnéani optiméalnich hledangch hodnot K4 a KB a hodnotami optimalizovanjmi
je znazornéno na obrazku 30.

Na obrazku 31 vidime porovnani rozlozeni tlakd v jednotlivych kompartmentech.
A to tlak® optimalnich p* a p? s tlaky, které jsou vystupem stavové tlohy vycislené
po provedeni optimalizace, tedy jiz s optimalizovanymi parametry G, K4 a K?.
Na obrazku 31 také vidime, Ze zejména tlak p” vyéisleny po optimalizaci se lisi od
optimalniho hledaného tlaku p.

Graf zavislosti tlakd na », hledany stav a stav po provedeni optimalizace.
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Obrazek 31: Modelova tuloha ¢.3
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6.2.2 Modelova Gloha ¢é.4

V modelové tloze ponechame proménné charakterizujici vlastnosti kompartmentu,
okrajové podminky, funkce K4 (z), KB(z) a G(z), definici funkce ®, horni a dolni
omezeni optimalizovanych parametrt G, K4 a K? i jejich poc¢atecni (startovaci) hod-
noty stejné jako v modelové tloze ¢.3.

V této modelové tloze navic do modelu zahrneme nerovnostni omezeni pro vsechny
optimalizované parametry G, K4 a K ve tvaru

|G = Gi|<C [ K - K <O | KR = K7 < C,
kdei=2,3,...n—2,j=1,2,....n — 2 a C je konstanta. Konkrétné zvolme C' = 1.

Konkrétni hodnoty optimélnich materidlovych parametrii jsou uvedeny na obrazku
32. Optimalni tlaky v kompartmentech p4 a p? jsou znazornéné na obrazku 33. Tyto
grafy jsou totozné s grafy 23 a 24 z modelové tlohy ¢.3.

Graf zévislosti matridlowich parametrd na %, hledang optimalni parametry.
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Obrazek 32: Modelova tloha ¢.4

Na obrazku 34 jsou znazornény hodnoty ucelové funkce ® v zavislosti na poctu
provedenych iteraci. V tomto konkrétnim ptikladé funkce ® neni v posledni prove-
dené iteraci rovna nule, ale velmi se nulové hodnoté priblizuje. Znamena to, Ze jsme
opét nasli pouze lokalni minimum této funkce, ale priblizili jsme se minimu globalnimu.

Na obrazku 35 jsou zndzornény pocatecni (startovaci) hodnoty parametru G v jed-
notlivych uzlech diskretizace i a také hodnoty parametru G, které jsou vysledkem
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nasledné optimalizace.
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Obrazek 33: Modelova tloha ¢.4

Porovnani optimalnich hledanych hodnot G a hodnot optimalizovanych je zné-
zornéno na obrazku 36.

Na obrazku 37 jsou znazornény poc¢ateéni (startovaci) hodnoty parametru K4 v
jednotlivych uzlech diskretizace j. Dale jsou také na obrazku 37 znazornény hodnoty
KA, které jsou vysledkem nasledné optimalizace.

Na obrazku 38 jsou znazornény poc¢atecni (startovaci) hodnoty parametru K? v
jednotlivych uzlech diskretizace j a také optimalizované hodnoty téhoz parametru.

Porovnéani optiméalnich hledangch hodnot K4 a KB a hodnotami optimalizovanjmi
je znazornéno na obrazku 39.

Na obrazku 40 vidime porovnani rozlozeni tlakd v jednotlivych kompartmentech.
Jedna se o tlaky optimalni p# a p? a tlaky, které jsou vystupem stavové tilohy vyéislené
po provedeni optimalizace, tedy jiz s optimalizovanymi parametry G, K4 a K?. Na
obrazku 40 také vidime, ze tlaky p? a p® vy¢islené po optimalizaci se téméf shoduji s
optimalnimi hledanymi tlaky p* a p”. Rozdil je patrny zejména na zac¢itku kompart-
menti.

52



Graf hodnot Ggelové (minimalizavang) funkce Phivy zavislosti na poétu provedenych iteraci.
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Obrazek 34: Modelova tloha ¢.4
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Obrazek 35: Modelova tloha ¢.4
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Obrézek 36: Modelova uloha ¢.4
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Obrézek 37: Modelova uloha ¢.4
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Obrézek 39: Modelova uloha ¢.4
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Graf zévislosti tlakd na x, hledany stav a stav po provedeni optimalizace.
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Obrazek 40: Modelova tloha ¢.4

6.2.3 Zhodnoceni vysledkti modelovych dloh

Porovname vysledky modelovych tloh ¢.3 a ¢.4. Uzly diskretizace, okrajové podminky,
volba hornich a dolnich omezeni optimalizovanych parametri, pocatec¢ni volba téchto
parametrii i optimalni hledané funkce G, K4 a KB obou modelovych tloh jsou defi-
novany stejné. Jediné, ¢im se modelova tiloha ¢. 4 1isi od modelové tlohy ¢. 3 je zave-
deni nerovnostnich omezeni pro vSechny optimalizované parametry. Z pohledu na grafy
modelové tlohy ¢. 4 je zfejmé, ze diky témto nerovnostnim omezenim se optimalizo-
vané parametry G, K4, KP i optimalizované rozlozeni tlaki p? a p? vice pfiblizuje
hledanému optimalnimu stavu. RozloZeni tlakt p4 a p? v grafu 40 se velice p¥iblizuje
hledanému optimalnimu stavu, pfestoZze optimalizované parametry K4 a KZ v grafu
39 se viditelné lisi od hledanych. Pfi¢inou miize byt napriklad nejednoznacnost feseni.
Nemame zaruku, ze hledaného optimalniho rozlozeni tlakt lze dosdéhnout pouze jednim
konkrétnim rozlozenim optimalizovanych parametri.
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7 Multi-kompartmentovy model perfaze ve 3D

Multi-kompartmentovy model perfaze ve 3D je rozsifenim dvou-kompartmentového
modelu perfize v 1D, viz kapitola 3. Kromé kapitoly 3 pozdéji vyuzijeme také poz-
natkd z [3]. Model tkanové perfize ve 3D je tedy popsan stejnymi rovnicemi jako
model v 1D. Cili pomoci rovnice kontinuity (1) a Darcyho zakona (3).

Kompartment ve 3D je tvoren kontinuem, které zaujima oblast (2. Vlastnosti
tohoto kontinua jsou dany permeabilitou K a parametry propojeni s ostatnimi kom-
partmenty, stejné jako v 1D ptipadé, viz kapitola 3.3.

Saturacni toky s definované v kapitole 3.3 definujeme analogicky i pro 3D tlohu
ve tvaru

V- w=s, (70)

kde 1 je vektorova funkce efektivni rychlost tekutiny a V - @ = div w je divergence
pole w. Do rovnice (70) dosadime za @ z Darcyho zakona (3).

V- (-KVp)=s (71)

Do 3D modelu zahrneme také vyménu tekutiny mezi jednotlivymi kompart-
menty, analogicky ke kapitole 3.4.

7.1 Okrajové ulohy pro formulace multi-kompartmentovych
modela perfize
Formulace multi-kompartmentového modelu perfize ve 3D bude analogii for-
mulace dvou-kompartmentového modelu v 1D, viz kapitola 3.5, pficemz cerpame také
z [3].
Ve (-K'Vp)+ ) G (0 —p)=Ff, naQ\%; proi#j (72)
J

kde 7,5 = 1,2,...,7 jsou indexy kompartmentd, K je permeabilita i-tého kompart-
mentu, p' (p/) je tlak v i-tém (j-tém) kompartmentu, f* je externi vtok do kompart-
mentu reprezentovany ziidly a propady, viz [3] a G; je propustnost propojeni mezi
kompartmenty ¢ a j. Pokud mutze probihat vymeéna tekutiny mezi kompartmenty ¢z a j,
pak plati G} = G?, v opatném piipadé G% = 0. Oblast ; zaujima i-tj kompartment a
>; je oblast, na které je pfedepsan tlak.

Jelikoz se jedné o okrajovou tlohu, definujme okrajové podminky ve tvaru
—n-K'Vp' =0 na 0Q;,

p'=p" nady, (73)
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kde i = 1,2, ..., je index kompartmentu, 9 zna& hranici oblasti a p je pfedepsany tlak.

Stavovou tlohu a pozdéji i tlohu identifikace budeme numericky fesit v programu
StePy. SfePy pracuje se slabou formulaci, narozdil od Matlabu, ktery pracuje s mati-
covym zapisem. Rovnici (72) proto nyni pfevedeme do slabé formulace. Celou ji vyna-
sobime testovacim tlakem ¢' a integrujeme pfes oblast §2;. Déle ji integrujeme po
¢astech, vyuzijeme Gaussova teorému a nakonec viz [3] ziskdme

K'Vp'-Vq' +/

Q\D

Gi (pf — ) ¢ — igi g i 74
Z; J(p pj)q /Qi\ziffh ¢ eq", (74)

Qi\Ei

kde Q' je mnozina vsech dostatené reguldrnich funkci, které jsou nulové na 9%;. Pti
implementaci stavové ulohy do SfePy vychazime z [21].

7.2 Uloha identifikace

V tloze identifikace pro 3D model pouzijeme analogicky postup, jako v tloze identi-
fikace v 1D viz kapitola 5. Definujme opét funkci .J popisujici proudéni v systému a
nazvéme ji tokem. Jeji tvar v multi-kompartmentovém modelu bude analogii rovnice
(31) pro dvou-kompartmentovy model v 1D.

B G0 -p) proit]
J

kde i,7 = 1,2, ...,4 jsou indexy kompartmenti, p’ (p?) je tlak v i-tém (j-tém) kompart-
mentu a G; je propustnost propojeni mezi kompartmenty 7 a j. Pricemz plati J]’: =—J/.

Ulohu identifikace formulujeme opét jako optimaliza¢ni tlohu. Vyjdeme z [13] a
neznamé parametry ur¢ime optimaliza¢ni proménnou «, ve tvaru

a= (o), kdek==k(,j).

Neznamé parametry predpokladame ve tvaru G; = Goy, kde konstanta G > 0. Pro
nepropojené kompartmenty je aj = 0 a tedy G; = 0.

Zavedeme ucelovou funkci ® ve tvaru
i i j 7k |2
v =Y [ SIGia) 0~ )~ I, (75
i tog>i
viz [13], kde J* opét piedstavuje optimalni hledany (”zméfeny”) tok mezi kompart-
menty ¢ a j. V tloze identifikace ve 3D budeme tedy hledat parametry oy tak, abychom
minimalizovali funkci ®. Hledame

min ®(a, p),

kde p je FeSenim stavové tlohy (74).
Citlivostni analyza je uvedena v dodatku 10.2.
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8 Vysledky numerického reseni ulohy identifikace
pro 3D

Pro velkou ¢asovou naroc¢nost vypoctu ulohy identifikace redukujeme implementaci
modelu do softwaru SfePy pouze na dvou-kompartmentovy model perfize ve 3D. Vyse
uvedené rovnice pro 3D model se nezméni, stale budeme uvazovat 4, j = 1,2, ..., 7. Pro
dvou-kompartmentovy model dojde pouze ke zjednoduseni danych rovnic. Uvazujeme-li
pouze dva kompartmenty, pak i = 2, G; = Gf = (. Dale uvazujeme ; = 25 = ().

Jeden kompartment pfredstavuje nejnizsi uroven zilniho systému vratnicové zily
(vena portae) a druhy pak nejnizsi troven zilniho systému jaterni zily (venae hep-
aticae). Stejné jako tomu bylo v 1D piipadé, viz kapitola 3.

Software SfePy pracuje s programovacim jazykem Python. Pro minimalizaci funkce
® pouzijeme iteracni funkci minimize, kterd je soucasti baliku SciPy.optimize. Jako
metodu feSeni v ramci funkce minimize jsme zvolili metodu Sequential Least SQuares
Programming (SLSQP). Funkci minimize je potfeba definovat pocatecni (startovaci)
hodnoty optimalizovanych parametri, stejné jako funkci fmincon pouzité pro minimal-
izaci ucelové funkce v Matlabu pro 1D. Definujeme také horni a dolni omezeni optimal-
izovaného parametru «a. V kazdé iteraci je nutné vyftesit stavovou tlohu se zménénjmi
optimalizacnimi parametry, vy¢islit hodnotu tcelové funkce ® a také hodnotu totalniho
diferencidlu 0'*®. Vysledky budou nésledné zobrazeny v programu ParaView.

Hodnoty optimalniho hledaného toku J% ziskdme vyfesenim stavové tilohy s parame-
try ag, abychom méli zarucenou existenci feseni. Tento postup byl jiz pouzit pro 1D
model v kapitole 6.

Kéd pouzity v této praci pro optimalizaci materidlového parametru pro 3D model
perfuze jater bude zpiistupnén na strankéach http://www.sfepy.org/.

Jednotlivé proménné budou opét uvadény v nasledujicich jednotkéach

bl wbl, <l k| e e[S i o [

8.1 Modelova Gloha ¢&.5

Resime tlohu (72), (73), kde ¥; = @ pro i = 1,2, proto 9%; = @. Resime tak Neu-
mannovu ulohu a proto musi byt splnéna podminka Fesitelnosti fQ (ff+ 5 =0.
Definujme oblast a sit tlohy. Oblast ulohy 2 vymezime nasledovné

Q=z€e[-1,5, 1,5]Aye[-1,5, 1,5]Az€[-1,5, 1,5].

V této modelové tloze pouzijeme krychlovou sit o 27 prvcich (3x3x3), viz obrazek 41.
Na témZe obrazku jsou zndzornény zfidlo f* (na elementu 24) a propad f? (na elementu
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1). Zfidlo v modelu predstavuje vyusténi vétve vratnicové zily a propad predstavuje
vyusténi vétve jaterni Zily. Cerveny bod na obrazku 41 je misto, kde je piedepsan tlak
p = 0, ¢imz je zarucena jednoznacnost feseni tlohy. Neumannovy podminky jsou jiz
obsazeny ve slabé formulaci tlohy (74). N obrazku 41 jsou také patrné tisecky podél
nichz budeme pozdéji vykreslovat grafy funkei, materidlovych parametri a tlaki.

X-Axis Y
15 10 05 00 05 10 15 wueZAdlO

l
x'L

usecka }

!

Obrazek 41: Modelova tloha ¢.5. Zobrazeni sité, ziidla, propadu a tsecek.

Na obrazku 42 jsou znazornény hodnoty ucelové funkce ® v zavislosti na poctu
vycisleni této funkce, kterych bylo 41. Pocet iteraci provedenych v tloze identifikace
byl 35. Hodnota tcelové funkce ® v posledni iteraci byla 5,588e-5.

o 5 10 15 20 25 30 35 40
pocet vycisleni funkce Phi

Obrazek 42: Modelova tloha ¢.5. Hodnoty funkce ® zavislé na poc¢tu vycisleni.
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Na obrézcich 43 a 44 jsou vidét porovnani hodnot funkei J*, J*, parametrt dy, ay,
ay pocatecns zvolenych (startovacich) a rozlozeni tlakt p*, p!, p?, p* po tseckich 1 (z
bodu [1,5;1,5;—1,5] do bodu [-1,5;—1,5;1,5]) a 2 (z bodu [1,5;1,5;1,5] do bodu
[—1,5;—1,5;—1,5]), zobrazenych na obrazku 41.

J
= J_bar
—qffa_hledans
—gffa_optimalizovane
—affa_starfovaci
—pl1_hleckns
~ — pl_optimalzovans

3-“\

— p2_hleckns
p2_optimalzovanes

0.3 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 b 5.5

Obrazek 43: Modelova tloha ¢.5. Graf porovnani hodnot jednotlivych funkci, parametri
a tlakt v zavslosti na vzdalenosti od pocatecniho bodu podél tsecky 1.

3_
J
2.5 — = J_kar
——dlfa_hleckans
24 —alfa_oplimalzovane
—alfa_starfovaci
1.5 — 1 _hledans
“m.___‘ — pl_optmalEovane
14 — 22_hleckns
| P2_optimalzovanes
05 e ———————————aa
0
054
=14
-1.54
_2 T T T T T T T 1 T T 1
o] 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5 55

Obrazek 44: Modelovéa tloha ¢.5. Graf porovnani hodnot jednotlivych funkci, parametrii
a tlakd v zavslosti na vzdalenosti od poc¢atec¢niho bodu podél usecky 2.
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Na obrazcich 45 a 46 jsou dva pohledy na hodnoty optimalnich hledanych parametri
ay a optimalizovanych parametr aj. Optimalni hledané parametry a; byly zvoleny
konstantni s hodnotou 1,0 na elementech 0, 1, ..., 12 dané sité, na elementech 13, 14, ..., 26
nabyvéa parametr @ hodnot 1,3. Po¢ateéni (startovaci) hodnoty parametru «y byly
zvoleny konstantni s hodnotou 0,5 na vSech elementech. Horni omezeni parametru oy
jsme definovali na vSech elementech rovno 1,5. Dolni omezeni jsme definovali rovno 0,5
opét na vsech elementech.

alfa_hledane

Zridlo

Zridlo

0.9

Obrazek 45: Modelova tloha ¢.5. Pohled 1 na optimalni hledané paremetry oy a opti-
malizované parametry ay.

alfa_hledans

1.37 -

mlllllllllllllm
- R e

e
o

0.881-

Obrazek 46: Modelova tloha ¢.5. Pohled 2 na optimalni hledané paremetry ay a opti-
malizované parametry o.
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Na obrazcich 47 a 48 jsou dva pohledy na hodnoty optiméalnich hledanych tlakti p*

a optimalizovanych tlaki p'. Hodnoty p' jsou feSenim stavové tilohy pro parametry
a definuji funkci J*, viz vyse.

pl1_hledane

p 1_optimalizovane g

Obrazek 47: Modelova tloha ¢.5. Pohled 1 na optiméalni hledané tlaky p' a optimalizo-
vané tlaky p'.

. 0 1_hledane " p 1_opfimalizovane

05 040 05
05 00 05

Obrazek 48: Modelova tloha ¢.5. Pohled 2 na optiméalni hledané tlaky p' a optimalizo-
vané tlaky p'.
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Na obrazcich 49 a 50 jsou dva pohledy na hodnoty optimalnich hledanych tlakt p?
a optimalizovanych tlakt p?. Hodnoty p? jsou také feSenim stavové tlohy pro dj, a opét
definuji J*, viz vyse.

p2_hledane

A5
2.99-
L

Zridlo

-4.35-

Obrézek 49: Modelova tiloha ¢.5. Pohled 1 na optimélni hledané tlaky p? a optimalizo-
vané tlaky p?.

—p?_hledone

599~
L

(oo R L ]

mlllllllulll
S ]

-4.35-

<} i I p2_optimalizovane

Obrazek 50: Modelova tloha ¢.5. Pohled 2 na optiméalni hledané tlaky p? a optimalizo-
vané tlaky p?.
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Na obrazku 51 a 52 jsou dva pohledy na hodnoty optimalnich hledanych tokt J* a
optimalizovanych tokt J*. Optimalni hledané toky J* byly ziskany vy¢islenim stavové
tlohy s parametry aj, a optimalnimi hledanymi tlaky p! a p?, viz vyse.
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Obrézek 51: Modelova tiloha ¢.5. Pohled 1 na optiméalni hledané toky J* a optimalizo-
vané toky J*.
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Obréazek 52: Modelova tloha ¢.5. Pohled 2 na optimélni hledané toky J* a optimalizo-
vané toky J*.
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Na obrazku 53 je znidzornén fez oblasti 2 se zobrazenym polem w' pro tlak p! a w?
pro tlak p?. Vektorova pole w! a w? jsou znazornény Sipkami.

Obréazek 53: Modelova tiloha &.5. Rez oblasti 2 se zobrazenym polem w' a w? pro
piislusné p' a p2.

8.2 Modelova uloha ¢.6

I v modelové tloze ¢.6 Fesime Neumannovu tlohu (72), (73), kde 0%X; = @ a musi byt
splnéna podminka Tesitelnosti fQ (ft + f?) = 0, stejné jako v modelové tiloze &.5.
Definujme oblast €2 a sit tlohy nésledovné.

Q=ze[0, 100Ayec[0, 10]Aze[0, 10].

V této modelové tloze pouzijeme krychlovou sif o 125 prvcich (5x5x5), viz obrazek
54. Na témzZe obrazku jsou zndzornény ziidlo f! (na elementu 99) a propad f* (na
elementu 1). Zfidlo opét predstavuje vyusténi vétve vratnicové zily a propad vyusténi
vétve jaterni zily. Cerveny bod na obrazku 54 je misto, kde je predepsan tlak p = 0,
¢imz je zarucena jednoznacnost feseni tllohy. Na témze obrazku jsou také patrné tsecky
podél nichz budeme vykreslovat grafy funkci, materidlovych parametri a tlakd.

Na obrazku 55 jsou znézornény hodnoty ucelové funkce ® v zavislosti na poctu

vycisleni této funkce, kterych bylo 164. Pocet iteraci provedenych v tloze identifikace
byl 146. Hodnota ucelové funkce ® v posledni iteraci byla 0,00015319.
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Obrazek 54: Modelova tloha ¢.6. Zobrazeni sité, ziidla, propadu a tsecek.
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Obrazek 55: Modelova tloha ¢.6. Hodnoty funkce ® zavislé na poctu vy¢isleni.

Na obrézcich 56 a 57 jsou vidét porovnani hodnot funkei J*, J*, parametrt dy, ay,
ay pocatecnd zvolenych (startovacich) a rozlozeni tlakt p*, p!, p?, p* po tseckich 1 (z
bodu [0;0; 0] do bodu [10; 10; 10]) a 2 (z bodu [10; 10; 0] do bodu [0; 0; 10]), zobrazenych
na obrazku 54.
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Obrazek 56: Modelova tiloha ¢.6. Graf porovnani hodnot jednotlivych funkci, parametri

a tlakt v zavslosti na vzdalenosti od pocatecniho bodu podél tsecky 1.

f =1

J
—J_kar
—alffa_hledans
—alffa_optimalzovanes
—alfa_starfovaci
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— pl_optimalzovane
— pZ_hledans
p2_optirmalEovans

05

Obrazek 57: Modelovéa tiloha ¢.6. Graf porovnani hodnot jednotlivych funkci, parametri

T T
2 4 o 8 10

14 16

a tlakd v zavslosti na vzdalenosti od pocatecniho bodu podél tsecky 2.
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Na obrazcich 58 a 59 jsou dva pohledy na hodnoty optiméalnich hledanych parametri
ay a optimalizovanych parametr aj. Optimalni hledané parametry a; byly zvoleny
konstantni s hodnotou 1,0 na elementech 0, 1, ..., 61 dané sité, na elementech 62, 63, ..., 124
nabyvéa parametr @ hodnot 1,3. Po¢ateéni (startovaci) hodnoty parametru «y byly
zvoleny konstantni s hodnotou 0,5 na vSech elementech. Horni omezeni parametru oy
jsme definovali na vSech elementech rovno 1,5. Dolni omezeni jsme definovali rovno 0,5
opét na vsech elementech.

., alfa_hledane

Obrazek 58: Modelova tloha ¢.6. Pohled 1 na optiméalni hledané paremetry ay a opti-
malizované parametry ay.

alfa_optimalizovane

Obrazek 59: Modelova tloha ¢.6. Pohled 2 na optimalni hledané paremetry oy a opti-
malizované parametry ay.
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Na obrazku 60 je pohled na hodnoty optimélnich hledanych tlakt p' a optimalizo-
vanych tlakd pt.

.- pl_hledane

: o
& i,
F

p]_op’rimolizovonec

Obrazek 60: Modelova tiloha ¢.6. Optimélni hledané tlaky p' a optimalizované tlaky
1
ph.

Na obréazku 61 je pohled na hodnoty optiméalnich hledanych tlakt 5? a optimalizo-
vanych tlaki p?.

[

p2_optimalizovane

Obrazek 61: Modelova tiloha ¢.6. Optimélni hledané tlaky p? a optimalizované tlaky
2
P
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Na obrazku 62 je pohled na hodnoty optimalnich hledanych tokt J* a optimalizo-
vanych tokti J*. Optimalni hledané toky J* byly ziskany vy¢cislenim stavové tlohy s
parametry aj, a optimalnimi hledanymi tlaky p' a p?, viz vyse.

=

o
— = T 4:- 1
Propad Propadi

Obréazek 62: Modelova tloha ¢.6. Optimalni hledané toky J* a optimalizované toky J*.

Na obrazku 63 je zndzornén fez oblasti {2 se zobrazenym polem w! pro tlak p' a w?

pro tlak p?. Vektorova pole w! a w? jsou zndzornény sipkami.

Zridlo

1

Obrazek 63: Modelova tloha ¢.6. Rez oblasti ) se zobrazenym polem w' a w? pro

piislusné p' a p*.
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8.3 Zhodnoceni vysledki modelovych tloh

Porovname vysledky modelovych tloh ¢€.5 a ¢.6.

V modelové tloze ¢.5 byla hodnota ucelové funkce ® v posledni provedené iteraci
velmi blizko k nule, coz znamena, Ze se nachazime blizko globalniho minima této funkce.
Optimalizované parametry ay se velmi priblizuji optimalnim hledanym parametriim
Ak, prestoze nenabyvaji stejnych hodnot. Piesto z obrazka 47, 48, 49 a 50 vidime, ze
hodnoty jednotlivych optimalnich a optimalizovanych tlak se viditelné lisi. OvSem
pii pohledu na grafy 43 a 44 lze vypozorovat, zZe se tyto tlaky lisi o konstantu. To
miize byt zptisobeno nejednoznacnosti feseni. Hodnoty optimélnich hledanych J* a
optimalizovanych tokt J* se témér shoduji a jejich hodnoty na grafech 43 a 44 se
prekryvaji.

V modelové tloze ¢.6 byla hodnota tucelové funkce ® v posledni provedené iteraci
také blizko k nule, ale ne tak blizko jako v modelové tloze ¢.5. Nasli jsme tedy lokalni
minimum funkce ®. Optimalizované parametry o se ptiblizuji optimalnim hledanym
parametrim ay, ale na nékterych elementech je hodnota optimalizovaného «; velmi
odlisna od hodnoty optimalniho ay, coz je patrné zejména z obrazku 59. Pti pohledu na
grafy 56 a 57 lze vypozorovat, ze i zde se hodnoty jednotlivych optimalnich a optimali-
zovanych tlaki li$i o konstantu. Hodnoty optimalnich hledanych J* a optimalizovanych
tokt J* se téméf shoduji a jejich hodnoty na grafech 56 a 57 se prekryvaji.

U obou modelovych tloh byla pro kontrolu vypoctu totélnich diferencialtt §:'®
pouzita metoda konec¢nych diferenci.

Vysledné optimalizované ay, se vice priblizovali optimalnim hodnotam aj v mod-
elové tloze ¢.5. To mize byt zptisobeno volbou velikosti elementt v oblasti €2, jelikoz
parametry oy jsme definovali pravé na téchto elementech. V modelové tloze ¢.5 méla
hrana elementu délku 1, zatimco v modelové tloze ¢.6 méla hrana elementu délku 2.
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9 Zavér

Na zacatku prace jsme se kratce seznamili s pojmem tkanova perfize a s anatomii a
fyziologii jater.

Poté jsme se seznamili s metodikou vytvareni multi-kompartmentovych modelt per-
faze jater a jejich numerickou implementaci. Modely perfize jater jsme implementovali
pro 1D i pro 3D popis perfize. Pro 1D popis byl v softwaru Matlab implementovan
dvou-kompartmentovy model pomoci metody koneénych diferenci. Pro 3D popis byl v
softwaru SfePy implementovan multi-kompartmentovy model pomoci slabé formulace.
Pti odvozovani rovnic pro popis perfze jsme vychazeli z rovnice kontinuity a z Darcyho
zékona, pricemz jsme také zohlednili moznost vymény tekutiny jak mezi kompartmenty
v modelu, tak i mezi modelem a vnéjsim prostiedim.

Daéle jsme se seznamili s metodikou ulohy identifikace a s citlivostni analyzou,
pricemz ulohu identifikace jsme formulovali jako optimalizacni tilohu. VyzkousSeli jsme
si numerické feseni nékolika modelovych tloh identifikace pro 1D i 3D model, kde 3D
model jsme z divodu velké ¢asové naroc¢nosti vypocti redukovali pouze na model dvou-
kompartmentovy. Vysledky nékterych tloh potvrdili, Ze formulovat tlohu identifikace
jako optimalizac¢ni tilohu byl spravny pristup. Z nékterych vysledki ovsem vyplynulo, Ze
tloha identifikace nemusi mit jednoznac¢né feseni a v tom pripadé je vhodné jeji formu-
laci zpresnit, pfipadné tlohu preformulovat. Zpresnéni formulace miize byt provedeno
napiiklad dodanim vazeb, které snizi miru nejednoznacnosti. Ulohu identifikace lze
také dale rozsitovat, naptiklad o identifikaci dalSich materidlovych parametri, coz bylo
provedeno pro 1D model.

V dalsi praci se lze zamérit na zjisténi divodd vzniku a odstranéni nepiesnosti,
které vznikaji pii feseni ulohy. Déle lze ve 3D modelu do budoucna pouzit geometrii,
ktera by vice odpovidala geometrii jater a také lze rozsitit ilohu identifikace pro vice
nez dva kompartmenty a na vice materidlovych parametri.
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10 Dodatky

10.1 Dodatek ke kapitole 5.2.2

e Vyjadfeni parcialni derivace funkce ® podle p¥ (%).

Upravy, kterymi jsme rovnici (44) ptevedli na tvar (45) jsou nésledujici. Parcialni
derivaci funkce ® podle pf jsme definovali jako derivaci sloZené funkce. Tedy jako
soudin parcialni derivace funkce ® podle J; a parcidlni derivace J; podle pF. Kde i
predstavuje index uzlu diskretizace a k index kompartmentu.

od 09 09J;

(9_]9528_%3_}%‘3 proi=2,3,...n—1 aprok=AB (44)
Rozepiseme parcialni derivaci funkce ® podle J;, (%) ve tvaru
a@ 8 1 =\2 =\ 2 = 2 1 =
=2 (- Js— T 4t (Jot — T }:—-Q-Ji—i .
57 "o 3 [ B (= B e (= )’ = 520 (A= )
(76)
Vyjadifme parcidlni derivaci J; podle p¥, <g;,1) ve tvaru
aJ; 0 A By ) Gi-1 pro k = A,
a_pi?_a_pf.[Gi(Pi _pi)}_{Gi.(_l) pro k = B. (77)
Parcialn{ derivaci funkce ® podle p¥ (%) vyjadiime podle rovnice (44) jako soucin

parcialnich derivaci (76) a (77) ve tvaru rovnice (45)

0P { +(Jz—jz)GZ pI‘Ok:AA7

(45)
e Vyjadreni parcialni derivace funkce ¢ podle G; (%)
Upravy, kterymi jsme ptevedli rovnici (46) na rovnici (47) jsou nésledujici. Parcialni
derivaci funkce ® podle G; vyjadiime jako derivaci slozené funkce. Cili jako soudin
parcidlnich derivaci funkce ® podle J; a J; podle G;. Coz je vyjadieno rovnici (46).
o> 0% 9J;
0G;  0J; 090G,

Parcialni derivaci funkce ® podle J; jsme vyjadfili rovnici (76).

proi=2,3,...,n—1 (46)

Vyjadiime parcialni derivaci J; podle Gj, (g—é) ve tvaru

aJ; 0
ac — ag G =) = (v = 7). (78)

Parcialni derivaci funkce ® podle G; vyjadiime podle rovnice (46) jako soucin par-
cidlnich derivaci (76) a (78) ve tvaru rovnice (47).

= (= ) = 7). (47)
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10.2 Dodatek ke kapitole 7, Citlivostni analyza

I v 3D multi-kompartmentovém modelu provedeme citlivostni analyzu. Postup bude
analogicky ke kapitole 5.2. PouZijeme znaceni z [13], kde jsou definovany néasledujici
bilinearni formy a linearni funkcional

ai(p,q)z/ K'Vp-Vq, b”'(p,Q)z/ Gipq | gi(Q)=/ flq .

10.2.1 Adjungovana proménna

Opét vyuzijeme adjungovanou promeénnou, kterou oznac¢ime \. Definici adjungované
proménné pievezmeme z [13]. Odvozeni rovnice pro vypocet stavové tilohy pomoci ad-
jungované proménné je rovnéz uvedeno v [13]. Odvozena adjungovand stavova rovnice
ma tvar

a' (¢ N) + Y 0 (N = N) = =6,® (a,p;q)  VgeQ. (79)
i
Do rovnice (79) dosadime vztah z [13] ve tvaru
6, ® (v, p; 0p') = Z 2/Q (GL(p'—p) = JV)Giop', (80)
FETR AL

ve kterém provedeme substituci dp° = q.

10.2.2 Vypocet totalniho diferencialu §'”'®

Rovnici pro vypocet totalniho diferencialu §%'® prevezmeme z [13] ve tvaru
61 (v, p () ;0a) = 5, @ (v, p; ) + Z Z 5ab (p" — ', N') 0 bar . (81)
i g

Do rovnice (81) dosadime néasledujici rovnice taktéz prevzaté z [13].

G (0, p:00) = Y / 2 (G (aw) (P =) = T) (o' = ) Goan . (82)

J>i

5abg (p,q) o b = / pqGdoy,, (83)

kde v rovnici (83) zavedeme substituce p = p’ —p/ a ¢ = \". Timto jsme vy¢islili totalni
diferencial §%'®.

10.2.3 Kontrola vypoctu totalniho diferencialu pomoci kone¢nych difer-
enci

Analogicky ke kapitole 5.2.3 provedeme kontrolu vypoctu totalniho diferencidlu pomoci
kone¢nych diferenci. K rovnici (51) analogicky odvodime
O (a+ Aag) — (a0 — Aay)

2 - AOék ’

tot ~
51 A

7



kde Aay je krok diference a funkce ® je dana predpisem (75). Hodnoty totalnich
diferencialt vypoctenych metodou konecnych diferenci a pomoci parcialnich diferen-
ciali by se opét mély shodovat na nékolik mist, v zavislosti na volbé kroku Aay,.
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