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Abstrakt

Hlavnim cilem této prace je nalézt parametry reologického modelu, ktery by se
€0 nejvice priblizil viskoelastickému chovani kloubni chrupavky odebrané z kycelniho
kloubu. Nejprve je v praci obecné popsana stavba mékkych tkani. Podrobnéji je
popsana anatomie chrupavky, které se veénuje cela prace. Nasledné jsou popsany
viskoelastické vlastnosti a zakladni reologické modely, ze kterych jsou odvozeny dale
relaxaci chrupavky a tato data jsou pouzita pro ziskani cilové funkce, pro kterou je
provedena parametrickd optimalizace. Byl napsan optimaliza¢ni program pro metodu
nejvetsiho spadu. Zaroven byla optimalizace provedena funkci fmincon.m v prostiedi
MATLAB a vysledky jsou porovnany. Pro program metody nejvétsiho spadu byla
provedena citlivostni analyza.

The Abstract

The main objective of this work is to find parameters of the rheological model,
which would be able to closely fit the viscoelastic properties of articular cartilage taken
from the hip joint. First, the structure of soft tissues is described in general. Then the
anatomy of cartilage is described in detail. Subsequently the viscoelasticity and
elementary rheological models are described. These are used to derive complex
rheological models. The experimental data describing relaxation of cartilage were
obtained and used for the parametric optimisation of the selected model. Optimisation
program using the method of gradient descent was implemented. At the same time, the
optimisation was also performed by fmincon.m function in MATLAB environment and
the results were compared. A sensitivity analysis of the method of gradient descent was
performed.
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1. Uvod

Motivaci vzniku této prace byl fakt, ze velka Cast populace trpi riznymi druhy
onemocnéni kloubd. U nékterych onemocnéni kloubti, jako naptiklad osteoartrdza,
dochazi k poskozeni chrupavky. Osteoartréza je degenerativni onemocnéni predevsim
velkych kloubt, jako jsou klouby kolenni a kycelni. V kloubni chrupavce, ktera pokryva
koncové casti nosnych kosti, dochazi pii osteoartroze k poruSe latkové vymény
a chrupavka se postupné ztenéuje, az se na nékterych mistech vytvoii nova kostni tkan,
kostni vyrustky zvané osteofyty, které brani v plnohodnotné pohyblivosti kloubu
a zpusobuji veliké bolesti [7]. Takto porusena chrupavka ztraci schopnost tlumit narazy.
Lékati rozliSuji Ctyfi stupné osteoartrozy, kdy posledni Ctvrty stupen vede vétSinou
k endoprotéze poskozeného kloubu. Lékati rozdé€luji endoprotézy na dva druhy a to
Caste¢nou endoprotézu, pii které je nahrazena pouze poSkozena c¢ast kloubu, a totalni
endoprotézu, pii které dochdzi k nahrazeni celého kloubu. Chrupavka miize byt
poskozena kromé onemocnéni kloubtl, jako je osteoartrdza, také pii irazu kloubu anebo
dochazi k jejimu poskozeni v disledku vrozenych vad. V nékterych piipadech se miize
nahradit pouze poskozend chrupavka chrupavkou jinou a nemusi tak dojit az k totalni
endoprotéze.

V Ceské republice se pouziva metoda nahrazeni poskozené chrupavky
chrupavkou vypéstovanou z kmenovych bun¢k. Cely proces probihd v Narodnim centru
tkani a bun¢k v Brn¢ [18], kde se v laboratofich ze vzorku zdravé chrupavky uvolni
chrupavkové bunky chondrocyty a ty se pak namnozi na pozadovany pocet. V kone¢né
fazi se tkan vytvaruje ve formiCce do potfebného tvaru a vznikld chrupavka se
operativné umisti na poskozené misto. Spole¢nost Cellthera [3] se zabyva podobnou
metodou jako Narodni centrum tkdni a bunék a to ziskdvanim bunék tzv. stromdlni
vaskularni frakce (SVF), které tvofi pojivovou a tukovou tkan. Bunky se ziskavaji
z lipoaspiratu pfi tumescenéni liposukci. SVF obsahuje kromé kmenovych bunék jesté
nékolik dalsich druhi bun¢k, z nichz nékteré piispivaji k regeneraci poskozenych tkani
chrupavky. Novym zptsobem 1é¢by poranéné kloubni chrupavky je jeji nahrazeni
syntetickym implantitem, coz je mnohem levnéjSi varianta, neZ vypéstovani nové
chrupavky z kmenovych bunék. Tento zplsob se bohuzel nedd aplikovat pfi
osteoartroze, protoze pro pouziti implantatu je zapotiebi, aby okolni tkan a vazy byly
v poradku. Implantat se d4 pouZit jen u mladsich lidi a pouze pro chrupavku kolenniho
kloubu. Tuto 1é¢bu nabizi Nemocnice Na Homolce v Praze [12]. Uplnou novinkou je
implantat vyrobeny ze schranek koral, ktery méa obnovit chrupavku. Testuji ho ve
Fakultni nemocnici v Brn¢ [8]. V zahrani¢i se problému nahrad chrupavcité tkané
vénuje napiiklad firma CartiHeal [2], v niz vyvinuli bezbunéény implantat pro
regeneraci hyalinni chrupavky.

Aby bylo mozné nahradit poskozenou chrupavku kvalitni nahradou, je nutné
znat mechanické vlastnosti zdravé chrupavky. Tato prace je brana jako tvod do
problematiky modelovani mékkych tkédni a jejim cilem je nalezeni parametri
reologického modelu, ktery nejlépe popisuje vlastnosti chrupavcité tkane.

Prace obsahuje stru¢ny rozbor stavby tkani a anatomicky rozbor mekké tkané
chrupavky. Daéle jsou v praci popsany zakladni reologické modely popisujici
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viskoelastické vlastnosti materiadlu. Je zde objasnéno, jakym zpiisobem se zjiStovala
experimentalni data potfebnd pro tuto praci a jakym zplsobem se déale pouzivala pii
hledani optimalnich parametri. Nasledné se prace vénuje problematice optimalizace. Je
zde popsano, jaké metody byly pouzity K optimalizaci materialovych parametru.
Zpracovani vysledki bylo provedeno v systtmu MATLAB [15]. Vysledky jsou
v zavéru prace zhodnoceny. Obrazky pouzité Vv této praci, jsou pirevzaty predevSim
z literatury [5], [13] a [14].



2. Obecna stavba tkani

Tkan je soubor morfologicky podobnych bunék, které se specializuji na stejnou
nebo podobnou funkci. Kazda tkan se sklada zbunécné a mezibunééné Casti. Za
bunéénou ¢ast je povazovana buika (cellula). Ta je zakladnim stavebnim a funk¢énim
prvkem zivého organismu. Tvoii ji jadro, cytoplazma obsahujici bunécné organely
a bunétna membrana, kterd bunku ohranicuje a zajistuje jeji kontakt s vnéjsim okolim.
Podle tvaru a vnitini stavby se rozliSuje fada riznych bunék, které se rozdéluji podle
druhu tkang, v niz se vyskytuji.

V mezibunééné hmoté se nachazeji vlakna dilezita pro stavbu a funkci tkani.
Jsou to aktin, elastin, resilin, abduktin a kolagen. Jejich mechanické vlastnosti se blizi
vlastnostem elastického materilu.

Aktin je latka, ktera patii mezi bilkoviny a ma globularni strukturu. Vyskytuje se
ve svalech, leukocytech, ¢ervenych krvinkach a také v bunkach napf. v endotelialnich
bunkach [10]. Polymeruje v dlouha vlakna - mikrofilamenta. Ta jsou soucasti
cytoskeletu bunky, zpeviiuji mezibunécné spoje, maji svou funkci pti déleni bunék a ve
svalovych buikach jsou soucasti myofibril [4].

Elastin je protein vlaknitého tvaru a je nerozpustny ve vodé. Vlakno se sklada
z jednoduchych aminokyselin [5]. Podili se na stavbé cytoskeletu, je zakladni slozkou
nékterych typl vaziva a najdeme ho v mimobunééném prostoru. Vyskytuje se
u obratlovcet, ve sténach cév a zil pobliz srdce, v kiizi, vazech, §lachach [10].

Resilin je pruzny protein, ktery ma podobné mechanické vlastnosti jako elastin,
ale jeho chemické slozeni je odlisné. Nema pravidelnou strukturu, ale tvoii ho ndhodné
sto¢ené fetézce aminokyselin. Vyskytuje se ve tkanich ¢lenoveu [10].

Abduktin je elasticky protein, ktery ma podobné vlastnosti jako elastin a resilin.
Byl nalezen ve svalu u lastur. Je také obsazeny v lidském téle napf. ve svalech
pohybujicich srde¢nimi chlopnémi [10].

Kolagen je bilkovina vlaknitého tvaru nerozpustna ve vodé. Je zakladni stavebni
sloZkou pojivovych tkani a mezibunécné hmoty. Tvoii 25-30% vSech proteinl v téle
savcu [10].

Tkané se obecné déli na epitelovou, pojivovou, svalovou, nervovou tkan a krev
[17]. Tato prace je zaméfena zejména na pojivovou tkan, jiz tvoti bunky, mezibunééna
hmota a kolagenni a elastické fibrily. Mezi pojiva patii vazivo, chrupavka a kost. Dalsi
informace o tkanich Ize najit naptiklad v [17],[4] a [10].



2.1. Chrupavka

Chrupavku (cartilago, chondros) obecné fadime mezi mékké tkané. Chrupavka
je pojivova tkan, ktera je poddajna. Tvoii ji bunky (chondrocyty) a prusvitna
mezibunécna hmota, ktera podle druhu chrupavky obsahuje kolagenni (obr. 2.1)
a elastické (obr. 2.2) fibrily [5].
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Obr. 2.1: Kolagenni fibrily [5].

Kolagenni fibrily maji slozitou stavbu. Zakladni jednotkou je tropokolagen. Ten
je tvofen trojitou levou Sroubovici polypeptida [4]. Pét téchto Sroubovic tvoii
mikrofibrily, které vytvareji subfibrily a ty pak tvofi rizné dlouhé, pti¢né pruhované
kolagenni fibrily s periodou 64 — 68 nm [13]. Velikost prifezu vlakna se pohybuje
v rozmezi 1-20 um [4]. Mechanické vlastnosti nezavisi na molekulach, ale na jejich
sloZeni do fibril, vldken a riznych tkani. Obecné se kolagenni fibrily vyznacuji velkou
pevnosti. Pti varu fibrily denaturuji a vznika klih [4]. V souasnosti je znamo vice nez
20 typu kolagenu. Dilezité jsou kolageny typu I, II, III a V, které vytvareji vlakna.
Kolagen typu I je nejvice rozsifeny, predstavuje piiblizné 90% kolagenu v téle. Je
obsazen napfiiklad ve skare kuize, kostech, §lachach, zuboviné a vazivu. Kolagen typu 1l
se vyskytuje v hyalinni a elastické chrupavce. Kolagen typu III se vyskytuje jen pfi
embryonalnim vyvoji a pozd¢ji je nahrazen kolagenem typu I. Kolagen typu V najdeme
Vv obalech plodu. Vldkna kolagenu podléhaji minimélni deformaci pii zaté€zi tahem.
Jejich pevnost se udava v rozmezi 50 - 100 MPa a modul pruznosti se udava fadové
10° MPa [13].
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Obr. 2.2: Elastické fibrily [5].

Elastické fibrily jsou dlouha vlakna elastinu, ktera se po ukonéeni zatéZovani
vraci do plvodnich rozmérd. Jsou ten¢i neZ kolagenni fibrily. Jejich tloustka se
pohybuje vrozmezi 1 - 4 um [4]. Ale napiiklad v elastickych vazech mohou mit
tloustku az 12 um. Elastické fibrily se Casto vétvi a vytvareji sité. Elasticka tkan je
Vv Cerstvém stavu nazloutld. Az do rozmezi deformaci 1,3 - 1,6 vykazuji téméf linearni
zavislost mezi napétim a deformaci, vykazuji velmi malou hysterezi a modul pruznosti
se udava ptiblizné¢ 0,6 MPa [13]. Tyto vlastnosti se téméf zachovavaji pii zafixovani
napt. ve formaldehydu. Zahtivani do 66 °C a nasledné ochlazovani neméni mechanické
vlastnosti [10]. Jsou také odolné viici pisobeni roztokt kyselin a zasad a vici varu [5].

Chondrocyty jsou jednojaderné butiky. Pfi embryonalnim vyvoji pojivové tkané

se chondrocyty derivuji z téZe mezenchymové buriky a vytvaieji skupiny kulovitého
tvaru uzaviené ve spoleném pouzdru [4]. Svymi vybéZzky se zanofuji do okolni
mezibunééné hmoty. Fibrily obta¢i skupiny chondrocyti a vytvaii tim chondrony
(obr. 2.3), které zvySuji pevnost chrupavky vuci tlaku a tahu [5].
Na povrchu chrupavky je perichondrium, coz je vazivova vrstva tvofena kolagennim
vazivem, elastickymi vlakny, cévami a nervy [4]. Perichondrium piechéazi do chrupavky
plynule a zajiStuje jeji vyZivu, protoZe chrupavce chybi cévni zasobeni. Z diivodu
nedostate¢ného vyziveni chrupavky ¢asto dochazi k degeneraci chrupavky. Chrupavcita
tkan sama o sob€ neni schopna regenerace. K nahrazeni ponicené casti chrupavky
dochazi z perichondria, ze kterého se nejprve vytvoii vazivova chrupavka, ktera je pak
ptestavéna na chrupavcitou tkan [4]. U kloubnich chrupavek perichondrium chybi.



Obr. 2.3: Chondrony — Kolec¢ka piedstavuji skupiny chondrocytd, které jsou obkouzeny
fibrilami [5].

2.2. Druhy chrupavek

Chrupavky se rozd¢€luji podle mnozstvi bun€k, mezibunééné hmoty a mnozstvi
a druhu fibril. Rozeznava se chrupavka bunééna, hyalinni, elasticka a vazivova.

Chrupavka bunécna je chrupavka, ktera se vyskytuje u ¢lovéka v embryonalnim
obdobi. M4 velmi malé mnozstvi mezibuné¢né hmoty. Vznikaji z ni ostatni druhy
chrupavky [5].

Chrupavka hyalinni  (sklovitd) je slozena zkulovitych nebo vejcitych
chondrocytti (obr. 2.4). Mezibunééna hmota dosahuje az 95% objemu chrupavky.
Kolagenni fibrily jsou tenké a za normalnich podminek téméf neviditelné. Elastické
fibrily se v chrupavce nevyskytuji. V embryonalnim vyvoji tvofi hyalinni chrupavka
nejvetsi Cast skeletu. V dospélosti tvoti kloubni chrupavky, tseky zeber, mecovity
vybézek hrudni kosti, ¢ast nosni ptepazky, chrupavky zevniho nosu, chrupavky hrtanu,
pridusnice a pradusek [5].

Obr. 2.4: Hyalinni chrupavka [5].
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Chrupavka elasticka je zlutobild, obsahuje mnozstvi elastickych a kolagennich
fibril a buiiky jsou rovnomé&rné rozloZeny (obr. 2.5). Proto je velmi pruzna. Najdeme ji
Vv hrtanové ptiklopce, usnim boltci a ve sténé drobnych pradusek [5].

Obr. 2.5: Elasticka chrupavka [5].

Chrupavka vazivovad na obr. 2.6 je matné bila, obsahuje velké mnozstvi silnych
kolagennich vlaken, mezi kterymi jsou chondrocyty. Diky velkému mnozstvi vldken je
velmi pevna. Tvofi meziobratlové disky, nitrokloubni disky a menisky, je soucasti
sty¢nych ploch nékterych kloubu [5].

Obr. 2.6: Vazivova chrupavka [5].

Tato prace je dale zaméfena pouze na kloubni chrupavku, kterd je typem
hyalinni chrupavky.



2.3. Kloubni chrupavka

Kloub je definovany jako pohyblivé, dotykové spojeni dvou nebo vice kosti.
Sty¢né plochy na kosti jsou pokryty kloubni chrupavkou. U vétSiny kloubi se rozliSuje
obvykle konvexni kloubni hlavice a kloubni jamka, ktera je plocha az konkavni [5].
Cely kloub je ulozen v kloubnim pouzdru, které je tvofeno zevni fibrézni a vnitini
synovialni membranou. Synovialni membrana produkuje do kloubni dutiny synovialni
tekutinu, ktera funguje jako mazivo. Synovidlni tekutina je dialyzat z krevni plasmy
doplnény vysoce polymerovanou Kkyselinou hyaluronovou. Kloubni chrupavka je
vyZzivovana z této tekutiny difuzi [5].

Mezibunécnda hmota kloubni chrupavky se sklada z vody, jez zabira 65-85%
objemu chrupavky [13], glykosaminoglykant (kyselina hyaluronova, chondroitinsulfat,
keratansulfat typu II), proteoglykani (aggrecan), glykoproteinti (chondronektin)
a z kolagennich fibril typu Il [4]. V mezifibrilirnim prostoru kloubni chrupavky se
nachazi submikroskopické otvory [6] o0 velikosti 3 — 6,5 nm [13], kterymi pii deformaci
chrupavky dochdzi k vytlacovani synovialni tekutiny. Zarovenn roste hustota
mezibunécné hmoty. Po odleh¢eni je synovialni tekutina nasavana zpét do chrupavky.
Tato deformace chrupavky je oznac¢ovana jako pruzna [6].

Vyska vrstvy kloubni chrupavky zéavisi na tlaku, kterému je plocha kloubu za
b&znych fyziologickych podminek vystavena. Cim vétsi je v misté ptisobeni tlak, tim
silngjsi je chrupavka. Vyska chrupavky se udava v rozmezi 0,5 — 6 mm [5]. Vlastnosti
chrupavky zavisi na tloust’ce jednotlivych vrstev, ze kterych se chrupavka sklada.
Vrstvy se v [13] rozlisuji podle tpravy vlaken a chondrocyti. Chrupavku pokryva mirné
zvlnéna povrchova vrstva. Je nejslabsi, tvoii 10 — 20% objemu chrupavky. Tvoii ji
podlouhlé chondrocyty, které jsou obklopeny rovnobézné s povrchem orientovanymi
svazky kolagennich fibril. Obsahuje malo proteoglykanti. Prechodova (stiedni) vrstva je
nejobjemng;jsi. Tvoii 40 — 60% objemu chrupavky. Chondrocyty maji kulovy tvar a jsou
obklopeny néhodné uspofddanymi kolagennimi fibrilami. Hluboka (radidlni) vrstva
tvoti piiblizné¢ 30% objemu. Fibrily a sloupce chondrocytii jsou orientovany kolmo
k povrchu chrupavky. Posledni vrstva chrupavky, ktera piechazi v kost, je ozna¢ovana
jako zvdpenatéla vrstva. Vsechny vrstvy na sebe piimo navazuji (obr. 2.7).
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Obr. 2.7: Vrstvy chrupavky [13].

Pii pohybu dochazi v kloubu k valeni v kombinaci se smykem. Hlavni funkci
kloubni chrupavky je tlumeni razti a vibraci, rozlozeni tlakového zatizeni na vétsi
plochu a snizeni tfeni mezi sty¢nymi plochami v kloubnim spojeni. Koeficient tfeni
kloubnich ploch je snizovan chrupavkou a synovialni tekutinou [9].

Z hlediska biomechaniky je kloubni chrupavka povazovéna za viskoelasticky
material. Kolagenni vlakna v mezibuné¢né hmot¢ vytvareji sit’ pro proteoglykany, které
na sebe vazou velké mnozstvi vody. Pro prostorové uspotfaddani své molekuly
a schopnost vazat vodu, jsou proteoglykany v publikaci [6] oznaCovany za nositele
viskoelastickych vlastnosti chrupavky.



3. Mechanické vlastnosti mékkych tkani

Me¢ékkymi tkdnémi se rozumi tkané¢ mimo kost (napi. vazivo, Slachy, svaly). Maji
obecné velmi slozit¢é mechanické chovani, které je dano wvnitini strukturou tkané.
Mechanické vlastnosti tkani zavisi na celé fad¢ faktort, jako je naptiklad vek, pohlavi,
zdravotni stav, télesnd i okolni teplota, historie zatézovani tkan¢ a jiné. Mékké tkané
jsou povazovany za nelinearni, nehomogenni a viskoelasticky materidl. Pro
viskoelasticky materidl zavisi vztah mezi napétim a deformaci na Case. Véda, kterad
popisuje mechanické vlastnosti latek a vztahy mezi napétim, deformacemi a rychlosti
deformace, se nazyva reologie. Tato prace slouzi jako vod do problematiky popisu
mechanickych vlastnosti chrupavky. Chrupavka se chova jako nelinearni viskoelasticky
materidl, ovSem tato prace se v dalSich kapitolach zabyva pouze linearni
viskoelasticitou.

3.1. Zakladni reologické modely

Pro popis elastickych materiald se pouziva Hookelv zakon. Idealné elasticky
material piredstavuje Hookeovo kontinuum, které ma linearni zavislost mezi napétim o
a deformaci ¢

oc=E-¢, (3.1)

kde E je modul pruznosti v tahu piislusné latky, ktery se udava v jednotkach [Pa].
Hookeovo kontinuum se oznacuje symbolem pruziny (obr. 3.1). Linearni pruzina se
totiZ pii zatizeni okamzité zdeformuje a po uvolnéni vraci zpét na svou ptivodni délku.

—/ 50000\~

Obr. 3.1: Hookeovo kontinuum.

Viskozni materialy lze popsat modelem Newtonovova kontinua, které ma

TP D , d
linearni zavislost mezi napétim ¢ a rychlosti deformace d—i

de
o=n"—, (3.2)
kde 7 je dynamicka vazkost kapaliny, ktera se udava v jednotkach [Pa - s]. Predstavuje
idealni viskozni material, ktery si mtizeme pfedstavit jako tlumi¢ (obr. 3.2). V tomto
pfipadé¢ pii zatizeni deformace postupné narlistd a po odlehéeni tlumi¢ zlstava

deformovany.

Obr. 3.2: Newtonovo kontinuum.
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3.2. Vlastnosti viskoelastickych materiala

Kombinaci zakladnich modeld, uvedenych v piedchozi kapitole, je mozné

vvvvvv

zkoumani a popisu viskoelastickych material je vyhodné pouzit skokové zatizeni nebo
skokové napéti pro vylouceni vlivu Casu.

Pozvolny narist deformace za stalého napéti se oznacuje jako creep neboli
teCeni. Za predpokladu, Ze napéti zavislé na Case je popsano funkci

o(t) =gp " H(t), (3.3)
kde g, je velikost napéti a H(t) je Heavisideova funkce, pak odezva na toto napéti je
(t) = oo - J(0), (3.4)

kde J(t) je creepova funkce. U linearnich viskoelastickych materialti creepova funkce
nezavisi na velikosti napéti. Na obrazku 3.3 je vidét predepsané napéti, pro které
meéfime casovou zavislost deformace, ktera je vidét na obrazku 3.4.

g £
G, /'

1] t 0 t
Obr. 3.3: Zavislost o (t) pfi creepu. Obr. 3.4: Zavislost &(t) pfi creepu.

DalSim jevem, ktery se pozoruje pti zkoumani viskoelastickych materiald, je
relaxace. Ta se projevuje postupnym poklesem napéti pii stalé deformaci. Funkce
deformace se predpoklada ve tvaru

e(t) = g - H(1), (3.5)
kde &, je velikost deformace. Odezva na stalou deformaci je
o(t) =€, E(1), (3.6)

kde E(t) je relaxa¢ni funkce. Relaxa¢ni funkce neni u linedrnich viskoelastickych
materiali zavisla na velikosti deformace. Obrazek 3.5 ukazuje deformaci, ktera byla
predepsana. Na obrazku 3.6 je vidét Casova zavislost napéti, kterou naméfime pii
relaxaci.
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a
%
0 0 I t
Obr. 3.5: Zavislost £(t) pfi relaxaci. Obr. 3.6: Zavislost o(t) pii relaxaci.

3.3. Jednoduché linearni reologické modely

Mezi nejjednodussi linedrni reologické modely popisujici viskoelastické
materialy patii Maxwelliv a Voight-Kelviniiv model.

3.3.1. Maxwelluv model

Model vznika sériovym zapojenim Hookeova a Newtonova kontinua (obr. 3.7).

/580500 \—
N E

Obr. 3.7: Maxwelltiv model.

Pro Hookeovo kontinuum plati vztah (3.1), ze kterého se vyjadii casova derivace
deformace jako

de 1do

Newtontv element je popsan vztahem (3.2). V obou elementech je stejné napéti,
ale celkova deformace je dana souctem deformaci od jednotlivych elementt, tedy

de 1do g
E—EE-F;. (3.8)

Vynasobenim rovnice (3.8) viskozitou n piejde vztah mezi napétim a deformaci do
tvaru:

ndo _ E
o +EE = T’dt (39)
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Pomér % lze oznacit jako tzudavany v sekundach.

do de
G+tRE_ TIE (310)
Resenim rovnice (3.10) pro asovy pribéh napéti pii konstantni deformaci
kontinua lze ziskat relaxacni funkci [14] ve tvaru

t

E(t) = E,- e |, (3.11)

kde tg je relaxacni doba. Relaxa¢ni doba vyjadiuje Cas, za ktery pocate¢ni napéti o
klesne na hodnotu %, kde e je zaklad pfirozeného logaritmu. Na obrazku 3.8 je vidét
prabéh relaxace napéti jako odezvy na zadané zatizeni. S rostoucim cCasem do
nekonecna se hodnota napéti blizi k nule.

Resenim rovnice (3.10) pro ¢asovy pribsh deformace pii konstantnim zatizeni
1ze ziskat creepovou funkci [14] ve tvaru

JO =2+5% (3.12)

S |+

1
E

Na obrazku 3.9 je vidét pribéh creepové funkce jako odezvy na zadané zatizeni.
Velikost deformace s rostoucim ¢asem neomezené linearné narasta.

t[s]

'4':":":' T T T T T T T T T

3000

2000

o [Pa]

1000

I:I | | | | 1 | | |
a 1 2 3 4 5 2] 7 g H 10

t[s]

Obr. 3.8: Zatizeni (horni graf) a relaxace (spodni graf) Maxwellova modelu.
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49999 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a
t[=]

15':' T T T T T T T T T

100

g [-]

a0

I:I | | | | | | 1 | |
a 1 2 3 4 ) ] 7 g H 10

t[s]

Obr. 3.9: Zatizeni (horni graf) a creep (spodni graf)Maxwellova modelu.

3.3.2. Voigt-Kelvinuv model

Model vznika paralelnim zapojenim Hookeova a Newtonova kontinua
(obr. 3.10).

n
Obr. 3.10: Voigt-Kelvintiv model.

Pro Hookeovo kontinuum plati vztah (3.1), Newtoniv element je popsan
vztahem (3.2). V obou elementech je stejna deformace, ale celkové napéti je dano
souctem napéti od jednotlivych elementt, tedy

o =FEe+ . (3.13)
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Jednoduchou tpravou piejde rovnice (3.13) na vztah (3.14), kde je pomér % oznacen
jako t.[s].

d
S=et teo (3.14)

Resenim rovnice (3.14) pro deformaci dostavame creepovou funkci [14]

Jo =1 (1 _ e_> (3.15)

kde t. je retarda¢ni doba. Retarda¢ni doba vyjadiuje Cas, pti kterém hodnota napéti o,
dosahne hodnoty % — %, kde e je zaklad ptirozeného logaritmu. Na obrazku 3.11 je
vidét prubéh creepové funkce jako odezvy na zadané zatizeni. S rostoucim ¢asem do
nekonecna se hodnota napéti blizi k hodnot¢ %

Relaxac¢ni funkce je v pfipadé Voigt-Kelvinova modelu konstantni E(t) = E pro

t > 0, z ¢ehoz plyne, ze Voigt-Kelviniv model nerelaxuje. Tento jev je znazornén na
obrazku 3.12.

5':'1 T T T T T T T T T

a00.5

500

o [Fa]

4335

499
0
{[s]

I:II:I15 T T T T T T T T T

0.m

z[-]

0.005

1 1
0 2 4 B g 10 12 14 1B 18 20
t[s]

Obr. 3.11: Zatizeni (horni graf) a creep (spodni graf) Voigt-Kelvinova modelu.
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Obr. 3.12: Zatizeni (horni graf) a relaxace (spodni graf) Voigt-Kelvinova modelu.

3.4. Relaxace slozitéjSich modeli

materidli. Pro popis viskoelastickych vlastnosti byl vybran Kelvin-Zeneriv model

a line4drni model s péti parametry.

3.4.1. Kelvin-Zeneriv model
Tento model vznikd paralelnim zapojenim Maxwellova modelu a Hookeova

kontinua (obr. 3.13).

n

Obr. 3.13: Kelvin-Zenerav model.
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V obou vétvich modelu je stejna deformace
E=¢&) =¢&. (3.16)

Deformace Maxwellova modelu je vyjadiena jako

de _doq

01

kde tgje relaxa¢ni doba. Deformace Hookeova kontinua je vyjadiena jako

E, & =9% (3.18)

Oqr — at
Vysledné napéti o je dano souctem napéti g, na vétvi s Hookeovym kontinuem a napéti
0, na vétvi s Maxwellovym modelem, tedy

o =0y + 0y. (3.19)
Dosazenim vztahti pro deformace jednotlivych vétvi do rovnice (3.15) vznikne rovnice

de _ 401, 01, ddo
E(El +Ey) = ” + = + et (3.20)

Po pficteni vtahu (3.1), ktery je vydélen relaxaéni dobou tg, k obéma stranam rovnice
(3.20) a s pouzitim rovnice (3.19) vznikne rovnice popisujici Kelvin-Zeneriv model
[14]

de €Ey g d_cr
E (E1 + Eo) + E - tR + dt. (321)

Resenim rovnice (3.21) pro napéti Ize vyjadfit relaxaéni funkci [14] ve tvaru

t

E(t) = E, + Ejetr | (3.22)
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3.4.2. Obecny linearni model

Model na obrazku 3.14 vznikd postupnym paralelnim ptipojenim Maxwellova
elementu k Hookeovu kontinuu.

Obr. 3.14: Obecny linearni model.

Relaxac¢ni funkce takového modelu se udava ve tvaru

-t

E(t) =Ey+YN_,E,etrn (3.23)

kde N je pocet vétvi Maxwellova elementu.

2=

Obr. 3.15: Model s péti parametry.

V praci bude vyzkouSen model s péti parametry (obr. 3.15), pro ktery je
pouzivana relaxacni funkce ve tvaru

-t -t

E(t) = Ey + Ejetr1 + E,etrz, (3.24)

kde tg;a tg, jsou relaxaéni doby jednotlivych vétvi.
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4. Identifikace materialovych vlastnosti

Pro zjisténi optimalnich parametrti reologického modelu bylo zapotiebi sestavit
funkci, ktera by se nasledné optimalizovala. Tato funkce (4.1) byla stanovena jako suma
kvadratu rozdilu teoreticky predikovaného napéti a napéti ziskaného z experimentu.

y=2i (Gani - Gexpi)z (4.1)

Experiment a zplisob jakym byla ziskéna data je popsan nize. Stejné tak je dale
uvedeno, jakym zplisobem lze spocitat napéti na zdkladé matematického modelu.

4.1. Experimentalni méreni vlastnosti chrupavky

Pro experiment byl k dispozici vzorek chrupavky z lidského kycelniho kloubu.
Tento vzorek byl pfed experimentem a Vv pribéhu experimentu uchovan ve
fyziologickém roztoku, aby se pfedeslo vyschnuti chrupavky, protoze ta by pak méla
zcela jiné vlastnosti. Pied experimentem byl vzorek pieméten a vyfotografovan. Primér
a vySka vzorku byly stanoveny z primérnych naméfenych hodnot a to primér
d=731mm a vyska h = 1,657 cm. Nasledn¢ byl vzorek v misce umistén do
pfistroje, ve kterém byl pak cyklicky zatéZovan. Nejprve se cCelisti méticiho stroje
nastavily na hodnotu primémé vysky vzorku a takto piipraveny vzorek se nechal 30
minut relaxovat. Téchto 30 minut v dal§im pouzivani experimentalnich dat
neuvazujeme. Nasledné byly predepsany posuvy tak, aby probéhlo cyklické zatézovani.
Tyto ptedepsané posuvy jsou zobrazeny na obr. 4.1. To probihalo tak, ze se kazdych 10
minut vzorek zatizil o 5% své plvodni vysky aZ do velikosti 50% pivodni vysky.
ProtoZze mechanismus trhaciho stroje vykazuje pifi méfeni urcitou vuli, méfily se
zaroven externim extenzometrem skutecné posuvy. Skute¢né posuvy (obr. 4.2), které
probéhly, se zaznamenaly do vektoru Ax [mm]. Zaroven se zaznamenavaly hodnoty
sily F[N] acasu t[s]. Tyto hodnoty byly nasledné pouzity pro stanoveni
experimentalniho napéti a experimentalni deformace. Tento experiment provedla sle¢na
Aframova a v jeji bakalai'ské praci je experiment popsan podrobnéji [1].
Experimentalni napéti bylo vypocteno jako
Oexp =§ [Pa], (4.2)

kde F [N] je sila, kterou byl vzorek zatéZovan a A [m?] je plocha vzorku pied
zatizenim. Casovy pribéh napéti (obr. 4.3) ukazuje, Ze chrupavéita tkan se chova
nelinearné. | pfesto, ze casovy pribeh napéti (obr. 4.3) ukazuje, Ze chrupavcité tkan se
chovd nelinearn¢, bude se prace zabyvat pouzitelnosti linedrnich modeli
viskoelastického kontinua (viz vyse) k modelovani chrupavky.

Deformace byla stanovena jako

&= T . (43)
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Tyto hodnoty deformace ¢ a experimentalniho napéti g,,, Spolu s vektorem ¢asu
t byly vstupnimi parametry do programu, ktery provadi numericky vypocet napéti o,
dle daného matematického modelu a vyhodnocuje optimalizacni funkci y.

I:I? T T T T T T

0.5

0.4

0.4

g []

0.3

0.2

0.1

| 1 | | | 1
o 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000
t[=]

Obr. 4.1: Ptedepsané posuvy.

DE T T T T T T

g [-]

_D. 1 | | | | | |
o 1000 2000 3000 4000 S000 /000 7000

t[=]
Obr. 4.2: Skute¢né posuvy.
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Obr. 4.3: Experimentalné naméfené napéti.

4.2. Analytické stanoveni napéti

K vytvoteni konstitutivni rovnice pro linearni materialy, kterd vyjadiuje odezvu
materidlu na libovolnou historii zatéZovani, se vyuziva Boltzmannliv princip
superpozice [14], ktery tika, ze celkovy dusledek slozenych pficin je soucet disledkt
jednotlivych pficin. Tento princip je vyjadienim linearity.

Libovolny ¢asovy prubéh deformace lze aproximovat jako soubor okamzité po
sobé jdoucich pulsi (obr. 4.4).

A&

< >

T

(—T+At
Obr. 4.4: RozlozZeni libovolné deformace na pulsy [14].
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Pomoci vztahu (4.3) se vyjadii puls deformace, ktery se uvazuje od Casu t — 7 do Casu
t — T + At, kde 7 je ¢asova proménna a At je délka uvazovaného pulsu.

e(t)=e(@)[H({t—1)—H(t -1+ A1)], (4.4)
Prirastek napéti v ¢ase t je v zavislosti na pulsu deformace vyjadien jako

do(t) =e¢(D[E(t—1)—E(t—1+ A7)]. (4.5)

[E(t-t+AT)-E(t—1)] _ dE(t-7)
At o dt

Protoze plati limy,_,q , muze se vztah (4.4) piepsat do tvaru

do(t) = —e(r) E e, (4.6)

Cela historie napéti je pak slozena z takovych pulsi. Napéti v Case t je rovno
sou¢tu vyslednych napéti z kazdého pulsu. Pokud se pfedpokladd casovy krok At

dostate¢né maly, pak v limité konverguje vztah (4.5) na integral
o(t) = — [; e 2 dr + E(0)e(?). (4.7)

Posledni ¢len E(0)e(t) zrovnice (4.6) vyjadiuje odezvu na aktualni deformaci
materialu. Integraci po ¢astech se obdrzi vysledna forma Boltzmannova integralu, ktery
vyjadiuje konvoluci

de(t)
drt

o(t) = [, E(t — 7)== dr, (4.8)

kde t je Cas a T je Casova promé€nna integrace.

4.3. Uprava integralu

Pomoci vztahu (4.8) lze vyjadtit napéti a,, pro libovolny model linearniho
viskoelastického materialu, tj. jak pro Kelvin-Zeneriv model, tak pro model s péti
parametry, které jsou definované v kapitole 3. Relaxac¢ni funkce pro Kelvin-Zeneruv
model se piedpoklada ve tvaru (3.22) a pro pétiparametrovy model ve tvaru (3.24). Pro
urychleni numerického vypoctu integralu v systtmu MATLAB [15], se postupné oba
dva integraly pro vypocet napéti o, upravi (viz kapitoly 4.3.1. a 4.3.2.).
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4.3.1. Integrace pro Kelvin-Zeneruv model

Integral (4.8) se prepiSe tak, Zze v i-tém Casovém kroku, kterému odpovidaji
hodnoty deformace ¢;, je napéti v i + 1 kroku vyjadieno jako

Ttiyq
t; d
Oan(tise) = [; <Eo + E1e( ‘R ) ) Z(:) dr (4.9)

_ t; (#) de(1) tise <F;A) de(t)
O-an(ti+1) —_ Eog(ti+1) + E1 fO e R 7 dT + fti e R 7 dT . (410)

Nasledné se oznaci délka ¢asového kroku jako —At; = t; — t;,q, ktera se dosadi do
vztahu (4.10).

At

_ ot (T ae@ i (CE) de@)
Tan(tis1) = Eoe(tis1) + eRE; ['e\tr —— dt+E fti e\ r J —=dr (4.11)

Nasleduje oznaceni vnitinich proménnych 0,4 (t;) a Ag, (t;).

At;

Oan(tiv1) = Ege(tip1)+e®an () + Aopy (L) (4.12)

Vztahy pro vypocet vnitinich proménnych a,,,(t;) a Ag,,(t;) se odvodi obdobnym
zpusobem. Napéti g,,; Se vyjadii v i + 1 kroku jako

Ttitg
ti de(t)
u(tin) = Ey el ) 40 g (4.13)

Do vztahu (4.13) se dosadi délka kroku —At; = t; — t;,a nasledné se cely vztah upravi
na tvar (4.15).

At

Ay o (=k _ Tlivg
On1(tis1) = eRE; fotle( tR) dii—(;) dt + E; fti‘“e( tR ) dz(;) dr (4.14)

At;

On1 (tiv1) = €y (8) + Aopy (t7) (4.15)

Tim padem je nutné vzdy numericky vycislit pouze prirastek Aocy,,(t;), ktery se
aproximuje lichobéznikovym pravidlem za piedpokladu konstantnich derivaci na
intervalu (t;, t;;1).

Integral tedy ptechdzi na tvar

A N\ ~ E1(8i+1_8i) 1 % 4.16
O-nl(tl)"“ 2 +e’r|. ( . )

Vysledné napéti je pak dano vztahem (4.12), kde hodnota o,,; je vypoétena dle
vztahu (4.15) a Aagy,; je aproximovano vztahem (4.16). Tento princip vypoc¢tu napéti je
vyuzit v programu KelvinZener.m (viz ptiloha ¢.1).

-23-



4.3.2. Integrace pro model s péti parametry

Postup zjednodusSeni integralu (4.8) je totozny. Pouze se za relaxacni funkci
dosadi jiz odvozeny vztah (3.24). Napéti v i + 1 kroku je pak vyjadfeno jako

Ttiyq Ttivq
Gan(tl+1) = ftl+1 (EO + Ele( trR1 ) + Eze( tR2 )> d‘:l:[) dT (417)
o (Ttiva . Ttivq
Uan(ti+1) = Eog(ti+1) + E; Ifotle( tR1 ) dz(;) dr + ftt,Hle( tR1 ) dz(;) dTl +
(Tt . T=titq
+E, Ifot‘e< ) 0 dr+ ffi”le( ) 0 drl (4.18)

Nasleduje oznaceni délky ¢asového kroku jako —At; = t; — t;;, a dosazeni do vztahu
(4.18).

At; -t “tiya
Oan(tiy1) = Ege(tip1) + e R1E1f (tR ) de(r) dt + E; ftm ( tR1 ) dz—(;) dr +

At;

+€tR2Ef (__;l) de(‘r) dr+ E, ftz+1 <_:2+1) dz(rr)

dr (4.19)

Provede se oznacéeni vnitinich proménnych 0,1 (t;), Ady1(t;), 0,2(t;) a Aay, (t;).
Ati Ati

Oan(tiv1) = Eoe(tipr)+erion, () + Aony (8) + etReon, (8) + Agy, () (4.20)

Vztahy pro vypocet vnitinich proménnych o, (t;) a Ao, (t;) se odvodi obdobnym
zpusobem jako v ptedchozi kapitole. Napéti o, se vyjadii v i + 1 kroku jako

. Ttita
on1(tiv1) = Ex fotlHe( "R1 ) LD g (4.21)

drt

Do vztahu (4.21) se dosadi délka kroku —At; = t; — t;,,a nasledn¢ se cely vztah upravi
na tvar (4.23).

At;

=y t-tipy
On1 (ti11) = e B, [ o7 @ 20 dr + Ey [ite () “Ddr (4.22)

At;

On1(tiv1) = eaam(ti) + Aoy, (t) (4.23)

Pro druhou vnitini proménnou a,, je postup odvozeni stejny. Napéti o,;5€ vyjadii
v i+ 1 kroku jako (4.24). Nasledné se zavede délka kroku —At; = t; — t;,, a vztah se
upravi do podoby (4.26).

. T=titq
on2(tiy1) = E; fotlﬂ e( ‘R2 ) dz_(:) dr (4.24)
Ati

Oz (tiv) = etr2E, fot‘e<fR2) d‘;—(:) dt + E, f:il“e( tR2 ) dz—(:) dr (4.25)
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ﬂ
On2(tiv1) = eR20p,(t;) + Aoy, (t;)

Tentokrat se musi aproximovat dva prirtstky a toAc,; (t;) a Aoy, (t;).

El(s- -&) A
Aoy, (t) = % 1+ etr

E2(€i+1‘€i) tAi
Aoy, (t) =~ —2—L| 1+ etre

2

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Vysledné napéti je pak dano vztahem (4.20). Hodnota o,,; je vypoctena dle
vztahu (4.23) a Aoy, je aproximovano vztahem (4.27). Stejné tak je hodnota o,
vypoétena dle vztahu (4.26) a Ag,, je aproximovano vztahem (4.28). Tento princip

vypoctu napéti je vyuzit v programu model2.m (viz ptiloha €. 5).
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5. Optimalizace

Optimalizaci se rozumi nalezeni optima (maxima ¢i minima) cilové funkce 1,
ktera popisuje zadany problém. Hledaji se optimalni parametry modelu, pfi kterych
cilova funkce 1 nabyva globéalniho extrému. Obecné lze tlohu optimalizace prevést na
ulohu hledani minima, nebot’ plati

max Y (x) = —min[—y(x)] (5.1)

Uloha nalezeni globalniho minima je ve vétSin¢ piipadi naro¢nd, Casto staci resit
ulohu nalezeni lokalniho minima cilové funkce na prfedem definované oblasti. V bod¢
lokalniho minima plati

grady(x) =0. (5.2)

Jinymi slovy bod X je stacionarni bod funkce ¥ [16]. Pokud je funkce dvakrat
diferencovatelna v bodé x a bod x je bodem lokalniho minima, pak plati, ze Hessova
matice

_|oFy| ..
H = [—Bxiayj i,j=12,..n, (5.3)

je pozitivné semidefinitni [16].

5.1. Numerické metody optimalizace

Numerické metody optimalizace rozdélujeme podle fadu derivaci, které se
v metodé pouzivaji [11]. Metody nultého tfadu nepotiebuji vypocet derivaci. Tyto
metody pouze srovnavaji funkéni hodnoty 1(x) Vv okolnich bodech. Mezi metody
nultého fadu patifi metody soutradnicové komparace, simplexové metody a stochastické
metody. Metody prvniho fadu pottebuji derivaci prvniho fadu podle optimaliza¢nich
proménnych neboli vektor gradientu. Vektor gradientu se mize v n¢kterych ptipadech
urit analyticky, v ostatnich pifipadech se pouziva numerickd nahrada parcialnich
derivaci. Patii sem naptiklad metody sdruzenych smérd nebo metoda nejvétsiho spadu.
Metody druhého fadu vyuzivaji kromé vypoctu vektoru gradientu i vypocet Hessovy
matice cilové funkce, ktery je naro¢ny [16]. Hessova matice se vétSinou neurcuje
analyticky, ale numericky se aproximuje.

S ohledem na vlastnosti a presnost numerickych metod je pro potiebu této prace
vybrana metoda prvniho fadu a to metoda nejvétSiho spadu.
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5.2. Metoda nejvétSiho spadu

Princip metody spociva v sestaveni minimaliza¢ni posloupnosti bodt {x}} tak,
aby platilo

Y(xpr1) <P(xy), k=012,.. (5.4)

a zaroven posloupnost konvergovala k x* , tedy bodu lokalniho minima
limy_, x, = x". (5.5)
Pro vypocet bodl posloupnosti se pouziva itera¢ni formule
X411 = X + tpdy, k=012, .., (5.6)

kde vektor d;, = —gradiy(x) uréuje smér nejvétsiho spadu funkce ¥ [11]. Cislo
oznacuje délku kroku, o kterou dochazi k posunu ve zvoleném sméru. Muze se zvolit
jako

te = lxpr1 — xkll (5.7)

nebo se hodnota kroku t; hleda pomoci nékteré metody jednorozmérné optimalizace.
Optimalizace zacina ze zvolené¢ho startovaciho bodu x,. Princip metody nejvétsiho
spadu byl pouzit v programu metodanejvetsinospadu.m (viz ptiloha ¢. 3).

5.3. Jednorozmérna optimalizace

Pro urychleni optimalizacniho procesu je hodnota kroku ¢, urena pomoci
jednorozmérné optimalizace ve sméru dj, tj. ve sméru nejvétsiho spadu. VéEtSina
numerickych metod jednorozmérné optimalizace je zaloZena na zkracovani intervalu
neurcitosti, coZ je interval, ve kterém nabyva cilova funkce nejvysSe jednoho lokalniho
minima. V praxi mize mit cilova funkce nékolik lokalnich extrémi, proto se musi zvolit
déleni intervalu takové, aby kazdy novy podinterval byl znovu intervalem neurcitosti.

Casto pouzivana je metoda zlatého fezu a Fibonacciova metoda. Obé dvé
metody rozdé€luji svij interval neurCitosti v ur¢itém poméru. Interval u Fibonacciovy
metody se déli pomérem po sobé jdoucich clent Fibonacciovy posloupnosti.
Nevyhodou je nutnost stanoveni celkového poctu clenit Fibonacciovy posloupnosti a
tim 1 pocet vycisleni cilové funkce. Pokud je potieba aproximaci zpfesnit, musi Se vse
vycislit znovu. Metoda zlatého fezu vyuziva ke zkracovani intervalu konstantni
koeficient, ¢imZ odpada nutnost pfesného stanoveni poctu krokl pfi optimalizaci. Proto
byla vybrana metoda zlatého fezu presto, ze pii stejném poctu krokt je konecny interval
neurcitosti Fibonacciovy metody o 17% krat$i nez u metody zlatého fezu [19].
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5.4. Metoda zlatého rezu

Metoda je zaloZena na dé€leni intervalu neurcitosti v poméru zlatého fezu [19].
Kazdy interval I, = (ay, by) o délce i), se rozdéli na vétsi interval délky vy, a mensi
interval délky m,, tak, aby platilo
il konst. (5.8)
Upravou rovnice (5.9) a s vyuzitim faktu, e celkovy interval je roven soudtu vétsiho a
mensiho intervalu, se obdrzi kvadratickd rovnice. Jejim kladnym feSenim je hodnota
pom¢éru zlatého fezu

_1+V5
=—.

(5.9)
Je zvolen interval I,,_; = (ay_1, bg_1), kdy I,_; D I;. Nasledujici body jsou
vypocditany jako

di_q = Dieca=Gieer 5 Ck—1 = Qg—q1 + by—1 — dj—1 [19] a jsou vycisleny jejich funkéni

hodnoty. Nasledné jsou funk¢ni hodnoty v bodech c¢;,_; a dj_; porovnany a jsou
ur¢eny body nového intervalu neurcitosti. Mohou nastat tfi situace:

Y(dg-1) > P(ck—1): ag:= ag_q, by = dy_1, dy == Cx—1, Cx == ax + by — di
Y(ck-1) > P(dy—1): ag:= Cg—1, bg = by_1, Cx == dg_q, dy = ay + by — ¢y

br—
Y(ck-1) = P(dy—1): ag:= Cyx_1, by = dy_1, dy = kyak + ay, ¢, = ag + by — dy

Algoritmus skon¢i ve chvili, kdy je velikost intervalu neurcitosti mensi neZ poZzadovana
presnost. Minimum funkce je pak uvazovano ve stiedu tohoto intervalu. Metodu zlatého
fezu vyuziva program zlatyrez.m (viz piiloha ¢. 4).
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6. Vysledky

Cilem prace je aproximovat vlastnosti chrupavcité tkané pomoci linearniho
viskoelastického modelu. Nejprve se pouzije Kelvin-Zeneriv model pro ziskani cilové
funkce (4.1), ktera bude minimalizovana. Hodnota této funkce je vystupem programu
KelvinZener.m (viz ptiloha ¢. 1). Tento program nejprve provadi vypocet napéti
04n Boltzmannovym integralem, jehoz uprava byla naznacena ve Ctvrté kapitole. Pro
vypocet napéti je potieba nacist vstupni data ze souboru KelvinZener.mat, ktery
obsahuje vektor deformace a vektor napéti @y, které byly ziskany pii experimentu,

aknim pfislusny vektor ¢asu. Jedinym vstupem do programu je vektor X, ktery
obsahuje zvolené hodnoty parametrii Kelvin-Zenerova modelu, a to [E,, E;,n]. Z grafu
napéti ziskaného zexperimentu (obr. 4.3) byla odhadnuta piiblizna doba relaxace
tg = 15 [s] pro chrupavku, proto i vstupni vektor X obsahoval takové hodnoty, aby byla
zachovana hodnota doby relaxace.

Pro optimalizaci parametri.  modelu  je  pouzivan program
metodanejvetsihospadu.m. Vstupem do tohoto programu je vektor X, ktery obsahuje
parametry modelu, které se maji optimalizovat. Nejprve se numericky pomoci
kone¢nych diferenci ur¢i hodnota gradientu, jez je vycislena programem
KelvinZenerGradient.m (viz pfiloha ¢. 2). Délka kroku, o ktery se v daném sméru
nejvétsiho spadu ma optimaliza¢ni proces posunout, je urena programem zlatyrez.m
(viz piiloha ¢. 4), ktery v sobé vola program KelvinZener.m. Proces se opakuje do té
doby, dokud norma z rozdilu ptivodni hodnoty cilové funkce a nové vypocétené hodnoty
neni mensi nez 104,

Pro srovnani je pouzita funkce fmincon.m, ktera je jednim z dostupnych nastroji
optimaliza¢ni knihovny systému MATLAB [15]. Zadanim pfikazu

m = fmincon (@KelvinZener, x,[],[],[],[],dolni,horni);

se do vektoru m ulozi optimalizované parametry. Stejné jako u metody nejvétsiho spadu
1 zde je vstupni vektor X vektor parametri modelu, které chceme optimalizovat. Pro
urychleni vypoctu jsou zadany dolni a horni hranice vektoru m. Vektor dolni hranice je
volen jako setina vstupniho vektoru a vektor horni hranice je volen jako stonasobek
vstupniho vektoru. Pfi volb& vstupniho vektoru se nesmi opomenout pfedpoklad, Ze
vSechny vstupni parametry jsou kladné.

Pro 4 zvolené vychozi body je provedena citlivostni analyza algoritmu metody
nejveétsiho spadu. Nejprve se predpokladala hodnota relaxaéni funkce tz = 15 s. Pro
hodnoty parametrt E, a E; se provedla 2D optimalizace jak metodou nejvétsiho spadu,
tak funkci fmincon.m. Timto zpusobem byly nalezeny optimalni parametry E, a E;pro
zvolenou relaxacni dobu. Nasledujici tabulky (Tab. 6.1 — Tab. 6.4) ukazuji vysledky 2D
optimalizace. Dale se nechala vykreslit plocha (obr. 6.1) zavislosti parametrii E, a E;,
ktera ukazuje oblast minima cilové funkce y. Do této plochy jsou zakresleny polohy
vychozich bodt, kde kazdy bod ma svou barvu. Optimalizované hodnoty metody
nejvetsiho spadu jsou vykresleny jako kolecko, hodnoty z funkce fmincon.m jako
ktizek. Optimalizované body jsou vykresleny vzdy stejnou barvou jako k nim
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pfislusejici vychozi bod. Protoze optimalizované hodnoty se v pouzitém rozliSeni
prekryvaji, obrazek 6.2 ukazuje rozlozeni jednotlivych optimalizovanych bodi pii velmi
velkém pfiblizeni.

Ey [Pa] E; [Pa] y[Pa]
x1 200000 4000000 1,9824 - 10+
_ Metoda 333099 4717626 1,4045 - 104
nejvetsiho spadu
fmincon 333115 4717661 1,4045 - 10+

Tab. 6.1: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x1, kterému
odpovida relaxac¢ni doba t; = 15 s.

Ey [Pa] E; [Pa] y[Pa]
x2 500000 1500000 2,2360 - 1014
_ Metoda 333099 4717626 1,4045 - 104
nejvétsiho spadu
fmincon 333115 4717661 1,4045 - 10

Tab. 6.2: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x2, kterému
odpovida relaxacni doba tz = 15 s.

Ey [Pa] E; [Pa] y[Pa]
X3 450000 8000000 2.0424 - 10
. Meioda - 333099 4717626 1,4045 - 104
nejvetSiho spadu
fmincon 333115 4717661 14045 - 101+

Tab. 6.3: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x3 kterému
odpovida relaxa¢ni doba tz = 15 s.

Ey [Pa] E; [Pa] y[Pa]
x4 450000 2500000 18117 - 101+
. Metoda 333099 4717626 1,4045 - 1014
nejvetsSiho spadu
fmincon 333115 4717660 1,4045 - 10

Tab. 6.4: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x4, kterému
odpovida relaxac¢ni doba t; = 15 s.
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Obr. 6.1: Citlivostni analyza programu metodanejvetsinospadu.m pro relaxacni Cas
tg = 15 s pro vychozi body x1, x2, x3, x4. Optimalizované¢ body medoty nejvétsiho
spadu jsou znaéeny koleCkem pfislusné barvy. Optimalizované body funkce fmincon.m
jsou znaceny ktizkem piislusné barvy.
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Obr. 6.2: Priblizeni optimalizovanych bodu
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Citlivost 2D optimalizace parametra E, a E; byla vyzkouSena i pro relaxacni
doby tgr = 10s a tg = 20 s vzdy pro dva vychozi body. Vysledky jsou zpracované
stejnou formou jako v ptedchozim pfipad¢ v tabulkach (Tab. 6.5 - Tab. 6.8). Na
obrazcich (obr. 6.3, obr. 6.4) je znazornéna citlivostni analyza programu
metodanejvetsihospadu.m pro oba relaxacni Casy.

E, [Pa] E, [Pa] y[Pa]
x1 200000 4000000 2,0552 - 10
_ Metoda 336501 5895048 1,4109 - 1014
nejvetsiho spadu
fmincon 336518 5895125 1,4109 - 104

Tab. 6.5: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x1, kterému
odpovida relaxac¢ni doba t; = 10 s.

Ey [Pa] E; [Pa] y[Pa]
x2 500000 1500000 2,2393 - 101
_ Metoda 336501 5895048 1,4109 - 10
nejvétsiho spadu
fmincon 336518 5895124 1,4109 - 10

Tab. 6.6: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x2, kterému
odpovida relaxacni doba tz = 10 s.
i

x 10

10
*

9 O spad 1
+  frnincon 1

8 .

7 ) spad 2
+ fmincon 2

E1 [Pa]

1 16 2 258 3 385 4 45 &5 B h
E0 [Pa] 3

Obr. 6.3: Citlivostni analyza programu metodanejvetsinospadu.m pro relaxacni cas
tr = 10 s pro vychozi body x1 a x2. Optimalizované¢ body medoty nejvétsiho spadu
jsou znaceny koleCkem pfislusné barvy. Optimalizované body funkce fmincon.m jsou
znacCeny kitizkem ptislu$né barvy.
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Ey [Pa] E; [Pa] y[Pa]
x1 200000 4000000 19333 - 1014
. Metoda 330465 3995942 1,4075 - 1014
nejvetSiho spadu
fmincon 330481 3995949 14075 - 1014

Tab. 6.7: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x1, kterému
odpovida relaxacni doba tz = 20 s.

tr, =20s Ey [Pa] E, [Pa] y[Pa]
X2 500000 1500000 22411 - 10
_ Meioda 330465 3995942 1,4075 - 104
nejveétsiho spadu
fmincon 330481 3995948 14075 - 101+

fi
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Tab. 6.8: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x2, kterému
odpovida relaxa¢ni doba t; = 20 s.
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Obr. 6.4: Citlivostni analyza programu metodanejvetsinospadu.m pro relaxacni cas
tr = 20 s pro vychozi body x1 a x2. Optimalizované¢ body medoty nejvétsiho spadu
jsou znaceny koleCkem pfislusné barvy. Optimalizované body funkce fmincon.m jsou
znacCeny kitizkem pfislu$né barvy.
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Aby mohly byt uréeny optimalni hodnoty vSech parametrt, byla provedena 3D
optimalizace, kdy byly optimalizovany vSechny tii parametry Kelvin-Zenerova modelu
E,, E; an. Opét byla zkouména citlivost této optimalizace pro 4 vychozi body. Vychozi
hodnota parametru n byla vzdy dopocitana tak, aby odpovidala pfiblizné relaxacni dobé
15 s. Pro kontrolu byla 3D optimalizace provedena i pro dalsi vychozi body, jejichz
hodnoty odpovidaly relaxa¢nim dobam tp =10s a tzp =20s. Vysledky jsou

zaznamenany v tabulkach (Tab. 6.9 — Tab. 6.14).

E, [Pa] E, [Pa] nlPa-s] y[Pa]
x1 200000 4000000 60000000 1,9824 - 10
Metoda
nejvétsiho 332948 4672833 71288898 1,4044 - 10
spadu
fmincon 332965 4673118 71285809 1,4044 - 10

Tab. 6.9: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x1, kterému

odpovida relaxacni doba t = 15 s.

E, [Pa] E, [Pa] n[Pa-s] y[Pa]
x2 500000 1500000 22500000 2,2360 - 10
Metoda
nejvétsiho 332948 4672833 71288898 1,4044 - 10
spadu
fmincon 332966 4673120 71285582 1,4044 - 10

Tab. 6.10: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x2, kterému

odpovida relaxa¢ni doba tz = 15 s.

E, [Pa] E, [Pa] nlPa - s] y[Pa]
x3 450000 8000000 120000000 1,5959 - 101
Metoda
nejvétsiho 332948 4672833 71288899 1,4044 - 101
spadu
fmincon 332966 4673099 71285582 1,4044 - 1014

Tab. 6.11: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x3, kterému
odpovida relaxacni doba t = 15 s.
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E, [Pa] E, [Pa] nlPa-s] y[Pa]
x4 450000 2500000 37500000 1,8117 - 10
Metoda
nejvétsiho 332948 4672833 71288898 1,4044 - 10
spadu
fmincon 332966 4673116 71285603 1,4044 - 10

Tab. 6.12: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x4, kterému
odpovida relaxacni doba tz = 15 s.

E, [Pa] E, [Pa] n[Pa-s] y[Pa]
x5 500000 1500000 15000000 1,9333 - 10
Metoda
nejvétsiho 332948 4672833 71288899 1,4044 - 10
spadu
fmincon 332966 4673116 71285613 1,4044 - 10

Tab. 6.13: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x5, kterému
odpovida relaxac¢ni doba t; = 10 s.

E, [Pa] E, [Pa] nlPa - s] y[Pa]
x6 200000 4000000 80000000 1,9333 - 10
Metoda
nejvétsiho 332948 4672833 71288899 1,4044 - 10
spadu
fmincon 332966 4673116 71285613 1,4044 - 10

Tab. 6.14: Optimalizace Kelvin-Zenerova modelu pro startovaci bod x6, kterému
odpovida relaxa¢ni doba tz = 20 s.

Mezi vyslednymi hodnotami jednotlivych parametrd ziskanych z optimalizace
pouzitého materialového modelu pomoci metody nejvétsiho spadu nejsou patrné
rozdily. Primérna relaxaéni doba odpovidd hodnoté 15,26 s. Ztohoto vysledku
relaxacni doby je vidét, ze prvotni odhad hodnoty relaxaéni doby byl téméf spravny.

Rozdily v hodnotach E;a n ziskanych optimalizaci pomoci funkce fmincon.m
jsou mensi nez 0,001% , pro parametr E; jsou rozdily zanedbatelné. Primérna relaxacni
doba odpovida hodnoté 15,25 s.

Pro priméré optimalni hodnoty E,a E; byly wvykresleny plochy
(Obr. 6.5, Obr. 6.6) v zavislosti na relaxac¢ni dob¢ tg.
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Obr. 6.5: Plocha zavislosti parametri E, na relaxa¢nich dobach t; pfi konstantnim
parametru E; .
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Obr. 6.6: Plocha zavislosti parametri E; na relaxac¢nich dobach tp pii konstantnim
parametru E,.
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Nésledné byly hodnoty cilové funkce vykresleny v trojrozmémém prostoru
v zavislostech E,, E; a tg (obr. 6.7). Rezy osami E, a E; byly provedeny pro primérné
parametry dle vysledki piedchozi optimalizace. Rez osou tzbyl proveden pro hodnoty
10s,15s a 20s. Je patrné, Ze dana cilova funkce odpovidajici Kelvin-Zenerovu modelu
kontinua, ma v uvazovaném oboru hodnot, ktery ma fyzikalni smysl, jedno minimum.

E1 [Pa 0 g £0 [Pal

Obr. 6.7: Vykresleni cilové funkce y ve tfirozmérném prostoru E, E; tg.

Pro optimalni parametry nalezené pomoci metody nejvétSsiho spadu a pomoci
funkce fmincon.m Kelvin-Zenerova modelu byla vykreslena kiivka napéti v zavislosti
na Case a zaroven byla do stejného grafu vykreslena kiivka napéti ziskana pfi
experimentu. Jak je vidét z obr. 6.8, kiivky reflektujici parametry ziskané metodou
nejvétsiho spadu a funkci fmincon.m jsou téméf identické.

Zobr. 6.8 je vidét, ze Kelvin-Zeneriv model linearniho viskoelastického
kontinua neni schopen pfesné postihnout nelinearity v odezvé chrupavcité tkané.
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Obr. 6.8: Experimentalni kiivka relaxace napéti chrupavcité tkané pii schodovém
zatizeni a kiivky vypoétené numericky pomoci Kelvin-Zenerova modelu a jejich
optimalizovanych parametra.

Pro srovnani byla provedena 3D optimalizace modelu s péti parametry, kdy byly
optimalizovany parametry Ey, E;, E;,1m1@ 1n,. Pro optimalizaci byl znovu pouZit
program metodanejvetsihospadu.m(viz piiloha ¢. 3), ktery vsobé vola program
model2Gradient.m (viz pfiloha ¢. 6) a program zlatyrez.m(viz ptiloha ¢. 4). Program
model2Gradient.m numericky vy¢isluje hodnotu gradientu pomoci kone¢nych diferenci.
Program zlatyrez.m, ktery urcuje délku kroku posunu ve sméru nejvétsiho spadu, v sobé
vola program model2.m (viz piiloha ¢.5), ktery provadi vypocet napéti
04n Boltzmannovym integralem a vypocet cilové funkce.

Optimalizace byla provedena pro jeden vychozi bod, ktery byl zvolen tak, ze ob¢
relaxacni doby odpovidaly hodnoté 10 s. Vysledky optimalizace jsou zaznamenany
v tabulce 6.15.
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Ey [Pa] E, [Pa] ni[Pa-s]
x6 200000 3000000 30000000
Metoda
nejvétsiho 330670 2808494 65894696
spadu
fmincon 330689 2809293 65895214
E, [Pa] 12 [Pa] y[Pa]
x6 1000000 10000000 2,0552 - 1014
Metoda
nejvétsiho 4512777 13620927 1,3980 - 101
spadu
fmincon 4512590 13614200 1,3980 - 101

Tab. 6.15: Optimalizace pétiparametrového modelu pro startovaci bod x6

Vysledné hodnoty jednotlivych parametrd ziskanych z optimalizace pouzitého
materialového modelu pomoci metody nejvétsiho spadu a pomoci funkce fmincon.m
jsou piiblizné stejné. Nejvetsi odchylka je u parametri E; a 9, a to ptiblizné 0,1%.

Pro srovnani je do jednoho grafu (obr. 6.9) vykreslena kiivka experimentalné
zjisténého napéti a kiivky vypoétené numericky pomoci Kelvin-Zenerova modelu

a pomoci modelu s péti parametry.
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Obr. 6.9: Experimentalni kfivka relaxace napéti chrupavéité tkané pii schodovém
zatizeni a kiivky vypoctené numericky pomoci Kelvin-Zenerova modelu a modelu
S péti parametry.

Pouzitim pétiparametrového modelu nebyly oproti vysledkiim Kelvin-Zenerova
modelu ziskany vyrazné lepsi vysledky. Vysledné kiivky z téchto modeld jsou témér
identické. Jak se dalo predpokladat, rozsifeni Kelvin-Zenerova modelu o dalsi paralelné
fazeny Maxwelliv element, ktery obsahuje linearni pruZinu a linearni tlumic, nedokaze
postihnout nelinearity v chovani chrupav¢ité tkané.
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7. Zavér

Tato prace byla zaméiena na popis mechanickych vlastnosti lidské chrupavky
odebrané z kycelniho kloubu. Cilem prace bylo vyzkouset aplikovatelnost linedrnich
modelu viskoelastického materialu k modelovani vlastnosti chrupavcité tkang, ktera se
obecné chova nelinearné, a osvojit si metody identifikace optimalnich materialovych
parametrq.

V uvodu byla nastinéna motivace studia vlastnosti chrupavcité tkane.

Ve druhé kapitole byla popsana obecna anatomie tkani, na kterou navazoval
popis anatomie chrupavky a druhy chrupavky. Detailnéji byla popsana anatomie
a funkce kloubni chrupavky, pro kterou je celd prace realizovana.

Tteti kapitola byla vénovana mechanickym vlastnostem mékkych tkani, u nichz
jsme se soustfedili na popis viskoelasticity. Byly zde popsany zékladni vlastnosti
které jsme nasledn¢ zkouSeli pro popis mechanickych vlastnosti chrupavky. Byl
odvozen Kelvin-Zeneriv model se tiemi parametry a model s péti parametry.

Ctvrta kapitola byla vénovana popisu ziskavani dat z experimentu a naslednému
zpracovani téchto dat. Bylo zde popsdno odvozeni a upraveni konstitutivni rovnice,
ktera byla pouzita pro numerické feSeni odezvy materidlovych modeli.

V paté kapitole byla vysvétlena uloha optimalizace. Byla zde uvedena metoda
nejveétsiho spadu a metoda zlatého fezu. Obé metody byly zprogramovany (viz priloha)
a pouzity pro optimalizaci parametrii materidlovych modelt.

V Sesté kapitole jsou predlozeny vysledky optimalizace obou vybranych
reologickych modeld. Bylo zjisténo, ze odchylky ve vysledcich optimalizace pomoci
metody nejvétsiho spadu a optimalizace pomoci funkce fmincon.m jsou minimalni. Byla
provedena citlivostni analyza programu metodanejvetsihospadu.m pro rizné relaxaéni
doby. Ve vSech ptipadech bylo ovéfeno, Ze metoda je stabilni a neni citlivd na polohu
vychozich bodiu optimalizace. Z odezvy Kelvin-Zenerova modelu linearniho
viskoelastického kontinua s optimalnimi parametry je vidét, Ze model neni schopen
postihnout nelinearni chovani chrupavcité tkané. Optimalizaci parametrit modelu s péti
parametry nebyly ziskany lepsi vysledky. Z toho vyplyv4, ze neméd vyznam zkousSet
postihnout nelinearni chovani chrupavky pfiddvanim dalSich paralelnich vétvi
Maxwellova kontinua ke Kelvin-Zenerovu modelu. V piipadé potieby aproximace
vlastnosti chrupavcité tkan€ linedrnim materidlovym modelem (napf. v komerénim
vypocetnim softwaru) je Kelvin-Zeneriiv model dostatecny.

Rozsifeni této prace by mohlo spocivat v hledani a sestrojeni nelinedrniho
modelu, ktery by postihl nelinearni chovani kloubni chrupavky. Nelinearni model by se
mohl pouzit pfi vypoctech a ptipadné piti volbé vhodného materialu pro nahradu kloubni
chrupavky.
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8. Priloha
Priloha ¢. 1

Program pro vypocet cilové funkce pomoci Kelvin-Zenerova
modelu

function [y]= KelvinZener (x)
% vypocet cilové funkce pomoci Kelvin-Zenerova modelu

% nacteni vstupnich dat ze souboru KelvinZener.mat
load('KelvinZener.mat', 'epsilon', 'cas', 'sigma');

t = cas;
sigma exp = sigma;

% parametry modelu
EO0 = x(1);
El = x(2);
eta =x(3);

% relaxac¢ni cas
t r = eta./El;
% zavedeni nulovych vektort proménnych
sigma an = zeros(length(t),1);

sigma n = zeros(length(t),1);
dti=zeros (length(t),1);

delta = zeros(length(t),1);

o)

% vypocCet Boltzmannova integrélu

sigma an(l) = 0;
sigma n(1l) = 0;
delta(l) = 0;

for i=2:length(t)

dti(i)=t(i-1)-t(1);

delta(i)=(E1l) * ((epsilon(i)-epsilon(i-1))/2)* (1+exp(dti(i)/t _r));

sigma n(i)= exp(dti(i)/t r)*sigma n(i-1)+delta(i-1);

sigma an(i)= EO*epsilon (i) + exp(dti(i)/t_r)*sigma_n(i—l) + delta(i-1);
end

oo

5 vypocCet cilové funkce
y = 0;
y = sum ((sigma an - sigma_exp)."2);

% vykresleni predepsané deformace

figure

title('Kelvin-Zenertv model: ptredepsané deformace')
hold on

xlabel ('t [s]")

ylabel ("\epsilon [-]")

plot(t,epsilon, 'b'");

% vykresleni hodnot deformace na pocatku schodu

tt = [t(71),t(5825),t(11577),t(17324),t(23074),t(28823),t(33779),t(36614),
t(39296), t(41812)];

ee = [epsilon(71),epsilon(5825),epsilon(11577),epsilon(17324),
epsilon(23074), epsilon(28823),epsilon(33779),epsilon(36614),
epsilon(39296), epsilon(41812)];
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for i = 1l:length(tt)
plot(tt(i),ee(i), "k*");
end

o)

% vykresleni napéti

figure

title('Kelvin-Zeneruv model')
hold on

xlabel ('t [s]")

ylabel ("\sigma')

% analyticky zjisténé hodnoty napéeti
plot(t,sigma an, 'g');

% experimentalné zjisténé napéti
plot(t,sigma exp, 'b');
legend ('vypocet', "experiment')

% vykresleni hodnot napéti v okamziku zvySeni deformace

tt = [t(71),t(5825),t(11577),t(17324),t(23074),t(28823),t(33779),t(36614),
t(39296), t(41812)1];

ss = [sigma exp(71),sigma exp(5825),sigma exp(11577),sigma exp(17324),
sigma exp(23074),sigma exp(28823),sigma exp(33779),sigma exp(36614),

sigma exp(39296),sigma exp(41812)];

for i = l:length(tt)
plot (tt(i),ss (i), "'k*");
end

end
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Priloha ¢. 2

Program pro vypocet gradientu cilové funkce Kelvin-Zenerova
modelu

function [gradient]= KelvinZenerGradient (x)

o)

s vypocCet gradientu cilové funkce Kelvin-Zenerova modelu

o)

s parametry modelu
EO0O = x(1);
El x(2);
eta =x(3);

% zavedeni nulovych proménnych

dydEO = 0;
dydEl = 0;
dydeta= 0;

o)

s velikost kroku
delta = le-4;

$ dydEO
a0 = 0;
al = 0;
[a0]= KelvinZener (x);

Al = [x(1l)+delta*x (1), x(2), x(3)]1;
[al]l= KelvinZener (Al);

dydEO = (al-a0) /delta;

[b0]= KelvinZener (x);

Bl = [x(1), x(2)+delta*x(2), x(3)];
[bl]= KelvinZener (B1l);

dydEl = (bl-b0)/delta;

% dydeta

cO = 0;

cl = 0;

[cO0]= KelvinZener (x);

Cl = [x(1), x(2), x(3)+delta*x(3)]1;
[cl]= KelvinZener (Cl);

dydeta = (cl-c0)/delta;

o

s vektor gradientu
gradient = zeros(3,1);
gradient = [dydEO,dydEl,dydetal];

end
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Priloha ¢. 3

Program pro parametrickou optimalizaci metodou nejvétSiho spadu

function [m]= metodanejvetsihospadu (x)

oe

optimalizace metodou nejvétsiho spadu
X ...startovaci bod

oe

oe

zastavovaci podminka
stop = le-4;

% prvni iterace

minimum = x;

[gradient]= KelvinZenerGradient (x) ;

d = - gradient;
[t]= zlatyrez (x,gradient);
min = minimum + d.*t;

% cyklus metody nejvétsiho spadu
while norm(min-minimum) >= stop

minimum = min ;
[gradient]= KelvinZenerGradient (minimum) ;

d = - gradient;
[t] = zlatyrez (minimum,gradient);
minimum + d.*t;

3

g

=)
Il

m = min;

end
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Priloha ¢. 4

Program pro jednorozmérnou optimalizaci metodou zlatého Fezu
function [t] = zlatyrez(x0,gradient)

% program hledd minimum na intervalu (a,b)
m.

o

. .minimum
x = x0;

% koeficient metody zlatého Ffezu
gama=0.5* (1+ sqgrt(5));

% pocatecni interval
a0 = 0;

b0 = 2e-9;

o)

% vybrany podinterval
d0=(b0-a0) /gama + a0;
c0=a0+b0-d0;

% funkcni hodnoty krajnich bodd c0 a doO
[fck]= KelvinZener (x—-gradient.*c0);
[fdk]= KelvinZener (x—-gradient.*c0);

ak = a0;
bk = b0;
ck = c0;
dk = do;

% pozadovana presnost
epsilon = 0.01* (bk-ak);

o

% cyklus metody zlatého fezu
while bk-ak > epsilon

= ak;
= Dbk;
= ck;
= dk;

0009
|

fe=fck;
fd=fdk;

if fc < fd
ak = a;
bk = d;
dk = c;
ck = ak + bk - dk;

[fck]= KelvinZener (x—-gradient.*ck);

fdk = fc;
fc = fck;
fd = fdk;
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elseif fd < fc

ak = c;
bk = b;
ck = d;
dk = ak + bk - ck;

[fdk]= KelvinZener (x—-gradient.*dk) ;

fck = f£d;
fc = fck;
fd = fdk;
elseif fc == fd
ak = c;
bk = d;
dk = (bk - ak)/gama + ak;

ck ak + bk - dk;

[fck]l= KelvinZener (x—-gradient.*ck);
[fdk]= KelvinZener (x—-gradient.*dk) ;

fc = fck;
fd = fdk;
end

end

% minimum je ve stfedu nalezeného intervalu
t = (ak + bk)/2;

end
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Priloha €. 5

Program pro vypocet cilové funkce pomoci modelu s péti parametry
function [y]= model2 (x)

% vypocet cilové funkce pomoci modelu s péti parametry
% nacteni vstupnich dat ze souboru model2.mat
load('model2.mat', 'epsilon', 'cas', 'sigma');

% Uprava vstupnich dat
t = cas(l:end);
sigma exp = sigma(l:end);

% parametry modelu
EO0O = x(1);

2]
[
I
b
S

% relaxacni casy
t rl etal./El;
t r2 = eta2./E2;

o)

s zavedeni nulovych vektort proménnych

sigma an = zeros(length(t),1);
sigma nl = zeros(length(t),1);
sigma_nZ = zeros(length(t),1);

dti=zeros (length(t),1l);
deltal = zeros(length(t),1);
delta2 = zeros(length(t),1);

o)

3 vypoCet Boltzmannova integralu

sigma an(1l) = 0;
sigma nl(l) = 0;
sigma n2 (1) = 0;
deltal(l) = 0;
deltaz2 (1) = 0;

for i = 2:length(t)
dti(i)=t(i-1)-t (i),

deltal (i) = E1 *((epsilon(i)-epsilon(i-1))/2)*(1+ exp(dti(i)/(t_rl)));
delta2 (i) = E2 *((epsilon(i)-epsilon(i-1))/2)* (1+ exp(dti(i)/(t_xr2)));
sigma nl(i)= (exp(dti(i)/(t_rl)))*(sigma nl(i-1)) +deltal(i-1);

sigma n2(i)= (exp(dti(i)/(t_rZ)))*(sigma_n2(i—1)) +delta2 (i-1);

sigma an(i)= EO*epsilon (i) + (exp(dti(i)/(t_rl)))*sigma_nl(i—1)+

deltal (i-1)+ (exp(dti(i)/(t7r2)))*sigmain2(i—l)+ delta2(i-1);
end

ypocet cilové funkce

5 v
y=0;
y = sum ((sigma_an - sigma exp) ."2);
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o)

% vykresleni predepsané deformace na pocatku schodu
figure

title('Model: predepsané deformace')

hold on

xlabel ('t [s]'")

ylabel ("\epsilon [-]1")

plot(t,epsilon, 'b');

% vykresleni hodnot deformace v okamziku zvySeni deformace

tt = [t(71),t(5825),t(11577),t(17324),t(23074),t(28823),t(33779),t(36614),
t(39296), t(41812)];

ee =[epsilon(71),epsilon (5825),epsilon(11577),epsilon(17324),

epsilon (23074) ,epsilon (28823) ,epsilon(33779),epsilon(36614),epsilon(39296),
epsilon (41812)1;

for i = l:length(tt)
plot(tt(i),ee(i), "k*");
end

o)

% vykresleni napéeti
figure
title('Model")

hold on

xlabel ('t [s]")
ylabel ("\sigma')

o)

% analyticky zjisténé hodnoty napéti
plot(t,sigma an, 'g');

% experimentdlné zjisténé napeti
plot (t,sigma exp, 'b');

legend ('vypocet', '"experiment')

% vykresleni hodnot napéti v okamziku zvySeni deformace

tt =[t(71),t(5825),t(11577),t(17324),t(23074),t(28823),t(33779),t(36614),
t(39296), t(41812)1];

ss = [sigma exp(71),sigma exp (5825),sigma exp(11577),sigma exp(17324),
sigma exp(23074),sigma exp(28823),sigma _exp(33779),sigma exp(36614),
sigma exp(39296),sigma exp(41812)];

for i = l:length(tt)
plot(tt(i),ss (i), "k*");
end

end
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Priloha ¢. 6

Program pro vypocet gradientu cilové funkce modelu s péti
parametry

function [gradient]= model2Gradient (x)

% vypolet gradientu cilové funkce Kelvin-Zenerova modelu

)

% parametry modelu

EO0O = x(1);
El = x(2);
E2 = x(3);

etal= x(4);
etaz= x(5);

% zavedeni nulovych proménnych
dydEQ
dydE1l
dydE2 =
dydetal
dydeta?2

Il
I o oo

0;
= 0;

% velikost kroku
delta = le-4;

% dydEOQO
a0 = 0;
al = 0;

[a0]= model2 (x);

Al = [x(1l)+delta*x (1), x(2), x(3),x(4),x(5)];
[al]l= model2 (Al);

dydEO = (al-a0)/delta;

b
b

= o
|
o
~

[b0]= model2 (x);

Bl = [x(1), x(2)+delta*x(2), x(3),x(4),x(5)];
[bl]l= model2 (Bl);

dydEl = (bl-b0)/delta;

% dydE2
cO = 0;
cl = 0;

[cO0]= model2 (x);

Cl = [x(1), x(2), x(3)+delta*x(3),x(4),x(5)1;
[cl]l= model2 (Cl);

dydE2 = (cl-c0) /delta;
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% dydetal
do = 0;
dl = 0;

[dO]= model2(x);

D1 = [x(l), x(2), x(3),x(4)+delta*x(4),x(5)];
[d1]= model2 (D1);

dydetal = (d1-d0)/delta;

% dydetaz
e0 = 0;
el = 0;

[e0]= model2 (x);

El = [x(1), x(2), x(3),x(4),x(5)+delta*x(5)];
[el]= model2 (E1l);

dydeta2 = (el-e0)/delta;

% vektor gradientu
gradient = zeros(5,1);
gradient = [dydEO,dydEl,dydE2,dydetal,dydetal];

end
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