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Abstrakt

Tato diplomová práce se zabývá návrhem °ízení letu kvadrotorové helikoptéry. Nejprve
jsou popsány základní charakteristiky chování kvadrotorové helikoptéry. Následn¥ je uve-
den matematický model, který je poté roz²í°en o dal²í aerodynamické jevy. Dále je popsán
unscentovaný Kalman·v �ltr, který je p°ipraven pro odhadování orientace a polohy he-
likoptéry na základ¥ modelu, generovaného °ízení a m¥°ení palubních senzor·. Poté je
navrºeno °ízení otá£ek rotor·, regulátor orientace a regulátor pro °ízení polohy kvadroto-
rové helikoptéry. Nakonec je regulátor otestován v simulaci.

Klí£ová slova

kvadrotorová helikoptéra, matematické modelování, unscentovaný Kalman·v �ltr, PID re-
gulátor, LQ regulátor



Abstract

This diploma thesis is focused on design of �ight control of quadrotor UAV. At �rst quadro-
tor UAV's basic characteristics of behavior are described. Further the mathematical model
is presented and extended with other aerodynamic e�ects. After that the unscented Kal-
man �lter is described and prepared for the estimation of orientation and position of UAV
through the mathematical model, generated control and measurement from onboard sen-
sors. In the next part rotor speed control, orientation control and position controller
of quadrotor UAV are designed. Finally the �ight control is tested in simulation.

Keywords

quadrotor UAV, mathematical modeling, unscented Kalman �lter, PID controller, LQ con-
troller
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1 Úvod

Cílem této práce je popsat typ UAV1, který se nazývá kvadrotorová helikoptéra. Kvadro-
torová helikoptéra je druh vrtulového letounu se £ty°mi rotory.

Multirotory2 obecn¥ jsou dnes velmi oblíbené zejména kv·li ²iroko oblasti vyuºití.
Disponují také velkou variabilitou, lze je osadit nejr·zn¥j²ími za°ízeními, a´ uº kamerou
pro levné natá£ení leteckých záb¥r·, speciálními senzory nap°. pro sb¥r dat v blízkosti
aktivních vulkán· nebo termokamery pro policejní pátrání. Helikoptéry mají také jed-
noduchou konstrukci. Pohyb helikoptéry je v¥t²inou °ízen pouze zm¥nou otá£ek rotor·.
Helikoptéry se vyráb¥jí a prodávají v r·zných velikostech a v r·zných cenových relacích,
takºe si je mohou dovolit i amaté°i.

V této práci bude provedeno seznámení se zp·sobem tvorby letového modelu kvadro-
torové helikoptéry, návrhu °ízení letu a zpracování dat z palubních senzor·.

Ve druhé kapitole bude uveden zp·sob, jakým se kvadrotorová helikoptéra pohybuje,
bude vytvo°en matematický popis pohybu kvadrotorové helikoptéry v ²esti stupních vol-
nosti, který bude nakonec roz²í°en o n¥jaké dal²í aerodynamické vlivy na chování helikop-
téry.

Ve t°etí kapitole bude popsán matematický model, který m·ºe být pouºit k odha-
dování chování helikoptéry. Dále bude popsán unscentovaný Kalman·v �ltr, který bude
slouºit k odhadu stavu kvadrotorové helikoptéry. Nakonec bude uvedeno, jakým zp·sobem
p°ipravit pro �ltr m¥°ení z palubních senzor· helikoptéry.

V dal²í kapitole bude uvedeno, z jakých £ástí by se m¥l skládat °ídící systém kvadro-
torové helikoptéry. Dále bude vysv¥tleno, jak navrhnout regulátor rotor· s n¥kterými roz-
²í°eními. V poslední £ásti kapitoly bude popsán návrh regulátoru orientace, tedy natá£ení
helikoptéry, a také návrh regulátoru polohy (°ízení letu v prostoru).

Pátá kapitola bude obsahovat ov¥°ení funkce navrºených regulátor· a �ltru.

1unmanned aerial vehicle - bezpilotní letoun
2vrtulník s v¥t²ím po£tem rotor·

1



2 Návrh modelu
kvadrotorové helikoptéry

V této £ásti bude nejprve popsán princip pohybu kvardotorové helikoptéry, v závislosti
na otá£kách rotor·. Dále bude popsán t°ídimenzionální kartézský sou°adnicový systém,
ve kterém se helikoptéra pohybuje. Poté bude popsáno chování kvadrotorové helikoptéry
formou matematického modelu na základ¥ Newton-Eulerových rovnic.

Matematický model bude vytvo°en za ú£elem simulací a návrhu regulátoru polohy a
návrhu algoritmu pro odhad orientace a polohy helikoptéry. Nakonec bude model dopln¥n
za ú£elem zp°esn¥ní popisu chování o jevy, které ovliv¬ují chování helikoptéry p°i transla£-
ním letu.

2.1 Princip pohybu kvadrotorové helikoptéry a popis pro-

storu

Prostor, ve kterém se kvadrotorová helikoptéra pohybuje, lze popsat v inerciálním sou°ad-
ném systému (slouºí k ur£ení polohy helikoptéry) a v sou°adném systému kvadrotorové
helikoptéry, který slouºí zejména k popisu p·sobení sil a moment· na letoun. Poloha
helikoptéry v sou°adném systému je zna£ena jako r = [x, y, z]T a polohu v sou°adném
systému helikoptéry budeme zna£it r′ = [x′, y′, z′]T (slouºí nap°íklad k popisu polohy
rotoru vzhledem k helikopté°e).

Orientace helikoptéry je popsána v sou°adném systému helikoptéry pomocí Eulero-
vých úhl· Ω = [φ, θ, ψ]T . Oba systémy jsou zakresleny na obrázku 2.1, kde jsou popsány
jednotlivé rotory, sm¥r jejich otá£ení (£erven¥) a rotace helikoptéry.

Kvadrotorová helikoptéra se pohybuje v prostoru pomocí rotor·, které produkují v zá-
vislosti na otá£kách tah, coº je síla, která p·sobí u kaºdého rotoru ve sm¥ru osy z′.

V závislosti na pom¥ru tahu mohou rotory vytvá°et momenty, které zp·sobují zm¥nu
orientace helikoptéry. Zm¥na orientace v závislosti na pom¥ru otá£ek rotor· je popsána
na obrázcích 2.2 - zm¥na náklonu, 2.3 - zm¥na sklonu a 2.4 - zm¥na oto£ení helikoptéry.
Tah jednotlivých rotor· je na obrázcích znázorn¥n délkou ²ipky, která vede ze st°edu
rotoru a sm¥r rotace je znázorn¥n £ervenou ²ipkou.
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Obrázek 2.1: Umíst¥ní kvadrotorové helikoptéry v prostoru
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Obrázek 2.2: Znázorn¥ní pom¥ru tahu rotor· pro naklán¥ní helikoptéry. Zdroj: [2, str. 6]
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Obrázek 2.3: Znázorn¥ní pom¥ru tahu rotor· pro sklán¥ní helikoptéry. Zdroj: [2, str. 6]
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Obrázek 2.4: Znázorn¥ní pom¥ru tahu rotor· pro otá£ení helikoptéry. Zdroj: [2, str. 7]
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2.2 Základní matematický popis chování kvadrotorové he-

likoptéry

Základní matematický popis vychází z Newtonovy (2.1) a Eulerovy (2.2) rovnice, kde m
je hmotnost helikoptéry, r̈ je zrychlení helikoptéry v·£i inerciální soustav¥, Gz (2.3) je
gravita£ní síla a R (2.5) je rota£ní maticí pro p°epo£et síly F , která p·sobí na t¥lo heli-
koptéry, ze soustavy helikoptéry do inerciální soustavy. I je matice momentu setrva£nosti
helikoptéry (prvky matice jsou jednotlivé momenty setrva£nosti), Ω̈ je úhlové zrychlení
kvadrotorové helikoptéry v soustav¥ helikoptéry, Ω̇ je úhlová rychlost helikoptéry v sou-
stav¥ helikoptéry a M je moment, který p·sobí na t¥lo helikoptéry.

m · r̈ = −Gz +R · F (2.1)
I · Ω̈ = Ω̇× I · Ω̇ +M (2.2)

Gz = m ·
[
0 0 g

]T (2.3)

I =

Ixx Ixy Ixz
Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz

 (2.4)

Rota£ní matici popí²eme vyuºitím SO(3) (viz [1, kap. 9]) pomocí exponenciálních map
a Rodriguesova vzorce. P°edejdeme tak problému s p°ípadnou blokací Kardanova záv¥su
(také známý jako gimbal lock) (viz [5]) a následné ztrát¥ stupn¥ volnosti. Výsledný vztah
pro rota£ní matici je popsán v (2.5) a (2.6), kde I3,3 je jednotková matice o rozm¥rech 3×3.
Inverzní rota£ní matice je rovna transponované, jelikoº rota£ní matice je ortogonální.

RT ·R = I3,3

RT = R−1

Ω× =

φθ
ψ


×

=

 0 −ψ θ
ψ 0 −φ
−θ φ 0


Φ =

√
φ2 + θ2 + ψ2

Φ 6= 0 :

R = eΩ = eΩ× = I3,3 +
sin Φ

Φ
Ω× +

1− cosΦ
Φ2

Ω2
× (2.5)

Φ = 0 :

R = eΩ = eΩ× = I3,3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (2.6)

Základní model v rozepsané form¥ s dosazením je popsán vztahy (2.7), (2.8) a (2.9).
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Φ = 0 :ẍÿ
z̈

 = −

0
0
g

+

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 · F
m

(2.7)

Φ 6= 0 :ẍÿ
z̈

 = −

0
0
g

+

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+
sin Φ

Φ
Ω× +

1− cosΦ
Φ2

Ω2
×

 · F
m

(2.8)

φ̈θ̈
ψ̈

 =

Ixx Ixy Ixz
Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz

−1

·

φ̇θ̇
ψ̇

×
Ixx Ixy Ixz
Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz

 ·
φ̇θ̇
ψ̇

+M

 (2.9)

V¥t²ina jev·, které zásadn¥ ovliv¬ují chování helikoptéry, je zp·sobena otá£ením rotor·
helikoptéry (viz [2, kap. 3]). Jevy m·ºeme rozd¥lit na ty, které lze popsat jako momenty síly
a na ty, které lze popsat jako síly.

2.3 Síly p·sobící na t¥lo kvadrotorové helikoptéry

Síly F lze rozd¥lit do dvou £ástí. První £ást je celkový tah rotor· T a druhá odpor
prost°edí [8]. Ob¥ tyto síly budou popsány v sou°adnicích helikoptéry a musí být proto
v (2.1) p°enásobeny rota£ní maticí eΩ× .

Celkový tah je sou£tem tah·, které produkují jednotlivé motory. Stejn¥ jako jednotlivé
tahy p·sobí ve sm¥ru osy z′ a m·ºeme jej popsat vztahem (2.10).

T =
[
0 0 kT ·

∑N
i=0 ω

2
i

]T
, N = 4 (2.10)

Odpor prost°edí Dv p·sobí proti pohybu helikoptéry formou tzv. zdánlivého v¥tru
(viz obrázek 2.5). V na²em p°ípad¥ je prost°edím helikoptéry vzduch. Budeme p°edpo-
kládat, ºe vzduch má stálou teplotu i tlak a nedochází k jeho proud¥ní (v¥tru). P°i tako-
vém zjednodu²ení je odpor, který vzduch p·sobí proti pohybu helikoptéry, závislý pouze
na rychlosti letu helikoptéry v sou°adném systému helikoptéry a lze popsat vztahem (2.11),
kde D je koe�cient odporu prost°edí.

Dv = D · ṙ′2 =

Dx · ẋ′
2

Dy · ẏ′
2

Dz · ż′
2

 (2.11)

Výsledné p·sobící síly F lze popsat v sou°adném systému helikoptéry vztahem (2.12).

F = T −Dv =

 0
0

kT ·
∑4

i=0 ω
2
i

−
Dx · ẋ′

2

Dy · ẏ′
2

Dz · ż′
2

 (2.12)
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Obrázek 2.5: Vliv zdánlivého v¥tru na pohyb kvadrotorové helikoptéry

2.4 Momenty p·sobící na t¥lo kvadrotorové helikoptéry

Momenty lze rozd¥lit na momenty, které jsou zp·sobeny otá£ením rotor·, a momenty,
které jsou zp·sobeny transla£ním letem helikoptéry. Otá£ení rotoru vytvá°í moment Mψ,
který m·ºe zp·sobit otá£ení helikoptéry kolem osy z. Velikost momentu Mψ (2.15) závisí
na pom¥ru a zm¥nách otá£ek rotor·. Dal²í £ást, (2.13) a (2.14), závisí na tom, jak se
rozprostírá tah mezi rotory (pom¥rem tahu mezi rotory vznikají momenty Mφ a Mθ). kM
je koe�cient momentu rotoru a IM je koe�cient momentu setrva£nosti rotoru.

Mφ = l · kT
(
−ω2

2 + ω2
4

)
(2.13)

Mθ = l · kT
(
−ω2

1 + ω2
3

)
(2.14)

Mψ =
N∑
i=1

(−1)i+1 ·
(
kM · ω2

i + IM · ω̇i
)
, N = 4 (2.15)

Moment, který vzniká v d·sledku transla£ním letu, je ozna£ován jako �t°epotání list·
rotoru� [8] (také �blade �apping�) a projevuje se obecn¥ u vrtulník· (viz obrázek 2.6). Je
zp·soben tím, ºe list rotoru, který se otá£í ve sm¥ru pohybu vrtulníku má vy²²í rychlost
neº list který se zrovna otá£í opa£ným sm¥rem. D·sledkem vy²²í rychlosti generuje list
vy²²í tah a dochází k ohýbání listu sm¥rem nahoru. �Pomalej²í� list je ohýbán dol·.
To znamená, ºe kaºdý list b¥hem jedné otá£ky rotoru kmitne nahoru a dol·.

Jev má u kvadrotorové helikoptéry stabilizující ú£inek, jelikoº zp·sobuje nakláp¥ní
celé helikoptéry, která následkem naklopení p·sobí tahem proti pohybu letu. Tento jev je
d·leºitý i p°i konstrukci rotoru, protoºe kdyby nebyly listy rotoru dostate£n¥ pruºné, tak
by se zmín¥né mechanické kmitání mohlo p°ímo p°ená²et na motory a tak je po²kodit.

T°epotání list· rotoru lze popsat jako (2.16) a (2.17), kde kβ je koe�cient tuhosti
rotoru, T je tah rotor·, h je vertikální vzdálenost rotoru od t¥ºi²t¥ helikoptéry a a1s,x a
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Obrázek 2.6: Vliv t°epotání list· rotor· na kvadrotorovou helikoptéru (zelený list se v pro-
storu pohybuje relativn¥ rychleji a £ervený se pohybuje pomaleji)

a1s,y jsou úhly vychýlení rotoru ve sm¥ru x a y. Úhly a1s,x a a1s,y lze vypo£ítat pomocí
vztahu a1s,x = kf ẋ′ a a1s,y = kf ẏ′. Dosazením a aproximací sin a1s,x ≈ a1s,x získáme (2.18)
a (2.19), kde kf je koe�cient t°epotání listu a ẋ′ a ẏ′ jsou transla£ní rychlosti kvadrotorové
helikoptéry v jejím sou°adném systému.

Mfθ = −4 (kβ · a1s,x + T · h · sin a1s,x) (2.16)
Mfφ = −4 (kβ · a1s,y + T · h · sin a1s,y) (2.17)
Mfθ = −4 (kβ + T · h) · kf · ẋ′ (2.18)
Mfφ = −4 (kβ + T · h) · kf · ẏ′ (2.19)

Výsledné p·sobící momenty M lze popsat v sou°adném systému helikoptéry vzta-
hem (2.20).

M =

Mφ +Mfφ

Mθ +Mfθ

Mψ

 =

l · kT · (−ω2
2 + ω2

4)− 4 · (kβ + T · h) · kf · ẏ′
l · kT (−ω2

1 + ω2
3)− 4 · (kβ + T · h) kf · ẋ′∑4

i=1 (−1)i+1 · (kM · ω2
i + IM · ω̇i)

 (2.20)

2.5 Kompletní matematický popis chování kvadroto-

rové helikoptéry

Na základ¥ modelu z £ásti 2.2 a popisu jev· z £ásti 4.2 a 4.2 nyní sestavíme kompletní
model (schéma modelu na obrázku 2.7). Model získáme dosazením (2.12) do (2.8), (2.7) a
(2.20) do (2.9). Výsledné rovnice, které tvo°í matematický model kvadrotorové helikoptéry,
jsou zapsány v (2.21), (2.22) a (2.23).
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Obrázek 2.7: Schéma modelu kvadrotorové helikoptéry (blok Matrix Multiply provádí
maticové násobení mezi prvním a druhým vstupem)

Φ = 0 :ẍÿ
z̈

 = −

0
0
g

+
1

m
·

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ·
 −Dx · ẋ′

2

−Dy · ẏ′
2

kT ·
(∑4

i=0 ω
2
i

)
−Dz · ż′

2

 (2.21)

Φ 6= 0 :ẍÿ
z̈

 = −

0
0
g

+
1

m
·

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+
sin Φ

Φ
Ω× +

1− cosΦ
Φ2

Ω2
×


·

 −Dx · ẋ′
2

−Dy · ẏ′
2

kT ·
(∑4

i=0 ω
2
i

)
−Dz · ż′

2

 (2.22)

φ̈θ̈
ψ̈

 =

Ixx Ixy Ixz
Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz

−1

·

φ̇θ̇
ψ̇

×
Ixx Ixy Ixz
Iyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz

 ·
φ̇θ̇
ψ̇


+

 l · kT · (−ω2
2 + ω2

4)− 4 · (kβ + T · h) · kf · ẏ′
l · kT · (−ω2

1 + ω2
3) +−4 · (kβ + T · h) · kf · ẋ′∑4

i=1 (−1)i+1 · (kM · ω2
i + IM · ω̇i)

 (2.23)
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3 Návrh algoritmu pro odhad
orientace a polohy kvadrotorové
helikoptéry

Cílem této kapitoly je navrhnout algoritmus, který bude schopen dle m¥°ení odhadnout
stav kvadrotorové helikoptéry. Stav kvadrotorové helikoptéry se skládá z polohy, rychlosti,
orientace (popis pomocí Eulerových úhl·) a úhlové rychlosti. Pro odhad stavu helikoptéry
bude vyuºit unscentovaný Kalman·v �ltr (dále UKF). UKF bude k odhadu stavu vyuºívat
nelineární diskrétní matematický model kvadrotorové helikoptéry, m¥°ení z palubních sen-
zor· helikoptéry a °ízení, které generuje regulátor polohy v podob¥ poºadovaných otá£ek
rotor·.

3.1 Unscentovaný Kalman·v �ltr

V této £ásti bude popsána uncentovaná transformace, která je pouºita v unscentovaném
Kalmanov¥ �ltru. Poté bude popsán problém odhadu orientace a polohy kvadrotorové
helikoptéry a bude dopln¥n algoritmus UKF.

3.1.1 Unscentovaná transformace

Unscentovaná transformace [6, 15] pracuje na principu volby n¥kolika bod·, které jsou
následn¥ distribuovány skrze nelineární funkci. Z distribuovaných váºených bod· je ur£eno
normální rozd¥lení na základ¥ st°ední hodnoty a kovariance bod·. Porovnání unscentované
transformace s linearizací pomocí Taylorova rozvoje (pouºívá se v roz²í°eném Kalmanov¥
�ltru) je znázorn¥no na obrázku 3.1.

Volené body se nazývají �sigma body� (také sigma points). Sigma body jsou X [i],
kde i je £íslo p°íslu²ného sigma bodu. Ke kaºdému sigmabodu je p°i°azena také p°íslu²ná
váha w[i] taková, aby platilo 3.1, (3.2) a (3.3), kde x̂ je st°ední hodnota a Px je kovarian£ní
matice.

∑
i

w[i] = 1 (3.1)

x̂ =
∑
i

w[i]X [i] (3.2)

Px =
∑
i

w[i]
(
X [i] − x̂

) (
X [i] − x̂

)T
(3.3)
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(a)

(b)

Obrázek 3.1: (a) transformace sigma bod· skrz nelineární funkci a vypo£ítané normální
rozloºení; (b) linearizace nelineární funkce pomocí Taylorova rozvoje. Zdroj: [14]
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Sigma body jsou voleny dle (3.4), (3.5) a (3.6), kde n je dimenze pravd¥podobnostního
rozd¥lení, λ je volitelný parametr a (·)i je operátor, který z matice vybírá i-tý sloupec.
V (3.5) a (3.6) vidíme, ºe je t°eba po£ítat odmocninu z matice. Odmocninu lze °e²it
dv¥ma zp·soby, první je pomocí diagonalizace, druhý je pomocí Choleského dekompozice.
V na²em p°ípad¥ pouºijeme Choleského dekompozici. Výpo£et je numericky stabilní, je
obsaºen v prost°edí Matlab1 a snadno jej lze implementovat i v jiném programovacím
jazyku2.

X [0] = x̂ (3.4)

X [i] = x̂+
(√

(n+ λ)Px

)
i
, i = 1, . . . , n (3.5)

X [i] = x̂−
(√

(n+ λ)Px

)
i−n

, i = n+ 1, . . . , 2n (3.6)

Výpo£et váhy w[i]
m pro st°ední hodnotu a váhy w[i]

c pro kovarianci je popsán v (3.7).
Vidíme, ºe výpo£et váhy pro jednotlivé sigma body je závislý na dimenzi pravd¥podob-
nostního rozd¥lení n a parametrech α, β a λ.

w[0]
m =

λ

n+ λ

w[0]
c = w[0]

m + (1− α2 + β)

w[i]
m = w[i]

c =
1

2 (n+ λ)
, i = 1, . . . , 2n (3.7)

V (3.8) jsou vztahy pro volbu parametr·. Parametry κ a α ovliv¬ují, jak daleko se
budou nacházet sigma body od st°ední hodnoty x̂. Parametr β je β = 2 pro normální
pravd¥podobnostní rozd¥lení.

κ ≥ 0

α ∈ (0, 1〉
λ = α2 (n+ κ)− n
β = 2 (3.8)

3.1.2 Popis unscentovaného Kalmanova �ltru

K problému odhadu orientace a polohy kvadrotorové helikoptéry p°istoupíme jako k od-
hadu stavu nelineárního stochastického systému, který m·ºeme popsat jako (3.9) a (3.10),
kde k je £asový okamºik, xk je nepozorovatelný stav, zk je pozorovatelný (m¥°itelný) sig-
nál, který nám dává informaci o systému a uk je známý vstup, kterým je systém buzen. wk
je vnit°ní ²um procesu, který popí²eme jako wk ∼ N (0, Qk) (normální rozd¥lení pravd¥po-
dobnosti s nulovou st°ední hodnotou a kovariancí Qk). vk je ²um m¥°ení, který popí²eme
jako vk ∼ N (0, Rk).

1Choleského dekompozice je v Matlabu zastoupena funkcí chol(A), kde A je odmoc¬ovaná matice
2viz n¥kolik implementací na http://rosettacode.org/wiki/Cholesky_decomposition
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Obrázek 3.2: Ukázka unscentované transformace st°ední hodnoty a kovariance, zleva do-
prava: skute£ná st°. hodnota a kovariance, linearizovaná (pouºíváno v roz²í°eném Kalma-
nov¥ �ltru), unscentovaná transformace. Zdroj: [4]

xk+1 = gk(uk, xk) + wk, k = 0, 1, 2, . . . (3.9)
zk = hk(xk) + vk, k = 0, 1, 2, . . . (3.10)

Pro odhad stavu systému pouºijeme estima£ní algoritmus. Tento algoritmus vychází
ze standardního Kalmanova �ltru. Kalman·v �ltr provádí rekurzivní výpo£et �ltrovaných
a predikovaných st°edních hodnot a kovarian£ních matic. Vzhledem k tomu, ºe algorit-
mus bude provád¥t odhad stavu nelineárního systému, zvolíme unscentovaný Kalman·v
�ltr [6, 15, 14, 3]. UKF vyuºívá k distribuci st°ední hodnoty a kovariance unscentovanou
transformaci 3.1.1. Porovnání UKF s roz²í°eným Kalmanovým �ltrem, jeº se také pouºívá
k estimaci stavu nelineárních systém·, se nacházejí na obrázcích 3.2 a 3.2.

Nyní budou popsány jednotlivé kroky pro výpo£et odhadu pomocí UKF. Pro start
samotného algoritmu je t°eba pouºít apriorní hustotu pravd¥podobnosti, která je popsána
pomocí st°ední hodnoty a kovariance v (3.11), kde x̄0 je apriorní st°ední hodnota a P0 je
apriorní kovariance.

k = 0 : x̂0|−1 = E[x0] = x̄0, P0|−1 = cov[x0] = P0 (3.11)
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Obrázek 3.3: Porovnání odhadu st°ední hodnoty a kovariance pomocí roz²í°eného Kalma-
nova �ltru (EKF) a unscentovaného Kalmanova �ltru (UKF). Zdroj: [14]

Nyní m·ºeme vypo£ítat �ltra£ní odhad na základ¥ m¥°ení zk. Výsledný odhad st°ední
hodnoty ozna£íme x̂k|k a odhad kovariance Pk|k. Postup výpo£tu je popsán v (3.12), kde
Xk|k−1 jsou sigma body, které jsou vypo£ítány na základ¥ apriorního odhadu (p°ípadn¥
v dal²ím kroku na základ¥ predikce), Zk|k−1 jsou sigma body které byly distribuované skrz
nelineární funkci h(·). ẑ je predikované m¥°ení a Sk je kovariance inovace3. Rk je p°ed-
pokládaná kovariance gaussovského ²umu s nulovou st°ední hodnotou, který se projevuje
nep°esností m¥°ení (nep°esností funkce h(·)). P x,y

k|k−1 je vzájemná kovarian£ní matice a Kk

je Kalman·v zisk. Po výpo£tu �ltra£ního odhadu m·ºeme provést predikci.
3chyba predikce m¥°ení
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Filtrace:
Xk|k−1 =

(
x̂k|k−1 x̂k|k−1 + γ

√
Pk|k−1 x̂k|k−1 − γ

√
Pk|k−1

)
Zk|k−1 = h

(
Xk|k−1

)
ẑk|k−1 =

2n∑
i=0

w[i]
mZ

[i]
k|k−1

Sk =
2n∑
i=0

w[i]
c

(
Z

[i]
k|k−1 − ẑk|k−1

)(
Z

[i]
k|k−1 − ẑk|k−1

)T
+Rk

P x,z
k|k−1 =

2n∑
i=0

w[i]
c

(
X̄

[i]
k|k−1 − x̂k|k−1

)(
Z

[i]
k|k−1 − ẑk|k−1

)T
Kk = P x,z

k|k−1S
−1
k

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk

(
zk − ẑk|k−1

)
Pk|k = Pk −KkSkK

T
k (3.12)

Predikovanou st°ední hodnotu ozna£íme x̂k|k−1 a kovarianci P̄k|k−1. Výpo£et je popsán
v (3.13), kde γ je parametr pro výpo£et sigma bod· (z £ásti 3.1.1 γ =

√
n+ λ, Xk−1|k−1

jsou vypo£ítané sigma body, X∗k|k−1 jsou sigma body distribuované skrze nelineární funkci
g(·, ·) a uk je vstup nelineárního systému v kroku k. Po provedení výpo£tu predikce zís-
káme odhad st°ední honoty a kovariance, navý²íme krok algoritmu k = k + 1 a budeme
pokra£ovat výpo£tem �ltra£ního odhadu.

Predikce:
Xk−1|k−1 =

(
x̂k−1|k−1 x̂k−1|k−1 + γ

√
Pk−1|k−1 x̂k−1|k−1 − γ

√
Pk−1|k−1

)
X∗k|k−1 = g(uk, Xk|k−1)

x̂k|k−1 =
2n∑
i=0

w[i]
mX

∗[i]
k|k−1

Pk|k−1 =
2n∑
i=0

w[i]
c

(
X
∗[i]
k|k−1 − x̂k|k−1

)(
X
∗[i]
k|k−1 − x̂k|k−1

)T
+Qk (3.13)

Implementace algoritmu UKF v Matlabu je popsána v A.1.

3.2 Diskrétní nelineární model kvadrotorové helikop-

téry

Model kvadrotorové helikoptéry, který bude diskrétní v £ase, bude vytvo°en na základ¥
nelineárního modelu z £ásti 2. Diskretizaci provedeme pomocí Taylorovy metody [9]. Tay-
lorova metoda pracuje s tvarova£em 0. °ádu.
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3.2.1 Diskretizace nelineárního modelu

Diskretizace je provedena za p°edpokladu, ºe na systém p·sobí vstup, který je po £ástech
konstantní (vºdy se zm¥ní v diskrétním £ase. Neº bude uveden postup diskretizace, je t°eba
de�novat obecný model. Spojitý model bude popsán ve form¥ stavového popisu (3.14),
kde x(t) je stav systému v £ase t, u(t) je vstup systému v £ase t, který je do dal²ího
£asového okamºiku konstantní, f(·) je nelineární funkce, která popisuje vnit°ní dynamiku
systému a g(·) je nelineární funkce, která popisuje, jak p·sobí vstup systému u(t) na zm¥nu
stavu x(t).

dx(t)

dt
= f(x(t)) + g(x(t))u(t) (3.14)

Diskretizace systému je popsána pomocí vztahu (3.15), kde x(k) je stav v £asovém
okamºiku t = tk = kTsd , Tsd je vzorkovací perioda modelu a A[j] je rekurzivn¥ popsáno

pomocí (3.16) a (3.17), kde
∂·
∂x

je parciální derivace podle stavu x.

x(k + 1) = x(k) +
∞∑
j=1

T jsd
j!

djx

dtj

∣∣∣∣
tk

= x(k) +
∞∑
j=1

A[j] (x(k), u(k))
T jsd
j!

(3.15)

A[j](x, u) = f(x) + ug(x) (3.16)

A[j+1](x, u) =
∂A[j](x, u)

∂x
(f(x) + ug(x)) (3.17)

Finální vztah pro diskretizaci je popsán v (3.18) pro maximální stupe¬ rozvoje Tay-
lorovy °ady Nd.

x(k + 1) = x(k) +

Nd∑
j=1

A[j] (x(k), u(k))
T jsd
j!

(3.18)

3.2.2 Výpo£et diskrétního nelineárního modelu kvadrotorové he-
likoptéry

Zde vytvo°ený model bude vyuºit pro predikci chování kvadrotorové helikoptéry v UKF.
Nejprve je t°eba upravit model z £ásti 2 do stavového popisu. Pro zjednodu²ení modelu
zanedbáme v modelu odpor prost°edí a t°epotání list· rotor· (pro zrychlení výpo£tu
nového stavu). Vektor stavu kvadrotorové helikoptéry a °ízení jsou popsány v (3.19) a
spojitý stavový popis je popsán v (3.20).
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x1(t)
x3(t)
x5(t)

 = r(t),

x2(t)
x4(t)
x6(t)

 =

ẋ1(t)
ẋ3(t)
ẋ5(t)

 ,
 x7(t)
x9(t)
x11(t)

 = Ω(t),

 x8(t)
x10(t)
x12(t)

 =

 ẋ7(t)
ẋ9(t)
ẋ11(t)

 ,
u1(t)
u2(t)
u3(t)

 = e[x7, x9, x11]T ·

 0
0

T (t)

 ,
u4

u5

u6

 =

Mφ(t)
Mθ(t)
Mψ(t)

 (3.19)

ẋ(t) =



x2(t)
0

x4(t)
0

x6(t)
−g
x8(t)

x10(t) · x12(t) · Iy − Iz
Ix

x10(t)

x8(t) · x12(t) · Ix − Iz
Iy

x12(t)

x8(t) · x10(t) · Ix − Iy
Iz



+



0
u1(t)

m
0

u2(t)

m
0

u3(t)

m
0

u4(t)

Ix
0

u5(t)

Iy
0

u6(t)

Iz



(3.20)

Nyní m·ºeme provést diskretizaci dle (3.18). Maximální stupe¬ rozvoje Taylorovy °ady
zvolíme Nd = 2. Získaný stavový popis je zapsán v (3.21), kde Tsd je perioda diskrétního
modelu kvadrotorové helikoptéry.
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xk+1 =



x1,k + x2,kTsd +
u1,kT

2
sd

2m

x2,k +
u1,kTsd
m

x3,k + x4,kTsd +
u2,kT

2
sd

2m

x4,k +
u2,kTsd
m

x5,k + x5,kTsd +
u3,kT

2
sd

2m

x6,k +
u3,kTsd
m

x7,k + Tsdx8,k +
T 2
sd

2Ix
(u4,k + x10,kx12,k (Iy − Iz))

x8,k +
T 2
sd

(Iy − Iz)
2Ix

[
x12,k

Iy
(u5,k + x8,kx12,k (Ix − Iz)) . . .

. . . +
x10,k

Iz
(u6,k + x8,kx10,k (Ix − Iy))

]
. . .

. . .+
Tsd
Ix

(u4,k + x10,kx12,k (Iy − Iz))

x9,k + Tsdx10,k +
T 2
sd

2Iy
(u5,k + x8,kx12,k (Ix − Iz))

x10,k +
T 2
sd

(Ix − Iz)
2Iy

[
x12,k

Ix
(u4,k + x10,kx12,k (Iy − Iz)) . . .

. . . +
x8,k

Iz
(u6,k + x8,kx10,k (Ix − Iy))

]
. . .

. . .+
Tsd
Iy

(u5,k + x8,kx12,k (Ix − Iz))

x11,k + Tsdx12,k +
T 2
sd

2Iz
(u6,k + x8,kx10,k (Ix − Iy))

x12,k +
T 2
sd

(Ix − Iy)
2Iz

[
x10,k

Ix
(u4,k + x10,kx12,k (Iy − Iz)) . . .

. . . +
x8,k

Iy
(u5,k + x8,kx12,k (Ix − Iz))

]
. . .

. . .+
Tsd
Iz

(u6,k + x8,kx10,k (Ix − Iy))



(3.21)

Jelikoº estimace stavu bude provád¥na na základ¥ vstupu ve form¥ poºadovaných
otá£ek rotor·, je t°eba doplnit pot°ebné p°epo£ty (3.22). Tah a momenty jsou popsány
pro £asový okamºik k. V popisu momentu síly Mψ,k je obsaºena i setrva£nost rotoru,
pro jejíº výpo£et je pot°eba znát i otá£ky rotor· z p°edchozího kroku. Z tohoto d·vodu je
t°eba funkci g(uk, Xk) roz²í°it na g(uk, uk−1, Xk). Implementace diskrétního modelu jako
sady funkcí v Matlabu je popsána v A.2.
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Tk = kT ·
4∑
i=1

ω2
i,k (3.22)

Mφ,k = l · kT ·
(
−ω2

2,k + ω2
4,k

)
(3.23)

Mθ,k = l · kT ·
(
−ω2

1,k + ω2
3,k

)
(3.24)

Mψ,k =
4∑
i=1

(−1)i+1

[
kM · ω2

i,k +
Im
Tsd

(ωi,k − ωi,k−1)

]
(3.25)

3.3 Senzory

K odhadu stavu pomocí Kalmanova �ltru je t°eba mít m¥°ení, které nám dává n¥ja-
kou informaci o reálném stavu objektu, jehoº stav ur£ujeme. V oblasti multirotorových
helikoptér je informace získávána z m¥°ení inerciální m¥°ící jednotky4[12]. V této £ásti
bude popsáno jakým zp·sobem m¥°ení z IMU p°ipravit pro UKF a také bude popsána
funkce h(·), která je pouºita v UKF a slouºí k predikci m¥°ení.

3.3.1 Inerciální m¥°ící jednotka

Inerciální m¥°ící jednotka se skládá v základu z t°íosého gyroskopu a t°íosého akcelero-
metru. Gyroskop je za°ízení, které je schopné m¥°it úhlovou rychlost objektu, na kterém
je umíst¥no. Oproti tomu akcelerometr m¥°í zrychlení objektu. V m¥°ení akcelerometru
je obsaºeno i tzv. statické zrychlení, které je zp·sobeno gravita£ní silou Zem¥ (p°i klido-
vém stavu je v m¥°ení ve t°ech osách rozloºeno gravita£ní zrychlení). Statické zrychlení je
pot°eba pro m¥°ení zrychlení objektu bu¤ od�ltrovat a nebo na základ¥ znalosti velikosti
gravita£ního zrychlení a orientace objektu v·£i gravita£nímu poli ode£íst.

Na základ¥ m¥°ení z akcelerometru a gyroskopu lze provád¥t stabiliza£ní °ízení kvadro-
torové helikoptéry, pro °ízení polohy je t°eba ale tyto dva senzory doplnit je²t¥ o mo-
dul GPS5 a magnetometr, s jehoº pomocí je moºné p°i vyuºití informace o nato£ení ko-
lem osy x' a y' zjistit nato£ení helikoptéry oproti magnetickému pólu a pouºívat jej jako
digitální kompas. Pro zjednodu²ení budeme p°edpokládat, ºe senzory jsou zkalibrovány
pro pouºití na kvadrotorové helikopté°e.

M¥°ení polohy, rychlosti

Nejprve popí²eme m¥°ení polohy a rychlosti kvadrotorové helikoptéry. V (3.26) je popsáno,
jakým zp·sobem vykompenzovat statické zesílení, transformace m¥°ení ze sou°adného
systému helikoptéry do inerciálním sou°adném systému a následné p°evedení zrychlení
z g do m·s−2. accrawi

je tedy m¥°ené zrychlení v g na jednotlivých osách, které obsahuje
i statické zrychlení, argument rota£ní matice je sloºen z p°edchozího odhadu eulerových
úhl· a g je gravita£ní zrychlení. Zpracované m¥°ení akcelerometru je ozna£eno acc.

4v angli£tin¥ ozna£ována jako IMU - inertial measurement unit
5Global Positioning System - globální polohovací systém
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acc =

accxaccy
accz

 = g ·

e[x7,k x9,k x11,k

]
x ·

accrawx

accrawy

accrawz

+

0
0
1

 (3.26)

Dále si uvedeme, jakým zp·sobem bude upraveno m¥°enení polohy a rychlosti na zá-
klad¥ známého zrychlení z akcelerometru a p°edchozího odhadu stavu. V (3.27) je popsáno
nové m¥°ení rychlosti v kroku k, které je vypo£ítáno pomocí p°edchozího odhadu rychlosti
a m¥°ení zrychlení. V (3.28) je nové m¥°ení polohy v kroku k, které vychází z p°edchozího
odhadu polohy a z m¥°ení rychlsti. Ve vztazích se objevuje perioda Tsd , coº je perioda
diskrétního nelineárního modelu z 3.2 a také perioda spou²t¥ní uncentovaného Kalmanova
�ltru.

ẋacc,k = x2,k + Tsd · accx
ẏacc,k = x4,k + Tsd · accy
żacc,k = x6,k + Tsd · accz (3.27)

xacc,k = x1,k + Tsd · ẋacc,k
yacc,k = x3,k + Tsd · ẏacc,k
zacc,k = x5,k + Tsd · żacc,k (3.28)

Nyní bude popsáno m¥°ení polohy a rychlsti v kroku k na základ¥ m¥°ení z mo-
dulu GPS. M¥°ení polohy je popsáno v (3.29), kde gpsi je m¥°ení polohy v dané ose, a
m¥°ení rychlosti je popsáno v (3.30), kde je op¥t vyuºito znalosti p°edchozího odhadu
polohy.

xgps,k = gpsx

ygps,k = gpsy

zgps,k = gpsz (3.29)

ẋgps,k =
1

Tsd
(gpsx − x1,k)

ẏgps,k =
1

Tsd
(gpsy − x3,k)

żgps,k =
1

Tsd
(gpsz − x5,k) (3.30)

M¥°ení úhlové rychlosti, eulerových úhl·

V této £ásti bude popsáno m¥°ení úhlové rychlosti a eulerových úhl·. M¥°ení bude pro-
vád¥no pomocí magnetometru a gyroskopu. Nejprve popí²eme zpracování m¥°ení z gy-
roskopu. M¥°ení eulerových úhl· (3.31) v kroku k je provád¥no na základ¥ p°edchozího
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odhadu úhl· a gyroskopem m¥°ené úhlové rychlosti. M¥°ení úhlové rychlosti helikoptéry
je popsáno v (3.32).

φgyro,k = x7,k + Tsd · gyroφ
θgyro,k = x9,k + Tsd · gyroθ
ψgyro,k = x11,k + Tsd · gyroψ (3.31)

φ̇gyro,k = gyroφ

θ̇gyro,k = gyroθ

ψ̇gyro,k = gyroψ (3.32)

V (3.33) je popsáno m¥°ení magnetického pole t°íosím magnetometrem (aktuální hod-
noty m¥°ení jsoumagi) a výpo£et úhlu ψ (rotace helikoptéry okolo osy z′). K výpo£tu jsou
vyuºity také p°edchozí odhady úhl· φ a θ, tedy x7,k a x9,k. M¥°ení ψmag,k je vypo£ítáno
pomocí funkce arkus tangens (v prost°edí Matlab a ve v¥t²in¥ programovacích jazyk· je
funkce implementována jako atan2(·, ·)).

xh = magx · cosx7,k +magy · sinx9,k · sinx7,k +magz · sinx9,k cosx7,k

yh = magx · cosx7,k +magz sinx7,k

ψmag,k = arctan (−yh, xh) (3.33)

Na základ¥ m¥°ení mag. pole magnetometrem a p°edchozího odhadu eulerových úhl·
je vypo£ítána i úhlová rychlost ψ̇mag,k v kroku k. x12,k je upraven pomocí funkce limit(·).
Tato funkce je pouºita, jelikoº výpo£et ψmag,k je omezen oborem hodnot funkce arkus
tangens, který je roven Harctan ∈< −pi, pi >. Pseudokód, který popisuje funkci se nachází
v (3.35)6, kde mod(·, 2π) vrací zbytek po d¥lení £íslem 2π.

xh = magx · cosx7,k +magy · sinx9,k · sinx7,k +magz · sinx9,k cosx7,k

yh = magx · cosx7,k +magz sinx7,k

ψ̇mag,k =
1

Tsd
(arctan (−yh, xh)− limit(x12,k)) (3.34)

c = mod(x11,k|k−1, 2π)

if c > π

c = c− 2π

Return c (3.35)

6v prost°edí Matlab lze pouºít funkci wrapToPi(·)
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3.3.2 M¥°ení pro unscentovaný Kalman·v �ltr

Vektor m¥°ení v kroku k, který je vyuºit v UKF k �ltra£nímu odhadu a je zna£en zk,
bude sloºen z m¥°ení, která byla popsána v £ásti 3.3.1. Vektor zk je popsán v (3.37).

zk = [xgps,k, ygps,k, zgps,k, xacc,k, yacc,k, zacc,k, ẋacc,k, ẏacc,k, żacc,k,

ẋgps,k, ẏgps,k, żgps,k, φgyro,k, θgyro,k, ψgyro,k,

φ̇gyro,k, θ̇gyro,k, , ψ̇gyro,k, ψmag,k, ψmag,k

]T
(3.36)

3.3.3 Úprava stavu kvadrotorové helikoptéry pro predikci m¥°ení

V této £ásti bude popsáno, jakým zp·sobem transformovat sigma body pro predikci me-
°ení. Tato transformace je v algoritmu UKF zastoupena v (3.12) funkcí h(·). Funkce má
za úkol vypo£ítat na základ¥ odhadovaného stavu odpovídající m¥°ení. Výstup funkce h(·)
ozna£íme jako zk|k−1 a vstup funkce jako xk|k−1. Poslední dva prvky zk|k−1 musíme op¥t
upravit pomocí funkce limit(·), aby byl prvek omezen stejným oborem hodnot jako
v (3.33) a (3.34).

zk|k−1 =
[
x1,k|k−1, x3,k|k−1, x5,k|k−1, x2,k|k−1, x4,k|k−1, x6,k|k−1, x1,k|k−1, x3,k|k−1, x5,k|k−1, ,

x2,k|k−1, x4,k|k−1, x6,k|k−1, x7,k|k−1, x9,k|k−1, x11,k|k−1,

x8,k|k−1, x10,k|k−1, x12,k|k−1, limit(x11,k|k−1), limit(x12,k|k−1)
]T (3.37)
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4 Návrh °ídícího algoritmu
kvadrotorové helikoptéry pro sledování
zadané trajektorie

V této £ásti bude navrºen regulátor, který bude mít za úkol generovat takové °ízení,
jehoº výsledkem bude pln¥ autonomní let kvadrotorové helikoptéry podle zadané trasy.
Regulátor lze rozd¥lit do n¥kolika úrovní, které bude moºné zpracovat odd¥len¥.

Tyto £ásti jsou regulátor otá£ek motor·, orientace helikoptéry, polohy helikoptéry a
algoritmus generující letovou trajektorii dle zadaných bod· (viz obrázek 4.1). Dekompo-
zice regulátoru na samostatné bloky je výhodná zejména z hlediska jednoduchého návrhu,
testování, ale i moºnosti mít pro r·zné regula£ní smy£ky r·zné periody pro generování
°ízení.

4.1 Regulátor otá£ek rotor·

Regulátor otá£ek rotoru je sou£ástí nejniº²í regula£ní smy£ky a bude navrºen pro soustavu
BLDC motoru1 zatíºeného na h°ídeli rotorem. M¥°ený výstup systému, otá£ky i-tého
motoru, je v jednotkách RPM (ot.·min−1). Budeme p°edpokládat, ºe je helikoptéra osazena
jedním typem motoru, jedním typem rotoru (s rozdílem, ºe jeden pár je konstruován

1brushless direct current motor - bezkartá£ový stejnosm¥rný motor

Obrázek 4.1: Regula£ní schéma kvadrotorové helikoptéry
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Obrázek 4.2: Schéma regula£ního smy£ky s regulovaným systémem S a paralelním PID re-
gulátorem (w - poºadovaná hodnota, e - regula£ní odchylka, u - °ízení, y - výstup)

pro otá£ení v opa£ném sm¥ru) a jednotlivé kusy se od sebe neli²í. Na základ¥ tohoto
p°edpokladu nebude nutné navrhovat regulátor pro kaºdý motor zvlá²´.

PID regulátor

Pro regulaci motor· zvolíme paralelní (neinteraktivní) PID regulátor [13]. Nejprve si uve-
deme schéma 4.2 a vztah (4.1) pro ideální regulátor, kde K je zesílení regulátoru, Ti je
integra£ní £asová konstanta a Td je deriva£ní £asová konstanta. Regulátor motor· bude
mírn¥ odli²ný.

e(t) = w(t)− y(t)

u(t) = K ·
[
e(t) +

1

Ti

∫ t

0

e(t)dt+ Td
de(t)

dt

]
(4.1)

Vzhledem k tomu, ºe jsou otá£ky motoru omezeny shora (maximální otá£ky, kterých
m·ºe zatíºený motor dosáhnout) i zdola (pokud by klesl po£et otá£ek pod ur£itou mez,
mohl by se motor zastavit), bude výhodné zabránit uná²ení integra£ní sloºky (tzv. �anti-
windup� PID). Mechanismus, který toto umoº¬uje, funguje na principu porovnávání mani-
pulované veli£iny u (výstup regulátoru) s omezenou manipulovanou veli£inou ũ (po o°íz-
nutí výstupu regulátoru) a následném ode£tení váºeného rozdílu od vstupu integra£ní
sloºky.

Dal²í zm¥na v·£i klasickému PID regulátoru bude ta, ºe deriva£ní sloºka nebude mít
na vstupu p°ímo regula£ní odchylku e, ale m¥°enou procesní hodnotu y (v na²em p°í-
pad¥ m¥°ené otá£ky motoru). Tak zamezíme velké derivaci p°i prudké zm¥n¥ poºadované
hodnoty w (poºadované otá£ky motoru). Ze stejného d·vodu bude deriva£ní sloºka také
�ltrována.

Sestavení PID regulátoru pro regulaci otá£ek motoru

Výsledné vztahy pro spojitý regulátor jsou uvedeny v (4.2) a jeho schéma je znázorn¥no
na obrázku 4.3. Ve vztazích (4.2) je uveden Laplace·v obraz [10, kap. 2] popisu v £ase.
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Obrázek 4.3: Schéma regula£ního smy£ky s regulovaným systémem S a PID regulátorem
(w - poºadovaná hodnota, e - regula£ní odchylka, u - °ízení, ũ - omezené °ízení, y - výstup)

Symbolem s je zna£en argument Laplaceovy transformace. Rovnice jsou rozd¥leny na £ty°i
£ásti. Up(s) popisuje výpo£et proporcionální sloºky regulátoru, UI(s) výpo£et integrální
sloºky a UD(s) deriva£ní sloºky. Poslední vztah slouºí k výpo£tu výstupu regulátoru.
Parametr N ovliv¬uje míru �ltrace deriva£ní sloºky a parametr Tt je £asová konstanta,
která ovliv¬uje rychlost zabrán¥ní uná²ení integra£ní sloºky.

UP (s) = K · E(s)

UI(s) =

(
K · Ti −

U(s)− Ũ(s)

Tt

)
· 1

s

UD(s) = −K · Td · s
Td
N
· s+ 1

Y (s)

U(s) = UP (s) + UI(s) + UD(s) (4.2)

Pro pouºití v palubním po£íta£i helikoptéry p°evedeme regulátor na regulátor diskrétní
v £ase. Diskretizace vztah· (4.2) pro deriva£ní £len a mechanismus proti uná²ení integra£ní
sloºky bude provedena jednodu²²í obdélníkovou aproximací

s =
1

Tsm
·
(
1− z−1

)
,

kde z je argument Z-transformace a Tsm je zvolená vzorkovací frekvence, a integra£ní £len
zdiskretizujeme lichob¥ºníkovou (Tustinovou) aproximací

s =
2

Tsm
· 1− z−1

1 + z−1
.
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Obrázek 4.4: Schéma zapojení regulátoru i-tého motoru do °ídícího systému

Výsledný tvar diskrétního PID regulátoru s �ltrovanou deriva£ní sloºkou a zabra¬ující
uná²ení integra£ní sloºky je popsán pomocí diferen£ních rovnic (4.3).

uP (t) = K · e(t)

uI(t) = uI(t− 1) +
K · Ti · Tsm [e(t) + e(t− 1)]

2
+
Tsm
Tt
· [ũ(t− 1)− u(t− 1)]

uD(t) =
Td

Td +N · Tsm
· [uD(t− 1) +K ·N · (y(t− 1)− y(t))]

u(t) = uP (t) + uI(t) + uD(t) (4.3)

Zapojení regulátoru otá£ek motoru do regula£ní smy£ky

Nyní speci�kujeme zapojení regulátoru otá£ek motory v °ídícím systému kvadrotorové he-
likoptéry (viz obrázek 4.4). Nejprve jsou p°ivedeny poºadované otá£ky i-tého motoru ω∗i ,
dále je ω∗i p°evedeno z rad·s−1 na RPM (ot.·min−1) a je p°ivedeno do regulátoru jako poºa-

dovaná hodnota w (w =
ω∗i
2π
·60). Dále je na vstup regulátoru p°ivedeno m¥°ení otá£ek y a

omezené °ízení ũ. Dle vztah· (4.3) je vygenerováno °ízení u, které je omezeno maximem a
minimem moºných otá£ek na ũ. ũ je p°evedeno pomocí p°evodní funkce na signál PWM2

pro motor i. P°evodní funkci je t°eba získat na základ¥ závislosti PWM/RPM.
Dále jsou m¥°eny otá£ky motoru, které jsou jako výstupní prom¥nná y odesílány

na vstup regulátoru a také p°evád¥ny z RPM na rad·s−1 pro vy²²í vrstvu °ídícího systému.

4.2 Plánování otá£ek rotor·

V této £ásti bude popsán vztah, který bude slouºit k p°epo£tu z poºadovaného tahu a
moment· na poºadované otá£ky. P°es tento vztah bude moºné p·sobit regulátory polohy
a orientace, které budou popsány v dal²ích £ástech, na regulátory, které regulují otá£ky
motoru.

Síly a momenty síly, které p·sobí na helikoptéru, jsme popsali v £ásti a . Pro p°epo£et
budou pouºity momentyMφ,Mθ aMψ a síla T , tedy celkový tah. Ostatní síly a momenty
nejsou p°ímo závislé na otá£kách rotor· a mohou být kompenzovány nap°. v regulátoru

2Pulse Width Modulation - pulzn¥ ²í°ková modulace
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polohy a orientace. Pro získání p°epo£tu bude také ze vztahu pro Mψ (2.15) vypu²t¥na
sloºka IM · ω̇i. Nyní m·ºeme uvedeme znovu vztahy pro výpo£et tah· a moment· na zá-
klad¥ otá£ek (4.4).

T = kT
(
ω2

1 + ω2
2 + ω2

3 + ω2
4

)
Mφ = l · kT

(
−ω2

2 + ω2
4

)
Mθ = l · kT

(
−ω2

1 + ω2
3

)
Mφ = kM

(
ω2

1 + ω2
2 + ω2

3 − ω2
4

)
(4.4)

Z (4.4) vidíme, ºe lze vztahy p°epsat do formy matice (4.5).
T
Mφ

Mθ

Mψ

 =


kT kT kT kT
0 −l · kT 0 l · kT

−l · kT 0 l · kT 0
kM kM kM kM

 ·

ω2

1

ω2
2

ω2
3

ω2
4

 (4.5)

Výsledný vztah (4.6) pro výpo£et otá£ek na základ¥ tahu a moment· získáme inverzí
vztahu (4.5).


ω2

1

ω2
2

ω2
3

ω2
4

 =



1

4 · kT
0 − 1

2 · l · kT
1

4 · kM
1

4 · kT
− 1

2 · l · kT
0 − 1

4 · kM
1

4 · kT
0

1

2 · l · kT
1

4 · kM
1

4 · kT
1

2 · l · kT
0 − 1

4 · kM


·


T
Mφ

Mθ

Mψ

 (4.6)

Dále je pot°eba poznamenat, ºe otá£ky rotor·, které získáme výpo£tem pomocí (4.6)
jsou umocn¥né na druhou, takºe pro výpo£et poºadovaných otá£ek je t°eba výsledek
odmocnit s tím, ºe pokud je hodnota ω2

i záporná, tak ji odmocnit jako kladnou, ale poté
ji doplnit o záporné znaménko. Pokud by tato podmínka nebyla dodrºena, tak by nebylo
dosaºeno poºadovaného tahu a moment·.

4.3 Regulátor orientace kvadrotorové helikoptéry

V této £ásti bude navrºeno °ízení orientace kvadrotorové helikoptéry. Výsledkem bude
regulátor, jeº dokáºe regulovat pohyb helikoptéry kolem Eulerových úhl·, které jsou ozna-
£eny na obrázku 2.1. Základem °ízení budou diskrétní LQ regulátory3 (viz [7, kap. 2]).

Diskrétní LQ regulátor je optimální stavový regulátor a pro jeho návrh je pot°eba získat
diskrétní lineární stavový popis. P°ed návrhem regulátoru nejprve provedeme linearizaci
rovnice (2.9) kolem pracovního bodu Ω̂r.

Linearizací získáme rovnici (4.7), kde ∆Ω̈ je úhlové zrychlení, ∆Ω̇ úhlová rychlost, ∆M
moment, který p·sobí na t¥lo helikoptéry, Ω̇r je jiº zmín¥ný pracovní pod, kolem kterého
provádíme linearizaci a I3,1 je vektor [1 1 1]T .

3Linear-quadratic regulator - lineární kvadraticky optimální regulátor
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∆Ω̈ = I−1
(
I3,1 × I · Ω̇r + Ω̇r × I3,1

)
·∆Ω̇ + I−1 ·∆M (4.7)

Linearizovaný model m·ºeme dále zjednodu²it tak, ºe v rovnici pouºijeme diagonální
matici moment· setrva£nosti I. Pokud matice I není diagonální, p°edpokládáme, ºe vzhle-
dem k charakteristickému symetrickému tvaru kvadrotorové helikoptéry jsou prvky ma-
tice I na diagonále dominantní. M·ºeme tedy okolní prvky vypustit, p°ípadn¥ matici
vynásobit pom¥rem normy diagonální matice a matice p·vodní. Výsledkem tohoto zjed-
nodu²ení je soustava rovnic (4.8), (4.9) a (4.10).

∆φ̈ = −(ψr + θr) · (Iy − Iz)
Ix

·∆φ̇+
1

Ix
· (∆Mφ ·∆Mfφ) (4.8)

∆θ̈ =
(φr + ψr) · (Ix − Iz)

Iy
·∆θ̇ +

1

Iy
· (∆Mθ ·∆Mfθ) (4.9)

∆ψ̈ = −(φr + θr) · (Ix − Iy)
Iz

·∆ψ̇ +
1

Iz
·∆Mψ (4.10)

Z vý²e uvedených rovnic lze vypozorovat, ºe rovnice nejsou na sob¥ závislé a rota£ní
pohyb kolem kaºdého Eulerova úhlu lze °ídit zvlá²´. Za ú£elem návrhu t°í nezávislých
regulátor· je t°eba z linearizovaných rovnic (4.8), (4.9) a (4.10) vytvo°it t°i nezávislé
stavové popisy 4.11, 4.12 a 4.13.

φ :

x1 = ∆φ; x2 = ∆φ̇ = ẋ1; uφ = ∆Mφ + ∆Mfφ[
ẋ1

ẋ2

]
=

 0 1

−(ψr + θr) · (Iy − Iz)
Ix

0

 · [x1

x2

]
+

 0
1

Ix

 · uφ (4.11)

θ :

x1 = ∆θ; x2 = ∆θ̇ = ẋ1; uθ = ∆Mθ + ∆Mfθ[
ẋ1

ẋ2

]
=

 0 1
(φr + ψr) · (Ix − Iz)

Iy
0

 · [x1

x2

]
+

 0
1

Iy

 · uθ (4.12)

ψ :

x1 = ∆ψ; x2 = ∆ψ̇ = ẋ1; uψ = ∆Mψ[
ẋ1

ẋ2

]
=

 0 1

−(φr + θr) · (Ix − Iy)
Iz

0

 · [x1

x2

]
+

 0
1

Iz

 · uψ (4.13)

Následn¥ je moºné provést diskretizaci stavových popis· 4.11, 4.12 a 4.13. Diskretizaci
provedeme pomocí aproximace (4.14). Výsledkem je diferen£ní rovnice (4.15), kde Tso je
perioda modelu.

dx(t)

dt
≈ x(t)− x(t− 1)

Tso
(4.14)
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x(t) = (I2,2 − A · Tso)
−1 · x(t− 1) + (I2,2 − A · Tso)

−1 ·B · Tso · u(t) (4.15)

Diskrétní lineární model získáme dosazením matic z (4.8), (4.9) a (4.10) do (4.15).
Finální diskrétní stavový popis pro rota£ní pohyb kolem Eulerova úhelu φ je popsán
v 4.16, pro θ v 4.17 a pro ψ v 4.18.

φ :

[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
Ix Ix · Tso

(ψr + θr) · (Iy − Iz) · Tso Ix

]
Ix + T 2

so(ψr + θr) · (Iy − Iz)
·
[
x1(t− 1)
x2(t− 1)

]

+

[
T 2
so

Tso

]
Ix + T 2

so(ψr + θr) · (Iy − Iz)
· uφ(t) (4.16)

θ :[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
Iy Iy · Tso

(φr + ψr) · (Ix − Iz) · Tso Iy

]
Iy + T 2

so(φr + ψr) · (Ix − Iz)
·
[
x1(t− 1)
x2(t− 1)

]

+

[
T 2
so

Tso

]
Iy + T 2

so(φr + ψr) · (Ix − Iz)
· uθ(t) (4.17)

ψ :

[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
Iz Iz · Tso

(φr + θr) · (Ix − Iy) · Tso Iz

]
Iz + T 2

so(φr + θr) · (Ix − Iy)
·
[
x1(t− 1)
x2(t− 1)

]

+

[
T 2
so

Tso

]
Iz + T 2

so(φr + θr) · (Ix − Iy)
· uψ(t) (4.18)

Nyní je p°ipraveno v²e pot°ebné pro návrh diskrétního LQ regulátoru orientace s ne-
kone£ným £asovým horizontem. LQ regulátor bude navrºen na základ¥ minimalizace kri-
téria (4.19), kde J je hodnota kritéria, x(t) je stav °ízeného systému v £ase t, u(t) je °ízení
v £ase t a Qi a Ri jsou parametry regulátoru i, které ovliv¬ují rychlost a energii °ízení.

J =
∞∑
t=1

(
x(t)TQix(t) + u(t)TRiu(t)

)
(4.19)

Výsledný regulátor je ve tvaru (4.20), kde F je parametr regulátoru. Parametr F
vypo£ítáme pomocí (4.21), kde P lze získat jako °e²ení diskrétní algebraické Riccatiovy
rovnice (4.22).

u = −Fx(t) (4.20)

F =
(
R +BTPB

)−1
BTPA (4.21)
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Obrázek 4.5: Schéma regulátoru orientace

P = Q+ AT
(
P − PB

(
R +BTPB

)−1
BTP

)
A (4.22)

Nyní je pot°eba doplnit, ºe LQ regulátor bude pouºit s úpravou, která dovoluje re-
gulaci °ízeného systému do poºadovaného stavu x∗(t). Na vstupu regulátoru nebude tedy
stav x(t), jak je popsáno v rovnici (4.20), ale regula£ní odchylka ex(t), kde ex(t) =
x(t)− x∗(t). �e²ení Riccatiovy rovnice a výsledný regulátor bude vypo£ítán v kapitole ...
Je t°eba uvést, ºe výstup regulátoru orientace nepo£ítá s t°epotáním list· rotor·, proto je

t°eba ve výstupu regulátoru tento jev kompenzovat uΩ =

M∗
φ

M∗
θ

M∗
ψ

 =


uφ −

Mfφ

Ixx

uθ −
Mfθ

Iyy
uψ

. Schéma

regulátoru orientace je vyobrazeno na obrázku 4.5 a schémata jednotlivých regulátor·
se pak nacházejí na obrázku 4.6.

4.4 Regulátor polohy kvadrotorové helikoptéry

V této £ásti bude navrºen regulátor pohybu kvadrotorové helikoptéry v inerciálním sou°ad-
ném systému. Jádrem regulátoru budou op¥t t°i diskrétní LQ regulátory. Systém nebude
linearizovat kolem pracovního bodu, ale pomocí vstupu systému.

�ízení bude odvozeno z rovnice (2.1), kde je nelinearita systému zp·sobena rota£ní ma-
ticí eΩ. Problém nelinearity budeme °e²it tak, ºe regula£ní odchylku p°enásobíme inverzní
rota£ní maticí (4.23). Tímto krokem transformujeme regula£ní odchylku z inerciálního
sou°adného systému do sou°adného systému helikoptéry.
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Obrázek 4.6: Schéma LQ regulátor· orientace dopln¥ných o kompenzaci t°epotání list·
rotor· (4.6a - regulace po φ, 4.6b - regulace po θ a 4.6c - regulace po ψ)
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er =

xy
z

−
x∗y∗
z∗


eṙ =

ẋẏ
ż

−
ẋ∗ẏ∗
ż∗


er′ =

(
eΩx
)−1 · er

eṙ′ =
(
eΩx
)−1 · eṙ (4.23)

Zjednodu²ené lineární systémy, pro které budou navrºeny LQ regulátory, jsou popsány
v (4.24), (4.25) a (4.26). Vstup systému obsahuje pouze pot°ebnou sloºku (znázorn¥no
operátorem [ ]i, kde i je poºadovaná sloºka.

x1 = x′; x2 = ẋ1 = ẋ′; ux′ =

[(
eΩx
)−1 · −Gz

m
+

1

m
· F
]
x′[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1
0 0

]
·
[
x1

x2

]
+

[
0
1

]
· ux′ (4.24)

x1 = y′; x2 = ẋ1 = ẏ′; uy′ =

[(
eΩx
)−1 · −Gz

m
+

1

m
· F
]
y′[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1
0 0

]
·
[
x1

x2

]
+

[
0
1

]
· uy′ (4.25)

x1 = z′; x2 = ẋ1 = ż′; uz′ =

[(
eΩx
)−1 · −Gz

m
+

1

m
· F
]
z′[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1
0 0

]
·
[
x1

x2

]
+

[
0
1

]
· uz′ (4.26)

Diskretizací systém· dle vztahu (4.15) získáme popis systém· ve tvaru (4.27), (4.28)
a (4.29). [

x1(t)
x2(t)

]
=

[
1 Tsx′
0 1

]
·
[
x1(t− 1)
x2(t− 1)

]
+

[
T 2
sx′

Tsx′

]
· ux′(t) (4.27)

[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
1 Tsy′
0 1

]
·
[
x1(t− 1)
x2(t− 1)

]
+

[
T 2
sy′

Tsy′

]
· uy′(t) (4.28)

[
x1(t)
x2(t)

]
=

[
1 Tsz
0 1

]
·
[
x1(t− 1)
x2(t− 1)

]
+

[
T 2
sz

Tsz

]
· uz′(t) (4.29)

Regulátor bude v £ásti 5.2 navrºen op¥t podle (4.19), (4.20), (4.21) a (4.22) z £ásti 5.1.
Je t°eba uvést, ºe musíme na výstupu regulátor· kompenzovat gravita£ní zrychlení a
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Obrázek 4.7: Schéma regulátoru polohy
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Obrázek 4.8: Schéma transformace z inerciálního systému do systému helikoptéry pro re-
gulátor polohy a plánování orientace a tahu (pozn.: blok Matrix Multiply prování mati-
cové násobení mezi prvním a druhým vstupem)

1

2

1

Obrázek 4.9: Schéma regulátoru polohy v sou°adné soustav¥ helikoptéry
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Obrázek 4.10: Schéma plánování orientace a tahu kvadrotorové helikoptéry

Obrázek 4.11: Vliv tahu T p°i nato£ení φ na ose y′

odpor vzduchu. Tím získáme poºadovaný celkový tah rotor· T ∗. Poloha na x′ a y′ se bude
regulovat pomocí poºadovaných úhl· φ∗ a θ∗. Na obrázku 4.11 a 4.12 je znázorn¥no, jak
se tah T z osy z′ projeví na ose x′ a y′ pomocí nato£ení helikoptéry o φ a θ. Výsledný
p°epo£et výstupu z LQ regulátor· lze p°epo£ítat pomocí vztahu (4.30).

Schéma regulátoru polohy, který generuje T ∗, φ∗ a θ∗, je zakresleno na obrázku 4.7.
Schéma £ásti regulátoru, kde je provád¥na transformace pot°ebných sloºek z inerciálního
sou°adného systému do sou°adného systému helikoptéry, je znázorn¥no na obrázku 4.8.
Schéma s LQ regulátory polohy v sou°adném systému helikoptéry je znázorn¥no na ob-
rázku 4.9 a schéma £ásti regulátoru, kde je provád¥na kompenzace gravita£ního zrychlení,
kompenzace odporu vzduchu, výpo£et poºadovaných úhl· φ∗, θ∗ a výpo£et poºadovaného
tahu T ∗ se nachází na obrázku 4.10.
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Obrázek 4.12: Vliv tahu T p°i nato£ení θ na ose x′

g′ =
(
eΩ
)−1 ·

[
0 0 g

]T[
Fx′ Fy′ T ∗

]T
= D · ṙ′ +m · (g′ + ur′)

uT ∗, φ∗, θ∗ =


T ∗

tan−1

(
−Fy

′

T ∗

)
tan−1

(
Fx′

T ∗

)
 (4.30)
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5 Simulace °ízené
kvadrotorové helikoptéry

V této £ásti bude ov¥°ena funk£nost regulátor·, které byly navrºeny v £ásti 4 na modelu,
který byl popsán v £ásti 2. Nejprve budou uvedeny v²echny parametry modelu a regu-
látor·, které jsou pot°eba pro b¥h simulace a následn¥ bude provedeno n¥kolik simulací,
které otestují chování regulovaného modelu v r·zných situací. K provedení simulací bude
vyuºito prost°edí Matlab a Simulink.

5.1 Parametry modelu kvadrotorové helikoptéry

Parametry modelu kvadrotorové helikoptéry jsou uvedeny v tabulce 5.1. Parametry od-
povídají v¥t²í kvadrotorové helikoptéry s hmotností 4 kg a délkou ramene 0,4 m. Zna£ení
odpovídá zna£ení z p°edchozích kapitol, RPMmax jsou maximální moºné otá£ky kaºdého
rotoru a RPMmin jsou nejniº²ím moºné otá£ky.

Matice setrva£nosti, která bude pouºita v modelu, je popsána v (5.1). Byla vypo£ítána
v programu Solidworks na základ¥ zjednodu²eného návrhu t¥la helikoptéry.

Imodel =

 0.383722 −0.180333 0.013896
−0.180333 0.500561 −0.011772
0.013896 −0.011772 0.873406

 (5.1)

Zjednodu²ená diagonální matice setrva£nosti, která byla vyuºita v diskrétním neline-
árním modelu z £ásti a p°i výpo£tu diskrétního modelu pro návrh regulátoru stabilizace
v £ásti , je popsána v (5.2). Byla vytvo°ena na základ¥ matice z programu Solidworks
pro po£átek sou°adnic v t¥ºi²ti následnou diagonalizací1.

Idiskretizace =

0.2448 0 0
0 0.2639 0
0 0 0.4997

 (5.2)

Pro simulaci dynamiky rotor· byl vytvo°en spojitý p°enos (5.3) na základ¥ p°echodové
charakteristiky motoru AXI 4120/20 s pravoto£ivou vrtulí 15x8 od �rmy Fiala proppelers
pomocí Strejcovy metody [11]. Vstupem p°enosu jsou poºadované otá£ky ω∗i v RPM a
výstupem jsou otá£ky rotoru ωi v RPM (i ozna£uje £íslo rotoru, jelikoº pro simulaci
kaºdého rotoru byl zvolen stejný model).

1diagonalizace byla provedena vynulováním prvk· mimo diagonálu a následným p°enásobením pom¥ru

eukleidovských norem p·vodní matice a diagonální matice

36



parametr hodnota
g 9.81
kT 3.8502 · 10−4

kM 1.45 · 10−5

kf 0.01
kβ 0.06
m 4
l 0.4
h 0.03
Im 3.357 · 10−12

Dx 0,00628875
Dy 0,00628875
Dz 0,05031

RPMmax 3000
RPMmin 500

Tabulka 5.1: Parametry modelu kvadrotorové helikoptéry pro simulaci

parametr hodnota
Tsm 0.005
Td 0.0226
Ti 52.7664
Tt 1
N 10
K 2.1930

Tabulka 5.2: Parametry regulátoru otá£ek rotor·

Fs(p) =
184611.0787

p3 + 171.4p2 + 9795p+ 1.866 · 105
(5.3)

5.2 Parametry regulátor· a unscentovaného Kalmanova

�ltru

Parametry PID regulátoru otá£ek rotoru (viz tabulka 5.2) byly navrºeny pomocí nástroje
PID Control Laboratory2 na základ¥ simula£ního modelu rotoru (5.3). Lad¥ní regulátoru
bylo provedeno s ohledem na rychlé odregulování, na energii vynaloºenou regulátorem a
s ohledem na tvar citlivostní funkce regula£ní smy£ky.

Po nastavení regulátoru rotor· byl proveden návrh °ídícího algoritmu orientace z £ásti 5.1.
Parametry diskretizovaných stavových popis·, na jejichº základ¥ byly vypo£ítány para-
metry LQ regulátor·, se nacházejí v tabulce 5.3. Parametry byly upravovány s cílem
bezproblémové vzájemné interakce regulátor· (pokud by m¥l jeden LQ regulátor p°íli²
velký ak£ní zásah, nebylo by moºné odregulovat ostatní zásahy kv·li omezenému rozsahu

2viz http://www.pidlab.com/cs/
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parametr hodnota
Tso 0.01
φ̇r

π

4
θ̇r

π

4
ψ̇r

π

8

Qφ

[
1.6211 0

0 0.7205

]
Qθ

[
1.6211 0

0 0.7205

]
Qψ

[
3.6476 0

0 4.5032

]
Rφ 0.04
Rθ 0.04
Rψ 0.111

Tabulka 5.3: Parametry pro výpo£et LQ regulátor· orientace

parametr hodnota
Fφ

[
6.6360 3.1035

]
Fθ

[
6.0095 3.0921

]
Fψ

[
1.9371 1.5858

]
Tabulka 5.4: Parametry LQ regulátor· pro regulaci orientace

otá£ek rotor·). Také bylo p°i návrhu cílem rychle regulovat systém za ú£elem sledování °í-
zení z vy²²í vrstvy (regulátory polohy generující φ∗ a θ∗). Parametry samotných regulátor·
orientace se nacházejí v tabulce 5.4.

Po nastavení regulátoru orientace byl proveden návrh regulátoru polohy z £ásti 4.4.
Parametry stavových popis·, na jejichº základ¥ byli vypo£ítány parametry LQ regulátor·,
se nacházejí v tabulce 5.5. Parametry byly voleny s cílem °ízení letu helikoptéry po gene-
rované trajektorii. Parametry samotných regulátor· polohy se nacházejí v tabulce 5.6.

Parametry uncentovaného Kalmanova �ltru (viz tabulka 5.7) byly nastaveny pro odhad
polohy, rychlosti, orientace a úhlového zrychlení kvadrotorové helikoptéry. Pro m¥°ení
zrychlení byly pouºity dva akcelerometry (pro zp°esn¥ní odhadu). Tsgps je perioda m¥°ení
modulu GPS, Tsacc1 a Tsacc2 jsou periody m¥°ení prvního a druhého akcelerometru, Tsgyro
je perioda m¥°ení gyroskopu, Tsmag je perioda m¥°ení magnetometru, Tsd je perioda, ve
které byl spou²t¥n algoritmus UKF, a perioda diskrétního nelineárního modelu, Ri jsou
p°edpokládané variance ²umu senzoru i.

Matice Q a R byly zvoleny jako diagonální matice. Matice Q má na diagonále prvky
[0.1, 0.01, 0.1, 0.01, 0.1, 0.01, 0.01, 0.001, 0.01, 0.001, 0.01, 0.001] a matice R má na diago-
nále prvky [Rgps, Rgps, Rgpsz , Rgps, Rgps, Rgpsz , Racc1, Racc1, Racc1, Racc1, Racc1, Racc1,
Racc2, Racc2, Racc2, Racc2, Racc2, Racc2, Rgyro, Rgyro, Rgyro, Rgyro, Rgyro, Rgyro, Rmag, Rmag], kde se na-
cházejí variance chyby m¥°ení v po°adí poloha z gps, poloha z prvního akcelerometru,
rychlost z prvního akcelerometru, poloha z druhého akcelerometru, rychlost z druhého
akcelerometru, úhel z gyroskopu, úhlová rychlost z gyroskopu, úhel ψ z magnetometru a
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parametr hodnota
Tsx′,y′ 0.05
Tsz 0.01

Qx

[
1.5625 0

0 1

]
Qy

[
1.5625 0

0 1

]
Qz

[
1 0
0 0.0044

]
Rx 1
Ry 1
Rz 0.0044

Tabulka 5.5: Parametry pro výpo£et LQ regulátor· polohy

parametr hodnota
Fx

[
2.7921 2.8154

]
Fy

[
2.7921 2.8154

]
Fz

[
14.5882 5.5618

]
Tabulka 5.6: Parametry LQ regulátor· pro regulaci polohy

úhlová rychlost ψ̇ z magnetometru.

5.3 Výsledky simulace

Pro ov¥°ení funkce regulátor· byly provedeny dva druhy simulací. První simulace m¥la
za cíl stabilizaci helikoptéry z po£áte£ních podmínek a let do ur£eného bodu. Ve druhé
simulaci byl provád¥n let po zadané trajektorii. Ob¥ simulace byly provedeny v pro-
st°edí Simulink p°i relativní toleranci 1 · 10−3 s prom¥nným krokem pomocí °e²itele (sol-
veru) �ode45 (Dormand_Prince)� . Na po£átku v²ech simulací mají rotory helikoptéry
nulové otá£ky. Na datech z obou simulacích, které byly následn¥ zaneseny ²umem, je
proveden odhad stavu helikoptéry pomocí UKF.

5.3.1 Stabilizace kvadrotorové helikoptéry a let do ur£eného bodu

Stabilizace kvadrotorové helikoptéry a let do ur£eného bodu byl proveden za po£áte£ních

podmínek r0 = [0, 0, 0]T , ṙ0 = [0, 0, 0]T , Ω0 = [0.01,
pi

4
, 0]T a Ω̇0 = [0, 0, 0]T . Cílový

bod byl nastaven jako r∗ = [0.1, 0, 0.2]T a poºadované nato£ení helikoptéry bylo ψ∗ = 0.
Výsledky simulace jsou znázorn¥ny na obrázcích 5.1, 5.2, 5.3 a 5.4. Na obrázcích vidíme,
ºe do²lo k p°ekmitu na poloze x z d·vodu po£áte£ního náklonu θ0 =

π

4
. Dal²í p°ekmit je

pozorovatelný na poloze z z d·vodu nabrání poºadované vý²ky. I p°es po£áte£ní náklon
dolet¥la helikoptéra v simulaci do poºadovaného bodu.
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parametr hodnota
α 0.2
β 2
κ 3

Tsgps 0.01
Tsacc1 0.001
Tsacc2 0.001
Tsgyro 0.001
Tsmag 0.01
Tsd 0.001
Rgps 9
Rgpsz 25
Racc1 4.872 · 10−4

Racc2 1.5398 · 10−7

Rgyro 1.444 · 10−5

Rmag 0.01

Tabulka 5.7: Parametry unscentovaného Kalmanova �ltru
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Obrázek 5.1: Otá£ky rotor· p°i letu do poºadovaného bodu
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Obrázek 5.2: Poloha kvadrotorové helikoptéry a poºadovaná poloha p°i letu do cílového
bodu
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Obrázek 5.3: Orientace kvadtorotové helikoptéry p°i letu do poºadovaného bodu
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Obrázek 5.4: Trajektorie letu kvadrotorové helikoptéry a cílový bod letu

5.3.2 Let kvadrotorové helikoptéry dle generované trajektorie

Let kvadrotorové helikoptéry byl generován pro poºadovanou trajektorii (5.4) s oto£ení
helikoptéry (5.5). Po£áte£ní podmínky helikoptéry byly nulové. Výsledky simulace jsou
na obrázcích 5.5, 5.6, 5.7 a 5.8. Vidíme, ºe helikoptéra i p°es vzdálenost po£áte£ní polohy
od poºadované trajektorie po £ase tuto trajektorii sleduje.

r∗ =

 sin (0.5 · t)
sin
(

0.5 · t− π

2

)
0.1 · t

 (5.4)

ψ∗ = 0 (5.5)

5.3.3 Odhad stavu kvadrotorové helikoptéry p°i stabilizaci a letu
do ur£eného bodu

Odhad stavu kvadrotorové helikoptéry byl proveden na základ¥ zaznamenaných dat ze si-
mulace z £ásti 5.3.1. x̄0 bylo zvoleno na základ¥ po£áte£ních podmínek simulace a ma-
tice P0 byla zvolena jako diagonální matice s prvky [1, 1, 1, 1, 1, 1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.01, 0.01, 0.01]
na diagonále. Data byla za²um¥na bílým ²umem s nulovou st°ední hodnotou a variancí,
která odpovídá prvk·m matice R z £ásti 5.2 pro dané senzory. Výsledné odhady a po-
rovnání s neza²um¥nými daty je na obrázcích 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 a 5.13. Z obrázk· lze
vypozorovat, ºe odhady pomocí UKF se blíºí neza²um¥ným hodnotám.
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Obrázek 5.5: Otá£ky rotor· p°i letu po trajektorii
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Obrázek 5.6: Poloha kvadrotorové helikoptéry a poºadovaná poloha p°i letu po trajektorii
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Obrázek 5.7: Orientace kvadtorotové helikoptéry p°i letu po trajektorii
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Obrázek 5.8: Trajektorie letu kvadrotorové helikoptéry a poºadovaná letová trajektorie
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Obrázek 5.9: Poloha kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu do cílového bodu
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Obrázek 5.10: Rychlost kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu do cílového bodu
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Obrázek 5.11: Orientace kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu do cílového bodu
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Obrázek 5.12: Úhlová rychlost kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu do cílového
bodu

46



−0.5

0

0.5

1

1.5

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

 

x[m]
y[m]

 

z
[m

]

r

r filtrovany

Obrázek 5.13: Trajektorie letu kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu do cílového
bodu

Odhad stavu kvadrotorové helikoptéry p°i letu po generované trajektorii

Pro odhad stavu na datech ze simulovaného letu po poºadované trajektorii bylo zvoleno
op¥t x̄0 na základ¥ po£áte£ních podmínek simulace z £ásti 5.3.2. Matice P0 byla pou-
ºita stejná jako v 5.3.3. Data, na nichº byl provád¥n odhad byla op¥t za²um¥na jako
v £ásti 5.3.2. Výsledný odhad a neza²um¥ná data jsou na obrázcích 5.14, 5.15, 5.16, 5.17
a 5.18.
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Obrázek 5.14: Poloha kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu po trajektorii

0 5 10 15 20 25 30
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

t[s]

r[
m

]

 

 

x − rychlost

y − rychlost

z − rychlost

x − rychlost filtrovana

y − rychlost filtrovana

z − rychlost filtrovana

Obrázek 5.15: Rychlost kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu po trajektorii
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Obrázek 5.16: Orientace kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu po trajektorii
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Obrázek 5.17: Úhlová rychlost kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu po trajektorii
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Obrázek 5.18: Trajektorie letu kvadrotorové helikoptéry a její odhad p°i letu po trajektorii
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6 Záv¥r

V této práci byl popsán druh multirotoru, který se nazývá kvadrotorová helikoptéra. Bylo
popsáno chování kvadrotorové helikoptéry a následn¥ byl navrºen matematický model,
který byl roz²í°en o popis n¥kterých aerodynamických jev·. Dále byl popsán algoritmus,
který slouºí k odhadu stavu kvadrotorové helikoptéry. Algoritmus byl dopln¥n diskrétním
nelineárním modelem kvadrotorové helikoptéry. Poté byl navrºen regulátor rotoru a °ídící
algoritmy orientace a polohy kvadrotorové helikoptéry.

Matematický model kvadrotorové helikoptéry, který popisuje let kvadrotorové heli-
koptéry v závislosti na otá£kách rotor·, byl vytvo°en za ú£elem pouºití p°i simulacích,
k návrhu algoritm· °ídících let helikoptéry a za ú£elem návrhu algoritmu pro odhad stavu
helikoptéry. Model byl dopln¥n o jednoduchý popis odporu prost°edí a popis vlivu t°epo-
tání list· rotor· na let kvadrotorové helikoptéry. Tento model by mohl být dále roz²í°en
o dal²í prvky (nap°íklad o vliv tlaku vzduchu na tah rotor·, £i zvý²ení tahu rotor· p°i
letu nízko nad zemí).

Algoritmus pro odhad stavu kvadrotorové helikoptéry byl otestován v simulaci na za-
²um¥ných výstupech vytvo°eného modelu a byla ov¥°ena funk£nost p°i odhadu stavu he-
likoptéry na základ¥ t¥chto dat. Algoritmus by mohl být dopln¥n o podrobn¥j²í diskrétní
model, nebo upraven pro zpracování m¥°ení z dal²ích typ· senzor·.

Návrh °ídícího algoritmu kvadrotorové helikoptéry byl zam¥°en na sledování zadané
trajektorie. Návrh byl rozd¥len do n¥kolika samostatných celk·. Nejprve byl navrºen dis-
krétní PID regulátor pro °ízení otá£ek rotor·, který byl roz²í°en o �ltraci deriva£ní sloºky
a mechanismus proti uná²ení integra£ní sloºky. Následn¥ byl popsán výpo£et poºadova-
ných otá£ek rotor· na základ¥ poºadovaného tahu a poºadovaných moment· síly. Nako-
nec byl °ídící systém dopln¥n o °ízení orientace a polohy helikoptéry, které bylo navrºeno
na základ¥ nelineárních vztah· z matematického modelu kvadrotorové helikoptéry. Jádrem
°ízení orientace a polohy bylo n¥kolik LQ regulátor·. Spojením t¥chto algoritm· vznikl
algoritmu pro °ízení letu kvadrotorové helikoptéry do zadaného bodu, £i podle generované
trajektorie. Výsledný °ídící algoritmus byl otestován p°i simulacích v prost°edí Simulink
a splnil poºadavky, které na n¥j byly kladeny.

Zdrojové soubory vytvo°eného dokumentu, £ást pouºité literatury a soubory, které
byly vytvo°eny v prost°edí Matlab a Simulink jsou p°iloºeny na CD.

Postupy které jsou popsány v této práci, poslouºí zejména p°i aplikaci na reálné kvadro-
torové helikopté°e. Také je moºné vyuºít algoritmus °ízení letu k tvorb¥ sloºit¥j²ího algo-
ritmu, který by pomocí rozpoznávání obrazu detekoval objekty, které se nacházejí na po-
ºadované letové trajektorii a provád¥l úpravu poºadované trajektorie za ú£elem obletu
objektu. Dále je moºné doplnit °ídící algoritmus o algoritmus, který by provád¥l mapo-
vání n¥jaké oblasti.
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A Implementace funkcí v Matlabu

V této £ásti budou uvedeny n¥které funkce, pomocí nichº byl provád¥n odhad stavu
kvadrotorové helikoptéry.

A.1 Unscentovaný Kalman·v �ltr

1 f unc t i on [ x , P ] = ukf ( x , u , uold , P, z , Q, R, alpha , beta ,
kappa )

2 % Unscented Kalman F i l t e r f o r e s t imat ion o f quadrotor h e l i c op t e r
' s s t a t e

3 %
4 % based on UKF by Yi Cao ( copyr ight enc l o s ed in l i c e n c e . txt )
5 %
6 % input :
7 % x − l a s t known/ est imated s t a t e
8 % u − known input
9 % uold − prev ious known input

10 % P − l a s t known/ est imated covar iance matrix
11 % z − vec to r o f measurement
12 % Q − covar i ance matrix o f d i s c r e t e model
13 % R − covar i ance matrix o f measurement
14 % alpha − parameter f o r d i s t r i b u t i o n o f sigma−po in t s
15 % beta − parameter f o r d i s t r i b u t i o n o f sigma−po in t s
16 % kappa − parameter f o r d i s t r i b u t i o n o f sigma−po in t s
17 %
18 % output :
19 % x − new est imated s t a t e
20 % P − new covar iance matrix o f s t a t e e s t imat ion
21 %
22

23 L = length (x ) ; % length o f s t a t e vec to r
24 m = length ( z ) ; % number o f measurements
25 lambda = alpha ^2∗(L+kappa )−L ; % ca l c lambda (how f a r

sigma po in t s w i l l be from mean)
26 c = L+lambda ;
27 Wm = [ lambda/c 0 .5/ c+ze ro s (1 ,2∗L) ] ; % weights o f mean
28 Wc = Wm; % weights o f covar iance
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29 Wc(1) = Wc(1) + (1 − alpha^2 + beta ) ; % f i r s t weight
Wc d i f f e r s from Wm

30 c = sq r t ( c ) ;
31 X = sigmas (x ,P, c ) ; % ca l c sigma po in t s around x
32 [ x1 ,X1 , P1 ,X2 ] = ut f (X, u , uold , Wm, Wc, L , Q) ; %

unscented trans form o f p roce s s
33 [ z1 , Z1 , P2 , Z2 ] = uth (X1 , Wm, Wc, m, R) ; % unscented

trans form o f measurement
34 P12 = X2∗diag (Wc)∗Z2 ' ;
35 K = P12∗ inv (P2) ; % ca l c Kalman gain
36 x = x1+K∗( z−z1 ) ; % ca l c new es t imat ion o f s t a t e vec to r
37 P = P1 − K∗P12 ' ; % ca l c new covar i ance matrix o f s t a t e
38 end
39

40 f unc t i on [ y , Y, P, Y1 ] = ut f ( X, u , uold , Wm, Wc, n , R )
41 % Unscented Transformation o f p roce s s
42

43 L = s i z e (X, 2 ) ; % number o f sigma po in t s
44 y = ze ro s (n , 1 ) ;
45 Y = ze ro s (n ,L) ;
46 f o r k = 1 :L
47 Y( : , k ) = quadmodel (X( : , k ) , u , uold ) ; %

transformed sampling po in t s
48 y = y + Wm(k)∗Y( : , k ) ; % transformed mean
49 end
50 Y1 = Y − y ( : , ones (1 ,L) ) ; % transformed dev i a t i on
51 P = Y1∗diag (Wc)∗Y1 ' + R; % transformed covar iance
52 end
53

54 f unc t i on [ y , Y, P, Y1 ] = uth ( X, Wm, Wc, n , R )
55 % Unscented Transformation o f measurement
56

57 L = s i z e (X, 2 ) ; % number o f sigma po in t s
58 y = ze ro s (n , 1 ) ;
59 Y = ze ro s (n ,L) ;
60 f o r k = 1 :L
61 Y( : , k ) = hmeas (X( : , k ) ) ; % transformed sampling

po in t s
62 y = y + Wm(k)∗Y( : , k ) ; % transformed mean
63 end
64 Y1 = Y − y ( : , ones (1 ,L) ) ; % transformed

dev i a t i on
65 P = Y1∗diag (Wc)∗Y1 ' + R; % transformed

covar i ance
66 end
67
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68 f unc t i on X = sigmas ( x , P, c )
69 % ca l c u l a t e s sigma po in t s around r e f e r e n c e po int x
70 % input :
71 % x − s t a t e vec to r
72 % P − covar i ance matrix
73 % c − parameter o f unscented t rans fo rmat ion
74 % output :
75 % X − sigma po in t s
76 %
77

78 A = c∗ cho l (P) ' ;
79 Y = x ( : , ones (1 , l ength (x ) ) ) ;
80 X = [ x Y+A Y−A] ; % sigma po in t s
81 end

A.2 Diskrétní model kvadrotorové helikoptéry

A.2.1 Diskretizace spojitého modelu

1 % Der ivat ion o f mathematical model o f the quadrotor h e l i c o p t e r
by Taylor method

2 % author : Zdenek Boucek
3

4 %% th i s s c r i p t do the d i s c r e t i z a t i o n o f non l i n ea r model o f
quadrotor h e l i c o p t e r

5 %
6 % model i s der ived in two parts , f i r s t part i s o r i e n t a t i o n part

in xk1or i
7 % and second i s p o s i t i o n part in xk1pos
8

9 c l c ;
10 c l e a r a l l ;
11

12 %% parameters o f d i s c r e t i z a t i o n
13 syms T r e a l ; % per iod o f mathematical model
14 syms x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 g m Ix Iy I z u1 u2

u3 u4 R r e a l ; % model v a r i a b l e s
15 params = [ g m Ix Iy I z ] ; % parameters o f model [ g r a v i t a t i o n a l

acc , mass ,
16 % moment o f i n e r t i a in x ' , y ' , and

z ' ]
17 xk=[x1 x2 x3 x4 x5 x6 ] ; % s t a t e vec to r [ x x ' y y ' z z ' ] in

p o s i t i o n part
18 % or [ phi phi ' theta theta ' p s i

ps i ' ] in
19 % or i e n t a t i o n part
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20 u = [ u1 u2 u3 u4 ] ; % input o f model [ thrust , moment on phi ,
moment on theta , moment on p s i ] ,

21 % in xk1pos used as [ th rus t in x ' , th ru s t
in y ' and thrus t in z ' ]

22 l = 2 ; % degree o f Taylor approximation
23

24

25 % de r i v a t i on o f o r i e n t a t i o n model o f quadrotor h e l i c o p t e r
26 xk1or i = quadrotor_or ientat ion_theory ( xk ( 7 : 1 2 ) ' , u ' , params ,T, l ) ;
27

28 % de r i v a t i on o f p o s i t i o n model o f quadrotor h e l i c o p t e r without
input

29 xk1pos = quadrotor_posit ion_theory ( xk ( 1 : 6 ) ' , u ' , params ,T, l ) ;
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1 f unc t i on [ xk1 ] = quadrotor_posit ion_theory ( xk , u , params , T,
l )

2 %% QUADROTOR_POSITION_THEORY d i s c r e t i z e p o s i t i o n part o f
quadrotor d i s c r e t e model

3 % input :
4 % xk − s t a t e v a r i a b l e s
5 % u − system input v a r i a b l e s
6 % params :
7 % [ g , m, Ix , Iy , I z ] −> [ g r a v i t a t i o n a l acc , mass ,
8 % moment o f i n e r t i a in x ' , y ' , and

z ' ]
9 % T − per iod o f d i s c r e t model

10 % l − maximum degree o f Taylor expansion s e r i e s f o r
d i s c r e t i z a t i o n

11 % output :
12 % xk1 − d i s c r e t i z e d model o f p o s i t i o n part o f quadrotor
13

14 A = [ xk (2 ) ;
15 0 ;
16 xk (4 ) ;
17 0 ;
18 xk (6 ) ;
19 −params (1) ] + [ 0 ;
20 u (1) ;
21 0 ;
22 u (2) ;
23 0 ;
24 u (3) ] / params (2 ) ;
25 f g = A;
26 xk1 = ze ro s (6 , 1 ) ;
27

28 f o r i = 1 : l
29 xk1 = xk1 + A∗T^ i / f a c t o r i a l ( i ) ;
30 i f i == l
31 break ;
32 e l s e
33 A = jacob ian (A, xk )∗ f g ;
34 end
35 end
36

37 xk1 = xk1 + xk ;
38

39 end
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1 f unc t i on [ xk1 ] = quadrotor_or ientat ion_theory ( xk , u , params ,
T, l )

2 %% QUADROTOR_ORIENTATION_THEORY d i s c r e t i z e o r i e n t a t i o n part o f
quadrotor d i s c r e t e model

3 % input :
4 % xk − s t a t e v a r i a b l e s
5 % u − system input v a r i a b l e s
6 % params :
7 % [ g , m, Ix , Iy , I z ] −> [ g r a v i t a t i o n a l acc , mass ,
8 % moment o f i n e r t i a in x ' , y ' , and

z ' ]
9 % T − per iod o f d i s c r e t model

10 % l − maximum degree o f Taylor expansion s e r i e s f o r
d i s c r e t i z a t i o n

11 % output :
12 % xk1 − d i s c r e t i z e d model o f o r i e n t a t i o n part o f quadrotor
13

14 A = [ xk (2 ) ;
15 xk (4 ) ∗xk (6 ) ∗( params (4 )−params (5) ) /params (3 ) ;
16 xk (4 ) ;
17 xk (2 ) ∗xk (6 ) ∗( params (3 )−params (5) ) /params (4 ) ;
18 xk (6 ) ;
19 xk (2 ) ∗xk (4 ) ∗( params (3 )−params (4) ) /params (5 ) ] + [ 0 ;
20 u (2) /params (3 ) ;
21 0 ;
22 u (3) /params (4 ) ;
23 0 ;
24 u (4) /params (5 ) ] ;
25 f g = A;
26 xk1 = ze ro s (6 , 1 ) ;
27

28 f o r i = 1 : l
29 xk1 = xk1 + A∗T^ i / f a c t o r i a l ( i ) ;
30 i f i == l
31 break ;
32 e l s e
33 A = jacob ian (A, xk )∗ f g ;
34 end
35 end
36

37 xk1 = xk1 + xk ;
38

39 end
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A.3 Diskrétní model kvadrotorové helikoptéry

1 f unc t i on [ xnew ] = quadmodel ( x , w, wold )
2 %QUADMODEL s imulate behavior o f quadrotor h e l i c o p t e r in d i s c r e t e

time
3 % retu rn s new s t a t e x ( p o s i t i o n and o r i e n t a t i o n o f quadrotor ) ,
4 % which i s c a l c u l a t ed with use o f l a s t known s t a t e x ( in input )

,
5 % w ( cur rent r o t o r speed vec to r ) and wold ( prev ious r o t o r speed

vec to r )
6

7 %% parameters o f quadrotor h e l i c o p t e r
8 kT = 2.98 e−6; % c o e f f i c i e n t o f the r o t o r th rus t [− ]
9 kM = 1.14 e−7; % c o e f f i c i e n t o f the r o t o r torque [− ]

10 l = 0 . 2 2 5 ; % length o f the arm [m]
11 Im = 3.357 e−5; % c o e f f i c i e n t o f the r o t o r i n e r t i a [− ]
12 g = 9 . 8 1 ; % g r a v i t a t i o n a l a c c e l e r a t i o n [m. s ^2]
13 m = 0 . 4 6 8 ; % mass o f h e l i c o p t e r [ kg ]
14 Ix = 4.856 e−3; % moment o f i n e r t i a o f x ' ax i s [ kg .m^2]
15 Iy = 4.856 e−3; % moment o f i n e r t i a o f y ' ax i s [ kg .m^2]
16 I z = 8.801 e−3; % moment o f i n e r t i a o f z ' ax i s [ kg .m^2]
17 T = 0 . 0 1 ; % per iod d i s c r e t e model [ s ]
18

19 u = quadinput ( w, wold , [ kT , kM, l , Im ] ) ; % c a l c u l a t e
th rus t and torque

20 [ xnew ] = d i s c r e t emode l ( x , u , [ g , m, Ix , Iy , Iz , T] ) ; %
c a l c u l a t e new s t a t e o f h e l i c o p t e r

21

22 end
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1 f unc t i on [ u ] = quadinput ( w, w_old , params )
2 %QUADINPUT re tu rn s generated torque and thrus t o f quadrotor

h e l i c o p t e r based on angular speed o f r o t o r s
3 % input :
4 % w ~ vecto r o f r o t o r speed
5 % w_old ~ prev ious vec to r o f r o t o r speed
6 % params ~ parameters o f quadrotor h e l i c o p t e r
7 % output :
8 % u(1) ~ t o t a l th rus t generated by r o t o r s o f h e l i c o p t e r
9 % u(2) ~ torque around x ' ax i s

10 % u(3) ~ torque around y ' ax i s
11 % u(4) ~ torque around z ' ax i s
12 %
13

14 %% parameters o f quadrotor h e l i c o p t e r
15 T = 0 . 0 1 ;
16 kT = params (1 ) ; % c o e f f i c i e n t o f the r o t o r th rus t
17 kM = params (2 ) ; % c o e f f i c i e n t o f the r o t o r moment
18 l = params (3 ) ; % length o f the arm
19 i f l ength ( l ) < 0
20 e r r o r ( ' d i s c r e t emode l : Wrong length o f h e l i c o p t e r arm l ! .

' ) ;
21 end
22 Im = params (4 ) ; % c o e f f i c i e n t o f the r o t o r i n e r t i a
23

24 u = ze ro s (1 , 4 ) ;
25 u (1) = kT∗sum(w.^2) ; % T − r o t o r th rus t
26 u (2) = l ∗kT∗(−w(2)^2 + w(4) ^2) ; % Mrol l − torque around

x ' ax i s
27 u (3) = l ∗kT∗(−w(1)^2 + w(3) ^2) ; % Mpitch − torque around

y ' ax i s
28 u (4) = 0 ;
29 f o r i = 1 : l ength (w)
30 u (4) = u (4) + (((−1) ^( i +1) ) ∗(kM∗w( i )^2 + Im∗(w( i ) − w_old( i )

) /T) ) ; %Myaw − torque around z ' ax i s
31 end
32

33 end
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1 f unc t i on [ x1 ] = d i s c r e t emode l ( x , u , params )
2 %DISCRETEMODEL s imu la t e s motion dynamics o f quadrotor h e l i c o p t e r
3 % Simulat ion depends on input u where :
4 % u(1) ~ t o t a l th rus t genereted by r o t o r s o f h e l i c o p t e r
5 % u(2) ~ torque around x ' ax i s
6 % u(3) ~ torque around y ' ax i s
7 % u(4) ~ torque around z ' ax i s
8 % l a s t known s t a t e x where :
9 % po s i t i o n :

10 % x (1) ~ po s i t i o n o f h e l i c o p t e r in x
11 % x (2) ~ speed h e l i c o p t e r in x
12 % x (3) ~ po s i t i o n h e l i c o p t e r in y
13 % x (4) ~ speed h e l i c o p t e r in y
14 % x (5) ~ po s i t i o n h e l i c o p t e r in z
15 % x (6) ~ speed h e l i c o p t e r in z
16 % or i e n t a t i o n :
17 % x (7) ~ ang le phi
18 % x (8) ~ speed o f r o l l
19 % x (9) ~ ang le theta
20 % x(10) ~ speed o f p i t ch
21 % x(11) ~ ang le p s i
22 % x(12) ~ speed o f yaw
23 % Output o f s imu la t i on i s new state , which i s returned in vec to r

x1
24 %
25

26 i f l ength (x ) < 12
27 e r r o r ( ' d i s c r e t emode l : Cannot execute ! Short vec to r o f

s t a t e x . ' ) ;
28 end
29 i f l ength (u) < 4
30 e r r o r ( ' d i s c r e t emode l : Cannot execute ! Short input vec to r

u . ' ) ;
31 end
32 i f l ength ( params ) < 6
33 e r r o r ( ' d i s c r e t emode l : Cannot execute ! Short vec to r o f

parameters params . ' ) ;
34 end
35

36 %% parameters o f quadrotor h e l i c o p t e r
37 g = params (1 ) ; % g r a v i t a t i o n a l a c c e l e r a t i o n [m. s^−2]
38 m = params (2 ) ; % mass o f h e l i c o p t e r [ kg ]
39 i f m <= 0
40 e r r o r ( ' d i s c r e t emode l : Wrong mass o f h e l i c o p t e r ! ' ) ;
41 end
42 Ix = params (3 ) ; % moment o f i n e r t i a o f x ' ax i s [ kg .m^2]
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43 Iy = params (4 ) ; % moment o f i n e r t i a o f y ' ax i s [ kg .m^2]
44 I z = params (5 ) ; % moment o f i n e r t i a o f z ' ax i s [ kg .m^2]
45 T = params (6 ) ; % per iod o f d i s c r e t e model [ s ]
46 x1 = ze ro s (1 , l ength (x ) ) ;
47 %% compute new s t a t e
48 i f norm ( [ x (7 ) , x (9 ) , x (11) ] ) <= 1e−6
49 % i f eu l e r ang l e s are near [ 0 , 0 , 0 ]^T
50 % or i e n t a t i o n part
51 x1 (7 ) = x (7) + T∗x (8 ) + (T^2∗(u (2 ) / Ix + (x (10) ∗x (12) ∗( Iy

− I z ) ) / Ix ) ) /2 ;
52 x1 (8 ) = x (8) + (T^2∗((x (12) ∗(u (3 ) / Iy + (x (8 ) ∗x (12) ∗( Ix −

I z ) ) / Iy ) ∗( Iy − I z ) ) / Ix + (x (10) ∗(u (4 ) / I z + (x (8 ) ∗x
(10) ∗( Ix − Iy ) ) / I z ) ∗( Iy − I z ) ) / Ix ) ) /2 + T∗(u (2 ) / Ix +
(x (10) ∗x (12) ∗( Iy − I z ) ) / Ix ) ;

53 x1 (9 ) = x (9) + T∗x (10) + (T^2∗(u (3 ) / Iy + (x (8 ) ∗x (12) ∗( Ix
− I z ) ) / Iy ) ) /2 ;

54 x1 (10) = x (10) + (T^2∗((x (12) ∗(u (2 ) / Ix + (x (10) ∗x (12) ∗(
Iy − I z ) ) / Ix ) ∗( Ix − I z ) ) / Iy + (x (8) ∗(u (4 ) / I z + (x (8 ) ∗
x (10) ∗( Ix − Iy ) ) / I z ) ∗( Ix − I z ) ) / Iy ) ) /2 + T∗(u (3 ) / Iy +
(x (8) ∗x (12) ∗( Ix − I z ) ) / Iy ) ;

55 x1 (11) = x (11) + T∗x (12) + (T^2∗(u (4 ) / I z + (x (8 ) ∗x (10) ∗(
Ix − Iy ) ) / I z ) ) /2 ;

56 x1 (12) = x (12) + (T^2∗((x (10) ∗(u (2 ) / Ix + (x (10) ∗x (12) ∗(
Iy − I z ) ) / Ix ) ∗( Ix − Iy ) ) / I z + (x (8 ) ∗(u (3 ) / Iy + (x (8 ) ∗
x (12) ∗( Ix − I z ) ) / Iy ) ∗( Ix − Iy ) ) / I z ) ) /2 + T∗(u (4 ) / I z +
(x (8 ) ∗x (10) ∗( Ix − Iy ) ) / I z ) ;

57 % po s i t i o n part
58 x1 (1 ) = x (1) + x (2) ∗T;
59 x1 (2 ) = x (2) ;
60 x1 (3 ) = x (3) + x (4) ∗T;
61 x1 (4 ) = x (4) ;
62 x1 (5 ) = x (5) + T∗x (6 ) − (T^2∗(g − u (1) /m) ) /2 ;
63 x1 (6 ) = x (6) − T∗( g − u (1) /m) ;
64 e l s e
65 % or i e n t a t i o n part
66 x1 (7 ) = x (7) + T∗x (8 ) + (T^2∗(u (2 ) / Ix + (x (10) ∗x (12) ∗( Iy

− I z ) ) / Ix ) ) /2 ;
67 x1 (8 ) = x (8) + (T^2∗((x (12) ∗(u (3 ) / Iy + (x (8 ) ∗x (12) ∗( Ix −

I z ) ) / Iy ) ∗( Iy − I z ) ) / Ix + (x (10) ∗(u (4 ) / I z + (x (8 ) ∗x
(10) ∗( Ix − Iy ) ) / I z ) ∗( Iy − I z ) ) / Ix ) ) /2 + T∗(u (2 ) / Ix +
(x (10) ∗x (12) ∗( Iy − I z ) ) / Ix ) ;

68 x1 (9 ) = x (9) + T∗x (10) + (T^2∗(u (3 ) / Iy + (x (8 ) ∗x (12) ∗( Ix
− I z ) ) / Iy ) ) /2 ;

69 x1 (10) = x (10) + (T^2∗((x (12) ∗(u (2 ) / Ix + (x (10) ∗x (12) ∗(
Iy − I z ) ) / Ix ) ∗( Ix − I z ) ) / Iy + (x (8) ∗(u (4 ) / I z + (x (8 ) ∗
x (10) ∗( Ix − Iy ) ) / I z ) ∗( Ix − I z ) ) / Iy ) ) /2 + T∗(u (3 ) / Iy +
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( x (8 ) ∗x (12) ∗( Ix − I z ) ) / Iy ) ;
70 x1 (11) = x (11) + T∗x (12) + (T^2∗(u (4 ) / I z + (x (8 ) ∗x (10) ∗(

Ix − Iy ) ) / I z ) ) /2 ;
71 x1 (12) = x (12) + (T^2∗((x (10) ∗(u (2 ) / Ix + (x (10) ∗x (12) ∗(

Iy − I z ) ) / Ix ) ∗( Ix − Iy ) ) / I z + (x (8 ) ∗(u (3 ) / Iy + (x (8 ) ∗
x (12) ∗( Ix − I z ) ) / Iy ) ∗( Ix − Iy ) ) / I z ) ) /2 + T∗(u (4 ) / I z +
(x (8 ) ∗x (10) ∗( Ix − Iy ) ) / I z ) ;

72 % po s i t i o n part
73 R = ro t a t i on ( [ x (7 ) , x (9 ) , x (11) ] ) ; % computer

r o t a t i on matrix from new ang l e s [ phi , theta , p s i ]
74 F = R∗ [ 0 ; 0 ; u (1 ) ] ; % ro t a t e th rus t with r o t a t i on

matrix
75 x1 (1 ) = x (1) + x (2) ∗T + (F(1) ∗T^2) /(2∗m) ;
76 x1 (2 ) = x (2) + (T∗F(1) ) /m;
77 x1 (3 ) = x (3) + x (4) ∗T + (F(2) ∗T^2) /(2∗m) ;
78 x1 (4 ) = x (4) + (T∗F(2) ) /m;
79 x1 (5 ) = x (5) + T∗x (6 ) − (T^2∗(g − F(3) /m) ) /2 ;
80 x1 (6 ) = x (6) − T∗( g − F(3) /m) ;
81 end
82

83 end
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