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Plzeň, 2015 Michal Jirovský
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Abstrakt

Tato práce se zabývá plánováńım trajektorie mobilńıho robotu ve spojitém
prostřed́ı. Plánováńı trajektorie je provedeno pomoćı RRT algoritmu a Vo-
roného diagramu. Nalezené trajektorie jsou optimalizovány pomoćı kubického
interpolačńıho splinu nebo Bézierovy křivky. V závěru práce jsou uvedeny vý-
sledky źıskané při simulaci algoritmů.

Kĺıčová slova

Plánováńı trajektorie, RRT algoritmus, Voroného diagram, mobilńı robot,
optimalizace naplánovaných cest

Abstract

This thesis deals with path planning of mobile robot in a continuous environ-
ment. Path planning is realize using RRT algorithm and Voronoi diagram.
Found paths are optimized using a cubic spline interpolation or Bezier curves.
End of work contains the results of simulation.
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6.12 Konstrukce Bézierovy křivky pro ukázkový polygon . . . . . . 52
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1 Úvod

Náplńı této diplomové práce je úloha plánováńı trajektorie mobilńıho robotu.
Hlavńı náplńı práce bylo seznámit se s metodami pro úlohu plánováńı trajek-
torie, implementace zvolených metod a simulačńı ověřeńı metod pro hledáńı
trajektorie.

Plánováńı trajektorie je v současné době velmi rozv́ıjej́ıćı se obor v auto-
matickém ř́ızeńı. Své uplatněńı může nalézt např́ıklad v medićıně, vojenstv́ı
nebo pr̊umyslových odvětv́ı. Dı́ky velkému zájmu o tuto problematiku bylo v
posledńıch letech vyvinuto mnoho nových a efektivńıch algoritmů a některé
z nich budou uvedeny v této práci. Hlavńım ćılem plánováńı trajektorie je
nalezeńı cesty z počátečńıho do ćılového bodu. Tato cesta nesmı́ kolidovat s
překážkami, které se v prostoru vyskytuj́ı a cesta je zároveň v jistém smyslu
optimálńı. Optimálńı může být z hlediska minimálńı vzdálenosti, kterou mo-
bilńı robot muśı urazit nebo minimálńıho času stráveného pr̊ujezdem mezi
dvěma body. Aby trasa robotu nekolidovala s překážkami, robot muśı znát
oblast, ve které se nacháźı. Tato oblast může být předem určena mapou da-
ného prostřed́ı nebo si robot mapu źıskává pr̊uběžně sám pomoćı senzor̊u.

V prvńı části této práce se čtenář seznámı́ se základńımi pojmy a meto-
dami použ́ıvanými při plánováńı trajektorie. Ve druhé části jsou podrobně
popsány dvě zvolené a jedna modifikovaná metoda plánováńı. Tyto metody
byly zvoleny k implementaci a proto je zde uveden popis samotné implemen-
tace nejprve bez ř́ızeńı konkrétńıho robotu a poté i s ř́ızeńım, kdy je stanoven
rozměr robotu a ćılem je naplánovat bezkolizńı trajektorii pro tyto rozměry
robotu. Dále je zde také uvedena kapitola zabývaj́ıćı se metodami pro úpravu
nalezených cest. Celá práce je zakončena shrnut́ım výsledk̊u obdržených při
simulaćıch jednotlivých metod.
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2 Základńı pojmy pro plánováńı
trajektorie

V této kapitole bude nadefinováno pár základńıch a d̊uležitých pojmů, které
se budou později využ́ıvat pro řešeńı práce nebo budou součást́ı metod při
zpracováńı.

Pozici každého reálného objektu lze popsat v určitém prostřed́ı. Pokud
se bude jednat o polohu robotu, t́ımto prostřed́ım je prostor, ve kterém plńı
robot požadované úkoly. Pro zprostředkováńı orientace je nutné dané pro-
střed́ı popsat pomoćı zjednodušeného modelu, který by měl být co nejv́ıce
podobný skutečnosti. Č́ım přesněǰśı je popis takového prostřed́ı, t́ım větš́ı
jsou ale výpočetńı nároky a naopak. Reprezentace zmı́něného prostoru může
být diskrétńı nebo spojitá.

Diskrétńı prostřed́ı

Popis takového prostřed́ı může být zprostředkován pomoćı buněk. Počet bu-
něk bude závislý na přesnosti popisu překážek, na velikosti modelovaného
prostoru či velikosti robotu. Jak bylo zmı́něno výše, se zvyšuj́ıćım se počtem
buněk docháźı k přesněǰśımu popisu, ale zároveň se zvýš́ı výpočetńı nároč-
nost. Buňky mohou mı́t r̊uzné tvary a velikosti. Ukázka diskrétńıho popisu
se čtvercovými buňkami je na obrázku (2.1).

Obrázek 2.1: Ukázka diskrétně popsaného prostřed́ı
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Spojité prostřed́ı

Druhým typem popisu prostřed́ı je spojité prostřed́ı. V tomto př́ıpadě se
jedná o kontinuálńı prostor, který neńı rozdělen na jednotlivé buňky jako
v diskrétńım př́ıpadě. Dı́ky tomu lze popsat překážky přesněji a navržená
cesta se tak bude v́ıce bĺıžit skutečnosti. Oproti diskrétńımu prostřed́ı jsou
výpočetńı nároky při prohledáváńı náročněǰśı. Tento popis prostřed́ı bude
využ́ıván i při daľśım zpracováńı této práce. Ukázka spojitého prostoru je na
obrázku (2.2).

Obrázek 2.2: Ukázka spojitě popsaného prostřed́ı

Pracovńı prostor

Na začátku kapitoly bylo zmı́něno, že se robot pohybuje v jakémsi prostřed́ı.
Toto prostřed́ı se nazývá pracovńı prostor, který bude značen jako W . Každý
takový pracovńı prostor lze reprezentovat jako N-rozměrný Euklidovský pro-
stor

W = RN , kde N ∈ {2, 3} (2.1)

Pokud bude v daľśıch kapitolách řeč o pracovńım prostoru, bude použ́ıván
výhradně pracovńı prostor W = R2. V takto definovaném prostoru se v
reálných situaćıch vyskytuj́ı překážky, kterými nelze procházet a robot je
muśı objet. Tyto překážky patř́ı do množiny O.

Překážky

Překážky vyskytuj́ıćı se v pracovńım prostoru W představuj́ı libovolné ob-
jekty r̊uzných velikost́ı a tvar̊u, které se vyskytuj́ı ve skutečném světě a ome-
zuj́ı pohyb robotu. Zobrazeńı překážek v pracovńım prostoru souviśı s repre-
zentaćı prostřed́ı. Podle zvoleného zp̊usobu popisu jsou popsány i překážky.
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Jejich popis může být bud’to diskrétńı nebo spojitý, viz obr. (2.3). Dále lze
dělit překážky do několika kategoríı. Jednou z nich je např́ıklad rozlǐseńı sta-
tických a dynamických překážek. Statické překážky neměńı svou polohu nebo
velikost v čase. Naopak dynamické překážky mohou měnit sv̊uj tvar, velikost
i polohu v čase, což stěžuje výpočet cesty robotu, který se muśı v př́ıpadě
překážky v cestě přizp̊usobit podle jej́ı aktuálńı polohy.

Obrázek 2.3: Reprezentace stejné překážky diskrétńı a spojitou formou

Konfiguračńı prostor

Překážky tedy tvoř́ı množiny prostoru, ve kterých se robot pohybovat ne-
může. Muśı se tedy existovat i opačná množina, která je charakterizována
t́ım, že se v ńı robot vyskytovat muśı. Tato množina se nazývá volný konfi-
guračńı prostor. Konfiguračńı prostor C je množina všech př́ıpustných stav̊u
robotu, ve kterých se může robot pohybovat. Představme si robota pohybu-
j́ıćıho se v prostoru mezi stacionárńımi, nepr̊uchoźımi překážkami O. Hlavńı
myšlenkou konfiguračńıho prostoru je reprezentace robotu jako bodu a ma-
pováńı překážek do pracovńıho prostoru. Oblast́ı překážek značenou Cobst

nazýváme takovou část stavového prostoru, která je obsazena překážkami a
lze j́ı reprezentovat vztahem (2.2).

Cobst = {q ∈ C : R(q) ∩O 6= 0} (2.2)

kde R(q) je podmnožina pracovńıho prostoru W obsazená robotem R s
konfiguraćı q. Vektor q jednoznačně určuje pozici a orientaci robotu v pro-
storu.
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Doplňkem množiny Cobst do C je množina Cfree určuj́ıćı volný konfigu-
račńı prostor. Je to prostor všech konfiguraćı, které nekoliduj́ı s žádnou pře-
kážkou a které vyhovuj́ı všem omezeńım robotu. Prostřednictv́ım konfigu-
račńıho prostoru je úloha plánováńı trasy robotu redukována na plánováńı
pohybu uvnitř volného konfiguračńıho prostoru Cfree.

Metrika

Daľśım užitečným pojmem, bez kterého by se tato práce neobešla se nazývá
metrika. Stejně jako v reálném světě má každý objekt své rozměry, tak i
zde muśı být rozměry zahrnuty. Aby bylo možné využ́ıvat algoritmy pro
plánováńı tras, je nutné znát vzdálenost d, která určuje vzdálenost dvou
konfiguraćı robotu v konfiguračńım prostoru C. Tato vzdálenost je určena
tzv. metrikou značenou ρ. Je to zobrazeńı ρ : C × C → R, kdy pro každou
konfiguraci qi, qj nebo qk ∈ C plat́ı následuj́ıćı axiomy:

1) Axiom totožnosti - ρ(qi, qj) = 0, jestliže qi = qj

2) Axiom symetrie - ρ(qi, qj) = ρ(qj, qi)

3) Trojúhelńıkové nerovnosti - ρ(qi, qk) ≤ ρ(qi, qj) + ρ(qj, qk)

4) Nezápornost vyplývaj́ıćı z axiomů 1-3 - ρ(qi, qj) ≥ 0

Hodnota ρ(qi, qj) je nazývána vzdálenost d.

Metrika je vždy definována pro určitý prostor a vzhledem k tomu, že pro-
stor W byl obecně definován jako N-rozměrný Euklidovský prostor, tak pro
výpočet d bude definována tzv. Euklidovská metrika ρ, která popisuje vzdá-
lenost dvou konfiguraćı v pracovńım prostoru nejlépe. Na množině RN lze
nadefinovat takovou Euklidovskou metriku, která bude vyjadřovat přesnou
vzdálenost mezi dvěma body X a Y , pro které plat́ı X = (x1, x2, ..., xN) ∈ RN

a Y = (y1, y2, ..., yN) ∈ RN . Vzdálenost d se poté vypočte podle vztahu (2.3).

d =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ...+ (xN − yN)2 (2.3)

Detekce koliźı

Z předchoźıch pojmů už bylo stanoveno, že pracovńı prostor W se skládá
z překážek O patř́ıćı do množiny Cobs a volného konfiguračńıho prostoru
Cfree. Aby robot při pr̊ujezdu prostřed́ım nekolidoval s překážkami, muśı v
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sobě plánovaćı algoritmus zahrnovat funkci určuj́ıćı, zda se daná konfigurace
robotu nacháźı ve volném konfiguračńım prostoru Cfree. Tato funkce D :
Cfree → {True, False} je nazývána detektorem koliźı.

Existuje mnoho metod, jak vyřešit kolize s překážkami. Zálež́ı také na
zp̊usobu, kterým je reprezentována samotná překážka. Pokud je popsána
diskrétně, detektor pouze vyřeš́ı, jestli je daná buňka volná nebo obsazená
překážkou. Zde je ovšem nutné mı́t co nejlepš́ı popis prostřed́ı, aby nedochá-
zelo k omyl̊um, kdy by detektor vyhodnotil kolizi jako False, ale v reálném
př́ıpadě by robot kolidoval s překážkou. V př́ıpadě spojitého popisu jsou pře-
kážky reprezentovány jednotlivými úsečkami. Robot je rozdělen na úsečky
(hrany) popisuj́ıćı jeho tvar a ty jsou testovány s úsečkami (hranami) pře-
kážek. Pokud některá z hran robotu prot́ıná hranu překážky, je detekována
kolize. Tato metoda je vhodná pro jednoduché překážky a výhodou je jej́ı
použit́ı jak na konvexńı tak i na konkávńı polygony bez nutnosti převáděńı
konkávńıch polygon̊u na konvexńı.
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3 Základńı metody plánováńı
trajektorie

Po úvodńı kapitole, kde bylo nadefinováno pár užitečných pojmů se nyńı
bude práce zabývat konkrétńımi metodami pro hledáńı trajektorie v pra-
covńım prostoru. Pro ř́ızeńı pohybu mobilńıho robotu je d̊uležité plánováńı
trasy tak, aby byl splněn zadaný požadavek v nejkratš́ım možném čase a s
minimálńımi náklady na cestu. Plánováńı může být globálńı nebo lokálńı.
Globálńı navrhuje trasu robotu z počátečńıho do ćılového bodu, poté robot
trasu vykoná. Naopak lokálńı plánováńı se provád́ı během pohybu robotu,
kdy robot pomoćı senzor̊u nacháźı překážky, které nebyly doposud známy
a je tak nucen měnit p̊uvodńı trasu. Pro plánováńı trajektorie robotu byla
vyvinuta řada metod. V této kapitole je uveden pr̊uřez základńıch metod pro
plánováńı trajektorie robotu.

Princip metod spoč́ıvá ve vytvořeńı vnitřńıho modelu pracovńıho prostoru,
ve kterém je trajektorie hledána. Metody pro vytvořeńı vnitřńıho modelu
pracovńıho prostoru se děĺı na tři základńı př́ıstupy:

• Dekompozice buněk

• Mapy cest

• Potenciálová pole

Tyto př́ıstupy budou nyńı popsány a dále budou také uvedeny konkrétńı
metody, které patř́ı do jednotlivých skupin.

3.1 Dekompozice buněk

Ćılem této metody je dekompozice volného konfiguračńıho prostoru Cfree do
množiny buněk a vytvořeńı grafu sousednosti. Graf tvoř́ı vrcholy, které jsou
reprezentované volnými buňkami, a hrany mezi dvěma vrcholy tvoř́ı přechod
mezi dvěma buňkami. Plánováńı trasy nebo-li vyhodnoceńı je poté otázkou
nalezeńı takové posloupnosti buněk, pro které bude platit, že:

• Prvńı buňka obsahuje počátečńı konfiguraci qinit

• Následuje posloupnost vzájemně soused́ıćıch buněk

• Posledńı buňka obsahuje ćılovou konfiguraci qgoal
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Takto vzniklá posloupnost buněk se nyńı transformuje pomoćı prohledá-
vaćıho algoritmu na cestu. Metody dekompozice se dále děĺı na dva př́ıstupy
- exaktńı a aproximativńı.

Exaktńı dekompozice

Principem dekompozice je rozložeńı volného konfiguračńıho prostoru do sou-
sed́ıćıch a vzájemně se nepřekrývaj́ıćıch buněk ve tvaru konvexńıch mno-
hoúhelńık̊u. Vrcholy mnohoúhelńık̊u jsou tvořeny vrcholy jednotlivých pře-
kážek. Existuje mnoho konkrétńıch variant takového rozkladu, nejčastěji se
použ́ıvá lichoběžńıkový nebo trojúhelńıkový tvar. Ukázka této dekompozice
do lichoběžńıkového tvaru je na obr. (3.1).

Obrázek 3.1: Exaktńı lichoběžńıková dekompozice

Aproximativńı dekompozice

U metody aproximativńı dekompozice je konfiguračńı prostor rozdělen do
buněk stejného tvaru. Tvar buněk bývá zpravidla čtvercový, ale mohou se
vyskytovat výjimky, kdy buňky reprezentuj́ı i jiné tvary. V př́ıpadě dvou-
rozměrného prostoru je pak mapa prostřed́ı tvořena matićı buněk. Ke každé
buňce je rekurzivně přǐrazena hodnota reprezentuj́ıćı stav v daném mı́stě. Po-
kud se buňka nacháźı v mı́stě volného konfiguračńıho prostoru Cfree je buňka
označena jako prázdná, pokud je zcela překryta překážkou dostává označeńı
obsazená a v př́ıpadě kombinace částečně volného i obsazeného prostoru se
pak jedná o označeńı kombinovaná. Přesnost takového rozkladu opět hodně
záviśı na velikosti jednotlivých buněk a jejich celkovém počtu. Trasa je pak
v takto nadefinovaném prostoru nalezena pomoćı vhodného prohledávaćıho
algoritmu, např.: algoritmus A*, který bude podrobně popisován dále.
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Obrázek 3.2: Aproximativńı dekompozice

3.2 Mapy cest

Daľśı skupina metod se řad́ı do kategorie nazývané mapy cest. Tyto metody
vytvář́ı mapu cest v podobě grafu reprezentuj́ıćıho volný pracovńı prostor.
Hrany grafu tvoř́ı cesty, po kterých se může robot pohybovat. Vrcholy těchto
map jsou pak tvořeny opět vrcholy překážek a počátečńı a ćılovou konfiguraćı.
Za použit́ı vhodně zvoleného algoritmu je pak hledána cesta v grafu.

Graf viditelnosti

Tuto metodu lze zvolit, pokud se jedná o konfiguračńı prostor reprezentovaný
polygony. V takovém př́ıpadě je možné zobrazit viditelnostńı vztahy mezi
vrcholy polygon̊u. Každý vrchol polygonu může být spojen s jiným vrcholem
polygonu pomoćı hrany a to v př́ıpadě, že je z jednoho vrcholu vidět druhý
vrchol. Obecně řečeno - aby mezi dvěma vrcholy mohla vzniknout hrana,
nesmı́ se na jejich spojnici vyskytovat žádná překážka. Výsledná cesta je pak
určena pomoćı posloupnosti hran grafu z počátečńı do ćılové konfigurace.
Pokud by byl prostor reprezentován nepolygonálńımi překážkami, bylo by
nutné tyto tvary převést na polygony, které nejv́ıce odpov́ıdaj́ı p̊uvodńımu
tvaru. Graf viditelnosti je vyobrazen na obr. (3.3).

Obrázek 3.3: Graf viditelnosti
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Graf tečen

Graf viditelnosti ve skutečnosti obsahuje velké množstv́ı nadbytečných hran
a proto vznikla metoda grafu tečen. V tomto př́ıpadě je graf tvořen pouze
takovými hranami, které jsou tečnami mezi polygony. To znamená, že mohou
”j́ıt za roh”, takže pokud je hrana mezi vrcholy prodloužena, nesmı́ kolidovat
s překážkou, přičemž hranice konfiguračńıho prostoru je považována také za
překážku.

Obrázek 3.4: Graf tečen

Voroného diagram

Tato metoda popsaná v článku [8] je specifická v tom, že předpokládá ne-
nulový rozměr robotu ba dokonce rozměr takový, že překážky lze v základńı
verzi tohoto algoritmu reprezentovat pouze pomoćı bod̊u. Diagram tvoř́ı ge-
ometrická struktura, která je generována na základě bod̊u umı́stěných ve
stejných vzdálenostech od dvou nebo v́ıce překážek. Tyto centroidńı body
tvoř́ı vrcholy diagramu a hrany tvoř́ı propojeńı těchto bod̊u. Robot se tak
může pohybovat bez kolize s překážkou. Pokud se do grafu zahrne i počátečńı
a ćılová konfigurace, je možné spoč́ıtat nejkratš́ı bezkolizńı vzdálenost mezi
těmito překážkami. V reálu ovšem nelze předpokládat minimálńı velikosti
překážek oproti robotu a tak existuj́ı i jisté možnosti výpočtu segmentu mezi
dvěma polygony. Výpočtem Voroného diagramu se bude podrobněji zabý-
vat kapitola 5, protože tato metoda byla vybrána ke zpracováńı. Na obrázku
(3.5) je vidět Voroného diagram pro překážky reprezentované pomoćı zele-
ných bod̊u.
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Obrázek 3.5: Voroného diagram

Pravděpodobnostńı mapy cest

Metoda plánováńı podle pravděpodobnostńı mapy cest se skládá ze dvou
část́ı. V prvńı části, která se nazývá uč́ıćı, je základńı motivaćı náhodné roz-
prostřeńı bod̊u do konfiguračńıho prostoru. Jediná nutná podmı́nka je, aby
se tyto body vyskytovaly ve volném konfiguračńım prostoru. V závislosti na
počtu těchto bod̊u (voĺı uživatel) je dobré, aby pokrývaly co nejlépe pracovńı
prostor. Č́ım v́ıce je takovýchto bod̊u zvoleno, t́ım lepš́ı výsledky budou do-
saženy. Při každém nově vygenerovaném bodu se testuje, zdali je možné jej
př́ımo propojit s již existuj́ıćım bodem. Jestliže nenastane kolize a body jsou
od sebe vzdáleny méně než je povolená maximálńı vzdálenost, jsou tyto dva
body propojeny. V odborném názvoslov́ı budou náhodné body opět nazvány
jako vrcholy a propojeńı mezi vrcholy nazvány jako hrany. Po propojeńı je
obdržen graf, pomoćı kterého je možné při definici počátečńı a ćılové kon-
figurace určit cestu pr̊ujezdu konfiguračńım prostorem. Základńı princip je
znázorněn ve třech kroćıch na obrázku (3.6).

Obrázek 3.6: Pravděpodobnostńı mapa cest
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Pravděpodobnostńı stromy

U této metody je základńım ćılem vytvářeńı prohledávaćıho stromu, který
rovnoměrně prohledává volný pracovńı prostor Cfree a snaž́ı se naj́ıt ćılo-
vou konfiguraci. Vytvářeńı stromu je součást́ı iteračńıho cyklu, který vyge-
neruje novou náhodnou konfiguraci a ta je propojena s nejbližš́ı existuj́ıćı
konfiguraćı, kterou strom obsahuje a je zařazena do stromu vygenerovaných
konfiguraćı. Tyto metody jsou navrženy pro neholonomńı plánováńı cesty ro-
bot̊u, kteř́ı maj́ı vysoký počet stupň̊u volnosti. Podrobněji se touto metodou
v podobě RRT algoritmu bude zabývat kapitola 4. Na obrázku (3.7) je vidět
struktura stromu při 45 iteraćıch a 2345 iteraćıch.

Obrázek 3.7: Pravděpodobnostńı mapa cest
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3.3 Potenciálová pole

Ćılem metody je pokryt́ı konfiguračńıho prostoru potenciálovým polem, které
je definováno funkćı E(x, y) určuj́ıćı mı́ru potenciálu v daném mı́stě. Počá-
tečńı konfigurace robotu je ohodnocena vyšš́ı hodnotou potenciálu, než je
ćılová konfigurace, která je ohodnocena globálńım minimem potenciálu. Pro-
story s překážkami Cobs jsou ohodnoceny vyšš́ım potenciálem, než má volný
prostor Cfree. Nalezeńı cesty spoč́ıvá v nalezeńı globálńıho minima. Robot se
tedy bude pohybovat ve směru záporného gradientu. Nevýhodou této metody
je možnost uv́ıznut́ı v některém z lokálńıch minim. Touto metodou se zabývá
článek [7]. Ukázka potenciálového pole je na obrázku (3.8).

Obrázek 3.8: Ukázka potenciálového pole aplikovaného na pracovńı prostor
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4 Metody plánováńı založené na
metodě RRT

Pro implementaci metod plánováńı trajektorie byly zvoleny dva př́ıstupy.
V této kapitole bude podrobně popsán př́ıstup pomoćı rychle rostoućıch
stromů a jeho modifikace. Název této metody vznikl z převzet́ı anglického
spojeńı Rapidly exploring Random Tree (zkráceně RRT). Algoritmus byl po-
prvé představen v roce 1998 Stevem LaVallem, článek [1]. Technika algoritmu
byla charakterizována jako náhodně vytvořená datová struktura pro prohle-
dáváńı n-dimenzionálńıho, stavového, nekonvexńıho prostoru značeného C,
která slouž́ı pro plánováńı trajektoríı. I když je RRT vhodný pro širokou
skupinu problémů plánováńı cesty, navržen byl předevš́ım se zaměřeńım na
neholonomńı plánováńı, včetně dynamických omezuj́ıćıch podmı́nek, robot̊u
s vysokým počtem stupň̊u volnosti. Myšlenkou je postupné vytvářeńı no-
vých uzl̊u, které tvoř́ı prohledávaćı strom a snaž́ı se rychle a rovnoměrně
prohledat předem nakonfigurovaný stavový prostor. Pokud je vytvářeńı uzl̊u
stromu náhodné, jedná se právě o strategii RRT. Kĺıčovou výhodou RRT
je rychlé rozr̊ustáńı k neprozkoumaným oblastem konfiguračńıho prostoru C.
Na obrázku (4.1) je zaznamenán vývoj RRT stromu s přibývaj́ıćımi iteracemi
výpočtu.

Obrázek 4.1: Vývoj rozr̊ustaj́ıćı se struktury RRT

4.1 Základńı princip metody RRT

Výpočet RRT zač́ıná vytvořeńım základńıho uzlu ve startovńı konfiguraci
qinit a během expanze se snaž́ı nalézt ćılovou konfiguraci qgoal. V každém kroku
se náhodně vygeneruje konfigurace qrand, od které se hledá nejbližš́ı sousedńı
bod qnearest existuj́ıćıho RRT stromu. Nový bod qnew je generován ve vzdá-
lenosti v od nejbližš́ıho souseda ve směru náhodně vygenerované konfigurace
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qrand. V pr̊uběhu hledáńı jsou vrcholy stromu tvořeny takovým zp̊usobem, že
všechny uzly nálež́ı Cfree. Z tohoto d̊uvodu muśı existovat možnost testovat,
zda určitý stav nelež́ı v Cobs. Stavy v Cobst mohou mı́t v závislosti na aplikaci
r̊uzný význam. Nejčastěji Cobs představuje konfiguraci, kdy je možná trasa v
kolizi s překážkou. Pro možnost zachováńı uzlu qnew ve stavu Cfree je nutné
testovat, jestli samotný qnew neńı v kolizi s překážkou a také jestli s překážkou
nekoliduje propojeńı těchto dvou konfiguraćı. Pokud testovaný uzel vyhov́ı
těmto podmı́nkám, je zařazen do stromové struktury. Pokud uzel testováńı
neprojde, je vyřazen a proces rozr̊ustáńı RRT pokračuje. V př́ıpadě, že se
nově vytvořený uzel qnew přibĺıž́ı ćılové konfiguraci qgoal, je testováno, zdali
je možné propojeńı těchto konfiguraćı. Pokud se v cestě spojeńı vyskytuje
překážka nebo konfigurace qgoal neńı ve vzdálenosti d od qnew, je nutné po-
kračovat v generováńı daľśıch konfiguraćı qrand a následně uzl̊u qnew, dokud
neńı podmı́nka propojeńı bez kolize, či bĺızké vzdálenosti ke qgoal splněna.
Proces vytvářeńı RRT struktury je vyobrazen na obrázku (4.2).

Obrázek 4.2: Proces vytvářeńı struktury RRT

Algoritmus RRT

Nyńı bude popsán obecný algoritmus 4.1, který slouž́ı jako podklad pro im-
plementaci ve výpočetńım programu Matlab. Vstupem algoritmu je počátečńı
stav qinit, ćılový stav qgoal a definice konfiguračńıho prostřed́ı C. Výstupem
je výsledná trajektorie, pokud je nalezena.

Nejprve je nutné vytvořit mapu prostoru, ve kterém se bude trasa hledat.
Tato mapa je součást́ı proměnné mapa. Pro vytvořeńı mapy je nutná znalost
parametr̊u jako jsou rozměry mapy, počet a velikosti překážek nebo výběr
jedné z předdefinovaných map. Podrobněji se na vytvořeńı mapy pracovńıho
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prostoru bude zaměřovat kapitola 7.2. Na daľśıch dvou řádćıch jsou proměnné
pro přǐrazeńı počátečńı a ćılové pozice, mezi kterými se bude cesta hledat.
V samotné implementaci umožňuje uživateli pomoćı př́ıkazu ginput zvolit
počátečńı a ćılový bod v mapě. Výstupem jsou souřadnice popisuj́ıćı volbu
bodu, které jsou uloženy do struktury stromu tree, kam se později budou
zapisovat souřadnice vygenerovaných bod̊u a také ceny cest od startovńıho
bodu qinit a odkaz na předch̊udce k novým bod̊um. Následuje cyklus while,
který se opakuje do doby, dokud neńı nalezena trasa mezi qinit a qgoal nebo
dokud neńı překročen maximálńı počet iteraćı. Existuje totiž možnost, že
mezi body nelze nalézt žádnou trasu. Jediným př́ıkazem, který je vykonáván
uvnitř této smyčky je voláńı funkce pro expanzi stromu, která strom rozšǐruje
o daľśı nově vygenerovaný bod, který je zařazen do struktury tree. Pokud
je nově vygenerovaný bod qnew možné spojit s ćılovým bodem qgoal, cyklus
while je ukončen. V opačném př́ıpadě pokračuje expanze stromu daľśı iteraćı.
V posledńı části kódu se při nalezeńı trasy pomoćı funkce pro hledáńı cesty
urč́ı cesta, která propoj́ı startovńı a ćılový bod. V opačném př́ıpadě může být
vypsána varovná hláška, že žádná trasa nebyla nalezena. V př́ıpadě složitě
definovaného prostřed́ı s mnoha překážkami neznamená, že trasa mezi body
neexistuje, ale že mohl být překročen maximálńı počet expanźı stromu tree,
což je druhá podmı́nka pro ukončeńı smyčky while.

4.1: RRT

1 mapa = vytvoreni pracovniho prostoru
2 q_init = urceni pocatecni pozice
3 q_goal = urceni cilove pozice
4

5 while (neni nalezen cilovy bod nebo neni prekrocen
pocet iteraci)

6 expandujStromRRT()
7 end
8

9 if(cilovy bod nalezen)
10 najdi minimalni cestu a vykresli
11 else
12 informuj uzivatele, ze trasa nebyla nalezena
13 end
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4.2 Algoritmus RRT*

Algoritmus RRT* je rozš́ı̌renou modifikaćı základńıho algoritmu RRT. I tato
modifikace byla testována a v daľśı části práce bude porovnávána s ostatńımi
metodami a proto budou nyńı uvedeny odlǐsnosti od základńı verze RRT a
zp̊usob výpočtu trasy. Tato metoda vycháźı z článku [5].

Metoda pracuje na stejném principu generováńı náhodných uzl̊u, které
následně tvoř́ı strom. Rozš́ı̌reńım této verze oproti verzi základńı je výpočet
ceny z počátečńıho do aktuálńıho uzlu a následné přepoč́ıtáńı, zdali neexistuje
v okoĺı nově vygenerovaného uzlu daľśı uzel, jehož cena by př́ıpadným spo-
jeńım s nově vytvořeným uzlem byla menš́ı, než cena aktuálńıho propojeńı.
Základńı verze algoritmu RRT ceny spojeńı, které byly již dř́ıve stanoveny
nepřepoč́ıtává. Na rozd́ıl od RRT metoda RRT* neukonč́ı výpočet prohle-
dáváńı při nalezeńı cesty. Výpočet je ukončen dosažeńım maximálńı iterace.
Na obrázku (4.3) je vidět, že č́ım vyšš́ı iterace algoritmu právě prob́ıhá, t́ım
kratš́ı je d́ıky přepoč́ıtáváńı cesta ze startovńıho do libovolného uzlu genero-
vaného stromu. To plat́ı i pro spojeńı startovńı - ćılový uzel, kde se výsledná
cesta se zvyšuj́ıćı se iteraćı zkracuje na minimum.

Obrázek 4.3: Vývoj rozr̊ustaj́ıćı se struktury RRT*

Princip metody RRT*

Protože proces vytvářeńı struktury tohoto algoritmu je stejný jako jeho zá-
kladńı verze, neńı nutné jej opět popisovat a text se může rovnou zaměřit na
popis celého algoritmu.

Začátek samotného algoritmu RRT* se nelǐśı od základńıho algoritmu
RRT. Nejdř́ıve je vytvořen nebo načten pracovńı prostor a je zvolena počá-
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tečńı inicializace uzl̊u qinit a qgoal. Při prob́ıhaj́ıćı expanzi uzl̊u se opět vygene-
ruje náhodný uzel qrand a hledá se nejbližš́ı sousedńı uzel qnearest, ke kterému
je dále ve vzdálenosti v a ve směru k bodu qrand vygenerován uzel qnew. Po
připojeńı qnew ke qnearest nastává změna, kdy se hledaj́ı všechny uzly značené
qx ve vzdálenosti v od qnew. Pokud žádné takové uzly nejsou výpočet prob́ıhá
dále podle algoritmu RRT beze změny. Pokud jsou ovšem v této vzdálenosti
daľśı uzly, je nutné zjistit, jestli neńı cena cesty nějakého z nalezených uzl̊u
nižš́ı, pokud by byl propojen s qnew. To se zjist́ı tak, že se k ceně cesty do qnew
přičte teoretická cena cesty z qnew do qx. Dále se porovná nově navržená cena
do qx s cenou aktuálńı. Pokud je nová cena nižš́ı, je přepsán předch̊udce qx na
qnew. Pokud je stará cena nižš́ı, než nově navrhovaná, změna je zamı́tnuta a
předch̊udce qx z̊ustává stejný. Tento výpočet je posléze proveden pro všechny
nalezené uzly ve vzdálenosti v od qnew. Když jsou vyčerpány všechny nale-
zené možnosti uzl̊u qx, algoritmus pokračuje daľśı iteraćı. Princip expanze a
přepoč́ıtáváńı je názorně zobrazen na obrázku (4.4).

Algoritmus RRT* 4.2 se lǐśı od základńı verze 4.1 opravdu pouze v detai-
lech. Ukončeńı smyčky while proběhne pouze za podmı́nky, že byla dovršena
posledńı iterace výpočtu, která byla uživatelem dovolena. Aby bylo vidět,
že se nalezená cesta s přibývaj́ıćımi iteracemi neustále zlepšuje, je možné
smyčku while rozš́ı̌rit o vykresleńı aktuálńı, nově nalezené trasy. T́ım se na-
skytuje možnost upravit podmı́nku za smyčkou while, která bude kontrolovat
pouze př́ıpad, že by nebyla nalezena žádná cesta mezi qinit a qgoal.

4.2: RRT*

1 mapa = vytvoreni pracovniho prostoru
2 q_init = urceni pocatecni pozice
3 q_goal = urceni cilove pozice
4

5 while (neni prekrocen pocet iteraci)
6 expandujStromRRT()
7 if(nalezena nova trasa)
8 vykresli novou trasu
9 end

10 end
11

12 if(cilovy bod nenalezen)
13 informuj uzivatele, ze trasa nebyla nalezena
14 end
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Obrázek 4.4: Princip výpočtu RRT*, Zdroj [5]
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4.3 Ostatńı modifikace algoritmu RRT

Modifikace základńı verze RRT uvedená v předchoźı sekci neńı modifikaćı
jedinou. Existuje mnoho daľśıch úprav základńıho algoritmu RRT. Dvě z
mnoha daľśıch variant jsou ńıže uvedeny. Tyto ńıže uvedené modifikace jsou
zde zařazeny pouze přehledově a nebyly již voleny pro implementaci. Daľśı
metody jsou uvedené v práci [17].

RRT Bidirect

Prvńı takovou modifikaćı, která je zde uvedena, se nazývá RRT Bidirect, což
v překladu znamená obousměrný. V tomto př́ıpadě jsou vytvářeny současně
dva stromy a snahou je nalézt vhodné propojeńı těchto dvou stromů pomoćı
takových uzl̊u, které jsou od sebe vzdáleny méně, než je maximálńı povolená
vzdálenost spojeńı. Počátečńımi konfiguracemi stromů jsou počátečńı a ćılový
stav robotu. Tento algoritmus se použ́ıvá z pravidla v takových mapách, kde
je jak k počátečńımu, tak k ćılovému stavu složitý př́ıstup. Oba tyto stavy
mohou být např́ıklad obklopeny překážkou a př́ıstup je možný pouze pomoćı
malé př́ıstupové cesty. Tento př́ıpad je znázorněn na obrázku (4.5).

Obrázek 4.5: Ukázka použit́ı RRT Bidirect

Hlavńım principem vytvářeńı těchto stromů je vygenerováńı náhodného
bodu qrand a k tomuto bodu se pak oba stromy rozšǐruj́ı. V některých př́ıpa-
dech nastává problém při propojováńı stromů. Z hlediska kinematiky někte-
rých robot̊u totiž neńı možné cestu v mı́stě spojeńı projet. Řešeńı by mohlo
spoč́ıvat např́ıklad ve sńıžeńı maximálńı možné vzdálenosti propojeńı těchto
stromů, potom by ale nalezeńı dvou uzl̊u, které by stromy propojily, bylo ča-
sově náročněǰśı. Daľśı variantou je použit́ı aproximace, která by navrhovanou
trajektorii upravila tak, aby j́ı robot mohl bezproblémově aplikovat.
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RRT Connect

Daľśı modifikace se v odborné literatuře nazývá RRT Connect, což znamená
v překladu spojeńı. Odlǐsnost od základńıho algoritmu je v tom, že po vy-
generováńı náhodného bodu qrand je snahou rozšǐrovat prohledávaćı strom,
dokud se ke qrand nepřibĺıž́ı. V př́ıpadě dosažeńı náhodného bodu algoritmus
pokračuje daľśı iteraćı. Nastat může ale i opačný př́ıpad, kdy se strom k ná-
hodnému bodu nerozš́ı̌ŕı a to z d̊uvodu možnosti propojeńı s ćılovým stavem
(v tomto př́ıpadě je algoritmus ukončen) nebo kolize s překážkou. V př́ıpadě
kolize jsou ve stromu nově vygenerované uzly ponechány až do doby kolize
a algoritmus pokračuje daľśı iteraćı. Aplikace algoritmu je vhodná pro kon-
figuračńı prostor, který obsahuje menš́ı počet překážek. Tento algoritmus je
možné aplikovat spolu s algoritmem RRT Bidirect.
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5 Voroného diagram

Daľśı metodou, která byla vybrána k implementaci je metoda Voroného di-
agramu. Tato metoda vznikla v roce 1908, kdy se jistý matematik Geor-
giji Feodosjeviči Voroné zabýval studíı zobecněné n-rozměrné formy děleńı
prostoru. Podle tohoto matematika byl také Voroného diagram pojmenován.
Metoda se zabývá problematikou děleńı prostoru v závislosti na zadané mno-
žině bod̊u, které tvoř́ı překážky v prostoru. Od prohledáváńı pomoćı RRT se
lǐśı t́ım, že se nejprve pomoćı diagramu rozděĺı celý pracovńı prostor a poté
je hledána optimálńı cesta mezi dvěma body. Podrobněji se touto metodou
zabývaj́ı také články [8] a [13].

Děleńı prostoru prob́ıhá obecně tak, že ke každému bodu pi z množiny
P = p1, ..., pn, kde 2 < n < inf je přidělena oblast bod̊u V (pi) tak, že
každý libovolný bod patř́ıćı do oblasti V (pi) byl z pohledu euklidovské vzdá-
lenosti bĺıže k bodu pi než k jakémukoliv jiném bodu z množiny P . Pr̊unikem
dvou oblast́ı V (pi) a V (pj) jsou body, maj́ıćı stejnou vzdálenost od pi a pj a
tato vzdálenost je nejkratš́ı od všech zbylých bod̊u z množiny P . Právě tyto
pr̊uniky mezi všemi oblastmi tvoř́ı zmiňovaný Voroného diagram. Vše je ná-
zorně vidět na obrázku (5.1), kde jsou červeně vyznačeny body z množiny P
a modře je vyobrazen Voroného diagram přičemž v mı́stech, kde se diagram
větv́ı se jedná o vrcholy grafu a ty jsou spojeny modrými hranami.

Obrázek 5.1: Struktura Voroneho diagramu

Dále bude vysvětleno, jak se takový diagram může spoč́ıtat. Existuje
mnoho metod, jak lze naj́ıt Voroného diagram. Mezi nejznáměǰśı metody
patř́ı: Zametaćı algoritmus, Inkrementálńı algoritmus, Delaunayho triangu-
lace, Metoda zdvihu, Metoda kružnic nebo třeba metoda Rozděl a panuj.
Tato práce se zaměř́ı na Zametaćı algoritmus, který bývá někdy nazýván
jako Fortun̊uv algoritmus.
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5.1 Zametaćı algoritmus

Jak již název napov́ıdá, algoritmus je zaměřen na
”
zametáńı“ roviny. Po ro-

vině se pohybuje př́ımka L ve směru od shora dol̊u přes všechny body z
množiny P . Během posunu se udržuje informace o části již vytvořené oblasti
V (P ) nad př́ımkou L, která nemůže být dále ovlivněna body, kterými př́ımka
L teprve projde. Pro polohy bod̊u z množiny P , které lež́ı pod aktuálńı polo-
hou př́ımky, neńı dostupná žádná informace. Oblast V (p) nad L je ohraničena
sekvenćı parabol. Body tvoř́ıćı tuto parabolu maj́ı stejnou vzdálenost od L
a bodu pi. Pr̊useč́ıky jednotlivých parabol na L tvoř́ı hrany V (P ). S každým
daľśım posunem př́ımky se vytvoř́ı nové paraboly nad L a jejich pozměněné
pr̊useč́ıky budou opět tvořit hrany V (P ). Během posunu př́ımky L se udržuje
sekvence parabol. Ukázka výpočtu sekvenćı parabol je zobrazena na obrázku
(5.2). Změna této sekvence nastává v okamžiku vzniku nové paraboly nebo
zániku paraboly existuj́ıćı. Metoda zametaćıho algoritmu nebo také Fortu-
neho algoritmu je popsána v článku [13]

Obrázek 5.2: Vpravo sekvence parabol kolem bod̊u z P , vlevo sekvence pa-
rabol s naznačeným budoućım Voroného diagramem

Nová parabola o nulové š́ı̌rce vznikne v okamžiku, kdy L dosáhne daľśıho
bodu, jedná se tedy pouze o vertikálńı úsečku spojuj́ıćı nový generátor se
sekvenćı parabol. Pr̊useč́ık této nově vzniklé paraboly (úsečky) s parabolou
ze sekvence parabol udává počátečńı pozici nově vznikaj́ıćı hrany V (P ). Při
daľśım posunu L se tato parabola dále rozšǐruje (viz 5.3) a opět postupně
měńı tvar sekvence parabol jak bylo popsáno v předchoźım odstavci.

Obrázek 5.3: Vpravo vznik nové sekvence parabol po zahrnut́ı nového bodu
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Daľśı možnost́ı je zánik jedné z parabol. Taková událost může nastat
tehdy, pokud jsou nad L tři body z množiny P a prostředńı bod má největš́ı
vzdálenost od L. Celá situace je znázorněna na obrázku (5.4). Vzniklý bod a
má stejnou vzdálenost od L a od všech tř́ı bod̊u pi,pj a pk. Lze tedy ř́ıci, že
existuje kružnice taková, která má střed v a a procháźı těmito třemi body a
př́ımka L je tečnou v jej́ı nejnižš́ı části. Zároveň se uvnitř kružnice nemůže
vyskytovat žádný jiný bod z množiny P , protože by byl bĺıže k bodu a než
a k L a to by odporovalo faktu, že bod a lež́ı na sekvenci oblouk̊u parabol.
Nově vzniklý bod a je vrcholem grafu Voroného diagramu.

Obrázek 5.4: Změna sekvence parabol - zánik paraboly

5.1: Voroného diagram

1 P = vektor s body definujicimi prekazky
2 S = prazdny, dvojite souvisly seznam
3 T = prazdny binarni vyhledavaci strom
4 Q = fronta s body z P serazena sestupne podle

souradnice Y
5

6 while (Q je neprazdna)
7 vyber udalost s nejvetsi prioritou z Q
8 if je vybrana udalost pi bod z mnoziny P
9 proved algoritmus zpracuj_udalost_bodu(pi)

10 else
11 proved algoritmus zpracuj_udalost_kruznice(pi)
12 end
13 end
14

15 najdi dostatecne velky ctverec zobrazujici vsechny
vrcholy V-diagramu

16 najdi pruniky nekonecnych hran diagramu s timto
ctvercem

17 uprav dvojite souvisly seznam S pro hrany majici
prunik se ctvercem
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18 function zpracuj_udalost_bodu(pi)
19 if T je prazdny
20 vloz pi do T
21 else
22 najdi v T list tvorici parabolu nad bodem pi
23 end
24 if list reprezentujici parabolu obsahuje odkaz na

kruhovou udalost
25 vymaz tuto kruhovou udalost z fronty udalosti Q
26 end
27 nahrad v T list reprezentujici parabolu podstromem se

tremi listy
28 proved vyvazeni stromu T
29 vytvor zaznam do S pro hrany, ktere budou vytvareny

pruseciky danych dvou parabol
30 zkontroluj vznik nove trojice bodu tvorici kruhovy

bod
31 if vznik nove trojice
32 pridej novy kruhovy bod do Q
33 do T pridej odkaz noveho bodu k listu

reprezentujicimu novou parabolu
34 end
35

36 function zpracuj_udalost_kruznice(pi)
37 vymaz z T list tvorici parabolu, ktera zanika

pruchodem bodu pi
38 proved vyvazeni stromu T
39 z Q vymaz udalosti tvorene pomoci zanikle paraboly
40 v S vytvor zaznam pro vrchol danny stredem kruznice
41 vytvor zaznamy v S pro hrany, ktere jsou urceny

novymi pruseciky parabol
42 v S uprav zaznamy tri hran koncicich ve vzniklem

vrcholu
43 zkontroluj vznik nove trojice bodu tvorici kruhovy

bod
44 if vznik nove trojice
45 pridej novy kruhovy bod do Q
46 do T pridej odkaz noveho bodu k listu

reprezentujicimu novou parabolu
47 end
48 end
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5.2 Voroného diagram pro polygony

V předchoźıch část́ı této kapitoly bylo popsáno, co je Voroného diagram a
jak se vypoč́ıtá pro množinu bod̊u, které bude obklopovat. Bohužel, v této
práci nejsou překážky tvořené pomoćı bod̊u, ale pomoćı r̊uzných polygon̊u
a kružnic. Je tedy nutné upravit výpočet tak, aby źıskaný diagram správně
obklopoval daný pracovńı prostor s překážkami. Výpočet vycháźı z práce [13].

Prvńı úprava se netýká algoritmu samotného, ale definováńı překážek.
Pokud by byly polygony reprezentovány pouze svými vrcholy, při výpočtu
diagramu by byla ńızká hodnota informace o tvaru překážky, protože vrcholy
by od sebe byly umı́stěné př́ılǐs daleko. Je tedy nutné překážky definovat tak,
aby byly popsány pomoćı v́ıce vrchol̊u. Vzdálenost vrchol̊u je určena pomoćı
parametru K. Řešeńı problému je vidět na obrázku (5.5). Vlevo je zobrazena
překážka v základńı struktuře a vpravo je rozš́ı̌rený popis překážky pomoćı
v́ıce vymezuj́ıćıch bod̊u.

Obrázek 5.5: Struktury překážky na základě velikosti parametru K

Pokud bude nyńı aplikován zametaćı algoritmus na vzorovou mapu překá-
žek, výsledek bude takový, že mnoho hran diagramu bude kolidovat se samot-
nými překážkami. Pokud by se robot po takové hraně pohyboval, výsledkem
by byla kolize robotu samotného s překážkou. Celá situace je znázorněna na
obrázku (5.6).

Obrázek 5.6: Voroného diagram s nadbytečnými hranami
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U této situace je také dobré ukázat výhodu lepš́ı struktury popisu jednot-
livých překážek. S vyšš́ım parametrem K bude výpočet Voroného diagramu
kvalitněǰśı. Důkaz je na obrázku (5.7). Oproti obrázku (5.6) je vidět, že s
vyšš́ı hodnotou K je počet vrchol̊u diagramu vyšš́ı a t́ım pádem je źıskán
lepš́ı popis samotného pracovńıho prostoru.

Obrázek 5.7: Voroného diagram s lepš́ı strukturou překážek

Nyńı je zapotřeb́ı se zaměřit na hrany diagramu, které koliduj́ı s překážkou
nebo se v překážce nacházej́ı. Takové hrany muśı být odstraněny. Výsledkem
je konečný Voroného diagram (obr. 5.8), ve kterém lze nalézt optimálńı cestu.

Obrázek 5.8: Voroného diagram pro pracovńı prostor s polygonovými překáž-
kami
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5.3 Hledáńı cesty pomoćı algoritmu A*

Pomoćı Voroného diagramu byl źıskán graf možných cest, na kterých se robot
může pohybovat, ale tato práce se zabývá úlohou nalezeńı optimálńı cesty
mezi dvěma body a tuto úlohu už samotný algoritmus voroného diagramu
neřeš́ı. Je tedy nutné použ́ıt jinou metodu, která optimálńı cestu mezi těmito
body nalezne. Existuje mnoho algoritmů, jak lze takovou cestu naj́ıt. Jed-
ńım z nejznáměǰśıch a nejvyuž́ıvaněǰśıch metod pro hledáńı cesty v kladně
ohodnoceném grafu je algoritmus nazývaný A*, v́ıce na stránkách [9].

Tento algoritmus použ́ıvá hladový princip pro nalezeńı optimálńı cesty z
daného počátečńıho uzlu do požadovaného koncového uzlu. Hladový algorit-
mus vyb́ırá v každém svém kroku lokálńı minimum a tento postup provád́ı,
dokud výpočet nedosáhne bodu ćılového. Optimálńı cestou se rozumı́ nej-
kratš́ı, nejrychleǰśı nebo nejlevněǰśı cesta v závislosti na reprezentaci hodnot
vah hran v grafu. Z pohledu hledáńı optimálńı cesty v této práci jde o cestu
nejkratš́ı.

Pro výpočet je nutné definovat funkci značenou f(n), která ohodnocuje
ceny jednotlivých uzl̊u a podle jejich výše je vyb́ırán vždy takový uzel s
nejnižš́ı cenou. Výpočet této funkce je je proveden podle vztahu

f(n) = g(n) + h(n) (5.1)

kde funkce g(n) představuje cenu z počátečńıho uzlu do aktuálńıho uzlu n
a funkce h(n) představuje heuristickou funkci. Tato funkce odhaduje správ-
nost postupu při vyhledáváńı optimálńı cesty za pomoci vzdálenosti z ak-
tuálńıho uzlu n do uzlu ćılového. Hodnota této funkce byla stanovena jako
př́ımá vzdálenost mezi aktuálńım a ćılovým bodem.

Samotný algoritmus 5.2 je implementován následovně. Jsou vytvořeny
fronty otevřených uzl̊u (ještě nebyly navšt́ıveny) a uzavřených uzl̊u (již byla
určena hodnota f(n)). Z otevřené fronty se odebere takový uzel, jehož cena
f(n) je nejnižš́ı, vlož́ı se do uzavřené fronty a je spoč́ıtána hodnota funkce
f(n) pro všechny jeho sousedńı uzly. Tyto sousedńı uzly jsou pak vloženy do
fronty otevřených uzl̊u. Pokud se uzel v této frontě již vyskytuje a nová hod-
nota f(n) je nižš́ı, tak se odhadovaná cena pouze přeṕı̌se. Takto algoritmus
pokračuje, dokud nemá konečný uzel menš́ı hodnotu f(n), než libovolný jiný
uzel z fronty, nebo dokud neńı tato fronta prázdná. Hodnota f(n) koncového
uzlu je poté délkou nejkratš́ı cesty grafem, protože hodnota funkce h(n) je
nulová. Aby bylo možné dále rekonstruovat takto vypočtenou cestu, je nutné
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si pro každý uzel pamatovat svého předch̊udce. Poté se nechá od ćılového
bodu zpětně źıskat seznam všech uzl̊u, které tvoř́ı nejkratš́ı cestu mezi body.
Na obrázku (5.9) je vyobrazen Voroného diagram s nalezenou cestou mezi
dvěma body pomoćı takto popsaného algoritmu.

Obrázek 5.9: Nalezená cesta ve Voroného diagramu pomoćı algoritmu A*

5.2: A*

1 closedset = prazdna mnozina
2 openset = mnozina obsahujici pouze pocatecni uzel
3 g_skore[start] = 0
4 h_skore[start] = heuristicky_odhad_vzdalenosti(start,

cil)
5 f_skore[start] = h_skore[start]
6

7 while openset neni prazdna
8 x = otevreny uzel s nejmensi hodnotou f_skore[]
9

10 if x = cil
11 return rekonstruuj_cestu(prisel_z[cil])
12 end
13

14 vyjmi x z openset
15 pridej x do closedset
16

17 for y : sousedni_uzly(x)
18 if y in closedset
19 continue
20 end
21 stavajici_g_skore = g_skore[x] + d(x, y)
22
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23 if y not in openset
24 add y to openset
25 stavajici_je_lepsi = true
26 elseif stavajici_g_skore < g_skore[y]
27 stavajici_je_lepsi = true
28 else
29 stavajici_je_lepsi = false
30 end
31 if stavajici_je_lepsi = true
32 prisel_z[y] = x
33 g_skore[y] = stavajici_g_skore
34 h_skore[y] = heuristicky_odhad_vzdalenosti

(y, cil)
35 f_skore[y] = g_skore[y] + h_skore[y]
36 end
37 end
38 end
39

40 function rekonstruuj_cestu(aktualni_uzel)
41 if prisel_z[aktualni_uzel] is set
42 p = rekonstruuj_cestu(prisel_z[aktualni_uzel])
43 return (p + aktualni_uzel)
44 else
45 return aktualni_uzel
46 end
47 end

39



6 Úprava nalezených cest pro
mobilńı roboty

Pomoćı metod uvedených v kapitolách 4 a 5 byly nalezeny cesty, které ale
nejsou z hlediska vzdálenosti nejkratš́ı možné a jejich pr̊uběhy nejsou hladké
(v některých mı́stech neexistuj́ı druhé derivace). Takové trasy by reálný robot
nebyl schopen projet a proto je dobré tyto navrhované trasy matematicky
upravit tak, aby byly hladké, z hlediska vzdálenosti optimálńı a realizovatelné
pomoćı robotu s konkrétńım podvozkem. T́ımto problémem a jeho řešeńım se
bude zabývat tato kapitola. Nejprve ale bude řečeno, co je mobilńı robot, jaké
jsou varianty jeho podvozku a poté budou uvedeny metody, pomoćı kterých
lze trasu upravit. Porovnáńı metod upravuj́ıćıch trajektorie bude uvedeno v
kapitole 8. Na konci kapitoly pak bude vysvětleno, jak byl vyřešen problém
s ř́ızeńım mobilńıho robotu s konkrétńımi rozměry.

6.1 Mobilńı robot a jeho typy podvozk̊u

V předchoźıch kapitolách bylo často použ́ıváno slovo robot. Nyńı bude vy-
světleno, co je to robot, s jakými typy robot̊u se můžeme v současnosti setkat
a jaký typ podvozku robotu byl zvolen pro ověřeńı plánováńı trajektorie.

Co je tedy již mnohokrát zmiňovaný robot? Robotem lze nazvat inteli-
gentńı stroj vykonávaj́ıćı určené úkoly. Tyto úkoly jsou vykonávány přede-
psaným zp̊usobem a při r̊uzných mı́rách potřeby interakce s okolńım světem a
se zadavatelem, který může zasáhnout do vykonáváńı úkolu. Pokud se jedná
o autonomńı verzi robotu, lze ř́ıci, že takový robot svou práci vykonává zcela
samostatně, bez ciźıho zásahu, pomoćı ř́ıd́ıćıho poč́ıtače, který je mozkem
takového robotu.

Podle schopnosti pohybu v prostoru lze roboty dělit na stacionárńı a
mobilńı. Stacionárńı robot je takový robot, který se nepohybuje z mı́sta na
mı́sto a svou činnost vykonává většinou pomoćı kloubového ramene. V praxi
se tento typ robot̊u vyskytuje často v pr̊umyslu u manipulátor̊u, které jsou
určeny k jedné konkrétńı činnosti (svařováńı, frézováńı, přesun výrobk̊u z
jedné linky na druhou apod.). Mobilńı roboty jsou takové roboty, které se
mohou pohybovat ve svém pracovńım prostoru a nejsou fyzicky ukotveny na
mı́stě. Jako př́ıklad lze uvést kolové či létaj́ıćı roboty, které se pohybuj́ı volně
ve svém pracovńım prostoru. Na tento typ robot̊u je zaměřena i tato práce.
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Obrázek 6.1: Ukázka robot̊u - vpravo stacionárńı, vlevo mobilńı

Mobilńı roboty lze dále dělit podle dvou kritéríı. Prvńım kritériem dě-
leńı může být typ prostřed́ı, ve kterém se robot pohybuje. Podle typu pro-
střed́ı pak mohou být roboty pracuj́ıćı na zemi, ve vodě, ve vzduchu nebo ve
vesmı́ru. Daľśım kriteriem pak může být zp̊usob kontaktu podvozku s povr-
chem. Do této kategorie lze zařadit kolové podvozky, pásové podvozky nebo
kráčej́ıćı podvozky.

Senzorický systém robot̊u

Aby mohl robot reagovat na aktuálně vzniklé situace a plnit požadavky,
je nutné doplnit fyzickou strukturu takzvaným senzorickým systémem, který
bude poskytovat zpětnou vazbu ř́ıd́ıćımu systému a ten tak bude moci správně
reagovat. Senzorickým systémem se rozumı́ soustava vhodných čidel, které
sńımaj́ı a následně pośılaj́ı informace ř́ıd́ıćımu systému z okolńıho prostřed́ı.
Pro lepš́ı představu lze uvést např́ıklad detektor pohybu. Když senzor zazna-
mená pohyb, je vyslán pokyn k rozsv́ıceńı světla nebo spuštěńı alarmu.

Druhým systémem, který tvoř́ı strukturu robot̊u, je tzv. kognitivńı nebo
také ř́ıd́ıćı systém. Tento systém zpracovává a vyhodnocuje informace źıskané
ze senzor̊u a podle těchto dat je schopen určit, jak se má v daných situaćıch
robot zachovat - vydává ř́ıdićı pokyny akčńım prvk̊um (motor, servo).

Rozděleńı podvozk̊u mobilńıch robot̊u

Ne každý mobilńı robot je schopen projet libovolnou naplánovanou trajekto-
rii. Schopnost projet́ı nalezené trajektorie je závislá na typu podvozku robotu
a proto nyńı budou představeny typy jednotlivých podvozk̊u, které jsou u mo-
bilńıch robot̊u využ́ıvány. Podrobněji se typy podvozk̊u mobilńıch robot̊u a
jejich modelováńım zabývá práce [10].
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Ackerman̊uv podvozek

Zřejmě nejrozš́ı̌reněǰśım a nejznáměǰśım podvozkem je Ackerman̊uv podvo-
zek. Setkat se s ńım můžeme u drtivé většiny automobilových podvozk̊u.
Skládá se ze dvou zadńıch a dvou předńıch směrových kol, kde každé kolo je
natočeno pod jiným úhlem. Hnaćımi koly mohou být jak předńı tak zadńı
a někdy i všechna čtyři kola podvozku. Omezeńım tohoto podvozku je po-
hyb do boku. Dı́ky tomu jsou kladena omezeńı i na tvar trajektorie. Př́ıklad
podvozku je na obrázku (6.2).

Obrázek 6.2: Ukázka Ackermanova podvozku

Trojkolový podvozek s ř́ızeným předńım kolem

Konstrukce takového podvozku se nejčastěji skládá ze dvou zadńıch hnaćıch
kol a předńıho směrového kola. V dnešńı době se ale hojně vyskytuj́ı pod-
vozky, kde je koncepce kol opačná (jedno zadńı hnaćı kolo a dvě směrová kola
vpředu). Stejně jako v prvńım př́ıpadě se z fyzických zákon̊u tento podvozek
nedokáže otočit na mı́stě (pokud ovšem nemá každé hnaćı kolo sv̊uj pohon,
viz diferenciálńı podvozek). Toto omezeńı klade i př́ısněǰśı požadavky na tvar
vykonávané trasy. Rozd́ılem mezi Ackermanovým podvozkem je pouze počet
kol a směrová kola nejsou zároveň hnaćı a naopak. Trojkolový podvozek s
jedńım směrovým a dvěma hnaćımi koly je na obrázku (6.3).
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Obrázek 6.3: Ukázka trojkolového podvozku

Synchronńı podvozek

Nejčastěǰśı uspořádáńı podvozku tvořené ze tř́ı kol se dvěma stupni volnosti
je vidět na obrázku (6.4). Dı́ky možnosti natočeńı kol se robot s takovým pod-
vozkem může pohybovat libovolným směrem za předpokladu, že jsou všechna
kola stejně natočena a toč́ı se stejnou rychlost́ı. To znamená, že robot tako-
výmto podvozkem je schopen vykonat libovolnou trasu. Výhodou podvozku
oproti předchoźım dvěma typ̊um je tedy dobrá manévrovatelnost.

Obrázek 6.4: Ukázka synchronńıho podvozku

Diferenciálńı podvozek

Tento podvozek se vyznačuje t́ım, že, stejně jako každé z kol, má pouze je-
den stupeň volnosti a žádné kolo neńı směrově orientované. Zat́ımco u jiných
typ̊u podvozku je smyk nežádoućım faktorem, zde je využ́ıván při zatáčeńı.
Náprava podvozku může být tvořena pomoćı kol nebo pás̊u. Obě varianty bý-
vaj́ı hojně využ́ıvány v reálných konstrukćıch u manipulačńıch, zemědělských
nebo vojenských prostředk̊u. Pokud je rychlost na obou těchto nápravách
stejná, robot se pohybuje př́ımočaře a pokud jsou rychlosti odlǐsné, robot
zatáč́ı na stranu, kde je rychlost nápravy menš́ı. Specifickou vlastnost́ı těchto
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podvozk̊u je, že pokud je rychlost obou náprav stejná, ale opačně orientovaná,
robot se může otáčet na mı́stě. Tato vlastnost se dá využ́ıt při manipulaci
robotu v úzkém pracovńım prostoru, kde by se roboti s jinými podvozky po-
hybovat nedokázaly. Jediným omezeńım tohoto podvozku je pohyb do boku.
Dı́ky dvěma stupň̊um volnosti se ale robot může na mı́stě natočit do libovol-
ného směru, kterým poté pojede, což je výhodné v ostrých změnách směru
trajektorie. Daľśı výhodou podvozku je velmi dobrá pr̊uchodnost a manév-
rovatelnost v obt́ıžném terénu. Z těchto d̊uvod̊u jsou tyto typy podvozk̊u k
viděńı i v horských oblastech ve využit́ı pro pohyb na sněhovém podkladu
a nebo ve vojenských prostředćıch jako podvozek tanku. Pro tento typ pod-
vozku se bude zabývat ověřeńı ř́ızeńı mobilńıho robotu v daľśı části práce.
Modelováńım a ř́ızeńım diferenciálńıho podvozku se zabývá práce [16].

Obrázek 6.5: Ukázka diferenciálńıho podvozku

Všesměrový podvozek

Stejně jako diferenciálńı se i tento podvozek dokáže otáčet kolem své osy na
mı́stě. Ovšem zat́ımco diferenciálńı podvozek se dokáže pohybovat pouze v
jedné ose a to v ose, která je kolmá ke kol̊um (pohybu do strany bráńı uspo-
řádáńı kol), tak všesměrový podvozek se může d́ıky své koncepci pohybovat
ve dvou osách. To znamená, že robot s takovým podvozkem neńı v pohybu
omezován a může se pohybovat libovolným směrem. Konstrukce takového
podvozku spoč́ıvá ve spojeńı několika pasivńıch válečk̊u s hlavńım oběžným
kolem, jejichž stupeň volnosti je s hlavńım oběžným kolem kolmý. Tento typ
podvozku nemá žádné omezeńı při svém pohybu a proto je schopen projet
libovolně tvarovanou trajektorii. Uspořádáńı takového podvozku a ukázka
všesměrového kola je vidět na obrázku (6.6).
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Obrázek 6.6: Ukázka všesměrového podvozku a všesměrového kola

6.2 Metody pro úpravu nalezených trajekto-

ríı

Jak bylo výše řečeno, většina podvozk̊u má nějaké pohybové omezeńı, což je
př́ıčina toho, že robot s určitým podvozkem neńı schopen vykonat libovolnou
trajektorii. Z ekonomických d̊uvod̊u však neńı běžné podle nalezené trasy
volit typ podvozku, který bude schopen tuto trasu vykonat. Nalezené trasy
se tak dále upravuj́ı pomoćı matematických metod které zaruč́ı, že robot
s dostupným podvozkem je schopen upravenou trasu vykonat. Nyńı budou
podrobně představeny tři základńı metody použ́ıvané pro úpravu nalezené
trajektorie nejen pro diferenciálně ř́ızený podvozek. Tuto část bude společně
s textem doprovázet nalezená trajektorie pomoćı algoritmu RRT, která bude
postupně upravována podle požadavk̊u, které byly zmı́něny na začátku této
kapitoly. Nalezená trajektorie je uvedena na obrázku (6.7). Úpravou naleze-
ných cest se zabývá článek [3] a [4].

Obrázek 6.7: Nalezená cesta pomoćı RRT
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Pohledem na tento obrázek je zřejmé, že d́ıky ostrým změnám směru tra-
jektorie by tuto trasu mohl vykonat pouze podvozek všesměrový, synchronńı
a př́ıpadně i diferenciálńı. V př́ıpadě diferenciálńıho podvozku by projet́ı ta-
kové trasy nebylo časově optimálńı, protože v každém mı́stě ostrého přechodu
by musel robot nejprve zastavit, natočit se do nového směru a poté se znovu
rozjet. Ackerman̊uv nebo trojkolový podvozek by projet́ı této trajektorie d́ıky
ostrým přechod̊um nezvládly.

6.2.1 Vyhlazováńı cesty

Prvńı možnou metodou, která se použ́ıvá v oblasti plánováńı je metoda vyhla-
zováńı cesty. Tato metoda zaruč́ı, že nalezená cesta bude po částech hladká.
To znamená, že bude minimalizován počet jednotlivých lineárńıch úsek̊u tra-
jektorie. Na již zmı́něném obrázku (6.7) je vidět, že nalezená cesta je velmi
kostrbatá a pokud by j́ı měl robot projet, mohl by mı́t z fyzikálńıch omezeńı
svého podvozku problémy s pr̊ujezdem v mı́stech ostrých přechod̊u v jednot-
livých částech trasy a d̊usledkem by bylo nedodržeńı stanoveného pr̊uběhu
trajektorie při pr̊ujezdu robotem. V některých př́ıpadech by hrozila i kolize s
překážkou. Metodou vyhlazováńı cesty se zabývá článek [3] ve druhé kapitole
nazvané Path Planning v sekci Path Prunning.

Princip metody vyhlazováńı spoč́ıvá v hledáńı nejvzdáleněǰśıho bodu cesty
od bodu ćılového, přičemž spojnice mezi těmito dvěma body nesmı́ procházet
žádnou překážkou. V prvńım kroku je tedy vybrán počátečńı a ćılový bod
trasy a je zjǐstěno, jestli spojnice mezi body nekoliduje s žádnou překážkou.
Pokud nekoliduje, body se propoj́ı a výpočet konč́ı. V opačném př́ıpadě, kdy
se spojnice kř́ıž́ı s libovolnou překážkou je vybrán následovńık počátečńıho
bodu a opět je testována spojnice nově zvoleného bodu s bodem ćılovým. Tato
smyčka prob́ıhá do doby, kdy je nalezen prvńı bod, který lze s bodem ćılovým
spojnićı propojit. Po nalezeńı takového bodu vzniká prvńı maximálńı možný
lineárńı úsek trajektorie, který nekoliduje s překážkami. V daľśım kroku je
ćılový bod nahrazen bodem nalezeným v předchoźım kroku a je pro něj opět
hledán od začátku trajektorie takový bod, jehož spojnice s prvńım možným
bodem nekoliduje. Výpočet konč́ı v př́ıpadě, že je propojen počátečńı bod
trasy s některým ze svých následovńık̊u. Výsledek aplikace algoritmu (6.1) je
na obrázku (6.8).
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6.1: Algoritmus vyhlazováńı

1 puvodni_cesta = [x1,x2,...,xN]
2 j = N
3 while j se nerovna 1
4 for i = 1:(j-1)
5 if spojnice xi a xj je bez kolize
6 nova_cesta = [nova_cesta; xi]
7 j = i
8 break
9 end

10 end
11 end

Obrázek 6.8: Po částech vyhlazená cesta

Po aplikaci této metody se cesta výrazně zjednodušila a zkrátila, stále se
ale nedá mluvit o ideálńı a předevš́ım hladké cestě, kterou by byl každý ro-
bot schopen projet, protože v některých mı́stech se opět nacháźı ostré změny
směru trajektorie. Tuto trajektorii by opět zvládly projet roboty se všesmě-
rovým, synchronńım a diferenciálńım podvozkem. V př́ıpadě diferenciálńıho
podvozku, by projet́ı trasy bylo mnohem rychleǰśı než v p̊uvodńım řešeńı,
protože se zde nacháźı mnohem méně ostrých přechod̊u. Ackerman̊uv nebo
trojkolový podvozek by ale takovouto trajektorii stále neprojely. Řešeńı za-
jist́ı daľśı dvě dále uvedené metody, které využij́ı vlastnost́ı vyhlazené cesty.
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6.2.2 Kubický interpolačńı spline

V př́ıpadě prvńı metody lze ř́ıct, že se jednalo o lineárńı interpolaci, pro-
tože jednotlivé úseky cesty byly nahrazeny lineárńımi spojnicemi. Použit́ım
kubické interpolace vycházej́ıćı z článku [11] bude zaručeno, že nově vzniklá
trasa bude procházet všemi body, které tvoř́ı vyhlazenou trajektorii a nově
vzniklá trajektorie bude po celé své délce hladká, bez ostrých přechod̊u. Pro-
blém lze popsat pomoćı obrázku (6.9).

Obrázek 6.9: Trasa, která bude interpolována

Úkolem je nalézt takovou křivku (cestu), která bude procházet červeně
vyznačenými body, v celé své délce bude hladká a jej́ı prvńı i druhá derivace
bude spojitá. Řešeńım těchto požadavk̊u je interpolace pomoćı kubického
splinu, který se vyznačuje t́ım, že na každém intervalu mezi body P0, ..., Pn,
které vymezuj́ı nalezenou trajektorii, se souřadnicemi x a y je křivka popsána
polynomem třet́ıho stupně ve tvaru (6.1)

Si(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)2 + di(x− xi)3 (6.1)

kde i = 1, ..., n a parametry ai, bi, ci a di jsou hledány. Dále muśı kubický
spline vyhovovat podmı́nkám spojitosti, které jsou následuj́ıćı (rovnice 6.2)

Si(xi+1) = Si+1(xi+1)

S ′i(xi+1) = S ′i+1(xi+1)

S ′′i (xi+1) = S ′′i+1(xi+1) (6.2)

Dále je nezbytné pro určeńı kubického splinu určeńı okrajových podmı́-
nek. Existuje v́ıce možnost́ı, jak zvolit okrajové podmı́nky, v tomto př́ıpadě
budou voleny jako S ′′(x0) = 0 a S ′′(xn) = 0. Nyńı lze přistoupit k nalezeńı
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kubického splinu. Nejprve budou hledány koeficienty ci polynomu Si(x). Ty
jsou nalezeny vyřešeńım soustavy rovnic ve tvaru (6.3)

c0 =
y′′0
2

h0c0 + 2(h0 + h1)c1 + h1c2 = 3(
∆y1
h1
− ∆y0

h0
)

h1c1 + 2(h1 + h2)c2 + h2c3 = 3(
∆y2
h2
− ∆y1

h1
)

.

.

.

hn−2cn−2 + 2(hn−2 + hn−1)cn−1 + hn−1cn = 3(
∆yn−1
hn−1

− ∆yn−2
hn−2

)

cn =
y′′n
2

(6.3)

kde hi = xi+1 − xi a ∆yi = yi+1 − yi. Nyńı zbývá d́ıky znalosti koeficientu ci
dopoč́ıtat ostatńı koeficienty spline polynomu podle vztah̊u (6.4)

ai = fi

bi =
f(xi+1)− f(xi)

hi
− ci+1 + 2ci

3
hi

di =
ci+1 − ci

3hi
(6.4)

kde i = 0, ..., (n − 1). Použit́ım těchto výpočt̊u jsou obdrženy polynomy
Si(x), pomoćı kterých lze dopoč́ıst interpolačńı křivku. Výsledná trajektorie
je zachycena na obrázku (6.10).

Obrázek 6.10: Použit́ı kubického interpolačńıho splinu
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Trasu źıskanou pomoćı kubického interpolačńıho splinu by byly schopny
bez problému aplikovat všechny uvedené podvozky. V př́ıpadě Ackermanova
a trojkolového podvozku by záleželo, jaký minimálńı rádius jsou schopny
vykonat. Podle tohoto parametru by byla kladena daľśı omezeńı při výpočtu
trajektorie pomoćı této metody.

Kolize křivky s překážkami

Výše definovaný př́ıstup na výpočet kubické interpolačńı křivky neobsahuje
řešeńı pro př́ıpad, že nově interpolovaný úsek cesty koliduje s překážkou. To je
ovšem velmi d̊uležité pro úlohy plánováńı trajektoríı. Pokud by vznikla kolize
s překážkou, robot by naplánovanou trasu nemohl absolvovat. Je tedy nutné
zajistit, aby takto interpolovaná trasa s překážkami nekolidovala. Pravděpo-
dobnost kolize se v tomto př́ıpadě zvyšuje za podmı́nky, že odchylka mezi
interpolovanou a po částech vyhlazenou cestou se zvětšuje. To byla zásadńı
myšlenka pro hledáńı řešeńı tohoto problému. Pokud na některém intervalu
trasa koliduje, byl tento interval rozdělen na dva stejně dlouhé intervaly, č́ımž
vznikl nový ř́ıd́ıćı bod mezi p̊uvodńı dvojićı bod̊u a pro nově vzniklé dva in-
tervaly byla opět spoč́ıtána nová křivka. Dı́ky vlastnosti, že křivka procháźı
všemi ř́ıd́ıćımi body tak byla zmenšena odchylka od p̊uvodńı trajektorie a
bylo opět zjǐstěno, jestli mezi nově vzniklými intervaly křivka nekoliduje s
překážkami. Tento postup byl opakován do doby, dokud nebyla celá křivka
součást́ı volného pracovńıho prostoru Cfree.

6.2: Algoritmus interpolačńıho splinu

1 cesta = [x1,x2,...,xN]
2 kolize = 1
3 while(kolize ~= 0)
4 nova_cesta = vypocet_splinu(cesta)
5 [kolize, pozice] = zjisteni_kolize_nove_cesty
6 if (kolize == 1)
7 i = index_vymezujiciho_bodu_pred_mistem_kolize
8 novy_bod = (cesta(i) + cesta(i+1))/2
9 cesta = [x1,...,xi,novy_bod,x(i+1),...,xN]

10 end
11 end

Dı́ky funkci cscvn, která automaticky vypoč́ıtá interpolačńı kubický spline,
nebylo nutné implementovat výše popsaný výpočet polynomu Si(x).
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6.2.3 Bézierova křivka

V této části bude popsán př́ıstup aproximace cesty, který se v této discipĺıně
použ́ıvá nejčastěji. Řeč bude o Bézierově křivce [4] a [12], která je pojme-
novaná po francouzském inženýru Pierru Bézierovi. Tato metoda umožňuje
interaktivně vytvářet křivku a modifikovat jej́ı tvar. Na rozd́ıl od předchoźı
metody je tato křivka aproximačńı, což znamená, že výsledná křivka nemuśı
procházet ř́ıd́ıćımi body, což je zřetelné z obrázku (6.11).

Obrázek 6.11: Ukázka Bezierových křivek

Křivka ř́ıd́ıćımi body sice neprocháźı, ale znalost těchto bod̊u, které tvoř́ı
ř́ıd́ıćı polygon (cestu) a budou zde značeny P0, ..., Pn, je pro výpočet velmi
d̊uležitá.

Metoda de Casteljau

Tento algoritmus se použ́ıvá pro výpočet parametr̊u Bézierovy křivky [12].
Je založen na opakovaném použit́ı lineárńı interpolace a zobecňuje speciálńı
př́ıpad konstrukce paraboly pro křivky vyšš́ıch stupň̊u. Výpočet křivky bude
ukázán na polygonu se 4 ř́ıd́ıćımi body, viz obrázek (6.12). Pro výpočet je
nutné definovat parametr t, který bude nabývat hodnot z intervalu 〈0, 1〉. V
prvńım kroku algoritmu je provedena lineárńı interpolace podle následuj́ıćıch
vztah̊u (6.5) pro všechny dvojice po sobě jdoućıch bod̊u a jsou źıskány body
nové.

P 1
0 (t) = (1− t)P0 + tP1

P 1
1 (t) = (1− t)P1 + tP2

P 1
2 (t) = (1− t)P2 + tP3 (6.5)

Stejný postup je aplikován ve druhém kroku. Pro nově źıskané parametry
z kroku předchoźıho jsou jsou opět vypoč́ıtány nové body podle vztah̊u (6.6).
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P 2
0 (t) = (1− t)P 1

0 + tP 1
1

P 2
1 (t) = (1− t)P 1

1 + tP 1
2 (6.6)

V posledńım kroku se pro dva nové body postup opět opakuje podle
vztahu (6.7) a je źıskán bod na Bézierově křivce.

P (t) = P 3
0 (t) = (1− t)P 2

0 + tP 2
1 (6.7)

Zároveň je nutné zd̊uraznit, že pro všechny tyto kroky muśı být použita
stejná hodnota parametru t. Po dokončeńı posledńıho kroku je celý algorit-
mus opakován pro všechna t ∈ 〈0, 1〉. Počet krok̊u pro každé t je závislý na
počtu ř́ıd́ıćıch bod̊u v polygonu. V př́ıpadě, že polygon má n + 1 ř́ıd́ıćıch
bod̊u, počet krok̊u je n. Pro libovolný polygon vždy plat́ı, že krajńı body
polygonu jsou vždy totožné s krajńımi body Bézierovy křivky, protože plat́ı
P (0) = P0 a P (1) = P3. Pokud se vztahy (6.5 a 6.6) dosad́ı do (6.7) je źıskán
obecný předpis metody de Casteljau pro výpočet parametr̊u křivky (6.8).

P (t) =
n∑

i=0

(
n
i

)
(1− t)n−itiPi (6.8)

Obrázek 6.12: Konstrukce Bézierovy křivky pro ukázkový polygon
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Kolize Bézierovy křivky s překážkami

Po výpočtu Bézierovy křivky je źıskána aproximace křivky s p̊uvodńımi ř́ı-
d́ıćımi body. Stejně jako v předchoźım př́ıpadě tento algoritmus nezajǐst’uje
bezkolizńı trajektorii. V tomto př́ıpadě problém kolize nastává z toho d̊u-
vodu, že aproximace po částech lineárńı cesty pomoćı Bézierovy křivky neńı
vázána pr̊uchodem ř́ıd́ıćıch bod̊u p̊uvodńı cesty. Řešeńım je definováńı váhy
každého bodu. Pokud nějaká část křivky procháźı překážkou, zvoĺı se vyšš́ı
váha bodu, pro jehož úsek aproximace s překážkou koliduje. Dı́ky větš́ı váze
je poté aproximovaná cesta bĺıže k vymezuj́ıćımu bodu. Postup zvyšováńı
váhy bod̊u je aplikován do té doby, kdy konkrétńı části trasy s překážkou
nekoliduj́ı. Výsledný vzorec pro výpočet křivky se po přidáńı jednotlivých
vah bod̊u změńı do tvaru (6.9)

P (t) =
n∑

i=0

(
n
i

)
(1− t)n−itiωiPi (6.9)

kde ωi určuje váhy jednotlivých bod̊u. Celá takto popsaná situace je opět
doplněna obrázkem (6.13).

Obrázek 6.13: Vlevo křivka koliduj́ıćı s překážkami, vpravo křivka bez kolize

I tuto trasu by pak mohly projet všechny podvozky, u některých by byl
ale opět kladen požadavek na minimálńı rádius zatáčeńı, který by musela
trasa splňovat.

53



6.3: Algoritmus výpočtu Bézierovy křivky

1 cesta = [x1,x2,...,xN]
2 w = [1,1,...,1] %vahy bodu cesty
3 while(kolize ~= 0)
4 nova_cesta = vypocet_bezierovy_krivky(cesta,w)
5 [kolize, pozice] = zjisteni_kolize_nove_cesty
6 if (kolize == 1)
7 zvyseni vahy bodu, v jehoz okoli vznikla kolize
8 end
9 end

6.3 Řı́zeńı modelu mobilńıho robotu

Tato část kapitoly bude zaměřena na samotnou implementaci ř́ızeńı. Doposud
bylo v předchoźıch kapitolách popsáno, jak hledat a upravovat v pracovńım
prostoru trasu robotu, který má nulové rozměry. Ve skutečnosti ovšem ro-
bot nulové rozměry nemá a proto je nutné dodržovat patřičný odstup od
překážek, aby nedocházelo ke koliźım. Dı́ky možné rotaci kolem těžǐstě se
robot může otáčet na mı́stě. To byla d̊uležitá vlastnost, které bylo využito
při implementaci ř́ızeńı, protože nebylo nutné řešit rychlé směrové změny tra-
jektorie a jediné omezeńı, které bylo nutné aplikovat, bylo zamezeńı kolize s
překážkou při daných rozměrech robotu.

Zp̊usoby, jak této kolizi zamezit, jsou minimálně dva. Prvńı možnou vari-
antou je zjǐst’ovat při expanzi stromů RRT vzdálenost nově vygenerovaného
bodu qnew od překážky. Pokud je tato vzdálenost menš́ı, než je maximálńı
možná vzdálenost určená rozměry robotu, tak tento bod neńı přidán do struk-
tury stromu a je vygenerován nový bod qnew. Obdobně by tento výpočet pro-
b́ıhal i u metody Voroného diagramu. Nevýhodou u takového výpočtu je jeho
časová náročnost, protože by se pro každý bod musela poč́ıtat vzdálenost od
každé překážky a to by celý výpočet výrazně zpomalilo. Lepš́ım řešeńım je

”
rozš́ı̌reńı“ samotných překážek o určitý rozměr daný rozměry robotu a ná-

sledně prohledávat pracovńı prostor reprezentovaný rozš́ı̌renými překážkami.
V tomto př́ıpadě, kdy se předpokládá, že robot bude mı́t obdélńıkový tvar,
bude velikost rozš́ı̌reńı určena polovinou délky uhlopř́ıčky, tedy od těžǐstě
robotu k jednomu z roh̊u jeho konstrukce. T́ım je zajǐstěno, že robot nebude
kolidovat s překážkami a dokonce se bude moci v př́ıpadě potřeby v libovolné
části volného pracovńıho prostoru otočit na mı́stě, aniž by kolidoval s překáž-
kou. Ukázka pracovńıho prostoru s rozš́ı̌renými rozměry překážek je obrázku
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(6.14). Zeleně jsou vyznačeny p̊uvodńı překážky a červeně je vykresleno roz-
š́ı̌reńı. Toto rozš́ı̌reńı určuje, jak daleko od překážky se muśı těžǐstě robotu
nacházet, aby nedošlo ke kolizi konstrukce robotu s překážkou. Trajektorie
při ř́ızeńı robotu tedy nesmı́ zasahovat do červených oblast́ı. T́ım je zaručen
bezkolizńı pr̊ujezd.

Obrázek 6.14: Ukázka zvětšeńı rozměr̊u překážek

Z hlediska časové náročnosti je výpočet pomoćı RRT pro takto defino-
vaný pracovńı prostor deľśı než pro prostor p̊uvodńı, protože plocha volného
pracovńıho prostoru Cfree je menš́ı a t́ım pádem je v́ıce bod̊u qnew zamı́tnuto,
protože se nacháźı v překážce. U prohledávaćı metody Voroného diagramu
je časová náročnost také vyšš́ı, protože překážky jsou reprezentovány složi-
těǰśım strukturou. Na takto nově definovaný pracovńı prostor je možné nyńı
aplikovat prohledávaćı metody. Důkaz o časové náročnosti bude uveden v
posledńı kapitole 8.
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7 Vizualizačńı prostředńı pro
metody plánováńı trajektorie

Jak funguj́ı algoritmy bylo popsáno v předchoźıch kapitolách. Nyńı je třeba
se zaměřit na praktickou implementaci algoritmů a předevš́ım na grafické
zpracováńı výstup̊u. Aby mohly být algoritmy implementovány, bylo nutné
zvolit vhodné programové prostřed́ı. T́ımto prostřed́ım bylo zvoleno inter-
aktivńı programové prostřed́ı Matlab. Dále bylo vhodné navrhnout grafické
prostřed́ı, pomoćı kterého budou jednotlivé algoritmy ř́ızeny a pomoćı kte-
rého budou zobrazovány výsledky simulaćı. Na grafické prostřed́ı a zobrazeńı
výsledk̊u jednotlivých algoritmů bude zaměřena tato kapitola.

Pro simulaci implementovaných metod bylo vytvořeno v MATLABu gra-
fické prostřed́ı pro obecné nastaveńı parametr̊u a zobrazeńı výsledk̊u simu-
lace. Spuštěńı tohoto apletu spoč́ıvá v otevřeńı souboru run.m. Uživatel si
v tomto prostřed́ı může vygenerovat mapu vlastńıho prostoru, zadat počá-
tečńı a ćılový bod, zvolit metodu prohledáváńı nebo třeba upravit pr̊uběhy
nalezených trajektoríı. Celé základńı prostřed́ı je zobrazeno na obrázku (7.1).

Obrázek 7.1: Grafické prostřed́ı pro simulaci algoritmů

V horńı části je zobrazen pracovńı prostor s překážkami a ukázkovou
cestou mezi dvěma body. Ve spodńı části jsou skupiny tlač́ıtek a zaškrtáváćıch
poĺıček, kterými lze měnit obecné nastaveńı simulaćı. Této části grafického
prostřed́ı se bude text nyńı věnovat.
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7.1 Volba parametr̊u simulace

Prvńı krokem, který muśı uživatel provést je vygenerováńı dvojrozměrné
mapy, ve které bude hledáńı vhodné trajektorie prob́ıhat. Pro vygenerováńı
mapy slouž́ı skupina prvk̊u nazvaná Nastaveńı mapy viz obrázek (7.2). V př́ı-
padě, že uživatel nemá konkrétńı specifické požadavky na parametry pracov-
ńıho prostoru, může si nechat vygenerovat náhodnou mapu. V tomto př́ıpadě
si nastav́ı pouze počet překážek, které se maj́ı v pracovńım prostoru vykres-
lit. Stisknut́ım tlač́ıtka Vygeneruj náhodnou mapu je mapa zobrazena v okně
pracovńıho prostoru výše. Druhou možnost́ı je návrh vlastńıho pracovńıho
prostoru, který provede uživatel sám. K tomuto př́ıpadu slouž́ı tlač́ıtko Vy-
tvořit mapu a v́ıce o ručńım vytvořeńı pracovńıho prostoru bude napsáno na
konci této kapitoly. Pokud si uživatel vytvoř́ı nebo vygeneruje mapu, která je
vhodná i pro př́ıpadné daľśı použit́ı, může kliknut́ım na Uložit aktuálńı mapu
mapu uložit a později pomoćı tlač́ıtka Načti mapu opět tuto mapu nač́ıst.

Obrázek 7.2: Definováńı pracovńıho prostoru s překážkami

Po vygenerováńı mapy je třeba zadat počátečńı qinit a ćılovou pozici ro-
botu qgoal. Uživatel si může vybrat, jestli se body vygeneruj́ı sami nebo jestli
je sám zadá do pracovńıho prostoru. Je nutné, aby byl bod umı́stěn do vol-
ného pracovńıho prostoru. Pokud je náhodný bod vygenerován, či sám uži-
vatel by zadal pozici bodu do mı́sta, kde se nacháźı překážka, bod nebude
přijat a zadáńı pozice tohoto bodu bude nutné opakovat. Počátečńı pozice je
v mapě reprezentována modrým bodem a ćılová bodem červeným.

Obrázek 7.3: Tlač́ıtka pro výběr počátečńıho a ćılového bodu

Třet́ım krokem, který muśı uživatel provést před samotným spuštěńım
hledáńı trajektorie je volba metody, pomoćı které má být pracovńı prostor
prohledáván. Na výběr je ze tř́ı možnost́ı viz obrázek (7.4). Jak tyto metody
funguj́ı bylo popsáno v kapitolách (4 a 5)
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Obrázek 7.4: Volba metody prohledáváńı prostoru

Nakonec uživatel zvoĺı typ akce, která má být provedena. Na výběr jsou
akce pro nalezeńı neomezené trasy, nalezeńı trasy pro konkrétńı specifikaci
robotu, resetováńı pracovńıho prostoru a ukončeńı programu, viz obrázek
(7.5). V př́ıpadě resetováńı se anuluj́ı všechny proměnné v programu mimo
mapy s překážkami, která z̊ustane stejná jako v předchoźım prohledáváńı a
počátečńıho a ćılového bodu, které budou také stejné, př́ıpadně může uživatel
parametry změnit za nové pomoćı př́ıslušných tlač́ıtek.

Obrázek 7.5: Možnosti pro volbu akćı

Posledńı oknem v grafickém prostřed́ı programu je obecné nastaveńı, které
obsahuje skupinu takzvaných

”
check box̊u“ - zaškrtávaćıch okének. Prvńım z

nich je check box pro animaci expanze stromu RRT a RRT*. Pokud jej uživa-
tel zaškrtne, při následném prohledáváńı pracovńıho prostoru pomoćı metody
RRT nebo RRT* je uživateli pr̊uběžně vykreslována grafická podoba rozr̊us-
taj́ıćıho se stromu. Pokud uživatel nechce sledovat pr̊uběh expanze stromu
pomoćı těchto metod, ale po dokončeńı prohledáváńı by chtěl zobrazit jeho
strukturu, je zde druhé poĺıčko s názvem Zobrazit strom. Zvoleńım této mož-
nosti se vykresĺı struktura stromu, která byla zaznamenána v dokončeném
prohledáváńı. Třet́ı poĺıčko se týká možnosti, kdy byla cesta hledána pomoćı
Voroného diagramu. Pokud byla cesta hledána právě touto metodou, zaškrt-
nut́ım tohoto check boxu je vykreslen společně s výslednou trajektoríı i celý
Voroného diagram. Posledńım poĺıčkem v prvńım sloupci je Zobrazit rozš́ı-
řeńı překážek. Pokud je toto poĺıčko zaškrtnuto, zobraźı se mapa rozš́ı̌rených
překážek (viz obr. 6.14). Uživatel si tak může ověřit, že nalezená trasa pro
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robotu nekoliduje s překážkami. Ve druhém sloupci plńı prvńı tři check boxy
funkce pro úpravu nalezené trajektorie pomoćı metod uvedených v kapitole
6.2. Zaškrtnut́ım jednoho z těchto poĺıček je vždy zobrazena upravená př́ı-
slušná cesta. Pokud neńı zaškrtnuto žádné tlač́ıtko, je vykreslena p̊uvodńı
nalezená trajektorie. Posledńım check boxem je Zobrazit obrys robotu. Pokud
jej uživatel zaškrtne, na trase se zobraźı obdélńıkově naznačený tvar robotu
se zadanými rozměry. Na začátku kódu v Matlabu si pak uživatel může zvolit
počet obrys̊u, které se na nalezené cestě maj́ı vykreslit. Stejně tak je možné
zadat i rozměry robotu. Př́ıklad je vidět na obrázku (7.7).

Obrázek 7.6: Daľśı možnosti zobrazeńı výsledk̊u

Obrázek 7.7: Nalezená trajektorie s vykresleńım obrysu robotu
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7.2 Vytvořeńı prostoru s překážkami

Jak bylo řečeno v kapitole 2, kde byla popsána reprezentace prostřed́ı, pro
úlohu hledáńı optimálńı trajektorie je nutné definovat pracovńı prostor, ve
kterém se nacháźı překážky, jimž se robot muśı vyhnout. Jedna z možnost́ı,
jak takovou mapu vytvořit, je jejich náhodné vygenerováńı, které, až na po-
čet generovaných překážek, neńı ovlivněno uživatelem. Tento zp̊usob ale neńı
vhodný v př́ıpadě, že je třeba navrhnout složité prostřed́ı nebo model sku-
tečného prostřed́ı s překážkami. Efektivněǰśı možnost́ı je, že si uživatel může
nadefinovat vlastńı mapu s libovolným počtem a tvarem překážek. V práci
je možné využ́ıt obou variant, ale v této části bude popsána druhá varianta,
kde si uživatel může vytvořit vlastńı mapu.

Do generátoru překážek se uživatel dostane ze základńıho prostřed́ı klik-
nut́ım na tlač́ıtko ”Vytvořit mapu”. Poté se na obrazovce otevře nové okno,
ve kterém již uživatel může vytvářet vlastńı tvary překážek, viz obr. (7.8).
Na výběr jsou tři základńı tvary - obdélńık, kruh a polygon. Pokud chce
tedy uživatel vytvořit obdélńık, klikne na př́ıslušné tlač́ıtko Vytvořit obdélńık
a poté v mapě zvoĺı dva body, které budou tvořit uhlopř́ıčku obdélńıkové
překážky. Po zadáńı těchto dvou bod̊u je překážka v mapě vykreslena. Daľśı
možnost́ı je vytvořeńı kruhu, které prob́ıhá obdobně jako v předchoźım př́ı-
padě až na výjimku, že dva zadané body netvoř́ı uhlopř́ıčku, ale poloměr
kruhu. Prvně určený bod tvoř́ı střed kruhu a druhý lež́ı na kružnici s daným
poloměrem. Posledńı a nejzaj́ımavěǰśı možnost́ı vytvořeńı překážky je vytvo-
řeńı polygonu libovolného tvaru s n vrcholy. Počet vrchol̊u polygonu neńı
omezen a ukončeńı zadáváńı vrchol̊u je provedeno zadáńım posledńıho bodu
v mapě na pozici prvńıho bodu aktuálně vytvářeného polygonu. Vzhledem k
tomu, že každý bod je v mapě reprezentován kř́ıžkem, uživatel v́ı, kam prvńı
vrchol polygonu zanesl. Vytvářeńı překážek neńı omezeno celkovým počtem
a mohou se v tomto př́ıpadě libovolně překrývat. Pokud byla vytvořena ne-
žádoućı překážka, je možné ji smazat. To lze provést kliknut́ım na tlač́ıtko
Smazat překážku a kliknut́ım do mapy na mı́sto, kde se překážka nacháźı.

Pokud je navržená mapa z pohledu uživatele podle představ, může s ńı
v tomto editoru provádět úkony jako je uložeńı mapy pro pozděǰśı práci s ńı
nebo použit́ı aktuálńı mapy pro hledáńı cesty v ńı (tlač́ıtko Použ́ıt mapu).
Pokud existuje již dř́ıve vytvořená mapa a nyńı by bylo třeba ji editovat, je
možné ji pomoćı tlač́ıtka Editovat mapu nač́ıst a upravit překážky podle před-
stav. Dále je zde tlač́ıtko pro otevřeńı nového prostoru pro novou mapu a pro
ukončeńı tohoto editoru. Okno generátoru překážek s mapu, která reprezen-
tuje všechny varianty překážek, je zobrazeno na obrázku (7.8). V horńı části
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je pracovńı prostor s navrženými překážkami, v dolńı části jsou dvě skupiny
tlač́ıtek. Skupina vlevo obsahuje tlač́ıtka pro návrh nových překážek, skupina
vpravo obsahuje tlač́ıtka pro práci s navrženým pracovńım prostorem.

Obrázek 7.8: Generátor překážek v pracovńım prostoru

61



8 Výsledky simulaćı metod pro
plánováńı trajektorie

V předchoźıch kapitolách byly popsány metody pro nalezeńı trasy mezi dvěma
body a zp̊usoby, jak tuto nalezenou trasu upravit, aby byla hladká a zároveň
optimálńı z hlediska vzdálenosti pomoćı vhodných metod pro úpravy trajek-
torie. Doposud ale v textu nebyla žádná zmı́nka o tom, které metody dosahuj́ı
nejlepš́ıch výsledk̊u z hlediska vzdálenosti, časového výpočtu, či počtu iteraćı
výpočtu. Na toto porovnáńı je zaměřena tato kapitola, ve které budou porov-
nány výsledky jak pro hledáńı trajektorie bez omezeńı, tak s omezeńım. Toto
omezeńı spoč́ıvá v simulaci a naznačeńı projet́ı trajektorie pomoćı obrysu
robotu při znalosti jeho reálných rozměr̊u, z nichž je poč́ıtán jeho odstup od
překážek tak, aby nevznikaly kolize. Nejprve budou reprezentovány výsledky
každé metody samostatně a dále se źıskané výsledky jednotlivých metod vzá-
jemně porovnaj́ı. Toto porovnáńı bude provedeno pouze pro trajektorie, které
byly źıskány pomoćı jednotlivých metod bez následných úprav popsaných v
kapitole 6.2. Toto porovnáńı bude provedeno na konci kapitoly nezávisle na
źıskaných výsledćıch jednotlivých simulaćı metod pro hledáńı trajektorie.

Vzhledem k tomu, že se budou dále porovnávat metody hledáńı trajek-
torie mezi sebou, pro všechny simulace byl zvolen stejný pracovńı prostor s
totožnými počátečńımi a koncovými body pro každou simulaci, viz obr. (8.1).

Obrázek 8.1: Pracovńı prostor pro porovnáńı metod
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Výsledky simulaćı metody RRT

U této metody byly porovnávány 3 parametry. Bylo zkoumáno, jak je zá-
vislá délka výpočtu na délce segmentu v (vzdálenost nově vytvořeného bodu
qnew od bodu existuj́ıćıho qnearest, viz kapitola 4.1). Dále byla měřena závis-
lost počtu iteraćı smyčky pro výpočet stromu RRT a výsledná délka nale-
zené trajektorie na délce v. Pro každou hodnotu délky v z množiny V =
{0.1m, 0.2m, 0.3m, ..., 3m} bylo provedeno třicet simulaćı hledáńı cesty a na-
konec byl proveden odhad středńıch hodnot ve formě aritmetického pr̊uměru.
Tento zp̊usob měřeńı byl použit z d̊uvod̊u náhodného generováńı bod̊u při
expanzi stromu. Jelikož je každý výpočet ovlivněn r̊uznými realizacemi ná-
hodných veličin, změřené výsledky by dosáhly při každé simulaci jiných hod-
not a pokud by byl proveden pouze jeden výpočet pro každou hodnotu z
množiny V , výsledky by byly zat́ıžené velkou chybou. Odhad naměřených
hodnot pomoćı aritmetického pr̊uměru tuto chybu částečně eliminuje. Změ-
řené výsledky byly zaznamenány a zaneseny do graf̊u. Tyto grafy budou nyńı
vyhodnoceny.

Na prvńım grafu (8.2) jsou vyneseny hodnoty počtu iteraćı v závislosti
na délce v s omezeńım a bez omezeńı. Z pr̊uběhu je vidět, že se zvyšuj́ıćı se
délkou v je počet iteraćı nižš́ı. To však plat́ı do vzdálenosti přibližně v = 3m.
Při vyšš́ıch hodnotách v nebyly pro zvolenou mapu v patřičných vzdálenos-
tech nalezeny žádné úseky nekoliduj́ıćı s překážkami a nebyly tak nalezeny
ani př́ıslušné trajektorie. Dále je z grafu zřejmé, že pokud je hledána tra-
jektorie pro konkrétńı rozměry robotu (v tomto př́ıpadě 30x20cm) je počet
pr̊uměrných iteraćı s vyšš́ı hodnotou v vyšš́ı než při hledáńı trajektorie bez
omezeńı. To je zp̊usobeno zmenšeńım volného pracovńıho prostoru robotu,
který se muśı pohybovat v určitých vzdálenostech od překážek. S vyšš́ımi
rozměry robotu by se počet iteraćı výpočtu dále zvyšoval.

Na druhém grafu (8.3) je porovnáńı pr̊uměrné doby výpočtu v závislosti
na délce segmentu v. I v tomto př́ıpadě bylo zjǐstěno, že se zvyšuj́ıćı se délkou
v se do jisté hodnoty doba výpočtu snižuje a pr̊uměrná časová náročnost
výpočtu bez omezeńı je menš́ı než u výpočtu s omezeńım. Dı́ky těmto dvěma
graf̊um (8.2 a 8.3) se tak naplnil předpoklad, že časová náročnost výpočtu
je závislá na počtu iteraćı. S délkou segmentu v vyšš́ı než 3m by se časová
náročnost výpočtu zvyšovala, protože by bylo složité naj́ıt takový segment,
který by odpov́ıdal dané délce a nekolidoval by s překážkami.
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Obrázek 8.2: Závislost počtu iteraćı algoritmu na délce segmentu v
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Obrázek 8.3: Závislost pr̊uměrného času výpočtu na délce segmentu v

Jako posledńı byla zjǐst’ována závislost mezi délkou segmentu v a délkou
nalezené trajektorie. Podle grafu (8.4) nejprve pr̊uměrná délka nalezených
trajektoríı do určitých hodnot v mı́rně klesá, následně se ale se zvyšuj́ıćım v
délka trajektorie zvyšuje.
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Obrázek 8.4: Závislost délky trasy na délce segmentu v

Pro mapu zvolenou k testováńı tak byly nalezeny nejkratš́ı trajektorie
pomoćı metody RRT pro hodnoty v = 1.5m v př́ıpadě simulace bez omezeńı a
v = 0.7m v př́ıpadě simulace s omezeńım. Je ale nutné ř́ıci, že tyto vypočtené
hodnoty nejsou nejlepš́ı z hlediska délky trajektorie. Obecně plat́ı předpoklad,
že č́ım složitěǰśı je pracovńı prostor robotu, t́ım menš́ı se voĺı délka segmentu
v a naopak. Dále je z uvedených graf̊u zřejmé, že č́ım deľśı v je voleno, t́ım je
hledáńı cesty rychleǰśı, ale nalezená cesta je naopak deľśı. V opačném př́ıpadě,
kdy by byla voleno kratš́ı v, by výpočet trval déle a nezaručoval by nalezeńı
nejkratš́ı cesty.

Obrázek 8.5: Ukázka nalezených cest pomoćı RRT
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To, že nalezená trajektorie pomoćı této metody neńı nejkratš́ı vystihuje
i obrázek (8.5), kde je vykresleno deset nalezených cest pro hledáńı pomoćı
RRT s délkou segmentu 0.5m a simulace bez omezeńı.

Metoda RRT*

Jak bylo řečeno v kapitole 4.2, výpočet pomoćı RRT* na rozd́ıl od RRT
nekonč́ı po nalezeńı prvńı možné trasy, ale pokračuje do maximálńı povolené
iterace a trasa je neustále vylepšována. S t́ım souviśı i časové nároky na
výpočet, které budou pro stejnou velikost segmentu v a stejné simulačńı
podmı́nky pokaždé téměř stejné. Naopak bude zaj́ımavé se zaměřit na časové
rozd́ıly pro r̊uzné délky v. V tomto př́ıpadě byla množina segment̊u V volena
pouze v rozmeźı V = {0.1m, 0.2m...0.5m}.

V grafu (8.6) jsou zaznamenány pr̊uběhy vývoje délky trajektorie v zá-
vislosti na počtu iteraćı. Tyto pr̊uběhy jsou zaznamenány pro tři r̊uzné délky
segmentu v. Z grafu je vidět, že se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı je trajektorie
kratš́ı. Č́ım v́ıce se pak bĺıž́ı maximálńı povolené iteraci 3000, t́ım v́ıce se bĺıž́ı
nejkratš́ı možné cestě, v tomto př́ıpadě 6.7m.
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Obrázek 8.6: Vývoj délky trasy na počtu iteraćı výpočtu

Na daľśım grafu (8.7) jsou zaznamenány pr̊uběhy časové náročnosti vý-
počtu v závislosti na délce segmentu v. Opět jsou zde uvedeny pr̊uběhy pro
hledáńı trajektorie s omezeńım a bez omezeńı. Z pr̊uběh̊u je možné vypo-
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zorovat, že s vyšš́ım v se časové nároky na výpočet v obou př́ıpadech ex-
ponenciálně zvyšuj́ı. To je zp̊usobeno rychleǰśım pokryt́ım celého pracovńıho
prostoru při vytvářeńı stromu a pro nově vygenerované body se muśı prová-
dět s přibývaj́ıćım časem v́ıce přepoč́ıtáváńı (viz obr. 4.4), které se projev́ı
ve výsledné časové náročnosti celého výpočtu. Stejně jako u metody RRT i
zde plat́ı, že výpočet pro omezeńı je časově náročněǰśı než pro výpočet bez
omezeńı. Zároveň je z tohoto grafu zřejmé, proč byla v tomto př́ıpadě volena
množina V s maximálńı hodnotou 0.5m. Pro tuto hodnotu trval výpočet 10
minut pro nalezeńı trajektorie bez omezeńı a přibližně 20 minut pro trajekto-
rii s omezeńım. Pro vyšš́ı hodnoty v by byly měřeny časové nároky v řádech
hodin.
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Obrázek 8.7: Závislost délky výpočtu na délce segmentu v pro 3000 iteraćı

Nakonec jsou opět uvedeny pr̊uběhy nalezených cest (8.8) pomoćı metody
RRT*. Maximálńı počet iteraćı simulace bez omezeńı byl v tomto př́ıpadě
stanoven na 3000 a délka segmentu byla v = 0.5m. Na rozd́ıl od trajektoríı
nalezených pomoćı metody RRT je vidět, že všechny tyto trajektorie maj́ı
velmi podobné pr̊uběhy a pr̊uměrná délka těchto trajektoríı je nižš́ı, než u
RRT.
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Obrázek 8.8: Nalezené cesty pomoćı metody RRT*

Metoda Voroného diagramu

Posledńı testovanou metodou je metoda Voroného diagramu. Odlǐsnost́ı me-
tody Voroného diagramu od metod předchoźıch je vlastnost, že délka nale-
zené trajektorie pomoćı této metody je při každé simulaci stejná, protože tato
trajektorie je hledána pomoćı grafu vytvořeného na základě znalosti polohy
překážek a na rozd́ıl od metody rychle rostoućıch stromů se zde nevysky-
tuje žádná generováńı náhodných veličin. Jedinou vlastnost́ı, která v tomto
př́ıpadě stoj́ı za povšimnut́ı, je ovlivněńı velikosti parametru K na časových
nároćıch výpočtu a délky nalezené trajektorie. O významu parametru K bylo
vše d̊uležité zmı́něno v kapitole 5.2.

Na obrázku (8.9) je vykreslen graf s výpočetńımi nároky při měńıćım se
parametru K. Z vývoje grafu je vidět, že č́ım vyšš́ı hodnota K je, t́ım déle
opět výpočet trvá. Dále opět plat́ı, že výpočet s omezeńım trvá déle, než
výpočet bez omezeńı. To je zp̊usobeno popisem překážek při ř́ızeńı robotu,
které jsou definovány pomoćı v́ıce vrchol̊u než pro hledáńı cesty bez omezeńı.

Délka nalezené trajektorie pro stejný parametr K je vždy stejná, ale po-
kud se hodnota K měńı, délka trajektorie se měńı také. V kapitole 5.2 bylo
řečeno, že parametr K zpřesňuje výpočet Voroného diagramu. Z grafu (8.10)
je patrné, že č́ım přesněǰśı je výpočet diagramu, t́ım kratš́ı je nalezena cesta.
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Obrázek 8.9: Vývoj časové náročnosti výpočtu s měńıćım se parametrem K

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
8

8.05

8.1

8.15

8.2

8.25

8.3

8.35

8.4

Parametr K

De
lka

 tr
aj

ek
to

rie
 [m

]

 

 
Bez omezeni
S omezenim

Obrázek 8.10: Vývoj délky trajektorie s měńıćım se parametrem K

Toto zlepšeńı je ale v řádech desetin metru d́ıky lepš́ımu popisu, tvar
trajektorie však z̊ustává stejný. Nalezená trajektorie pomoćı Voroného di-
agramu je i s diagramem samotným vyobrazena na obrázku (8.11). Tato
nalezená trasa má délku 8.1m, což je patrné i z grafu (8.10).
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Obrázek 8.11: Nalezená trasa pomoćı Voroného diagramu pro K = 10

Společné porovnáńı metod pro hledáńı trajektorie

Nyńı budou porovnány výsledky dosažené implementovanými metodami hle-
dáńı trajektorie.

Z výsledk̊u simulaćı dosažených v předchoźıch kapitolách je zřejmé, že z
hlediska časových nárok̊u na výpočet je nejlepš́ı zvolit metodu RRT s délkou
segmentu v = 0.5m a v́ıce, protože právě pro tyto parametry proběhlo hledáńı
trajektorie v řádech desetin vteřiny. Bohužel, takto nalezené trasy nejsou z
hlediska své délky optimálńı. Pokud by bylo zapotřeb́ı dosáhnout nejkratš́ı
možné trajektorie, bylo by vhodné zvolit metodu RRT*, která poskytuje op-
timálńı výsledky z hlediska délky naplánované trajektorie. Nevýhodou této
metody jsou jej́ı velké časové nároky na výpočet. Pro nalezeńı jedné trajek-
torie touto metodou bylo zapotřeb́ı hledat trasu v řádech minut pro r̊uzné
délky v. Kompromisem mezi těmito metodami je použit́ı metody Voroného
diagramu, kde byla nalezena trajektorie o délce 8.1m v řádově deśıtkách
sekund pro r̊uzné parametry K.

Dále bylo zjǐstěno, že při výpočtu trajektorie s omezeńım jsou časové
nároky vyšš́ı, než v př́ıpadě výpočtu bez omezeńı. Tento fakt je závislý na
velikosti robotu. Č́ım vyšš́ı budou jeho rozměry, t́ım déle bude samotný vý-
počet u všech metod trvat.

Porovnáńı metod upravuj́ıćıch trajektorie

V kapitole 6.2 byly představeny metody upravuj́ıćı tvar a délku nalezených
cest. Každá metoda byla aplikována na nalezenou referenčńı trajektorii po-
moćı metody RRT, viz obrázek (6.7). Nyńı budou trajektorie źıskané pomoćı
metod z kapitoly 6.2 porovnány. Tyto trajektorie jsou vyobrazeny na (8.12)
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společně s p̊uvodńı nalezenou trajektoríı. V části č.1 je p̊uvodńı neupravovaná
trajektorie, v části č.2 je trajektorie po vyhlazeńı, v části č.3 je interpolovaná
trajektorie pomoćı kubického interpolačńıho splinu a jako posledńı, v části
č. 4, je aproximovaná trajektorie pomoćı Bézierovy křivky.

Z tohoto přehledu je vidět, že pomoćı metod byly źıskány trajektorie,
které jsou oproti p̊uvodńı trajektorii mnohem lépe realizovatelné robotem s
diferenciálńım podvozkem. Původńı trajektorie měřila 9.32m a pomoćı metod
pro úpravy byla zkrácena na 6.36m v př́ıpadě aplikace metody pro vyhlazo-
váńı, 6.47m pro metodu interpolačńıho kubického splinu a v př́ıpadě použit́ı
Bézierovy křivky měřila trajektorie 6.31m. Z těchto hodnot je dále patrné, že
nejkratš́ı cesta byla dosažena úpravou pomoćı Bézierovy křivky, ovšem rozd́ıl
mezi všemi upravenými délkami byl pouze 0.16m. Upravené trajektorie byly
použit́ım metod zkráceny přibližně o třetinu p̊uvodńı délky.

Obrázek 8.12: Referenčńı a upravené trajektorie

Co se týče pr̊uběhu upravených trajektoríı, je vidět, že metoda kubického
interpolačńıho splinu poskytuje trajektorii, kterou by za určitých okolnost́ı
byly schopny projet roboty se všemi typy podvozk̊u. Zároveň je také dobré
zmı́nit časovou náročnost při pr̊ujezdu jednotlivých tras robotem. V tomto
ohledu bude pro diferenciálně ř́ızeného robota vždy vhodná trasa źıskaná
úpravou právě pomoćı interpolačńıho kubického splinu, protože změny dru-
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hých derivaćı v pr̊uběhu trajektorie jsou oproti zbývaj́ıćım metodám velmi
malé a robot tuto trasu může projet ve vyšš́ı rychlosti. U trajektorie źıskané
pomoćı Bézierovy křivky se jsou velké změny druhých derivaćı v mı́stech,
kde pro vyhlazenou trajektorii byly definovány vymezuj́ıćı body. V těchto
mı́stech by tedy robot musel hodně zpomalit v př́ıpadě vyhlazené trajektorie
dokonce zastavit, natočit se správným směrem a až poté pokračovat v j́ızdě.
Z těchto d̊uvod̊u by byl pr̊ujezd takové trasy časově náročněǰśı.

Z hlediska časové náročnosti výpočtu bylo použit́ı těchto metod velmi
úsporné, protože výpočet každé metody trval přibližně vteřinu. Doba výpo-
čtu je opět závislá na složitosti vyhlazené trajektorie. Č́ım v́ıce pak obsahuje
vyhlazená trajektorie bod̊u vymezuj́ıćıch trajektorii, t́ım déle výpočet zbý-
vaj́ıćıch metod trvá.

Na závěr této kapitoly je dobré ř́ıci, že v pr̊uběhu vypracováńı této práce
bylo zjǐstěno, že nejvhodněǰśı je v úloze plánováńı trajektorie použ́ıt pro na-
lezeńı trasy metodu RRT s vhodnou délkou segmentu v a následně na naleze-
nou trajektorii aplikovat metodu kubického interpolačńıho splinu, d́ıky které
je nalezená trasa zkrácena a zároveň vyhlazena. V př́ıpadě, že by byla pro
hledáńı trajektorie použita např́ıklad metoda RRT*, hledáńı trasy by bylo
časově daleko náročněǰśı a pokud by se následně na nalezenou trasu aplikovala
metoda kubického interpolačńıho splinu, byl by źıskán velmi podobný výsle-
dek pr̊uběhu trajektorie. To samé by platilo pro kombinaci metody Voroného
diagramu a kubického interpolačńıho splinu, kde by byl hlavńım výsledným
rozd́ılem čas výpočtu.
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9 Závěr

Tato diplomová práce se zabývala řešeńım úlohy plánováńı trajektorie pro
mobilńı roboty. Nejprve se práce věnovala obecnému studiu problematiky
plánováńı trajektoríı a poté byly zvoleny tři vhodné metody plánováńı, které
byly detailně popsány a následně implementovány ve výpočetńım programu
Matlab. Pro provedeńı výpočetńıch experiment̊u bylo vytvořeno vlastńı gra-
fické prostřed́ı, ve kterém byly jednotlivé metody testovány.

Zvolené metody jako takové ovšem neposkytovaly vhodné výsledky z hle-
diska tvaru nalezených trajektoríı, které nebyly hladké a v př́ıpadě metod
RRT a Voroného diagramu ani délkově optimálńı. Proto byla navržena řešeńı
pro úpravu trajektoríı. Pomoćı metod vyhlazováńı, kubického interpolačńıho
splinu a Bezierových křivek byly nalezené trajektorie vyhlazeny a zároveň
také zkráceny.

Dále bylo navrženo řešeńı pro plánováńı trajektorie pro model diferenci-
álńıho mobilńıho robotu s určitými rozměry. Za předpokladu, že konstrukce
robotu je obdélńıkového tvaru bylo navrženo rozš́ı̌reńı překážek v pracov-
ńım prostoru o polovinu úhlopř́ıčky z rozměru robotu. Výhoda tohoto řešeńı
spoč́ıvala předevš́ım v tom, že samotné implementace jednotlivých metod
pro hledáńı trajektorie nemusely být upravovány a trajektorie byla hledána
pouze pro jiný popis pracovńıho prostoru.

Na závěr byly vyhodnoceny źıskané výsledky pomoćı implementovaných
metod. Tyto výsledky jsou závislé na složitosti pracovńıho prostoru, na ve-
likosti překážek a na počtu možných variant trajektoríı, které lze z počáteč-
ńıho bodu do ćılového bodu nalézt. Obecně ale plat́ı, že nejrychleǰśı metodou
hledáńı trajektorie z metod, které byly v práci popsány, je metoda RRT
a nejlepš́ı metodou z hlediska délky trajektorie je metoda RRT*. Metoda
Voroného diagramu je kompromisem mezi těmito metodami a jej́ı největš́ı
přednost́ı je robustnost nalezené trasy, která je pro dané rozměry robotu nej-
kratš́ı možná a zároveň by se robot pohyboval v maximálńıch odstupech mezi
překážkami.
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