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Anotace

Tato prace pojedndva o odhadu vlastnosti poruch, které plisobi na systém.
Uvazovan je linearni dynamicky stochasticky systém popsany stavovym modelem.
Nejprve je ukazano, jak popsat systém pomoci stavové reprezentace, jak v tomto
popisu pisobi poruchy a jak se daji tyto poruchy reprezentovat. Dale jsou diskutovany
rizné metody, které rozdilnymi zplGsoby dokazou odhadnout vlastnosti poruch
pusobici na systém. Dale je detailné¢ diskutovdna metoda zaloZzend na analyze
posloupnosti chyby predikce méfeni pro libovolny linearni filtr a je ukazan a
analyzovan vliv volby linearniho zisku na kvalitu odhadu. V zavéru je uvazovana
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diskutovana nestrannost a konvergence této metody.

Kli¢ova slova: Allanova variance, Kalmanuv filtr, kovariance, korelace,

Kroneckerova algebra, identifikace systémd, inova¢ni posloupnost, odhad stavu

Abstract

The thesis is devoted to the estimation of characteristics of the noises affecting a
system. In particular, the linear stochastic dynamic system described by the state-space
model is considered. The state-space model is introduced and techniques for the noise
covariance matrices estimation are reviewed with the special emphasis on the
autocovariance least-squares method. Then, the autocovariance least-squares method is
analysed and a technique for the optimal selection of the linear estimator gain with respect
to the purpose of the autocovariance method is proposed. The method is, subsequently,
extended and analytically derived for a more general class of the systems, namely for the
linear systems with time-correlated measurement noise. The proposed techniques and

algorithms are illustrated in numerical illustrations.

Keywords: Allan variance, Kalman filter, covariance, correlation,

Kronecker algebra, system identification, innovation sequence, state estimation
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1. Uvod

Moderni metody zpracovani signalu, detekce poruch ¢i automatického tizeni
vyZaduji detailni matematicky model uvazovaného systému ¢i procesu. Kvalita
modelu je kli¢ova pro ziskani kvalitniho odhadu signalu, poruchy nebo ¥izeni. Spatny
popis systému ¢i procesu, jehoz vysledkem je nespravny model, ktery je pouzity
pfi zpracovani signalu nebo automatickém fizeni, v lepSich piipadech zptsobi zhorSeni
kvality odhadu signdlu nebo fizeni. V horSich ptipadech zplsobi nespravny odhad
signalu nebo v piipadé automatického fizeni i nestabilitu fizeného systému.

Matematicky model popisujici systém se sklada jak z deterministické, tak i
stochastické cCasti, jak bylo diskutovano v [20] a [22]. Deterministicka ¢ast popisuje
vztahy ¢i zadkony, které jsou zndmé v dané oblasti, jez model popisuje. Tyto zdkony
mohou byt napiiklad zoblasti fyziky, chemie, kinematiky nebo ekonomiky.
Stochasticka ¢ast popisuje ¢i kvantifikuje neznalost ¢i neurcitost pusobici na systém,
kterou lze reprezentovat jako poruchu. Tato porucha pisobi jak na rovnici popisujici
dynamiku systému, tak i na meéteni systému. Porucha plisobici na rovnici dynamiky
ma mnoho opodstatnéni. Je to napiiklad chyba modelu, které jsme se dopustili
pii vytvareni matematického modelu z neznalosti popisovaného systému, ¢i napiiklad
zjednoduseni vysledného modelu. Také se muize jednat o poruchu, kterou nelze
predpovidat ¢i popsat, nebo o poruchu, ktera vznika pti generovani fizeni, tj. pokud
chceme vygenerovat urcity akéni zasah, ale skute¢ny akéni zasah bude mit jinou
hodnotu v disledku nepiesnosti akéniho ¢lenu. Problém s touto stochastickou ¢asti lze
spatfit jak v popisu ¢i modelu poruchy, tak i ve zptisobu jeho nalezeni.

At uz bude popis systému deterministicky nebo pii zavedeni neurcitosti
stochasticky, je dulezité¢, jakym zplsobem bude tento model reprezentovan.
Matematicky model lze reprezentovat dvéma zpisoby. Jednim je vstupné-vystupni
reprezentace, kterou ale v této praci vyuzivat nebudeme. Druhym zptsobem je pak
stavova reprezentace, kterd nam umozni diky zavedeni stavové proménné zjistit
o systému mnohem vice informaci, tj. systém detailn€ji namodelovat. Také je nutno
podotknout, ze bylo navrzeno mnoho technik automatického tizeni a detekce poruch
pro systém popsané stavovym modelem.

Jak jiz bylo feCeno vySe, deterministicka Cast systému se da zjistit pomoci
fyzikalnich ¢i matematickych vztahti ¢i zakont. Otazkou tedy zustava, jak jistit
vlastnosti poruch neboli stochastické ¢asti modelu. Pro popis téchto poruch se obvykle

4



vyuziva metody identifikace a statistiky. Od 70. let minulého stoleti existuje snaha
zjistit popis poruch pro stavové reprezentované popisy systému. Od té doby vzniklo
mnoho metod, které se daji rozdélit do téchto kategorii: korelacni metody [1]-[5] a
[21], metody odhadu zalozené na Bayesovo pfistupu ¢i aproximace [6] a [13], metody
zalozené na maximalni vérohodnosti [7], kovarian¢ni metody [8], metody zalozené
na Minmax pfistupu [9], podprostorové metody [10], metody zaloZené na metode
chyby predikce [11], metody vyuzivajici pro odhad rozsiteného Kalmanova filtru [12].
Kromé prfimého odhadu kovarian¢nich matic poruch byly navrzeny i metody, jez
odhaduji pfimo zisk linearniho filtru jako naptiklad v [1], [14], [15]. VSechny vyse
uvedené pfistupy maji ovS§em mnoho piedpokladi, vlastnosti a omezeni, které jsou
pojednavany napiiklad v [3], [9], [16] a [17]. Je dulezité fici, ze tyto metody jsou
v mnoha pfipadech numerické a tim padem ani v mnoha pfipadech nelze dokazat
nestrannost odhadu metody. Proto vtéto praci bude také diskutovana a rozvijena
metoda vyuzivajici chyby odhadu linearniho filtru navrzena v [3]. Tato
autokovarian¢ni metoda pro odhad kovarian¢nich matic poruch, v anglické psané
literatufe oznaCovana autocovariance least-squares method, zkracené¢ ACLS, je
analyticky odvozena a poskytuje na rozdil od vétSiny ostatnich metod nestranné
odhady.

Metoda ACLS mé také své vlastnosti a omezeni. Jednim z vyznamnych
omezeni je i to, Ze metoda vyuziva linearni prediktor, u kterého je nutno zvolit zisk.
Tato volba je omezena tim, ze zisk musi byt volen tak, aby chyba odhadu byla stabilni.
Volba zisku také vyrazné ovlivituje kvalitu odhadu hledanych kovarian¢nich matic
poruch. AvSak doposud tato volba byla ponechana na uzivateli. Je také dulezité
zduraznit, Ze jak vSechny pfistupy v pfedchozim odstavci, tak i metoda ACLS byly
navrzeny pouze pro linedrni Casové invariantni systémy, na které plsobi poruchy
majici bily charakter jak v systému, tak i v méfeni. Tento piedpoklad byva ale
omezujici napiiklad v popisu, kdy porucha méfeni je Casové korelovana. Timto
piipadem jsou napftiklad inercialni senzory. Proto v této praci bude také ukazano jak
metodu ACLS rozsifit tak, aby porucha méfeni nemusela byt pouze bila, ale aby
mohla byt také casové korelovana.

Tato prace bude tedy Clenéna do nasledujicich kapitol. V kapitole Stavovy
popis dynamického systému bude ukazano jak namodelovat stochasticky systém.
V kapitole Odhad stavu stochastického systému bude ukazano jak odhadnout stav

stochastického systému. V dalsi kapitole Motivace a cil prace budou diskutovany cile
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a motivace této prace. V kapitole Autokovarian¢ni metoda pro odhad kovarianénich
matic poruch bude ukazana samotna metoda. V kapitole Kovarian¢ni matice odhadu a
jeji horni mez bude ukazana volba zisku linearniho filtru. V kapitole Odhad ¢asové
korelovanych poruch bude ukazano jak metodu ACLS rozsifit pro korelované poruchy
plsobici na méfeni. V predposledni kapitole Softwarova implementace metody ACLS
bude predstavena metoda ACLS implementovana v programu Matlab. V posledni

kapitole Zhodnoceni budou diskutovany vyhody a vlastnosti metody ACLS.



2. Stavovy popis dynamického systému

Tato kapitola se zabyva stavovym popisem dynamického systému, jeho

diskretizaci a také popisem vlastnosti poruchami plisobici jak na stav, tak 1 na méteni.

2.1. Stavovy deterministicky popis systému

At uz chceme regulovat nebo naptiklad sledovat né&jaky systém, musime
V kybernetickém svété znat popis tohoto systému. Tyto systémy mohou mit rizny
pocet vstupli a vystupii. Mohou byt linearni ¢i nelinearni, mohou byt deterministické
¢1 stochastické a takto by mohly byt systémy rozdélovany do mnoha kategorii. Tyto
systémy mohou byt popsany riznymi zpusoby jako v [19], kde mezi dilezité popisy
lze zatadit matematické modely. Ty lze uréit dvéma zpusoby. Jednim z nich je
matematicko-fyzikalni modelovani, kde ze znalosti systému lze vytvoiit model a to
napiiklad pomoci fyzikalnich zakonu, za pomoci Newtonovské ¢i Lagrangeovské
mechaniky, ekonomickych nebo chemickych zakond ¢i vztahli popisujici oblasti
vytvareného modelu. Pomoci téchto metod lze ur€it jak strukturu, tak i parametry
modelu popisujici libovolny systém. Druhym zplsobem je vyuziti identifikacnich
metody jako v [20]. V tomto pfipad¢ si zvolime strukturu modelu $nezndmymi
parametry, u které véfime, Ze odpovida popisu realného systému nebo mu alespon
do ur¢ité miry dostacuje. Tato struktura poté poslouzi v identifikaéni metodé¢
k nalezeni takovych parametri, aby vysledny model s témito parametry se choval co
nejvice podobné redlnému systému. Ob& tyto metody — matematicko-fyzikalni
modelovani 1 identifikacni pfistup — se daji zkombinovat takovym zplisobem,
abychom pomoci prvni metody ziskali strukturu modelu, do které budou nasledné
druhou metodou odhadnuty parametry, které se napiiklad nedaji zjistit pomoci
matematicko-fyzikalniho modelovani. Takto vytvoifeny matematicky model je obvykle
reprezentovan dvéma zpiisoby.

Jednim z nich vstupné-vystupni reprezentace. Tato reprezentace, jak uz jméno
naznacuje, popisuje vztah mezi vstupem a vystupem systému. Pro piiklad si uvedeme
spojity linedrni deterministicky systém popsany diferencialni rovnici n-t¢ho fadu

S jednim vystupem vstupem:

z; (a+yO0) = z: (b u®(v)), (2.1)



kde y je vystup systému, U je vstup Systému, a parametry a a b jsou parametry modelu.
Dale pak horni index u vstupu ¢i vystupu je piisluSna ¢asova derivace a dolni index
u parametru a a b ukazuje, ke které derivaci vstupu ¢i vystup patii dany parametr.
Druhou moznosti reprezentace matematického modelu je stavova neboli
vnitini reprezentace. Tento popis zavadi novou proménnou, a to stav X. Tento stav
reprezentuje vnitini vazby v modelu. Pro piiklad uvedeme stavovou reprezentaci
spojitého linearniho deterministického systému n-t¢ho fadu s p vystupy a nu vstupy,

ktery muze vypadat nasledovné:

r1 (t)] [ ] [x1 (®) ] [ uq (t) ]
P = Ag *| 1|+ Bg * : (2.2)
%X () X (£) Uny, (£)
Y1 (t) X1 (t)
s =[ s H ; ] 2.3)
¥p(t) X, (£)
[x1(0)]
2o, (2.4)
%, (0)

kde rovnice (2.2) se nazyva stavova rovnice, ve které matice Ag € R™*" reprezentuje

matici dynamiky systému a matice Bg € R"*™ prezentuje vstupni matici. Déle
pak rovnice (2.3) se nazyva rovnice méfeni, ve které matice Cs € R™ *™ reprezentuje
vystupni matici. Rovnice (2.4) reprezentuje pocatecni stav. Tato reprezentace se
vyuziva velice Casto, nebot oproti vstupné-vystupni reprezentaci umoziuje detailni
model systému reprezentujici realitu véetné vnitinich vazeb systému. Dalsi vyhoda je
napiiklad mozZnost vyuziti riznych metod detekce, identifikace, odhadu a fizeni
zalozenych na stavovych modelech.

Je také dulezité fici, Ze mezi vstupné-vystupni a stavovou reprezentaci existuji
ur€ité vztahy. Pro ptiklad budeme chtit pfevést rovnici (2.1) do stavové reprezentace.
Lze to provést napiiklad vhodnou volbou stavii x a pievést na n diferencialnich rovnic
prvniho tadu, které pfedstavuji stavové rovnice. Tyto rovnice lze nasledné seskupit
do matic. Tyto matice spolu s maticemi, které popisuji pomoci obecnych funkci
stavovych proménnych vystup systému, tvoii stavové popsany systém. Téchto
pievoda vsak existuje nekone¢né mnoho. Lze tedy dojit k jinym maticim Ag, Bs, Cs,
které popisuji jeden a ten samy systém popsany obecnou rovnici (2.1). Pokud budeme
chtit prevést systém popsany stavové v rovnicich (2.2) a (2.3) do vstupné-vystupni
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prezentace, jako je napiiklad rovnice (2.1), lze tento pfevod udélat jednoznaéné. To
znamena, ze rizné stavové reprezentace popisujici totozny systém lze prevést na jednu

rovnici, ktera by byla totozna s (2.1).

2.2 Diskretizace deterministického popisu systému
V dnesni dobé¢ jiZ vSe od vypoctu fizeni az k méfeni vystupu systému budeme
provadét na diskrétnim pocitaci Cili v diskrétnich okamzicich. Proto spojité modely,
které byly ukazany v piedchozi kapitole 2.1, je vhodné pievést do diskrétni podoby.
Pokud naptiklad rovnici (2.1) ptevedeme do pifenosové funkce pomoci

Laplaceovy transformace, vznikne nam pienos, ktery vypada nasledovné:

Ly} Y(s)  Xlbixsi()]

F(s) = L{u(t)} o S UGs)  YR,la; xsi@)] (2.5)

kde funkce L zna¢i Laplaceovu transformaci a funkce Y a U jsou Laplaceovy obrazy

vystupu a vstupu. Tento prenos lze jednoduse pievést do diskrétni podoby naptiklad
lichobéznikovou neboli Tustinovou aproximaci, kterou provedeme tak, Ze

za komplexni proménnou S dosadime:
2 z—-1

S = —x

T z+71

(2.6)

kde zznaci komplexni proménnou dopiedného posuvu vcase a T je perioda
vzorkovani. Vyhodou této aproximace naptiklad oproti obdélnikové doptedné ci
zpétné aproximace je ten, Ze celou stabilni levou polorovinu komplexni roviny S
prevadi do stabilni jednotkové kruznice v roviné z s pocatkem v nule. Rovnice (2.5)
pfevedena pomoci rovnice (2.6) do diskrétni podoby lze nasledné analogicky jako
u spojitého systému prevést do norméalnich forem stavovych reprezentaci.
Diskretizovat se da také piimo spojita stavova reprezentace (2.2) a to pomoci

nasledujicich vztaht:
AD = eA*T (Z' 7)
Bp =A§1*(AD_Inxn)*BS (2.8)

Matice Cs v rovnici (2.3) zGstava nezménéna. Vztah (2.6) lze ovSem provést

pouze u systému, u nichZ matici Ag |ze invertovat. Stavova rovnice (2.2) a (2.3) by



tedy vypadala, pokud Ap, By a Cp budeme pro zjednoduseni psat jako A, B a C,

nasledovné:
x1(k+1) x1 (k) u, (k)
{ : = A * [ P+ B ] * [ s ] (2.9)
xn (k + 1) xn (k) Uny (k)
yl(k) xl(k)
R - ! C ] x [ ; ] (2.10)
yp(k) xn(k)

kde proménna Kk, znaéi pro jednoduchost jednotlivé casové okamziky v dobé

vzorkovani neboli méfeni vystupu systému.

2.3. Popis nahodné veliciny a procesu

Na zacatek si zavedeme nahodnou veli¢inu H, jez je funkci z prostoru jevi Y
do prostoru realnych ¢isel R. Vysledek realizace této nahodné veli¢iny H oznaéime
jako h. Pokud existuje mira pravdépodobnosti spojena s nahodou veli¢inou H tak, aby
podmnozina A €Y méla dané pravdépodobnosti P(A) nezaporné a aby
pravdépodobnost celého prostoru P(Y') byla rovna jedné, existuje distribucni funkce
F(h) a hustota pravdépodobnosti p(h). Pro distribu¢ni funkci plati, ze je vzdy
rostouci, jeji limita pro h blizici se minus nekonecnu je rovna nule a limita blizici se
nekonecnu je rovna jedné. Pro hustotu pravdépodobnosti plati, Ze je nezaporna, jeji
plocha je rovna jedné a pravdépodobnost P(a < H < b) je rovna uréitému
integralu od a do b pies hustotu pravdépodobnosti p(h). Hustota pravdépodobnosti
a distribu¢ni funkce Upln€ popisuji ndhodnou veli¢inu H. Mezi distribu¢ni funkci
a hustotou pravdépodobnosti existuje také vztah, ktery umoziuje piechazet z jednoho
popisu na druhy, a to takovyto:

dF(h)
p(h) =—g~ (2.11)

Pro piiklad feknéme, Ze nahodna veli¢ina H ma rovnomérné rozdélent, tj. h se
vyskytuje mezi hodnotami a a b se stejnou pravdépodobnosti a vsSude jinde

s pravdépodobnosti nula.
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Hustota pravdépodobnosti této ndhodné veliciny bude vypadat nasledovné:

p(h)

b-a

A

—

0 a h h

Obrazek 1 — Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni

kde pravdépodobnost na

intervalu a az b je rovna ptfevracenému rozdilu b — a proto,

aby jak uz bylo definovano, byla plocha hustoty pravdépodobnosti rovna jedné. Také

uvedeme distribu¢ni funkci, ktera vypada nasledovné:

F{h}/\

0

; = :35

a b

Obrazek 2 — Distribu¢ni funkce rovnomérného rozdéleni
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Pro ptiklad nyni feknéme, ze ndhodna veli¢ina H ma gaussovské rozdéleni.

Toto rozdéleni je popsané nasledujicim vzorcem:

p(h) = x¢ Pp = N(h,Ph) (212)

N2 * T Py

Hustota pravdépodobnosti této ndhodné veli¢iny bude vypadat nasledovné:

p(h) /\

h

0 h

Obrazek 3 - Hustota pravdépodobnosti normélniho rozdéleni

Distribuc¢ni funkce této nahodné veli¢iny bude vypadat nasledovné:

F(h) /\

j_._

e
=
h

l
1
Obrazek 4 — Distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni

Je také dulezité fici, ze v rovnici (2.12) — hustoté pravdépodobnosti — mame

dva parametry. Je to parametr h, ktery je oznacovan jako stfedni hodnota, a parametr
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Py, kterému se fika variance nadhodné veli¢iny. Stfedni hodnota a variance je piiklad
momentti nahodné veli¢iny. Momenty mohou byt vyuzity jako alternativni popis
nahodné veli¢iny. Tyto momenty mohou byt bud centrdlni, nebo necentralni.
Momentt centralnich i necentralnich musi byt nekoneéné¢ mnoho pro kompletni popis
nahodné veli¢iny. Pro piiklad si vezmeme ndhodnou velicinu H a nejdiive se

podivame, jak je definovany necentralni moment:
. +w .
E[r] = f hixp(h) dh, (2.13)

kde index i znaci, o kolikaty necentralni moment se jedna. Prvnimu necentralnimu
momentu se také fika stfedni hodnota. Pokud se tedy podivame na ptedchozi piiklad,
kde byla nadefinovana nahodna veli¢ina H, kterou lze popsat rovnici (2.12), parametr
h bude roven E[h] ¢ili stfedni hodnoté neboli prvnimu necentralnimu momentu.
Pokud se nyni podivame na centralni moment a opét pouzijeme ndhodnou veli¢inu H,

jeho definice bude vypadat takto:
E[(h = E[RD] = [ (h = E[RD! « p(h) dh, (2.14)

kde index i znaci, o jaky centralni moment se jedna. Pokud bychom provedli vypocet
prvniho centralniho momentu, zjistili bychom, Ze se rovna nule. Zato druhy centralni
moment uz je nenulovy a je oznacovan jako variance nebo rozptyl. Pokud se tedy opét
podivame na piedchozi piiklad, kde byla nadefinovana nahodna veli¢ina H, kterou lze
popsat rovnici (2.12), tak parametr P;, bude roven E[(h — E[h])?] ¢ili varianci neboli
druhému centralnimu momentu. Pokud popiseme libovolnou nahodnou veli¢inu
prvnim necentralnim momentem a druhym centrdlnim momentem, pouziva se
zjednoduseny vyrok, ze nahodna veli¢ina je popsana prvnimi dvéma momenty. Tento
popis je ovSem pro libovolnou nahodnou veli¢inu nedostacujici, nebot’ kdybychom
chtéli popsat libovolnou nahodnou veli¢inu pln€¢ pomoci momentti, museli bychom
vypocitat nekone¢né momentl, coz je nerealizovatelné. Na druhou stranu napiiklad
pro nahodnou veli¢inu H, ktera byla popsana vzorcem (2.12) a jez byla gaussovska,
prvni dva momenty pIné€ popisuji celou nahodnou veli¢inu.

Dalsi z moznych popisti ndhodné veli¢iny je popis pomoci mnoziny vzorka ¢i
meéfeni. Pro ptiklad vyuzijeme ndhodnou veli¢inu H a feknéme, Ze je gaussovskd, ma

stfedni hodnotu rovnou nule a varianci, ktera je rovna jedné. Pokud tedy provedeme
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sérii méfeni, abychom ziskali mnozinu vzorkd, miZeme pomoci této mnoziny
vypocitat rizné odhady. Pomoci programu Matlab si tedy vygenerujeme vzorky
{h; 3129000 t¢to gaussovské nahodné veliciny H a podivame se na to, jaké odhady
muzeme provést.

Zaprvé muzeme data h; naptiklad vykreslit pomoci histogramu, ktery vypada

nasledovné:

3500 T T T T T T T T T

3000

2500

2000

1500

Pocet vyskytu

1000

500

Obrazek 5 — Histogram realizaci normalni veli¢iny

Z tohoto histogramu lze vycist, Ze jeho tvar nejspiSe odpovidd hustoté
pravdépodobnosti gaussovského rozd€leni jako na obrazku 3, a tudiz ze 1 nahodna
veli¢ina bude gaussovského rozdeleni. Také se da fici, ze nejspiSe bude tato nahodna
veli¢ina mit stfedni hodnotu nulovou. Pomoci znamych vzorcu lze také ptimo
vypocitat odhad prvnich momentd. Vzorec pro nestranny odhad stfedni hodnoty

vypada nasledovné:

=|

N

1

h=E[h] = Zhi, (2.15)
i=1

kde N znaci pocet vzorkt a index I znaci, o které realizace se jedna. V nasem ptipadé
je N rovno 100 000. Timto vypo&tem ziskame tedy odhad, ktery je roven -4.4818*10™,

coz je velice blizké skute¢né stfedni hodnoté, ktera je rovna nule.
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Ze je odhad nestranny, se miZeme jednoduSe piesvéd¢it tim, Ze dosadime

do definice nestrannosti, kterd vypada nasledovné:

N N
%*zhi] :%*ZE[hi] = E[h] = h. (2.16)
i=1

i=1

E[E[h]] = E

Z tohoto vypoCtu lze vidét, ze stiedni hodnota odhadu stiedni hodnoty je
nestranna, nebot’ se rovna skutec¢né stfedni hodnoté.
Je zde dulezité také zminit nckolik pravidel, jez plati pfi vypoctu stiedni

hodnoty a vypadaji nasledovne:

E[h+d] = E[h] + E[d], (2.17)
E[c = h] = c * E[h], (2.18)
E[h+c] =E[h] +¢, (2.19)

kde d je libovolna nahodna veli¢ina a ¢ je libovolna konstanta.
Nyni si zadefinujme vzorec, kterym se pocitd druhy moment, ¢ili varianci
na zdklad¢ stfedni hodnoty a druhého necentrdlniho momentu, ktery vypada

nasledovné:
var(h) = E[h = hT] — E[h] x E[h]T = E[(h — E[R]) * (h — E[R])T], (2.20)

kde var znaci vypocet variance. Odhad této variance se provede pomoci nasledujiciho

VZorce:

N

var(h) =+ (b~ E[h) + (h, ~ E[R])" (2.21)

i=1
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Nejdiive si ukazeme nestrannost tohoto odhadu jako v pfedchozim piipade, kterou

ovéiime nasledujicim vypoctem:

N
— 1
E[var(h)] = E N*Z(hi—E[hD « (hy — E[ADT | =

N
_ %* Z E[h; * h;" —E[h] * ;" — h; * E[h]T + E[h] * E[1]"] = (2.22)
i=1

= E[h; * ;"] — 2 « E[h] * E[h]T + E[] * E[h]T =
= E[h * hT] — E[h] * E[R]T = var(h) = P,

Z tohoto vypoctu je vidét, Zze se stiedni hodnota odhadu variance rovna
varianci, a tudiz je odhad nestranny. Toto ovSem plati pouze v ptipad€, ze budeme
znat stfedni hodnotu skute¢ného rozdéleni.

Pokud totiz do vypo¢tu odhadu variance dosadime pouze odhad stiedni

hodnoty, vypocet nestrannosti vyjde nésledovné:

E[var(h)| = E

N
o (b~ ETHD) = (o —E’[m)T] -
i=1

=

1 _ I
= o Z E[h; * ;™ — ETR] * h;™ — hy + ETR]" + ETR] + E[R]"] =
1

i

—E|h+hT - Nh- «hT — b % iih- T+ iih. . lZN:h- ' _
) = N & N W L) T 229)

=2~

i=1 i=1 i=1

= var(h) + E[h] * E[h]T — % « (var(h) + E[h] * E[h]T + (N — 1) = E[h] * E[R]") +
+% « [(var(h) + E[h] * E[h]T) * N+ E[h] x E[h]T (N2 = N)] =

= var(h) * (

N-1) .
N # var(h).
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Jak je vidét, pokud nezname stiedni hodnotu, nelze ji v rovnici (2.21) nahradit
odhadem, nebot’ poté dava rovnice stranné odhady. Jde to ale napravit tim, Ze rovnici

(2.23) upravime do nasledujiciho tvaru:

1

var(h) = =5

N
* Z(hi — E[A]) * (h; — E[RD™. (2.24)
i=1

Takto upravena rovnice dava pii nahrazeni stiedni hodnoty jejim odhadem
nestranné odhady variance. Pokud tedy pomoci rovnice (2.24) vypoéteme kovarianci
mnoziny h, jeZ je vykreslena na obrazku 5, bude se odhad variance rovnat 1.0005.

Stejné jako u stfedni hodnoty je dilezité zminit nékolik vlastnosti pii vypoctu

variance, jez jsou vidét na nasledujicich vypoctech:

var(h + ¢) = var(h), (2.25)

var(c * h) = c¢? * var(h), (2.26)

kde c je libovolna konstanta.

Dalsi popis neurcitosti je pomoci kovariance. Je to vlastné hodnota, kterd nam
fika miru linearni zavislosti dvou realizaci nahodnych veli¢in. Pro pfiklad vyuzijeme
zavedené nahodné proménné d a h.

Nejdiive si zadefinujeme vzorec, kterym se pocita kovariance, vypada

nasledovné:
cov(d,h) = E[d = hT] — E[d] * E[h]T = E[(d — E[d]) * (h — E[h])T], (2.27)

kde cov znaci funkci kovariance. Odhad kovariance se vypoc¢te pomoci nasledujiciho
vztahu:
N

covld,h) =+ ¥ (d; ~ E[d]) * (b — E[h])". (2.28)

i=1
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Rovnice (2.28) dava nestranné odhady stejné jako u rovnice (2.21) pouze
Vv piipad¢, ze zndme stfedni hodnoty obou veli¢in. Pokud bychom méli pouze odhady
téchto stfednich hodnot, vzorec (2.28) se musi upravit, pokud chceme dostavat

nestranné odhady, takto:

cov(d, h) =

N
o (4~ B - by - BB, 0.29)
i=1

Stejné jako u stfedni hodnoty a variance existuji urcitd pravidla pii vypoctu

kovariance a vypadaji nasledovné:

cov(h,bxh+c)=E[h*(bxh+c)T]—E[h]*E[bxh+c]T =
(2.30)
=b*E[h* (W] +c—b*E[h] *E[(h)]T — c = b * var(h),

kde c a b jsou libovolné konstanty.
Dosud jsme uvazovali jednotlivé realizace h;, které byly navzajem nezavislé a
kde index i znacil pouze, o kterou realizaci jde. Lze ale napiiklad uvazovat nasledujici

proces.
hi+1 =Ax* hi + fi' (231)

kde ¢ je ndhodna veli¢ina popsana jako N(0,R;) a konstantni parametr A je mensi
v absolutni hodnoté neZ jedna. U takovéhoto procesu dolni index znaci, v jakém
casovém okamziku byla realizace zméfena. Lze tedy vyuzit naptiklad rovnici (2.29),
u které bychom nepocitali s dvéma realizacemi, ale pouzili bychom jednu realizaci h;
jak je vidét v nasledujicim vypoctu:

N
— 1 _ —
cov(l) = ==+ ). (heey ~ EIR]) = (b ~ ETRD)", (2:32)
i=1
kde parametr j umoziuje Casovy posun realizaci z procesu popsaného rovnici (2.31).
Timto vypoctem lze vypocitat kovarianci jedné nahodné veli¢iny posunuté o libovolny
Casovy okamzik. Obvykle je rozumné uvazovat velké N, pii kterém se proces (2.31)

ustali tak, aby pocate¢ni podminky neovlivitiovaly spravnost vypoctu rovnice (2.32).
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2.4. Stavovy stochasticky popis systému

V kapitole 2.2 jsme si ukazali, jak popsat systém deterministicky. Tento popis
je vsak casto nevyhovujici, zejména proto, ze takto popsany systém neodpovida
zkoumané realité¢. Témito divody jsou napiiklad nepiesnost v deterministické Casti,
ktera vznikne pii matematickém modelovani, nebot’ realitu nelze nikdy popsat
dokonale. Dal§im divodem jsou také poruchy, které plisobi na stav systému a nedaji
se nijak predpovidat, nebo napiiklad urcita nepiesnost méticich pfistrojii ¢i senzorii
méfici vystup systému. To je nckolik hlavnich divodi k zavedeni neurcitosti
do deterministického modelu a tim vytvoteni stochastického modelu.

Stochasticky model by tedy vypadal nasledovné, pokud bychom
pro zjednoduseni zvolili vektor stavu jako x, vektor vstupi u, vektor méfeni y, vektory
poruch w a v a matice budou znafeny A, B s C. Takto zvoleny proces by vypadal

nasledovngé:
Xp+1 = Axxp + B xup +wy (2.33)

Vi = C * Xp + V. (2.34)

V rovnici (2.33) ptibyl vektor w. Tento vektor je bila porucha w € R™**1,
kterou Ize reprezentovat tfemi zptisoby. Zaprvé jako nepiesnost systému, které jsme se
mohli dopustit pfi modelovani redlného procesu, zadruhé jako ndhodnou poruchu
pusobici na systém, kterou nelze méfit a tim ji zapocitat jako korekci do systému, a
zatfeti jako neurcitost, ktera vznika pii generovani fizeni. Vektor w bude mit
gaussovské rozd¢leni s nulovou stfedni hodnotou a kovarianéni matice bude
symetricka pozitivné¢ definitni matice Q € R™*™. Poruchu lze popsat jako
w ~ N(0, Q).

V rovnici (2.34) ptibyl vektor v. Tento vektor je bila porucha v € RP*1,
kterou lze prezentovat jako poruchu, ktera vznika jednak nepiesnosti systému, jednak
nepiesnosti senzort méficich vystup systému. Vektor v bude mit gaussovské rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou a kovarianéni matice bude symetrickd pozitivni definitni

matice R € RP*P, Poruchu lze popsat jako v ~ N(0, R).
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3. Odhad stavu stochastického systému

Tato kapitola se zabyva odhadem stavu diskrétniho dynamického systému
pomoci Kalmanova filtru a jeho pfedpoklady a vlastnostmi.

Pro nasledujici text byly zdrojem [20] a [30].

3.1. Kalmanuv filtr

Pro odhad stavu stochastického systému se dnes pirevazné vyziva Kalmanova
filtru, dale znafeny uz jen KF. Tento rekurzivni linearni filtr generuje nestranné
odhady stavu ve smyslu podminéné stiedni hodnoty neznamého dynamického systému
ze zaSumeénych dat zméfenych v diskrétnich ¢asovych okamzicich. Tento filtr je velice
pouzivany napiiklad v oblastech automatickych fidicich, komunikac¢nich,
monitorovacich ¢i naviga¢nich systémech.

Tento filtr byl navrzen v 60. letech a obsahuje dvé ¢asti — filtraci a predikci.
KF vychazi z linearniho diskrétniho stavového popisu systému, jako jsou rovnice
(2.33) a (2.34). Je také dulezité fici, ze tyto rovnice musi obsahovat poruchy w a v,
které jsou bilé, jak uz bylo nadefinovano, ale navic musi byt tyto poruchy navzajem

nekorelované, jejich vzajemna kovariance tak musi byt nulova.

3.2. Kalmanuv filtr - filtrace

Rovnice KF vychazi ze vztahu pro vypocet optimalniho aposteriorniho odhadu

pomoci linedrniho filtru, ktery vypada nasledovné:
& & -1 ~
Rielie = Xrelie=1 + By * Bypy  * (Vi = Pre-1), (3.1)

kde X je odhad stavu systému, P, dale uz jen P, je prediktivni kovariance

Yklk—-17

chyby odhadu stavu a odhadu méfeni, B, .,

dale uz jen P,, je kovariance chyby
odhadu méfeni, y je méteni a § je odhad méfeni. Index napiiklad u X, znati, ze tento
odhad stavu je v ¢ase k, jak znaci prvni pismeno Vv indexu, a druhé pismeno znaci, ze
bylo pouzito méfeni do ¢asu k. Proto je rovnice (3.1) filtra¢ni, nebot’ jsme méli méteni
i v ¢ase K. Soudin kovariance P,y a Py_1 se také znaci jako Kalmantv zisk L € R"*P,
déle znaceny uz jen KZ.

Pii pohledu na rovnici (3.1) lze fici, Ze pro odhad stavu v ¢ase kK musime znat

predikci z ¢asu k — 1 do ¢asu k a dale pak méfeni v Case k a predikci méfeni z Casu
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k — 1 do ¢asu k. Rozdil méfeni v ¢ase k a jeho predikci nam vlastné tika rozdil chyby,
jaké jsme se dopustili pfi vypoctu predikce. Tato chyba je zpocatku zapiiinéna
pocatecni volbou stavu v ¢ase 0, kdy jsme jest¢ neméli méfeni a kdy stav neslo
odhadnout. Dal§im divodem této chyby je porucha, kterd pilisobi jak na stav, tak i na
meéfeni systému, predev$im kvili tomuto je zaveden a pouzivan KF, aby se tato
porucha co nejvice eliminovala. Tato chyba se nasobi KZ L tak, aby korekce, kterou
piipoéteme Kk predikci stavu, byla optimalni, aby se odhad stavu v ¢ase k blizil co
nejvice ke skuteéné hodnoté. Je také vidét, Ze pokud by neexistovala zddné linearni
zavislost stavu X a méfeni y, byla by kovariance P, rovna nule a tim by méfeni
nijak neovlivnilo predikci stavu do c¢asu k, a tak by se predikce stavu
do ¢asu k rovnala filtraci v ¢ase k. Pokud by naopak kovariance Py, byla velka, méfeni
by ovlivnilo predikci hodné. Dalsi kovarianci, kterd ovliviiuje tuto chybu, je B,. Tato
kovariance ndm vlastn¢ fika, jak moc méfeni y kolisa kvadratickou odchylkou od jeji
sttedni hodnoty. Toto kolisani zptisobuje porucha ovliviiujici méfeni, pokud by tedy
vystup hodné kolisal, byl by tedy zatizen velkou poruchou, tak by se méfeni opét
neuplatnilo ve filtraci v case k. Stejné tak, pokud by meéfeni bylo konstantni,
kovariance P, by bylo hodné mal4 a méfeni by se uplatnilo hodné ve filtraci v Case k.
Pro pouziti rovnice (3.1), ale musime nejdiive znat odhad méfeni, ktery

vypocteme dle nasledujiciho vztahu:

Prjk—1 = Elyi] = E[C * xgpeo1 + Vi) = C * Zye-1. (3.2)

Dale pak musime vypocitat kovariance z rovnice (3.1) ktera vychazeji

nasledovné:
Py = Eyi * YTl = Prjker * Tip—1’ =
= E[(C * x + v) * (C % xp + v3)T] = € * Ry * Ripre—g’ *CT =
(3.3)

=C(* (E[xk * X '] — fk|k—1 * J?k|k—1T) *CT +E[vg xv,T] =

= C*Pklk_l*CT‘l‘R,
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. . T
Pey = E[xp * Y"1 = Riepe=1 * Jije-1. =
= E[xp * (C * x + vi)T] = Rieje—1 * Rpepe—1 ¥ C7 = (3.4)
= (E[xk *xp ] = fk|k—1 * fk|k—1) «CT = Prlr—1 * cT.

Pokud tyto vypoctené vztahy (3.2), (3.3) a (3.4) dosadime do prvotni rovnice
(3.1), vztah bude vypadat nasledovné:

Rije = Ripk—1 + Prji—1 * CT % (C * Ppge—q * CT + R)_l * (Y — € * Rygjpe—1)- (3.5)
Tento vztah se také Casto prepisuje do nasledujiciho vztahu:
Rk = Xijk—1 + Ly * (yx—C = J?k|k—1)» (3.6)
kde KZ L je definovan takto:
Lic = Pyje—1 * CT % (C * Pyepe— * CT + R) ™. (3.7)

Tento zisk se v priabéhu odhadu stavu méni, az nakonec dokonverguje
k optimalni hodnoté, ktera zpusobi, ze odhad stavu bude mit minimalni moznou
odchylku od skute¢ného stavu, nebot’ poruchy na stavu a méfeni jsou neptredvidatelné
a tudiz je nelze zcela eliminovat.

Také je dulezité upozornit, Ze zavorka (yk — C * Xy k—1) je nazyvana inovace,
ktera v jednotlivych casovych okamzicich tvofi spolecné takzvanou inovacni
posloupnost. Tato posloupnost by méla zpievazné casti, pokud tedy dojde
k optimalnimu nastaveni KZ L, byt utvafena poruchami pusobicimi na systém a
meéfeni. Ztoho také vyplyva, Ze tato inovacni posloupnost by méla byt, jako jsou
poruchy, bila. Bélost inovacni posloupnosti se ¢asto vyuziva jako kontrola kvality KF.
Pokud by byla naptiklad porucha na stavu nulova, byla by inovaéni posloupnost
tvofend pouze poruchou méfeni. Naopak pokud by porucha na méfeni byla nulova,
byla by inovacni posloupnost tvoiena poruchou stavu, kterd by se na vystupu a tim i
do inovaéni posloupnosti dostavala skrze stav systému.

Odhaduje se také kovariance chyby odhadu stavu, kterou znacime Py k. Jeji
hodnota nam tika duvéryhodnost naseho odhadu filtrovaného stavu, ktery je vypocten

v rovnici (3.1).
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Kovariance se vypocte klasickym zplsobem, jak je vidét v nasledujicim

vypoctu:

Pk = Elxy * x "] = fkuc * ??k|kT =
=E [(xk — Repe) * (2 — J?k|k)T] =

=E [(xk — Kpejk-1 = Py * Py_1 * (Yk - yklk—l)) *

T
* (xk - ??k|k—1 — Py * Py_l * (3’k - yk|k—1)) ] =
=E [(xk — Rppe—1) * (2 — fk|k—1)T] -

—E [(xk — Rppe-1) * (Ve — }7k|k—1)T] * Py_lT * nyT -

(3.8)
—Py * P, E [(}’k — Pepre-1) * (% — fk|k—1)T] +

+Pey * B, 5 E (i = Digi-) * 0 = Fupen) | * B «p,T =

_1T _
= Pejpo1 — Py * B, %Py  — Py x B, x By +

+Py, P« P« BT BT =

-1 T
=Pk|k—1_ny*Py *ny =

= Prjiet = Pagieer * CT % (C # Py * CT + R) ™ % C % Py " =

= (Inxn— L *C) * Pk|k—1r

kde matice I, , , je jednotkova matice dimenze n x n.
Pokud bychom si zavedli odchylku predikce stavu v ¢ase k a skute¢ného stavu

Vv Case k, jak je vidét na nasledujicim vztahu:
X = X — Xjre-1, (3.9)
byla by stfedni hodna této chyby, dana nasledujicim vztahem:

E[%] = E[(xx — £xk-1)] = 0. (3.10)
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Je dobré si také vSimnout z prvniho fadku rovnice (3.8), ze kovariance stavu je
vlastn¢ totoznd s kovarianci chyby zavedené vrovnici (3.9), jak je vidét

V nasledujicim vztahu:
Prjie = Elxie * 2371 = Biepiems * Bigem’ = E[ %+ 2. (3.11)

Pokud by byla tedy kovariance chyby X, mala, byla by tim padem také mala i
kovariance stavu Py, coZ by znamenalo, Ze by odhad stavu v rovnici (3.1) mél velkou

divéryhodnost.

3.3. Kalmaniiv filtr - predikce

Kalmanova rovnice pro vypocet predikce odhadu stavu vypada nasledovné:
fk+1|k=E[A*xk+B*uk+Wk]=A*fk|k+B*uk. (312)

Je ziejmé, ze jde o predikci z ¢asu k do Casu k + 1.
Kalmanova rovnice pro vypocet predikce kovariance odhadu stavu Py,qx je

vidét v nasledujicim vypoctu:
Pesie = Elxirr * X1 "] = Berape * Brwaje =
= Ax (E[xp % x3T] — Ryepre * )?k|kT) * AT + Elwy xwy T[] = (3.13)
= APy x AT 4+ Q.

Jeji hodnota nam fika duvéryhodnost nasi predikce, kterou jsme provedli
v rovnici (3.12).
Pokud bychom do této rovnice dosadili rovnici filtrace (3.8), do které byla

dosazena rovnice KZ (3.7), ziskame nasledujici vztah:

Pry1je = A * Pyjp—1 « AT —
(3.14)
—A % Pyj—q % CT % (C * P * CT + R)_1 xC % Py—g AT + Q.

Této rovnici se fikd Riccatiho rovnice, kterd ma jediné ustdlené pozitivné
semidefinitni feSeni za predpokladu stability matice A, symetri¢nosti pozitivné
definitnich matic Q a R, detekovatelnosti dvojice matic A a C a stabilizovatelnosti

dvojice matic A a I', kde Q =T = I'T, viz [30]. To znamen4, e se bude predikce
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kovariance stavu v ¢ase k do k + 1 rovnat predikci v ¢ase k — 1 do ¢asu k. Poté bude
mit rovnice feSeni P, kter¢ Ize vypocitat naptiklad pomoci piikazu
dare(A", CT, Q, R) programu Matlab. Pomoci tohoto ustaleného feseni P Ize napriklad

vypocitat optimalni KZ v rovnici (3.7) nasledovné:
LoPtimélm’ZP*CT*(C*P*CT+R)_1- (3.15)

Je také dulezité si uvédomit, Ze prediktivni kovariance stavu z rovnice (3.13),
ale i filtratni kovariance stavu z rovnice (3.8) lze vypocitat dopiedu, bez znalosti

jakéhokoliv méfeni.
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4.

4.1

Motivace a cil prace

Tato kapitola se zabyva motivaci a specifikaci cild této diplomové prace.

Predpoklady pro Kalmanuv filtr

Pti nédvrhu a implementaci KF existuje vzdy nékolik krok a ptfedpokladi,
které musi byt splnény.

Jednim z téchto predpokladii je naptiklad znalost modelu tj. matic A, Ba C. To
ovSem nebyva ve vétSiné pripadd limitujici, nebot’, jak bylo diskutovano v kapitole
2.1, tyto matice lze ziskat za pomoci fyzikalnich zdkond ¢i experimentalnich metod
identifikace za ptredpokladu nezavislosti na chybach pti méfeni experimentu.

Dalsim ptfedpokladem je znalost kovariancnich matic poruch Q a R. Tato
znalost ovSem neni nijak jednoducha. Naptiklad pii idedlnich podminkach kdybychom
védéli, ze hodnota stavu je kuptikladu neménnad vzdalenost od zdi, ktera by byla
méfend ultrazvukovym meéficem vzdalenosti. Diky tomuto méfeni by matice
dynamiky byla jednotkova, stav by se v ¢ase neménil. Na tento stav bychom tedy
neuvazovali ani poruchu prezentovanou kovarianéni matici Q. Poté by stacilo pouze
nam¢fit dostate¢né velkou mnozinu dat, ktera by reprezentovala méfeni y. Pokud
bychom vypoditali kovarianci tohoto méfeni y, ziskali bychom tim dokonce nestranny
odhad kovarian¢ni matice R, ktera by byla totozna s kovarianci méfeni. Toto je ovSem
velice specificky piipad, u kterého Ize zarucit neménnost stavu. Napiiklad pii méfeni
vzdalenosti vrtulniku od zemé by takovéto zarueni neménného stavu jako vzdalenosti
neslo vitbec realizovat. Témito piiklady byla ukazana urcitd moznost, ale spise potize,
které by vedly k identifikaci matice R. Pro zjisténi kovarian¢ni matice Q by nam
stacilo znat pfesné méteni a tim 1 pfesny stav. Diky tomu bychom mohli identifikovat
kovarianéni matici Q. Tento pfedpoklad je ale neproveditelny, nebot’ neexistuje
senzor, ktery méti bez chyb.

Zjisténi obou matic, tj. kdyby na systém pisobily ob&é poruchy najednou, je
velice obtizné. Existuje n€kolik metod, které maji ale mnohdy velice omezujici
predpoklady. Také davaji odhady, u nichZz nelze prokazat nestrannost, nebot’ jsou

zalozené na riznych aproximacich.
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4.2 Odhad kovarianc¢nich matic poruch na zakladé chyby odhadu
linearniho filtru

Metoda ACLS navrzena v [3] a dale rozsifena v [4],[5] a [21] je vyznamna
z mnoha divodu. Jednim divodem je, Ze pro systém s bilymi poruchami pusobicimi
na systém a méfeni poskytuje tato metoda nestranné odhady kovarian¢nich matic
téchto poruch. Dalsim diivodem je napftiklad to, ze metoda je analyticky odvozena.

Metoda vyuziva linearni filtr, u kterého je volba zisku ponechana na uzivateli,
a tak neni ani optimalni. Diky této uprave, znalosti systému a vypocitani odhadt
kovarianci inova¢ni posloupnosti 1ze pomoci identifika¢ni metody nejmensich ¢tverci
odhadnout kovarianéni matice poruch pusobici na systém a méfeni, diky cemuz lze
pln¢ vyuzit napiiklad KF pro odhad neznamého stavu ¢i parametrii systému.

Jako kazda identifikacni metoda ma i tato své predpoklady. Jednim z téchto
predpokladi jsou napfiklad vlastnosti poruch ptsobici na systém. Tyto poruchy musi
byt bilé, navzajem nekorelované a také ¢asoveé nekorelované. Dal§im predpokladem je
napiiklad to, ze systém musi byt t-invariantni.

Také tato metoda ma i sva omezeni ¢i nezadouci vlastnosti. Mezi tyto
vlastnosti patii za uritych podminek omezeny pocet odhadnutelnych prvka
kovarian¢nich matic, z kolika rovnic kovariance inova¢ni posloupnosti se budou
neznamé parametry pomoci metody nejmensich ¢tvercii odhadovat nebo napiiklad
otazka, jak zvolit konstantni zisk L tak, aby byla kvalita odhadnutych kovarian¢nich

matic byla co nejvétsi a aby byla metoda viibec stabilni.

4.3 Cil prace

Prvnim cilem této prace je analyzovat a nasledné najit vhodnou volbu
konstantniho zisku L v linearnim prediktoru. Jednoduchymi simulacemi se da ukazat,
ze volba tohoto zisku ovliviiuje kvalitu odhadu kovarian¢nich matic poruch Q a R.
Proto také bude v této praci jednim z cilt analyzovat vhodnou volbu tohoto zisku.

Druhym cilem bude implementovat tuto metodu v softwarovém programu
Matlab, kde budou metoda a jeji vlastnosti testovany.

Poslednim cilem bude ukazat, ze tato metoda se da vhodnou volbou
konstantniho zisku L rozsifit 1 pro pifipady, kdy na méfeni bude plsobit mnohem
komplexné&jsi porucha. Struktura této komplexni poruchy byla navrzena tak, aby
odpovidala porucham, které pisobi na inerciondlni senzory, které se vyuzivaji dnes

v mnoha aplikacich sahajicich od mobilnich telefont az po letectvi.
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5. Autokovarianc¢ni metoda pro odhad

kovarian¢nich matic poruch LS

Tato kapitola se zabyva metodou ACLS jejim odvozenim, vlastnostmi a také

specifikaci omezeni ¢i nedostatkd.

5.1 Odvozeni metody

Tato metoda je navrzena pro systém, ktery je popsany rovnicemi (2.28), (2.29)
a také diskutovana v [3] — [5] a [21]. Pro tento systém lze pouzit rovnici Kalmanova
filtru (3.6) a (3.12). Pokud bychom dosadili rovnici filtrace (3.6) do rovnice predikce

(3.12), ziskame tim rovnici, ktera vypada nasledovné:
Rirrle = A* Rigpi—1 + A % Lig ¥ (Vi — C * Rygpe—1) + B * ug.. (5.1)

Pokud bychom navic za méfeni v ¢ase k dosadili rovnici méfeni, ziskame tento

vztah:
)?k+1|k = A * £k|k—1 + A * Lk * (C * Xy + UV — C * 56\k|k—1) + B * Ug. (52)
Dale bychom si nadefinovali chybu prediktivniho odhadu stavu, ktery vypada
nasledovné:

€k = Xg = Xg|r-1, (5.3)
¢i o jeden krok posunutou:
€+l = X+1 — Xk+1k (5.4)
Tato chyba odpovida odchylce predikovaného stavu v ¢ase k do ¢asu k + 1 a

skute¢ného stavu v ¢ase k + 1. Pokud bychom do tohoto vztahu (5.4) dosadili rovnici

(5.2), ziskame tento vztah:

Ex1 = Xpg1 — A * Xgpoq — A x Ly * (C * X + v —C *??k|k—1) — B *uy. (5.5)
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Dale bychom za stav v ¢ase k + 1 dosadili stav v ¢ase k z rovnice stavu (2.33)

a tim bychom ziskali tento vztah:
—A 5 - (5.6)
Ek41 = A * X +B*uk+wk—A*xk|k_1 —A*Lk *(C*xk +vk—C*xk|k_1)—B*uk.

Dalsi tipravou Ize rovnici (5.6) pfevést na tento vztah:

Ek+1 = A * (xk - £k|k—1) — A Lk * C(xk _x\k“{—l) + Wi — A Lk * V. (57)

Ze znalosti zavedeného stavu (5.3) Ize rovnici (5.7) prevést na tento vztah:
Wk
Eerr = (A= AxLx O vy + [luxn —Ax Ll x| ¢ (5.8)

Tato metoda také zavadi konstantni zisk L, ktery nahradi Kalmantv zisk Ly,
ktery byl vkazdém kroku ptepocitavan, dokud se neustalil na optimalni hodnoté.
Tento vypocet optimalniho Kalmanova zisku ovSem potiebuje znalost kovarian¢ni
matice R, ktera je pfimo soucasti pii vypo¢tu Kalmanova zisku, a také znalost
kovarian¢ni matice Q, kterd se do vypoctu dostava skrze vypocet predikce kovariance
stavu X, jenz je odhadovan pomoci Kalmanova filtru. Diky volbé konstantniho zisku
Ize ale tuto neznalost matic R a Q urCitym zpusobem obejit. To vSak nese i své
zaporné stranky, mezi n¢ patii skute¢nost, Ze takto zvoleny zisk neni optimalni, a tak i
z Kalmanova filtru nelze ziskavat nejlepsi odhady stavu x. To ale této metod¢ nevadi,
nebot’ ji o spravny odhad stavu ani nejde.

Dale nadefinujeme nové matice A, G a vektor wy, které odpovidaji

nasledujicim vztahtim:

A=(A—AxLxC), (5.9)
G=[lhxn —A*L], (5.10)
W, = [VT';,’;] (5.11)
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Diky tomu lze rovnici (5.8) ptepsat do nasledujici kompaktni formy:
Exi1 = Ax g + G * Wy, (5.12)
A€ R™™™; G € R**(#P); i ¢ R(WHP) X1 (5.13)

kde rovnice (5.12) popisuje rovnici dynamiky chyby odhadu stavu rovnice (5.3).
Rovnice (5.13) ukazuje ptislusné dimenze matic a vektoru w, ktery je tvotren chybou w

a Vv a jehoz popis pies prvni dva momenty vypada takto:

W~N(O,g g])=1v(o,@). (5.14)

Abychom ziskali popis celého chybového modelu, musime také zavést

vystupni rovnici, ktera vypada nasledovné:
Zg = Y — V=1 = C * X + v — C * X q = C * & + vy (5.15)

Dulezité je, ze tento vystup musi byt méfitelny, a proto byl také zvolen
jako inovacni posloupnost, kterou lze ziskat z rovnic Kalmanova filtru (3.6) a (3.12),
pii¢emz v rovnici (3.6) je, jak uz bylo psano, Kalmanuv zisk nahrazen konstantnim
ziskem.

Z rovnic (5.12) a (5.15) mame tedy zavedeny chybovy model, jehoZ vystup je
inovacni posloupnost. Pro stabilitu tohoto systému z teorie stability pro diskrétni
dynamické systémy je dilezité, aby systém mél vSechny pdly systému, VnaSem
piipadé vSechny vlastni ¢isla matice A, stabilni, tj. aby byly mens$i nez jedna
Vv absolutni vzdalenosti od pocatku. To také znamenad, ze volba konstantniho zisku L
Vv rovnici (5.9) ma sva omezeni.

Nasledujicim vypoctem si ukdZeme, Ze veli¢ina € mé stiedni hodnotu nulovou:

Elexi1l = E[Ax g, + G xw,] = A*E[g] + G+ E[w] = A*E[g] =0, (5.16)

nebot’ stfedni hodnota poruch E[W,] je rovna nule a za ptedpokladu stability
matice A se stfedni hodnota chyby prediktivniho odhadu stavu ustali, tudiZ bude platit
Elexs+1] = Elex], tim paddem se stiedni hodnota chyby prediktivniho odhadu bude

rovnat nule.
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Jako dalsi se nam bude hodit kovariance stavu g, kterou vypocitame

nasledujicim vypoctem:
covfegi] =E[(Ax e+ G+xwy) * (A g + G xwy)] =
=E[Axegx e AT+ G+ wy »wy,” xGT| = (5.17)
= Axcov[e] *AT + G+ Q *GT.

Pokud bude, jak uz bylo fe¢eno, matice A stabilni, bude mit tato Ljapunovova

rovnice ustalené feSeni P~ . Toto ustalené feSeni se vypoc€ita nasledujicim vypoctem:
covl[e] — A*cov[e] *AT =G+ Q *GT. (5.18)

Na tuto rovnici pouzijeme vektorovy operator vec (viz Ptiloha), ktery bude

znacen pro jednoduchost dolnim indexem S. Rovnici lze dale upravit nasledovné:

Uz yn2—AQ®A) *cov[e]ls =(G*Q xGT)g
(5.19)
covlels = U242 —AQ A) 1% (G R G)* Qs =P,
kde @ znaci Kroneckeriv soucin (viz Pfiloha).

Déale si ukazeme hlavni podstatu této metody, coz je vypocet kovariance
inova¢ni posloupnosti neboli také vystupu modelu (5.15). Tento vypocet je zaloZen
na kovarianci vystupu v jednom c¢asovém okamziku. Jelikoz vime, ze inovacni
posloupnost ma nulovou sttedni hodnotu, vypocet kovariance vypada tedy nasledovngé:

Elzg+2z"y] = E[(C*ex + i) * (C g + )" ] =
(5.20)

=E[Cxg g,  *CT +vpx1T] =

=C*P *CT +R.
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Dalsi kovariance bude vypoctena pro vystup (5.15) posunuty o jeden ¢asovy

index:
E(zgy1 * 2" ] = E[(C * 1 + Vgs1) * (C * g +13)7] =
=E[(CxAxg+C*G*xWy +vppq) * (Cxeg + )T =
=FE[CxA*egxe,T «CT+C*G*Wy *v,, 7] = (5.21)
=C*A*P™ % CT+C *[lnxn —A*L]*[g]:

=C*A*xP " *xCT —CxAx*L=R.

A takto bychom mohli pokracovat pii vypoctu kovariance pro rizné posunuti

vystupu (5.15):

E[Zk+j*ZTk]=C*Aj* P~ xCT —C*AI "1« AL R, (5.22)

kde index j =0, ..., O znaci hodnotu posuvu jednoho vystupu od druhého, pro které je
vypocet kovariance provadén.

V téchto rovnicich ovSem figuruji neznamé kovarian¢ni matice R a Q. Matice
Q se ukryva ve vypoCtu ustalené hodnoty kovariance v rovnici (5.19). Tohoto
problému se zbavime, pokud do rovnice (5.20) dosadime ustalenou hodnotu

kovariance z rovnice (5.19) a upravime ji, jak je vidét v nasledujicim vypoctu:
Elzj*zT1)s = (CRC) x(I2 42 —AQ A) ™1 % (G ® G) * Qs + Rg =

=(CQC)*x(I2y2—ARA) % (G+xQ*GN)g+Rg =

=(C®C)*(Inzxnz—z‘f®/i)_1*([1nxn _A*L]*g g]*[—lzx*nLDs—l_RS:

=(CRC)*Up2ypz2—ARA) 1« (Q+A*L*R+LT xAT)g+ Rg =
(5.23)
=(CQRC) (2, 2—AQA) 1 xQs +
+(C®C)*(Inzxnz—J@A)_l*((A*L)®(A*L))*R5+R5=
=(CQRC) (2, p2—AQA) 1 %Qs +
+((CQO) *Up2,n2—AQA) ™+ ((A*L) ® (A* L)) + L2, ,2) * Rs.
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V této jedné rovnici mame na pravé strané¢ dvé neznamé — vektory Qs a Rs.
Abychom mohli vypocitat tyto nezndmé, musi byt minimalné pocet rovnic roven
poctu neznamych v rovnicich. Proto vyuZzijeme rovnici (5.21), do které také dosadime

ustalenou kovarianci zrovnice (5.19) a upravime ji, jak uvidime v nasledujicim

vypoctu:

Elzi%zT31]ls = (CRC*A) * (232 — AR A1+ (GRG) * Qs +
+ (Ipxp ® (C* A% L)) xRy =
=(C®C*fT)*(lnzxnz—A@A)‘l*(G*Q*GT)S+(Ipo®(C*A*L))*R5=

:(C®C*/D*(In2xn2_A®/D_1*([Inxn _A*L]*[g 2*[—12)(*”11])5-'_

+(Ipxp®(C*A*L))*R5:
=(CQRC*A)* (2 yn2—AQA) T *(Q+A*LxR*L" xAT)s + (5.24)

+ (Ipxp ® (C+ A% L)) R =

=(CQC*M*(Upzynz—AQ A Qs +

HCRC+A) * 2z —AQ )™+ ((A*L) ® (A% L)) * Rs +

+ (Ipxp ® (C+ A% L)) % Rs =

=(CQC*M)*x(Upzyn2—AQ A % Qs +

+H((C®Cr D x Uy = AR D™ 5 (A1) ® (45 1)) + Iy ® (Cx A% 1)) 4 Rs.
Pro dalsi rovnice s neznamou Qs a Rs lze stejné jako v piedchozich ptipadech

dosadit ustaleny stav P~. Rowvnice (5.22) pro libovolny cCasovy posun vypada

nasledovné:

Elzi* 274 j] = (C® (C* A)) * Up2ynz —A@ A7 % Qs +
(5.25)
+((C®CHA) (22— A® A+ (A+ L) ® (A% L)) + (Ipy ® (C x AV~ x A% L))) %Ry,
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|
A, = |
|

1
I
[
(CRC*A" ) x (22— AQ A1+ ((A ) L)@ A*L))+ (Ipxy @ (Cx A% 2 x A x L))J

Vsechny rovnice jako (5.23), (5.24) a (5.25) lze nyni piepsat do maticového

tvaru, jenz vede k nésledujici rovnici:
A *0(Q,R) =ﬂ*[gﬂ = b, (5.26)
kde matice A, kterou lze rozepsat do dvou matic, ktera je dana nasledujici rovnici:
A=[A; Al (5.27)

kde A, reprezentuje znamou matici, ktera se nasobi s neznamou Qg, a matice A,
prezentuje matici, jez se nasobi sneznamou Rs. Podoba téchto matic je vidét

V nasledujicich rovnicich:

[ RO *Upypz—ARA™ ]
A _| CRC*A)* (22— AR AT
1~ .

l(C Q C+ A7) « (.Inzxnz -AQ® /T)_lj

CRO)*Up2yz =A@ A1+ ((A*L) ® (A L)) + 12,2
(CRC*A) xUpzynz—AQ D™ 5 (A*L) ® (A% L)) + (Lpy ® (Cx A+ 1))

V rovnici (5.26) je také jesté vektor neznamého parametru 6(Q,R), ktery
obsahuje vSechny prvky matic Q a R. Dale je v rovnici (5.26) jesté vektor pravé strany

b, ktery je tvofen kovariancemi inova¢ni posloupnosti a ma nasledujici podobu:

[ 1
p= | Elzy * 2" 144] | _ (5.30)
| |

Celkovy pocet kovarian¢nich rovnic je roven O. VSechny tyto kovariance ale
nezname. Muzeme vSak vypocitat jejich odhad pomoci rovnice (2.32). Pti znalosti
nulové stfedni hodnoty inovacni posloupnosti 1ze vypocitat nestranny odhad napiiklad

prvni kovariance dle nasledujiciho vztahu:

N

1

E[Zk*sz]=N_1*ZZk*sz. (5.31)
1
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Nebo pro libovolny ¢asovy posun j inovaéni posloupnosti lze vypocitat odhad

kovariance stejn¢ jako v rovnici (2.32) dle nasledujiciho vztahu:

N

1
E[Zk*ZTk+]] “N_1-" E Zk*ZTk+j. (5.32)

Témito vypocty (5.31) a (5.32) l1ze vypocitat odhad celé pravé strany rovnice
(5.26), ktera bude tedy vypadat nasledovné:

(5.33)

Nyni stadi pouze za vektor b dosadit nestranny odhad b a vyfesit soustavu
linearnich rovnic (5.26) pomoci metody nejmensich ¢tverci. Diky metodé nejmensich
tverct (viz Piiloha) lze ukazat, e pokud do rovnice (5.26) dosadime odhad b,

vysledny odhad neznamého parametru 6(Q, R) je nestranny.

Vlastnosti metody

Jednou z velkych vyhod této metody je jisté fakt, jak uz bylo feceno, Ze
metoda je analyticky odvozena a dava nestranné odhady kovarian¢nich matic.

Dale pak tu vS8ak mame 1 vlastnosti, které pisobi urcité problémy v odhadu ¢i
jejich vysledné kvalité. Vlastnost, ktera ovlivituje kvalitu odhadu, je jisté volba
konstantniho zisku L vrovnici (5.9). Volbu L ale nelze délat libovolné. Musime
zaruCit stabilitu stavové rovnice chybového modelu (5.12). Na ukazku bude uveden

ptiklad, ktery bude prezentovat volbu zisku L na kvalitu odhadu. Zvolime tedy systém:

A=05C=10=1R=1. (5.34)

Pro takto zvoleny systém mizeme zisk L volit vrozmezi od -1 do 3, aby
stavovd rovnice chybového modelu (5.12) byla stale stabilni. To se d& jednodusSe
ukdzat nasledujicim vypoctem:

[A—A*xL*xC|<1
10.5(1—-L)| <1
-1<L<3.

(5.35)
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Je také dulezité fici, ze tento vypocet lze provést pouze pro systém prvniho
radu.

Pokud tedy nasimulujeme metodu ACLS pro 100 kroku systému, 10000
Monte Carlo simulaci a O = 4 kovarian¢ni rovnice, pro takto zvoleny systém bude

kvalita odhadu, kterd byla volena jako variance odhadu, vypadat nasledovné:

150 - ¥ " 40
100 1
S &
s H 20
> 50t -
107
0 A ’\K 0 L sl
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
L L
2 2 I
Variance
1.5 T 157 *  Min(Variance)
<§ <5_:}\ 2*Min(Variance)
SN—" 1 ] ~— 1 i
— —
& <
> >
0.5 " 1 05} ]
0 - - : 0 ' ' '
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
L L

Obriazek 6 — Variance odhadu v zavislosti na volbé L

kde na prvnich dvou grafech v obrazku 6 je vidét variance odhadu matic Q a R, je zde
také vykreslena minimalni variance a pro ptedstavu také, jak se zhorSi odhad
pii Spatné volb¢ zisku 1 dvojnasobek minimalni variance. Na dalSich dvou grafech je
pouze piiblizeni prvnich dvou graft. Je tedy vidét, ze volba zisku ovlivni vyslednou
kvalitu odhadu. Je také dualezité si v§imnout, Ze minimum variance odhadu matice Q a
matice R jsou na stejném miste, proto zde existuje pouze jeden zisk L, pro ktery bude
variance odhadu pro ob¢ kovarian¢ni matice minimalni.

Pokud méame systém prvniho fadu, je mozné urCit omezeni volby zisku

jako v rovnici (5.35) a Ize tedy volit zisk ,,pouze* z takto zvoleného intervalu. Pokud

vvvvvv
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Pro piiklad bude ukdzan odhad vlastnosti poruch pro systém, ktery je dan

nasledujicimi maticemi:

0 1 0 05 0 0
A=] 0 0 1 [;€=10 1 05];
4

0324 081 -—0. 12 04 01
(5.36)
1 05 06 08 04 0.3
Q=105 3 -—03;R=[04 1 o1
06 —03 2 03 01 2

Zisk L byl zde vypocitavan dle rovnice (3.14) a (3.15), kde za matice Q a R,
které bereme jako nezndmé, byly postupné dosazovany matice Q4 a R4. Pro ptiklad
matice Q4 se pocitala pomoci vztahu Q, = I, * ¢, kde ¢ € {0, {2171}3% }. Stejné tak
se pocitala i matice Ra, jen méla jednotkovou matici dimenze p x p. Simulace systému
bude opét provadéna pro N = 100 krokd, 10000 Monte Carlo simulaci a O = 4

kovarian¢nich rovnice. Vysledné variance odhada vypadaji nasledovné:

%104 x10°

Var (R)

Var (R)

> 100

Obrazek 7 - Variance odhadu v zavislosti na volbé Qa a Ra
kde na prvnich dvou grafech v obrazku 7 je vidét soucet unikatnich prvkd varianci
odhadt matic Q a R. Na dalsich dvou grafech je pouze piibliZzeni prvnich dvou grafi,
kde na ose Q4 a R4 jsou hodnoty indexu i, jez byl vyuzit pro jejich vypocet. Zde je

vidét stejné jako v predchozim piipadé, ze variance odhadu opét zavisi na volbé zisku
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Var (Q)

L. Je také vidét, ze pokud zisk pocitame z rovnice (3.14) a (3.15) jako v tomto piipadé,

nezalezi na velikostech matic Qa a Ra, ale zejména na jejich poméru. Otazkou tedy

zustava, jak nalézt optimalni zisk L tak, aby vysledna variance odhadu byla minimalni.

Dalsi vlastnosti, ktera plsobi urcité problémy v odhadu, je volba poctu

kovarian¢nich rovnic O. Jako ptiklad bude opét simulovan systém popsany v rovnici

(5.36), kde bude zisk voleny pro jednoduchost nulovy a po¢et Monte Carlo simulaci

bude 10000. Vysledky simulace vypadaji nasledovné:

10

<

Var (

1.8

1.77¢

157}

14

104

16}

4 6 8 10
Podet rovnic M
<104
4 6 8 10

Podet rovnic M
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N=100

% Min(Varinace(100))
N=1000
Min(Varinace(1000))
N=10000

k  Min(Varinace(10000))

2 4 6 8 10
Podet rovnic M
2 4 6 8 10

Podet rovnic M

Obrazek 8 - Variance odhadu v zavislosti na volbé N a poétu kovarianénich rovnic

kde na prvnich dvou grafech v obrazku 8 je vidét variance odhadu matic Q a R

pti riznych poctech rovnic a kroki N. Na dalSich dvou grafech je pouze pftiblizeni

prvnich dvou grafti. Jednotlivé variance jsou vynasobeny poc¢tem kroka N, to je proto,

aby bylo dobie vidét, ze pro systém, ktery budeme méfit desetkrat déle, pomoci

metody ACLS dostaneme piiblizné desetkrat mensi varianci odhadu. To znamena, Ze

pokud chceme identifikovat kovarianéni matice poruch, méli bychom pocet krokd N

volit co nejveétsi. Z obrazku 8 je také patrné, ze pro nejmensi varianci odhadu matice R
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je nejlepsi volit Ctyfi rovnice, kdezto u matice Q vychdzeji nejmensi variance odhadu
V pruméru pro pét rovnic. Proto byly ¢tyfi rovnice uréeny jako vhodna volba. Tyto
zaveéry vychazely i z jinych simulaci pro jiné systémy nez (5.36).

Posledni  vlastnosti nebo spiSe omezenim je maximalni pocet
identifikovatelnych prvki. Metoda ACLS odhadne vSechny prvky matic Q a R
za predpokladu, Ze budeme mit dostate€ny pocet namétenych dat, ze kterych se utvari
(5.33), a pouze pokud matice A v rovnici (5.26) ma plnou hodnost. Jak uz bylo psano
v rovnici (5.27), matici lze rozdélit na dvé ¢asti A, a A5, Z nichZz A, ovlivituje odhad
matice Q a A, odhad matice R.

Je dilezité upozornit na nasledujici vztahy, které nam definuji pravidla pro

vypocet hodnosti matic:

rank([S + D]) < rank(S) + rank(D), (5.37)
rank(S « D) < min[rank(S); rank(D)], (5.38)
rank(S ® D) < rank(S) * rank(D), (5.39)

kde S a D jsou libovolné matice.
Nejdiive se zaméfme na hodnost matice A,. Ta je diky rovnici (5.38) déna

vztahem
rank(A;) < min[rank(C ® C x A7);rank((Iyz 4 2 — A Q A)7H)]. (5.40)

Pokud je systém (2.33), (2.34) pozorovatelny, coz je také jednou z podminek
pouziti jak uz Kalmanova filtru, tak i samotné metody ACLS, a matice A stabilni, Ize
fici, ze matice (C X C = Kj) bude mit, jak je vidét zrovnice (5.39), maximalné
hodnost n * p . Dale matice (I,;2, ;2 — A ® A)~! ma za piedpokladu stabilni matice A
hodnost n?. Coz znamen4, e matice A, dle rovnice (5.40) miize mit maximalni
hodnost n*p, z ¢ehoz vyplyva, ze dokdzeme odhadnout n*p prvkd matice Q, jez ma n?
prvkl. Pokud tedy budeme chtit odhadnout vSechny prvky matice Q, musime mit vice

nebo stejné rovnic méfeni, nez mame tad systému.
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Dale se podivame na hodnost matice A,. Ta je opét diky rovnici (5.38) a

(5.37) dana nasledujicim vztahem:

rank (C ® (C = /Tj))
rank(A,) < min |rank (U2 —AQA)™ |+ rank(lpxp QC*AI"txAx L). (5.41)
rank((A * L) ® (A * L))

Jak uz bylo fefeno, matice (C® (C*Kj)) ma hodnost n*p a matice

(Inz ynz — A ® A)~! ma hodnost n?. Matice ((A* L) ® (A L)) se sklad4 ze dvou
matic, které pfi vyndsobeni mohou mit maximélni hodnost rovnou p2. Prvni ¢len

rovnice (5.41), ve které jsme hledali minimalni hodnost, je tedy roven p2. Druh4
matice (Ipxp R (C+ALxAx L)) ma za predpokladu opétovného piedpokladu

Hlibovolné* volby L hodnost p2. Coz tedy znamena, Ze vyslednd hodnost matice
rank(A,) je z rovnice (5.37) maximalng 2 * p2. To znamen4, Ze¢ mizeme odhadnout
vSechny prvky matice R, kterych je p2.

Z ptedchozich vypocti je vidét, ze v matici R se daji odhadnout vSechny
prvky, ale u matice Q, pokud mame méné rovnic méfeni nez systému, pouze n * p.
Proto bylo provedena simulace systému tietiho fadu se dvéma méfenimi. Matice Q ma
devét prvku, ale Ize odhadnout pouze Sest, to se potvrdilo a odhad celé matice Q byl
nespravny. Proto bylo vyuZito poznatku, ze matice Q je symetrickd a ma pouze Sest
unikatnich prvkua, a proto byly sjednoceny vektory matice A, jeZ odpovidaly stejnym
kizovym prvkim. To znamen4, Ze vysledna velikost matice 4, neméla devét sloupct,
ale Sest, coz odpovida maximalnimu poc¢tu moznych odhadnutelnych prvkii matice Q.
Ukézalo se, Ze minimalizaci matice A, na unikatni prvky se vsSak snizila hodnost
matice z ptivodnich Sesti na pét. To znamena, ze v tomto piipadé celkem dokazeme
odhadnout maximalné osm prvki, pokud jako neodhadovany prvek byl prvek
na diagonale, a sedm prvkd, pokud by to byl prvek mimo diagonalu. Neodhadovany
prvek by se ovSem musel zvolit, coz pokud bychom tento prvek zvolili tak, ze by

neodpovidal skutecné hodnoté prvku, nebyl by vysledny odhad nestranny.
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6. Kovarian¢ni matice odhadu a jeji horni mez

Tato kapitola se zabyva tim, jak zvolit zisk L tak, aby metoda ACLS davala

odhady s minimalni varianci.

6.1 Odvozeni metody

Na zacatku predchozi kapitoly 5.2 byl na obrazku 6 a 7 ukazan problém volby
linearniho zisku L a to, jak tato volba ovliviiuje kvalitu odhadu. Pokud jsme zvolili
jako ukazatel kvality odhadu jeho varianci, bude vhodné pro volbu zisku L né&jakym
zpusobem vypocitat odhad této variance. Nejdiive se tedy podivame, jak vypada

variance odhadu metody ACLS, ktera se vypocte nasledovngé:
cov[d] =E[(6-8)+(6-8)| =
=E[(At+b— AT «B) s (AT+b— At +b) | = (6.1)
=AM+ E[(b—b)+ (b—b) |+ At = At cov[b] x A,

kde matice AT zna¢i pseudoinverzi matice A (viz Appendix). Matice A
popsana v rovnici (5.27) je znama. Problém je tedy se znalosti kovariance vektoru b
popsané v rovnici (5.33). Vypocet kovarian¢ni matice odhadu (6.1) nelze vypocitat,
nebot’ nezname matice Q a R ani optimalni zisk L. Co vsak 1ze vypocitat, je horni mez
omezujici kovarina¢ni matici odhadu. Ta pak mize byt minimalizovana vzhledem k L.
Po této minimalizaci véfime, Ze argument tohoto minima bude odpovidat optimalnimu
zisku L.

Nejprve se podivejme na kovarianci b pouze pro prvni kovarianéni rovnici,
pti které nebyl zadny ¢asovy posuv j. Pro zjednoduseni bude prvni rovnice znacena

nasledovné:

~ 2
E[zy * zT]s = Cs. (6:2)

Kovariance rovnice (6.2) se da vypocitat pomoci vzorce (2.27), jak je vidét

V nasledujicim vztahu:

cov[ Cs] = E[Cs * Cs' | — E[ Cs]  E[ Cs] - (6.3)
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. rur - - Coer A AT
Nejdiive se v rovnici (6.3) zaméfme na prvni ¢ast vypoctu, a to E [ Cs * Cg ],

kterou pomoci rovnice (2.32) vypocitame nasledovné:

N N T
E[CS* CST]——Z*E (Zzi*ziT) * ZZ]*Z]T =
i=1 s U=t s
(6.4)
N N
1
_F*E z:z:(zi*z1 )s * (2 z;7)
i=1j=1
Pro zjednoduseni zavedeme nasledujici substituci:
6.5
a; = (27" )s. (6:3)

Poté se da rovnice (6.4) piepsat a upravit do nasledujici podoby:

N
E[CS*CST]=%* ZE[ai*aiT]+ZZE[ai*ajT]_ (6.6)

Je dulezité si také uvédomit, Ze kovariance jednoho prvku sama Se sebou
ve stejném okamziku bude mit vzdy vétsi hodnotu nez kovariance dvou prvkd nebo
jednoho v riznych casovych okamzicich. Kovarianci dvou prvki nebo jednoho
VvV riznych Casovych okamzicich se téz fika kiizova variance. Poznatek o velikosti
kovariance jednoho prvku ve stejném okamziku a kiizové kovarianci je uveden

V nasledujicim vztahu:

covla;] = cov|a;; a;] = cov[ai; aj],Vi,j. (6.7)

Dale je také dulezité upozornit Ze inovacni posloupnost je gaussovska. To
znamena, ze se da plné popsat prvnimi dvéma momenty a dal§i lze dopocitat
ze znalosti tdchto prvnich dvou momenti. Ctvrty moment proto lze vypoditat

nasledovné:

E[(zi*2z") * (z;*2")"] = Ea; * ;"] = 3 % Cg * Cs. (6.8)

Vysledek rovnice (6.8) exaktné plati pro systém prvniho fadu. Pro systémy

vyssich rada se jedna pouze o aproximaci.
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Pokud bychom tedy poznatek z rovnice (6.7) vyuzili v rovnici (6.6), nahradili
bychom kiiZzové prvky nekiizovymi a vyuzili bychom také rovnici (6.8), rovnice (6.6)

by vypadala nasledovné:

~ 1 ~ ~
cov[ Cs] < —5[N? * 3 Cs x Cs] — E[Cs] * E[ Cs] (6.9)
kde vektor Cg je nestranny odhad Cg a tim padem plati, ze E [ CS] se rovna Cg. Tudiz

z rovnice (6.9) Ize vyvodit vztah:

cov[ Cs] < cov| Cs]up < 2% Cg * Cg, (6.10)

kde index up znaéi, Ze se jedna o horni mez kovariance vektoru Cg diky aproximaci
rovnice (6.7).

Z rovnice (5.23) vyuzijeme hned pocatecni vztah:
CG=C®C)*U2,2—ARA) 1+ (GR®G)* Qs + R. (6.11)

V této rovnici ov§em nezname vektory Rs a Qs. Proto zavedeme nasledujici
vztah:

M+ Xg = [(C®C)*(In2xn2 —A@A)—l *(G_®G)+]t] * X, (6.12)

kde vektor X reprezentuje neznamy vektor Qg obsahujici jak vektor Qg, tak i Rs.
Matice ], ma specifické rozlozeni nul a jednicek takové, aby pfi vynasobeni vektorem
Xs byly vybrany pouze prvky vektoru Rs. Kupiikladu pokud ma systém dvé méfeni

(p = 2), matice ], vypada nasledovné:

Ip x 0p (6.13)
=10 i} pxp 0 pxp ) .
]t pzxn2+n p+n Opxp pzxn Ipxp

nebo tii méfeni (p = 3), matice J, vypada nasledovné:

0

I pxp 0,2
— o pxp 0 I 0 p2-pxp (6.14)
Je = p?xn?+msp+n () , p’xn PXDP pZxn I ,
P"—pXxp Opo PXp

kde matice 0 je matice plna nul s dimenzi totoznou s jejim spodnim indexem.
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Rovnice (6.12) nam tedy nabizi jakousi nahradu za kovarianci Cg. Toho
miizeme vyuzit spolu s piedchozim poznatkem, ze velikosti kovariance jednoho prvku
ve stejném okamziku a kiizové kovariance lze tedy zavést nasledujicim vztahu:

~ . T
cov[b]up =P, x (]n ® cov[ Cs]up) * P =

=P (2 *(Jp ® (M*Zg*ZI « MT))) BT,

(6.15)

kde J,, je matice jedniCek takové dimenze, jako je pocet kovarian¢nich rovnic, tj. O, a
P. je permuta¢ni matice jedni¢ek a nul, ktera spravné pieuspofada prvky vysledné
horni meze kovarian¢ni matice.

Nyni tedy mdme maximalni kovarianci odhadu vektoru pravé strany. Mame tu
ale neznamy vektor S, ktery je tvofen maticemi Q a R. Matice Xs * XT bude pozitivng
definitni. Proto a také kvili tomu, Ze tyto matice nezname, je vynechame a vzorec

(6.15) redukujeme na nasledujici tvar:
JL) = A % Pox (J, ® (M+ M)+ BT« AT (6.16)

Pokud tuto funkci piedstavujici horni mez kovarian¢ni matice odhadu
minimalizuje vzhledem Kk L, véfime, ze takto nalezeny zisk pouzity v metodé ACLS
nam umozni ziskat velice kvalitni odhad ve smyslu jeho variance. Zisk se budeme

snazit najit pomoci nasledujiciho vzorce:

L = argmin( J(L)).

) (6.17)

Numericka ilustrace

Pro ovéteni kritéria, jeZ bylo navrzeno v piedchozi kapitole, zde bude ukazano
nékolik ptikladi, které ukazou, zda je volba zisku nalezena pomoci kritéria vhodna.

Jako prvni zde uvedeme piiklad pro tento systém:

A=-08,C=1,Q0=8R=2. (6.18)
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Variance odhadu Q

Tento systém bude provadén pro N = 100 krokt, 10000 Monte Carlo simulaci

a 0 = 4 kovarian¢nich matic. Vysledné variance odhada vypadaji nasledovné:

v 35
e 2
3 3
7 8
825/ \
C
6 8
S 2
5
154
4 20
20
10 4 6 10
Ra 0 o 2 Ra

Obriazek 9 - Variance odhadi Q a R a zisk L v zavislosti na volbé Q4 a Ra

kde zisk L zde byl vypocitavan dle rovnice (3.14) a (3.15), kde za matice Q a R, které
bereme jako neznamé, byly postupné dosazovany matice Q, € {0.01,0.5,1,...,6} a
R, € {0.01,0.5,1, ..., 20}. Vysledny vypocet dle kritéria (6.16) vypada nasledovné:

50 -

40 <

30

Obrazek 10 - Hodnota kritéria J v zavislosti na volbé Q, a Ra, N=1
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Na obrazku 10 je kritérium vykresleno jako soucet prvki na diagonale matice J(L).
Z obrazku 10 je vidét, ze tvar priblizné odpovida skute¢nym variancim odhadu prvka
Q a R v obrazku 9. Proto se zd4, Ze toto kritérium by pro tento systém bylo vyhovujici
a nalezeny optimdlni zisk z rovnice (6.17) by byl vhodny i pro ziskani kvalitnich
odhadt v metodé ACLS.

Jako druhy ptiklad pouzijeme vicedimenzionalni systém navrzeny

Vv rovnici (6.36):

%107

Obrizek 11 - Hodnota kritéria J v zavislosti na volbé Q, a Ra, N=3

kde na obrazku 11 je kritérium vykresleno jako soucet prvki na diagonale matice J(L)
a kde na ose Q4 a R4 jsou hodnoty indexu i, jez byl vyuzit pro jejich vypocet.
Z obrazku 11 je stejn¢ jako na obrazku 10 vidét, Ze tvar pfiblizné odpovida skute¢nym
variancim odhadu prvkd Q a R. I v tomto piipadé je kritérium pro tento systém
vyhovujici a nalezeny optimalni zisk z rovnice (6.17) by byl opét vhodny pro ziskani
kvalitnich odhadt pomoci metody ACLS. Z obrazku 11 je také vidét, Ze v Casti, kde
bylo voleno Q4 = Iyn * 22° @ Ra= 0,4, kritérium neodpovida obrazku 7. Je to
nejspise zapfric¢inéno aproximaxi v rovnici (6.8). Proto volba zisku L za pomoci kritéria
Vv rovnici (6.17) je, spise nez platnym pravidlem, jakymsi doporuc¢enim jak tento zisk
volit. Nelze totiz zarucit, Zze nesrovnalost zapfi¢inéna aproximaci se neprojevi praveé
v minimu kritéria J(L), a neovlivni tak i optimalni volbu zisku L pro metodu ACLS.
Na zaveér je také dilezité fici, ze pro mnoho simulaci a testovani této metody je jakousi
vhodnou volbou nulovy zisk L. Pfi vSech moznych testovanich pro riizné systémy se
ukazalo, ze tato volba neni optimalni, ale vzdy davala uspokojivé vysledky — viz

obrazky 7 a 9.
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7.0dhad c¢asové korelovanych poruch

Tato kapitola se zabyva rozSifenou metodou ACLS, jejim odvozenim,
kontrolou spravného odhadu a porovnanim s odhadem vypoctenym pomoci metody

zalozené na Allanové varianci.

71 Odvozeni metody

Metoda ACLS byla v pivodnim znéni v [3] navrzena pro systém s bilymi

poruchami tak, jak je uvazovano v (2.33) a (2.34). V této kapitole bude ukazana

vvvvvv

ve smyslu jejich struktury jako v [23] — [28]. Bélost poruchy v rovnici (2.33) zlstane

nezménéna, ale rovnice méfeni (2.34) se zméni na nasledujici:
Vi = C*xp + v, +u +q, (7.1)

kde u € RP*1 je bily $um popsany jako N(0,R,,), ¢ € RP*1 je konstantni piirdstek
neboli bias a v € RP*! je gasové korelovany Sum neboli Gauss-Markovsky proces

popsany N (0, R,) S nasledujici vnitini strukturou:
Vg1 = A% Vg + $x, (7.2)

kde & € RP* 1 je bily Sum popsany jako N(0, R;) a stabilni parametr A € RP*P,

Jako ptiklad senzoru, ktery je ovlivnén poruchou tohoto typu, lze zminit
napiiklad inercialni senzory, jako je akcelerometr ¢i gyroskop. Tato rozsifena metoda
ACLS vyuziva moznosti zvolit zisk L rovny nule, coz znamena, ze matice systému A
musi byt stabilni. Pokud totiz zisk zvolime nulovy, veSkeré vztahy se velice

zjednodusi a rovnice (5.1) se zméni na:

Rir1jk = A * Xgejg—1 + B * Uy (7.3)
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Pokud bychom tuto rovnici dale dosadili do zavedeného vztahu (5.4)

S vyuzitim rovnice systému (2.33), ziskame nasledujici rovnici:
Egp1 = Axxp+ B xup +wi — A x Xy — B ruy

exe1 = A * (X — Ryepe—1) + wic (7.4)

41 = A * & + wy.
Dale si ukazeme, ze chyba odhadu stavu € ma stale stfedni hodnotu nulovou

nasledujicim vypoctem:
Elegy1] = E[A* g +wi] = AxE[g] =0, (7.5)

nebot’ stfedni hodnota poruch E[w,] je rovna nule a za predpokladu stability matice A
se stifedni hodnota chyby prediktivniho odhadu stavu ustali, tudiz bude platit
Elex+1] = Elex], tim padem se stiedni hodnota chyby prediktivniho odhadu bude
rovnat nule.

Jako dalsi se nam bude hodit kovariance €, kterou vypocitame nasledujicim

vypoctem:

covleps1] = E[(A* e +wy) * (A * g + wy)T] =
(7.6)

=E[Ax g &, * AT + wy xwy T] = A * cov[g] AT + Q.

Pokud bude matice A stabilni, bude mit tato Ljapunovova rovnice ustalené
feSeni P~. Toto ustalené feSeni se vypocte ndsledujicim vypoctem:
P =AxP AT +Q,
(7.7)
P_S = (In2xn2 - A ® A)_le.

Z rovnice (7.4) jsme tedy ziskali rovnici systému a stejné jako V piedchozim

pfipadé musime nadefinovat i vystupni rovnici, ktera vypadéa nasledovné:

Zk=C*£k+vk+uk+q=C*xk+vk+uk+q—C*3?k|k_1=

=Yk — Vkk-1 + 4 (7:8)
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Je ziejmé, ze oproti vystupni rovnici (5.15) se v rovnici objevil bias g. Ten
ovSem definuje stfedni hodnotu vystupni rovnice (7.8), jak je vidét v nasledujicim
vypoctu:

Elzx] = E[yx — Jipe-1 + q] =
=E[C*xk+vk+uk+q—C*J?k|k_1+€1+q]= (7.9)
=E[C*xk+q—C*£k|k_1—c7+q] = q.

Jak bude pozdé¢ji ukazano, rovnice (7.9) je klicova pro odhad parametru .
Diky znalosti tohoto parametru Ize tedy nadefinovat alternativni rovnici vystupu, ktera

vypada nasledovné:
Zk* = Zy _E[Zk] =Zy—q= C*Ek +17k +uk = Yk _f’k|k—1- (710)

Takto definovany vystup jiz odpovida vystupu definovaného v rovnici (5.15).
Dale stejné jako u metody ACLS musime vypocitat kovariance inovacéni
posloupnosti neboli také vystupni rovnice (7.10). Prvni kovariance vystupu ve stejném

casovém okamziku lze tedy vypocitat nasledovné:
E[zc* * 2] = E[(C * e + vp +wp) * (C * g + v + 1w )] =
=E[Cxe*e *CT +vp x0T +up xu, '] = (7.11)
=CxP~xCT + R, +R,.

Dalsi kovariance vystupu (7.10), nyni pro okamziky posunuté o jeden ¢asovy

index, vypada nasledovné:
E[zy" * Zk+1*T] = E[(C * g + v +up) * (C * 41 + Vi1 + W) ] =
=E[(Cxe+vp+u)*(CxAxg +CxG*xwy + Vpyq +Ugr)T] =
=E[CxAxg &, «CT + v * 1] = (7.12)
=C*xAxP +CT+E[v AT+ v +&)] =

=CxA*P~xCT + 2T xR,,.
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Kovariance vystupu pro okamziky posunuté 0 dva casové indexy vypada

nasledovné:

E[zi* * zkya™"] = EI(C * & + vy + wp) * (€ * gy + Vpya + Upy) "] =
—E[ (C * &g + vy +uy) * 3
T (CxA*Axg +CHxA*G x Wy + C %G * Wyq + Vgyp + Ugsn)T

7.13
=E[CxA*xAxg g  *CT + v xvpyp | = (7.13)

=CxAxAx P+ CT+E[v» AT+ AT * 0" + 6T+ &aD)] =

=CxAxAxP~ «CT + AT x 1 * R,,.

A takto bychom mohli pokracovat pii vypoctu kovariance dale pomoci vztahu:
E[Z’;f*z’k?T]ZC*AJ’*P-*CT+/11'*RU+6OJ-*RW (7.14)

kde index j = 0, ..., O znaci ¢asovy posun jednoho vystupu od druhého a &y; je
Kroneckerovo delta, jez je rovna jedné, pokud jsou si jeji dolni indexy rovny, a nule,
pokud se indexy lisi. Opét, jako v pfedchozim ptipad¢, figuruji v (7.14) neznamé
matice R a matice Q se ukryva ve vypoctu ustilené hodnoty kovariance Vv rovnici
(5.19).

Tohoto problému se ale zbavime, pokud do rovnice (7.15) dosadime ustalenou

hodnotu kovariance z rovnice (7.7) a upravime ji, jak je vidét v nasledujicim vypoctu:

E[Zk* >"Zk+j*T]S = (C ®C *Aj) * (Inzxn2 —A ®A)_1 * Qs + A x Rvs + 60j * Rus- (7.15]

Pokud bychom rovnice (7.8), (7.9), (7.10), (7.11) ptevedli do tvaru (7.13) jako
rovnici (7.12), lze piepsat rovnice do maticového tvaru, ktery utvoii nasledujici
nelinearni rovnice:

A(0(Q, Ry Ry, D) = b. (7.16)

Tato rovnice je oproti metodé ACLS nelinearni. Z této rovnice lze navic

odhadnout parametry Q, R,,, R, a 4, ale ne matici R;. Tu lze vypocitat pomoci odhadii

parametric R, a A a rovnice (7.2) za pomoci nasledujiciho vztahu:

cov[Vi41] = cov[A x v, + &]. (7.17)
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Tato Ljapunovska rovnice ma ustalené feSeni v~ za predpokladu stabilniho

parametru A. Proto Ize tuto rovnici upravit na:
cov[v™] = A *cov[v] * AT + cov[&],
R, —A*R,*AT = R, (7.18)
(Tp2xpz —A®A) * Ryg = R
Matice A Vv rovnici (7.14) vypada tedy nasledovné:

(CQRC)*(Uzypn2 — AR A)? *Q5+Rv5+RuS

:
(CRC*A) sz 2 —A®A)  *Qs+ %Ry, |

A : : s J' (7.19)

S

[
|

=|
[(C QCxA%") « (In2 xn2 _.A ®A)txQs+ 2171 xR,

V rovnici (7.17) je vektor pravé strany b tvofen kovariancemi inovacni
posloupnosti a ma stejnou podobu jako (5.30). Lze ho také odhadnout pomoci vzorce
(5.32) pouze s tou zménou, ze za vystup z zvolime alternativni vystup z*. Odhad levé

strany rovnice (7.17) bude tedy vypadat nasledovné:

1
i _ (7.20)
|
|

Nyni lze vypocitat rovnici (7.17), kterou vyfeSime pomoci metody
nelinearnich nejmensich c¢tverct, a ziskdme nestrannné odhady kovarian¢nich matic
pusobicich jak na méfeni, tak i na rovnici méfeni. Je téz vidét, ze pokud bychom v této
metod¢ zvolili A a g rovné nule, dostali bychom se zpét k metodé ACLS, ktera by

m¢éla nulovy zisk.

7.2 Vlastnosti metody

Jednou z velkych vyhod této rozsitené metody ACLS je ta, Ze metoda je stale
analyticky odvozend a dava nestranné odhady vSech nezndmych parametrt.

Nyni se zaméfime na nezadouci vlastnosti, mezi které patii naptiklad volba
zisku L. Pro zjednoduseni byl zisk volen nulovy, coz zna¢né zjednodusilo odvozeni.

Metoda vedla na relativné jednoduché vztahy v nelinearni rovnici (7.16). Tyto vztahy
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nevedly k nutnosti pouzit slozitéjsi identifikatni metodu pro nelinearni rovnice a
vystacili jsme si s nelinearni metodou nejmensich ctverci.

Tato volba téz ovlivnila mnozinu odhadovanych neznamych matic Q, R,
Rz a A, jeZ popisuji vlastnosti poruch pilisobici na systém. Pfi takto zvolenych
odhadovanych parametrech nelinearni metoda nejmensich ¢tvercli neni robustni vuci
pocateénim podminkam této metody a odhad casto nekonvergoval ke spravnym
maticim kvuli pfiliSné nelinearité rovnice (7.16). Proto byly odhadovany matice Q,
Ry, R, a A, pro které jiz nelinearni metoda nejmensich ¢tverci byla robustni vici

pocateCnim podminkdm a davala odhady, jez konvergovaly ke spravnym maticim.

7.3 Rozsiena metoda ACLS pro staticky systém

Pro odhad poruch pusobicich na rovnici méfeni se vyuziva systému
bez dynamiky neboli staticky systém. Takovy systém uskute¢nime naptiklad tim, ze
bychom m¢li jako méfici zafizeni inercialni senzor, jenz by byl pfipevnén na desce,
ktera by se naklan¢la a otacela do piesn¢ zmétfenych poloh, ve kterych by se provadélo
meéfeni. Diky tomu rovnice systému degeneruje tak, ze matice dynamiky se zméni
na jednotkovou matici, a porucha pisobici na stav bude nulova. V takovémto pripadé
budeme tedy moci ziskavat data ze senzoru, ktera budou ovlivnéna pouze poruchami
pusobicimi na toto méfeni. Tento zplsob se také vyuziva pro odhad poruch pomoci

metody Allanovy variance jako v [23] — [26].

7.4 Numericka ilustrace

Na ukazku metody odvozené v ptedchozi kapitole budou reprezentovany jeji

vysledky. Pro prvni ptiklad bude zvolen tento dynamicky systém:

A=-08C=1Q=15R; =05 R, =08 1=09;,q=2;R, = 2.6316. (7.21)
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Tento dynamicky systém byl simulovan pro dvé rizné délky métfeni, 10 000
Monte Carlo simulaci a O = 4 kovarian¢ni rovnice. Vysledné odhady byly vykresleny

do nasledujicich histogramii:
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Obrazek 12 — Odhady rozsifené metody ACLS pro rizna N, dynamicky systém
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kde na obrazku 12 jsou cervenym kiizkem vyznaCeny skutecné hodnoty
odhadovaného parametru. Z vysledku je tedy vidét, Ze tato metoda odhaduje
parametry nestranné a variance tohoto odhadu se pfi zvétSeni mnoziny dat méfeni
snizuje.

Jako druhy ptiklad bude zvolen systém bez dynamiky, ktery vypada

nasledovné:
Cc=1; Rg = 0.005; R, =1; 1 =0999;q = 0O; R, = 2.5013. (7.22)

Tento systém byl nasimulovdn pro N =1 000 000 vzorkti méteni, 10 000
Monte Carlo simulaci a O = 4 kovarian¢ni rovnice. Vysledky této simulace jSou vidét

na nasledujicich histogramech:
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Obrizek 13 - Odhady modifikované metody ACLS, systém bez dynamiky

Je vidét, Ze i tyto odhady jsou nestranné stejné jako v predchozim ptipadé.

Tento druhy piiklad nebo spiSe jeho vysledky se nam hodi jako protiklad
k vysledkim, které jsme dostali od spole¢nosti Honeywell, jeZ pouziva metodu
Allanovy variance. Tato metoda se vyuziva pro kalibraci senzoru a piedevSim
pro inercialni senzory, jak je diskutovano v [23] — [26]. Je navrzena pro systém
bez dynamiky s rovnici méteni se strukturou, jako je v rovnici (7.1), a parametry jako
vrovnici (7.22). Vyuziva toho, Ze porucha pusobici na méfeni, se sklada ze dvou

nezavislych poruch, z nichz jedna je korelovana v ¢ase a druha porucha je bila.
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odmocnina Allanova variance

Metoda se da pouzit i pro diskrétni skalarni systém, jak bylo psano v [27] a
[28] nasledujicimi kroky:
I.  Megfeni z, o délce vzorkli N je rozdéleno do K usekt o velikosti M.

Dale pak plati vzorce K = % aTy = fﬂ, kde 7, je doba tseku a fs je
S

perioda vzorkovani.

ii.  Pro kazdy usek lze vypocitat odhad stfedni hodnoty pomoci vzorce

M
1
M) =2 ) Zgenyemsi (7.23)
i=1

iii.  Hlavni casti Allanovy variance je vypocet samotné variance, kterou lze

provést podle nasledujiciho vzorce:

UAZ(TM) =

K-1
- 1 4 N
DI (7.24)

Iv.  Predchozi kroky se opakuji pro riizné délky M.
Vysledna Allanova variance se zobrazuje do logaritmického grafu, kde na ose
x se vykresluje délka tseku v sekundach t,, a na ose y se vykresluje odmocnina
Allanovy variance o4 (ty). Graf tedy pro systém (7.22), pokud vzorkovaci frekvence

fs bude rovna 100 Hz, vypada nasledovné:

10 | f:“ BT E n:

—¥— Gauss-Markovsky proces 5 Secaoaas R Sl
—#&—bila porucha - S I N O O
kombinace : I T

107° 10 10

10’ 10
Velikost useku[sekundy]

0

Obrazek 14 — Odmocnina Allanovy variance v zavislosti na délce tseku, logaritmické osy
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Na obrazku 14 je vidét pasobeni bilého, Gauss-Markovského procesu a jejich
kombinace.

Samotny bily Sum se projevuje jako fada se sklonem -0.5 na logaritmické
stupnici na obou osach. Kazdy bod této fady reprezentuje Allanovu varianci bilého
Sumu, ze které miizeme vypocitat varianci tohoto bilého Sumu pomoci vzorce:

7.25
Ry = 04*(ty) * Ty * fs, ( J

kde bod ), reprezentuje velikost tseku v sekundach z obrazku 14, ve kterém se za¢ina
kombinace obou varianci a bilé poruchy vzdalovat. Tento bod je v grafu vyznaceny.
Casové korelovany $um neboli Gauss-Markovského proces zobrazeny
Vv obrazku 14 vytvaii ,.kopecek®, u kterého méfime vrchol. Diky tomuto vrcholu lze
vypocitat ustalenou hodnotu variance Gauss-Markovského procesu R, a konstantu A

pomoci nasledujicich vzorci:

Tmax
Tc = 1_89 (7.26)
_ 04(Tmax) 2
R”_( 0.62 )’ (7.27)

kde bod 7. reprezentuje korelaci v Case, T,,4, reprezentuje velikost useku, pii které
dochazi ke zlomu v obrazku 14 a vytvoieni ,kopecku®, a 0,%(Tmqy) reprezentuje
varianci v bod¢ t,,4,. Tento bod je v grafu také vyznaceny.

Pokud bychom tedy odméfili hodnoty z obrazku 14 a hodnoty, které mame

zadané, zjistili bychom, Ze zatim mame tyto hodnoty:

fs =100 [Hz]; ty = 0.03981[s]; 04(zy) = 0.5051]s]
(7.28)
Tmax = 19.95[s]; 04(Tmax) = 0.9756.

Z téchto hodnot bychom mohli pomoci vzorce (7.25) vypocitat, ze
R, = 1.0157. Dale mizeme zjistit pomoci vzorce (7.27), ze R,= 2.4761, a pomoci
vzorce (7.26), 7e ¢asova konstanta je 7,=10,5. Casova konstanta se da prevést

do diskrétni oblasti a vypocitat pomoci ni konstantu A nasledujicim vzorcem:

-1

A = e*cfs, (7.29)

Pomoci tohoto vzorce bylo tedy vypocteno A = 0.9991 a pomoci vzorce (7.18)

Rg = 0.0047.
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Pokud bychom tedy vysledky z druhého piikladu pocitaného jak pomoci

modifikované metody ACLS, tak i metody Allanovy variance dali do tabulky,

vysledky by vypadaly nasledovné:

Skute¢né parametry Allanova variance Rozsitena ACLS
R, 1 1.0157 1.0000
A 0.999 0.9991 0.9990
R, 2.5013 2.4761 2.5013
Re 0.005 0.0047 0.0050

Tabulka 1 — Vysledky metody Allanovy variance a rozsiiené metody ACLS

Je vidét, ze modifikovana metoda ACLS davé nestranné odhady parametrt,

jejichz variance se s pribyvajicim poctem dat snizuje. Zato metoda Allanovy variance

nema oproti modifikované ACLS tak dobré vysledky, ale i ptesto jsou odhady velice

blizko skute¢nym parametram.
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8. Softwarova implementace metody ACLS

Tato kapitola se zabyva programem vyuzivajici metodu ACLS pro odhad

kovarian¢nich matic poruch a jednotlivymi volbami tohoto programu.

8.1 Obecné informace

Metoda ACLS byla implementovana v programu Matlab. Vysledny program
se sklada ze souboru aclsmethod.m, jenz je hlavnim jadrem programu, a dale soubort
ACLS_11.mat, ACLS_12.mat, ACLS_13.mat, ACLS_21.mat, ... , ACLS_33.mat, které
ukryvaji referenéni modely a slovniky cz.mat a en.mat.

Metoda je navrzena pomoci dvou reprezentaci metody ACLS v [3] a [21].
Volba vypoctu mezi témito dvéma reprezentacemi se vzdy provadi na pocatku
simulace, kdy, pokud chceme prvni metodu z [3], sta¢i do proménné method dat ¢islo
jedna, a pokud chceme druhou metodu z [21], do proménné dame cislo dva.

Dalsi volbou, jez se provadi na zacatku, je volba jazyka, ve kterém program
probiha. Na vybér jsou dva jazyky — Cesky a anglicky. Volba se provadi nactenim
slovniku metodou load(‘soubor.mat’), pokud misto souboru.mat je zadano cz.mat,
program bude v ¢eském jazyce, a pokud je zadano en.mat, program bude v anglickém

jazyce.
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8.2

Postup a moZnosti zadavani

Na tvod bude ukazan obrazek, jenz ukazuje jednotlivé hlavni casti, volby a

pruchody programu, ktery vypada nasledovné:

[znovu spustény | [Poprvé spustény|
Chcete opakovat . Chcete pouiit néjaky _)l Zadani systému
celou simulaci ? minuly systém ?
’L l b
Chcete provést Monte|  [Posledni, Referenéni a Chcete néco
Carlo simulaci ? UzZivatelsky systém ? ) poupravit?
¥
|Zadej pocet simulaci: | Zadej pocet méfeni | Chcete uloZit systém
i’ vystupu systému: | jako uZivatelsky?
Similace vystupu
systému

Y I—> Vypocet inovaéni Zadejlpoc?t ro‘fh'?
posloupnosti kovarianci pouzitych

pfi vypoctu:
Paméf/Pocet simulaci j¢———— A
4

__ _ Kolik prvka matice], Vypocet kovarianci
|Zpracovan| vysledku |(— Q/R znate? € vystupu

h 4

Obrazek 15 - Postup programem

Jednotlivé bloky ukazuji, co se v dané Casti déje nebo na co se bude uzivatele program
ptat, Sedé Cary ukazuji pfirozeny postup programem, zelena ¢ara znaci odpovéd’ ano
na otdzku, Cervena cara znaci odpovéd’ ne na otazku a fialova cara znaci postup
metody Monte Carlo.

Nyni si blize popiSeme nckteré bloky a postupy funkci. Jako prvni se
zamétime na volbu Posledni, Referencni a UZzivatelsky systéem?, kde na pocatku
systému nemame je$té zadny posledni ani uzivatelsky systém, a tak pokud v bloku
Chcete pouzit néjaky minuly systém? zvolime volbu ano, bude rovnou nabidnuto
Z deviti raznych referencnich systému. DalSim popisovanym blokem je blok Zadani
systéemu. Zde se da zadat kompletné cely systém pro metodu ACLS, at’ uz volba
matice systému, ktera se da zvolit pfimo ¢i pies zadani vlastnich ¢isel matice, nebo
naptiklad pocatek stavu systému. V bloku Zadani zisku se da zvolit zisk L bud’ po
prvcich, nebo pomoci matic Q, R a vzorcu (3.14) a (3.15). Pokud v bloku Chcete
provést Monte Carlo simulaci? zvolime ano, budeme dale zadavat po¢et Monte Carlo
simulaci a vysledkem nebude pouze odhad matic Q a R, ale bude také k dispozici i
variance téchto odhadld. Pokud zvolime ne, bude odhad nezndmych matic pouze

opakovan s nastavenim, jeZ bylo zvoleno naposledy. Poslednim popisovanym je blok
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Kolik prvkii matice Q/R znate?, ve kterém se daji vybrat prvky, jez jsou znamé, a
zbylé neznamé unikatni prvky matic, které budou odhadnuty.

Pti jakémkoliv zadavani do programu je kontrolovdno, zda je zadan spravny
format cisel ¢i textu. Pii nespravném zadani program upozorni uzivatele a vyzada si
nové zadani. Také se kontroluje napiiklad pti zadani zisku, zda je rovnice (6.9)
stabilni nebo zda je zvoleno dostatecné mnozstvi rovnic pro feSeni metody nejmensich
ctvercu. V jakémkoliv zadavani lze téz zadat pismeno e, které ukonc¢i program.

Vysledny odhad pomoci programu vypadé naptiklad nasledovné:

Hodnost matice &nc - & | Pocet odhadovanvch prvia - &
Delka matice &Anc - &

Cdhad warianci Q
skutecna | cdhadnuta

1 0.0 | 0.9
0.08 2 | 0.06

Vlastni cisla matice Q
0.99364 | 0.97821
2.0064 | 2.004&

Variance odhadu Q | socucet wsech prviu
0.0444594 0.12444 |
0.12444 0.1915% | 0.48496

Kvadraticky rozdil wvsech prviku od skutecne matice
0.00057961

Odhad warianci R
skutecna | ocdhadnuta

5 0.3 | 4.993¢6 0.29408
0.3 2 | 0.29408 2.0002

Wlastni cisla matice R
1.9703 | 1.971¢
5.0297 | 5.022

Variance odhadu R | scucet waech prvku
0.26247 0.033127 |
0.033127 0.024735 | 0.353448

Kvadraticky rozdil wvaech prviku od skutecne matice E
0.00011051

Obrazek 16 - Ukazka vysledku odhadu z programu
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9. Zhodnoceni

Tato diplomova prace se zabyvala odhadem vlastnosti poruch pusobicich
na systém popsany stavovou reprezentaci.

V uvodu této diplomové prace bylo ukazano, jak lze model pievést
do stavového popisu a jak na tento popis pusobi poruchy. Dale bylo ukazano, jak
pomoci Kalmanova filtru odhadnout stav systému a jaké jsou k tomuto odhadu
predpoklady, zejména pak znalost popisu poruch. Proto byla piedstavena
autokovarian¢ni metoda pro odhad kovarianénich matic poruch, jenz vyuziva
k odhadu inovac¢ni posloupnosti linearniho filtru. Tato metoda ma ty pozitivni
vlastnosti, ze je analyticky odvozena a ze poskytuje nestranné odhady kovarian¢nich
matic poruch. Metoda ma také i slabiny. Jednou z téchto slabin je naptiklad nutnost
mit dostatecné mnozstvi senzorii, aby metoda dokazala odhadnout vSechny prvky
kovariacnich matic. Proto byl vtéto praci ukazan vypocet maximalniho poétu
odhadnutelnych prvkd. Dalsi slabinou je to, ze metoda je zalozena na uzivatelské
volbé zesileni linedrniho filtru a vysledna kvalita tohoto odhadu je zdvisla na tomto
zesileni. Proto byl ukazan vypocet, diky kterému uzivatel nemusi volit zisk libovolné,
ale tak, aby vysledny odhad byl kvalitni. Také byla ukazana moznost rozsifeni metody
pro Casové korelované poruchy ptsobici na méfeni, jako napiiklad u inercidlnich
senzorti, a byla ukdzana i numericka ilustrace dosazenych vysledk. Také byla
ukazana kvalita odhadu této rozSifené metody oproti metodé zalozené na Allanové
varianci, jez se standardné vyuziva pro odhad poruch pasobicich na inercialni senzory.
Na zavér byl predstaven program vytvoteny v prostfedi Matlab, ktery byl pouzit pii
testovani a numerickych ilustracich této autokovarian¢ni metody.

Hlavni cil této diplomové prace 1 vSechny jeji dil¢i cile byly splnény.
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Priloha

Tato kapitola se zabyva metodami linearnich a nelinearnich nejmensich

¢tverci a Kroneckerovo algebrou.

Metoda linearnich nejmensich ¢tverct

Tato estimacni metoda se pouziva k nalezeni nezndmych parametrd linearni
rovnice. Téchto rovnic mize byt nékolik riznych, v tomto ptipadé bude metoda fesit
problém pieuréenych rovnic, pfi které hledame parametry jedné rovnice, které
s nejmensi kvadratickou chybou odpovidaji vS§em rovnicim. Dal§i moznosti, kterou se
budeme zabyvat, je ta, Ze mame mnozinu méfeni, kterou generuje jedna linearni
rovnice, na niz pisobi bila porucha se stiedni hodnotou nula, jako bylo diskutovano v
[20]. Pro piiklad zavedeme linearni rovnici, ktera generuje méfeni a vypada

nasledovné:
Ax0+e=Dh, (9.1)

kde vektor 6 znaci vektor neznamych parametrii, které se snazime odhadnout, vektor e
znaci neznamou bilou poruchu se stfedni hodnotou nula, ktera vznika bud’ ptisobenim
neurcitosti méteni, nebo neptesnosti parametru 6, a vektor A je znamy vektor

regresori. Rovnice se da ptepsat do nésledujiciho tvaru:
e=Ax*60—b. (9.2)

Z této rovnice je dobie viditelné, ze pokud bychom chtéli zjistit parametry
rovnice, musime minimalizovat poruchu na levé strané tim, ze se budeme snazit najit
takové parametry 68, pro které bude chyba € minimalni. Hledame tak feseni nasledujici

funkece:

6 = argmin(eT
% (" xe) (9.3)

62



IL.

Pro nalezeni feSeni této funkce je dobré nejdiive rozepsat soucin e’ * e, ktery

vypada nésledovné:

eT*e=(a‘l*9—5)T*(cA*9—B)=
(9.4)
=0T+« AT x Ax0+bT b —0T « AT xb — b7 * A 6.

Nyni pro nalezeni argumentu minima funkce (9.3) musime derivovat rovnici

(9.4) podle parametru 8, jak je vidét v nasledujicim vypoctu:

d(e’ *e)

50 =2*C/ZT*C/Z*9A—2*¢/ZT*B_ (9.5]

Tato derivace se musi rovnat nule, pokud chceme nalézt minimum funkce

(9.3), jak je vidét v nasledujicim vypoctu:
2+ AT+ A0 —2xATxb =0

AT« Ax0 — AT xb =0

(9.6)
0=(AT*A) 1« AT xb = AT % b,
kde matici A *se také fika pseudoinverze.
Provedeme vypocet nestrannosti tohoto odhadu, ktery vypadé néasledovné:
E[é] = E[(JZT * A) L x AT * B] =
=E[(AT* A) 1+ AT x (A *0 +e)] =
(9.7)

=E[(AT*A) 15« AT x A% O] + E[(AT * A) L x AT x €] =
= E[0] + (AT x A)" L x AT x E[e] = 6.

Z tohoto vypoctu je vidét, Ze se stfedni hodnota odhadu rovna skutecnym
parametrum, a tudiz je odhad nestranny. Toto plati pouze pokud e je bila porucha se

stifedni hodnotu nula.

Metoda nelinearnich nejmensich ¢tverct

Tato estimacni metoda se pouziva oproti piedchozi metodé€ jiz podle nazvu
k nalezeni neznamych parametri pro nelinearni rovnice. Stejné jako v predchozi
metod¢ se budeme zabyvat pouze piipady, kdy mame mnozinu méfeni, kterou

generuje jedna nelinearni rovnice, na niz pasobi bila porucha se stiedni hodnotou nula.
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Pro ptiklad zavedeme nelinedrni rovnici, kterd generuje méfeni a vypada

nasledovné:
A(0) + e = D. (9.8)

Pro jednodussi vysvétleni metody bude nejprve ukazan obrazek, na kterém je

tato metoda prezentovana.

b AN

o>

e=ab

e ’e\new ’e\old e

Obrazek 17 — Znazornény jeden krok metody nelinearnich nejmensich ¢tverci

Metoda zacina tak, Ze se nejprve zvoli pocate¢ni parametr rovnice Gold.

Poté metoda pokracuje nasledujicimi kroky:

i.  Nelinearni funkce A (0) se linearizuje v bodé fold vypodtem

) dA(6)
Aoia = 55— - (9.9)
o

kde A'5,,, znaéi linearizaci funkce A (8) v bodé H4.
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Vi.

V dalsim kroku provedeme méfeni b, ze kterého muizeme
diky linearizaci v pfedchozim Kroku a obrazku 16 odvodit nasledujici

vztahy:
A'gora * Ooa = AB) +e=b (9.10)
A'gota * Onew = A(0) = b. (9.11)

Diky vztahtim (9.10), (9.11) a znalosti obrazku 12 lze vypocitat chybu

e neboli 4b pomoci nasledujiciho vztahu:

e=b—A6) = Ao *Bota — A'gora * Onew = (9.12)
=b—b = 4b.

V tomto kroku pii vypoctu c/q’b\old * B0, Se dopoustime chyby
v = Oy, — 0, kterd vznika disledkem linearizace funkce A(8) v bodé

0,14, kterou jsme ovSem pouzili v bod¢ 8.,

Dale se vypocita za pomoci vztahu (9.12) zména 46, diky které se
ptiblizime ke skute€nému parametru & pomoci nésledujiciho vztahu:

c/l”‘ * é d— é = Ab
fold ( o new) (913)

1

26 ="044—0pe =Ag,  Ab.

Diky znalosti 40 vypoé&itané v predchozim kroku Ize vypogéitat 6,,,,,,

~

ktery je oproti 6,,; blize skutecnému parametru 6 pomoci

nasledujiciho vzorce:
A A 9.14
Onew = Oo1a +4 06 ( )

Poslednim krokem je nasledné nahrazeni:

~

é\old = Onew (9-15)

a nasledny navrat do kroku i, dokud nebude rozdil 4 6 maly.

Tyto kroky za piedpokladu, Ze pouzijeme vhodnou funkci a pocatecni

podminku, budou generovat odhad 8,,,,,, ktery se bude postupné pfiblizovat skuteéné

hodnoté 6 , a chyba v se bude blizit nule.
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III. Kroneckerova algebra

Kroneckerova algebra zavadi do linearni algebry vzorce a pravidla, které
umoziuji provadét slozité vypocty jednoduseji. Proto zde bude ukazano nékolik téchto
pravidel, ktera byla diskutovana v [18] s [29].

Pro ptiklad zavedeme nasledujici matice:
A1 Q12 43

a1 Gz dAz3
az; dazz dass

A=

by; b1z byz €11 C12 (13

b1 byy  by3 €21 C22 C23], (9.16)
b3y b3y bss €31 C32 €33

kde matice A ma dimenzi n x m, matice B ma dimenzi p x g a matice C ma dimenzi

rxt.

Jako prvni si ukazeme vektorovy operator vec, ktery aplikovany na matici A

udé¢la toto:
vec(A) =[A11 Qz1 GA31 Q12 G2 A3z Qg3 Qdzz azz]’, (9.17)

Dalsim je takzvany Kroneckertv soucin, ktery aplikovany na matice A a B

vypada nasledovngé:

a1 *B a;z;*B aq3*B
A®B= aZI*B azz*B a23*B. [918)
az1*B az;*B az3;*xB

U tohoto soucinu je vyslednd dimenze n * p x m * q.
Nasledujici vztah se nazyva Kroneckeriiv soucet, pocitd se pouze

pro ¢tvercové matice, a to takto:
A®B= A® lpyq + lnxm ® B. (9.19)

U tohoto soucinu je vysledna dimenze n x p x m * q.

Poslednimi zde zminénymi z mnoha dalSich jsou tyto vztahy:

vec(AxCxB) = (BT ® A) * vec(C) (9.20)

vec(BxA) = (AT ® Iy ) * vec(B), (9.21)

kde pokud platit n = g, m = r a t = p, ma rovnice (9.20) vyslednou dimenzi rovnou

n?x 1 a rovnice (9.21) ma vyslednou dimenzi rovnou m?x 1.
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