Zapadoceska univerzita v Plzni
Fakulta aplikovanych ved

Katedra matematiky

Diplomova prace
Metoda distribuce rezidui pro vybrané
problémy dynamiky tekutin

Plzen, 2015 Hana Hornikova



Cestné prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci vypracovala samostatné a vyhradné s pouzitim odborné
literatury a pramenu, jejichz iplny seznam je jeji soucasti.

V Plznidne .................. Hana Hornfkova



Podékovani

Réada bych podékovala vedoucimu préce doc. Ing. Marku Brandnerovi, Ph.D. za odborné
vedeni, trpélivost, ¢as a vstiicny pfistup pii vytvareni této prace.

ii



Abstrakt

Tato diplomova prace se vénuje numerickému feSeni advekéné-difizni rovnice v jedné a
dvou prostorovych dimenzich. Nejvétsi pozornost je vénovana pristupu zalozenému na jejim
prevodu na soustavu rovnic hyperbolického typu a vyhodam pouziti tohoto pfistupu pii nu-
merickém feSeni advekéné-difizni rovnice i pii konstrukei dalgich schémat piimo pro puvodni
rovnici. Prezentujeme vysledky fady numerickych experimentt tykajicich se vlastnosti po-
psané metody pii pouziti pro stacionarni a nestacionarni tilohu v 1D a stacionarni tlohu ve
2D. V 1D jsme déle testovali efektivitu metody vice siti pro ruznd Reynoldsova ¢isla.

Klicova slova: advekéné-difizni rovnice, hyperbolicky systém, distribuce rezidui, metoda
vice siti pro hyperbolické soustavy, aproximace difuznich ¢lentu

Abstract

This diploma thesis deals with numerical methods for solving the advection-diffusion equation
in one and two space dimensions. The most attention is paid to an approach based on trans-
forming the original equation into a hyperbolic system and the benefits of using this approach
for solving the advection-diffusion equation and for constructing other schemes for the origi-
nal equation. We present results of the numerical experiments regarding the properties of the
described method when used for a steady and unsteady problem in 1D and a steady problem
in 2D. We also tested the effectiveness of a multigrid method in 1D for several choices of the
Reynolds number.

Keywords: advection-diffusion equation, hyperbolic system, residual distribution, mul-
tigrid for hyperbolic systems, approximation of diffusion terms
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Kapitola 1

Uvod

Jednim z nejznaméjsich a nejobecnéjsich modela vyuzivanych pii modelovani proudéni tekutin
jsou Navierovy-Stokesovy rovnice, které popisuji proudéni vazké stacitelné ¢i nestlacitelné te-
kutiny. Jejich analytické feseni je zndmo pouze v nékterych zjednodusenych piipadech, obecné
ovSem neni jasné, zda klasické feseni viibec existuje. Pi modelovani proudéni se proto vétsinou
musime spolehnout na numerické simulace. Navierovy-Stokesovy rovnice obsahuji mimo jiné
konvektivni a diftizni ¢leny a snaha o jejich efektivni numerické feSeni muze byt proto motivaci
ke zkoumani metod feSeni advekéné-difizni rovnice a moznosti jejich nasledného rozsifeni pro
obecnéjsi piipady.

Tato diplomova préce se vénuje pravé numerickému feSeni advekéné-difizni rovnice v jedné
a dvou prostorovych dimenzich, pficemz navazuje na bakalarskou préci [9]. Volime zde pfistup
zalozeny na prevodu advekéné-difizni rovnice, kterd je druhého fadu, na hyperbolickou sou-
stavu dvou PDR prvniho fadu, kterd je néasledné diskretizovana metodou vhodnou pro hy-
perbolické rovnice. Prostorovou diskretizaci provadime metodou distribuce rezidui, ktera je
vhodna predevsim pro stacionarni vypocty, ale lze ji pouzit i pro feSeni nestacionarnich
problémii. Reseni stacionarniho problému realizujeme metodou ustalovani v pseudocase. Pro
integraci v pseudocase pouzivame explicitni a implicitni Eulerovu metodu. Pro feSeni ne-
staciondrniho problému vyuziviame tzv. dualniho ¢asu, coz znamend, ze hleddme ustalené
feSeni v kazdém kroku ve fyzikalnim ¢ase. Vyhodami zvoleného pristupu je moznost vyuziti
provéfenych metod pro hyperbolické rovnice, jednotny ptistup k advekci a diftzi, moznost
volby ¢asového kroku velikosti O(h) pfi pouziti explicitni metody a O(1/h) ¢islo podminénosti
matice soustavy linearnich algebraickych rovnic, kterou fesime pti pouziti implicitni metody.

Na explicitni schéma v jedné dimenzi jsme aplikovali metodu vice siti uréenou pro hyper-
bolické soustavy s cilem provéfit jeji funkénost a efektivitu pro riznd Reynoldsova ¢isla.

Struktura prace je nasledujici: Ve druhé kapitole kratce pfedstavime matematické modely
zakladnich procest, kterym se v této praci vénujeme. Ve tieti kapitole se zminime o nékterych
standardnich postupech pii numerickém feSeni advekéné-diftizni rovnice a nékterych dulezi-
tych vlastnostech schémat vzniklych jejich pouzitim. Ctvrta kapitola se vénuje popisu pouzité
metody distribuce rezidui pro feSeni staciondrni a nestacionarni advekéné-diftizni rovnice
v jedné prostorové dimenzi a staciondrni advekéné-difizni rovnice ve dvou prostorovych di-
menzich. Nalezneme zde také vyklad metody vice siti, kterd je vhodnd pro hyperbolické
soustavy, nebot v operatorech restrikce a interpolace vyuzivd upwindingu. P4t4 kapitola ob-
sahuje vysledky numerickych experimentu, jejichz cilem bylo provéreni a posouzeni vlastnosti
pouzitych metod. V Sesté kapitole uvadime postup, jimz lze pomoci pfevodu na hyperbo-



lickou soustavu ziskat korektni aproximace difiznich ¢lenu, které lze vyuzit pii konstrukci
numerickych schémat pro rizné metody diskretizace.



Kapitola 2

Formulace problému

V nésledujicich odstavcich predstavime obecné tlohy, s nimiz se setkdme pii realizaci postupu
feseni advekéné-diftizni rovnice nastinéného v uvodu této prace. Informace uvedené v této
kapitole a podrobnéjsi informace o zminénych tlohach a o jejich feSeni muzeme nalézt napf.
v [3], [5] nebo [11].

2.1 Rovnice hyperbolického typu

2.1.1 Skalarni piipad — advekéni rovnice
Konstantni koeficient

Nejjednodussim modelem vyuzivajicim se k popisu proudéni je advekéni (nebo téz trans-
portni) rovnice, kterd je skaldrni linedrni rovnici hyperbolického typu a mé tvar

u; + auy, = 0. (2.1)

Modeluje napiiklad transport piimeési o koncentraci popsané funkei u(z, t) v tekutiné proudici
konstantni rychlosti a € R\{0} tenkou trubici. Koncentrace u se pfedpoklada dostatecné mald,
aby jeji zmény neovliviiovaly dynamiku proudéni tekutiny. Pro a > 0 se jedna o proudéni zleva
doprava, pro a < 0 zprava doleva.

Obecnym feSenim advekéni rovnice je libovolnd diferencovatelnd funkce tvaru

u(z,t) = g(x — at), (2.2)

coz odpovida posouvani profilu funkce g rychlosti |a| doprava, resp. doleva. Toto FeSeni se
nazyva pravd, resp. levd postupnd vlna. Pifmky o rovnicich X (t) = z¢ + at, kde 2y € R,
nazyvame charakteristiky a feSeni je podél nich konstantni.

Pro urceni konkrétniho tvaru feseni potiebujeme pfipojit pocateéni nebo okrajovou pod-
minku. V piipadé, ze uvazujeme danou tlohu na celé redlné ose, postaci pocateéni podminka

u(z,0) =u(x), zeR, (2.3)
a feseni je pro vSechna t > 0 urceno jednoznacné vztahem

u(x,t) = u(x — at). (2.4)



2.1. ROVNICE HYPERBOLICKEHO TYPU

Resime-li ilohu pouze na omezeném intervalu (x1, x2), je k ziskani jednozna¢ného feseni tieba
pridat navic okrajovou podminku na piitoku, tedy pro a > 0

u(zy,t) = up(t), t=>0, (2.5)
aproa <0
u(xe, t) = ug(t), t>0. (2.6)
Reseni mé v pifpadé a > 0 tvar
_J u(t =), x € (w1, 21 +at),
@) = { u(r — at), z € (z1 + at, x2), (2.7)

analogicky pro a < 0.

Proménny koeficient

Jednoduchym zobecnénim advekéni rovnice je model transportu, kde rychlost proudéni teku-
tiny zavisi na prostorové proménné, tedy a = a(x). Ze zédkona zachovani dostaneme v tomto
piipadé rovnici tvaru

ut + (a(z)u)y = 0. (2.8)
Systém charakteristik X (¢) ziskdme fesenim obyéejné diferencidlni rovnice
X'(t) = a(X(t)). (2.9)

Charakteristiky jiz nejsou piimky, ale obecné kiivky, které reprezentuji trajektorii jednot-
livych ¢astic unasenych proudem. Vyjadiime-li zménu feseni podél téchto kiivek

CuX(0.0) = u(X(0).0) + X' (ua(X(0),1)
= w(X(0),0)+ a(X () ua (X (1), 1)
= w(X(0),0) + (@(X (X (1), ) — o (X)X (1), )
—d' (X (t)u(X (t),1), (2.10)

zjistime, ze feSeni podél nich jiz nezustdva konstantni jako v piipadé s konstantnim koefici-
entem.
V nékterych aplikacich se muzeme setkat s advekéni rovnici v tzv. nekonzervativnim tvaru

ut + a(z)ugy = 0. (2.11)

Charakteristiky jsou opét fesenim (2.9), ziskame tedy stejné kiivky jako v predchozim piipadé,
ale hodnota u podél nich zustdva konstantni, coz plyne z tvaru rovnice (2.11).

Pro dany fyzikalni problém lze odvodit oba tvary advekéni rovnice, konzervativni i nekon-
zervativni, pricemz zalezi na konkrétni definici veli¢iny u. Rozhodujici mohou byt napiiklad
fyzikédlni jednotky, ve kterych koncentraci méiime. Uvazujeme-li v v gramech na metr, dosta-
neme rovnici v konzervativnim tvaru, zatimco pro u v gramech na metr krychlovy dostaneme
nekonzervativni tvar (viz [11]).



2.2. DIFUZNI ROVNICE

2.1.2 Soustava hyperbolickych rovnic

Meéjme linearn{ soustavu parcidlnich diferencialnich rovnic 1. fadu
u; + Au, =0, (2.12)

kde u = u(z,t) : R x Rf — R™ je vektor nezndmych funkef a A € R™ ™. Soustavu nazveme
a) slabé hyperbolickou, pokud A ma4 redlna vlastni ¢isla,
b) silné hyperbolickou, pokud je A diagonalizovatelnd a m4 redlnd vlastni ¢isla,
c¢) ryze hyperbolickou, pokud je A diagonalizovatelnd a ma navzajem ruznd redlnd vlastni
cisla.

Dale budeme predpokladat ryze hyperbolickou soustavu, tedy existuje regularni matice
R, tzv. matice pravych vlastnich vektort, takova, ze plati

A =RAR ™, (2.13)
kde A = diag(\1,...,\,) je diagondlni matice vlastnich ¢isel matice A. Po dosazeni tohoto
vztahu do (2.12) ziskdme

u; + RAR u, = 0. (2.14)

Celou rovnici vynasobime matici R™! zleva
R 'u; + RT'RAR 'u, = 0. (2.15)

a jelikoz R™! je konstantni matice, mizeme psét

(R7'); + RT'RA(R 'u), = 0. (2.16)
Zavedenim nové neznamé
v(z,t) = R u(r, 1) (2.17)
ziskame rovnici
vi+ Av, =0. (2.18)

Matice A je diagonélni, soustavu (2.18) lze proto rozdélit na n nezavislych linedrnich ad-
vekénich rovnic

oF NP =0, k=1,...,n. (2.19)
Jelikoz jsme predpokladali, ze soustava (2.12) je ryze hyperbolickd, jsou vSechna vlastni ¢isla
redlnd a rovnice (2.19) maji tedy stejny fyzikalni smysl, jaky byl popsén u advekéni rov-
nice. Tvar jejich feseni zname. Transformaci u = Rv se vratime k ptvodni proménné, ¢imz
dostaneme feseni soustavy (2.12).

2.2 Diftizni rovnice

Dalsim ze zékladnich modelu, se kterymi se setkdme pii popisu dynamiky tekutin, je difizni
rovnice, kterd je parabolického typu a méa nasledujici tvar

up — dig, = 0. (2.20)

Modeluje bud’ difizi néjaké latky v trubici naplnéné tekutinou, pficemz funkce u(z,t) opét
popisuje koncentraci dané latky a d > 0 je diftizni koeficient, nebo sifeni tepla v ty¢i, kde
u(x,t) popisuje rozlozeni teploty v tyci a d > 0 je koeficient tepelné vodivosti.



2.3. ADVEKCNE-DIFUZNI ROVNICE

Tvar obecného feSeni pro diftizni rovnici neni znam, uvazujme tedy poc¢atecni tlohu

ur — dug, =0, z €R,t>0,

u(z, 0) = a(x). (2.21)

Predpokladejme nyni, ze jde o model siteni tepla a pocdtecni podminka u(z) vyjadiuje
pocatecni rozlozeni teploty v tyc¢i. Resenim tlohy (2.21) je funkce

u(e.t) = [ a()Gla - y.1)dy, (2.22)

kde ]
Glz,t) = ———e " /(4d) 2.23
(1) 47Tdt6 ( )

je tzv. tepelné (difizni) jadro nebo téz fundamentalni feseni, pro které plati, ze pro libovolné
t>0je

/OO G(z,t)dz =1 (2.24)

a pro t — 0+ se blizi Diracové distribuci. Z fyzikalniho hlediska popisuje rozlozeni teploty,
které je reakei na pocatecni jednotkovy bodovy zdroj tepla umistény v 2 = 0. ReSen{ u(x,t)
je pak ,souctem“ reakeci na jednotlivé zdroje o velikosti u(y) v bodech y € R.

Lze ukazat, ze funkce u(z,t) fesi tlohu (2.21) i piipadé, ze funkce u je pouze po ¢éstech
spojita. Zajimavou vlastnosti feSeni difizni rovnice je to, Ze bez ohledu na vlastnosti poc¢atecni
podminky % je pro libovolné ¢ > 0 funkci t¥idy C*°. Jeho dalsi specifickou vlastnosti je, ze
pro libovolné malé ¢ > 0 je u(z,t) nenulova ve vSech bodech z € R i v piipadé, ze pocatecni
podminka je nenulovd pouze na omezeném intervalu. To by znamenalo nekone¢nou rychlost
difuze ¢i 8iteni tepla, coz samoziejmé neodpovida realité.

2.3 Advekéneé-difuzni rovnice
Kombinaci obou vysSe zminénych modelu ziskdme tzv. advekéné-difuzni rovnici
up + auy — dug, =0 (2.25)

popisujici situaci, kdy dochézi k transportu latky o koncentraci u(x,t) tekutinou proudici
v trubici rychlosti a a zaroven k difizi této latky do okoli.



Kapitola 3

Numerické reseni advekcéne-difuzni
rovnice

U redlnych problémi, kde se setkavame s advekéné-difizni rovnici, se ¢asto advekce projevuje
mnohem vyraznéji nez difize, coz znamend, ze plati d < |a|, kde a je obecné vektor rychlosti
advekce. Prestoze se advekéni rovnice (2.1) a advekéné-difizni rovnice (2.25) 1isi ,pouze” timto
malym difiznim ¢lenem, je mezi nimi zdsadni rozdil. Advekéni rovnice je hyperbolického typu,
kdezto advekéné-difizni rovnice je parabolického typu. Pro velmi maly diftzni koeficient d
jsou si jejich TeSeni na vétsiné vypocetni oblasti blizka, ale jelikoz advekéné-difizni rovnice je
druhého radu, predepisujeme u ni vice okrajovych podminek. To muze mit za nasledek vznik
okrajovych vrstev s velmi prudkym gradientem feSeni.

Pii teSeni advekéné-difizni rovnice numerickymi metodami se nesetkame s vyraznymi
problémy v piipadé, ze dominuje difize. V opaéném piipadé vSsak muzeme ocekavat jisté
komplikace. Pomér advekce a difize je charakterizovan Pécletovym ¢islem

_ |alL

P
e 7

(3.1)
kde L je charakteristicky rozmér vypocetni oblasti. Pro Pe < 1 je dominantnim jevem diftize,
pro Pe > 1 dominuje advekce. Nékdy se v této souvislosti mluvi o Reynoldsové misto
o Pécletové &isle, coz obecné nejsou ekvivalentni pojmy ', ale pro téely této price je za
ekvivalentni muzeme povazovat.

3.1 Diskretizace

V tomto odstavci budeme uvazovat Dirichletovu ilohu pro nejjednodussi piipad stacionarni
advekéneé-difuzni rovnice v jedné dimenzi

auy, — duz, =0, xz € (0,1),

.2
u(0) = o, u(l) =, (32)
kde wug,u; jsou dané konstantni hodnoty. Na intervalu (0,1) zvolime ekvidistantni sit uzli
zj,j =0,1,...,J s krokem h. Dale ozna¢me U; hodnoty pfiblizného feSeni v uzlech z; a U

'viz napi. http://en.wikipedia.org/wiki/Pclet_number



3.1. DISKRETIZACE

vektor hodnot pfiblizného feseni ve vnitinich uzlech U = [Uy,Us,...,Us_1]T. Pro konkrétni
diskretizaéni sit definujeme lokdlni Pécletovo ¢islo
Pe-h |alh

Pej, = _ 1 .
=0 2d (3.3)

Budeme-li tlohu (3.2) diskretizovat metodou koneénych diferenci (FDM), nejjednodussim
zpusobem je pouziti centrdlnich diferenci

o Uit = Ui Ui = 205 + Uja

Uy ~ 9% , Tr ~ 72 ) (34)
které jsou druhého fadu. Takto ziskdme nasledujici diferencni schéma
a d .
ﬂ(Uj-i-l - Uj—l) - ﬁ(U]-i-l - 2Uj + Uj—l) =0, j=12,...,J-1, (35)
které muzeme zapsat jako soustavu linearnich algebraickych rovnic
AU =1, (3.6)
kde
[ (=7 O 0 0 ]
d 2d d
(=2 — 72) W2 (25 — 72) 0 0
A= (3.7)
0 0 CH-B) B G-
[0 0 0 (~z—72)
& T
a d a d
fi=||—+— . -4 = . .
1 |:<2h+h2>u0707 aov ( 2h+h2>UI:| (3 8)

Pii diskretizaci ilohy (3.2) metodou kone¢nych prvku (FEM) s pouzitim linearnich bazo-
vych funkci dospéjeme k soustavée

AU =15, (3.9)
kde
2 (-4 o 0 0 ]
-s-%) % G-%) 0 0
A= | ; (3.10)
0 o (-5-7 #F G-
L0 0 0 -5-%) & |
a

)ulr. (3.11)



3.2. SMISENA FORMULACE

Vsimnéme si, ze plati Ao = hA; a f5 = hf], soustavy (3.6) a (3.9) jsou tedy ekvivalentni
a nemusime rozliSovat mezi soustavou vzniklou diskretizaci metodou kone¢nych diferenci a
kone¢énych prvkia. Matice téchto soustav nejsou symetrické a tedy nemdme pro jejich fesSeni
k dispozici tak efektivni algoritmy jako pro symetrické matice, které vznikaji naptiklad dis-
kretizaci eliptickych rovnic. Cislo podminénosti matic vzniklych diskretizaci advekéné-difizni
rovnice je typicky O(1/h?), podobné jako éasovy krok, ktery musime volit pii Feseni ne-
staciondrni advekéné-difizni{ rovnice explicitnimi metodami, jehoz velikost je O(h?). Pozna-
menejme, ze vhodnym predpodminénim lze dosdhnout ¢isla podminénosti matice soustavy
o velikosti O(1/h). Vice o metodéach predpodminéni a dalsich aspektech numerického feseni
advekéné difizni rovnice muzeme nalézt napiiklad v [6].

Dalsim dulezitym faktem je, ze pro Pep > 1 jsou vySe zminéné metody nestabilni. Situace
je podobnd i pii pouziti metody koneénych objemu (FVM). Konstrukce stabilnich schémat
vyzaduje aplikaci specidlnich ptistupu. U FDM ¢ FVM to muze byt napiiklad pouziti upwin-
dingu pfi diskretizaci advekéniho ¢lenu nebo pouziti limiteru ¢i TVD (Total Variation Dimi-
nishing) metod. Pro FEM existuje fada stabiliza¢nich metod, které jsou zalozeny napiiklad na
pridani numerické disipace pomoci vhodné modifikace testovacich funkci, z nichz nejznaméjsi
jsou SUPG (Stremline-Upwind/Petrov-Galerkin) nebo GLS (Galerkin/Least-Squares) (viz
7).

Pokud by néds kromé feseni u zajimala i jeho derivace u, (pfipadné gradient ve vice
dimenzich), nezbyde ndm v tomto piipadé nic jiného nez je rekonstruovat z hodnot pfiblizného
feseni. Tim ovSem ziskdme aproximaci derivace (gradientu) s nizs$im fddem pfesnosti nez
aproximaci samotného TeSeni.

3.2 SmiSena formulace

Jednim z dalsich moznych piistupu k feseni advekéné-diftizni rovnice je zavedeni prvni deri-
vace TeSeni jako nové neznamé p = u,, ¢imz ziskame tzv. smiSenou formulaci

aug — dp, =0, (3.12)
Uy = P. '

Pii diskretizaci soustavy (3.12) metodou koneénych prvku se muze objevit nestabilita
ze dvou duvodu. Jednak v disledku dominance advekce stejné jako v pfedchozim odstavci,
jednak v dusledku nesplnéni tzv. LBB podminky. Druhému typu nestability muzeme predejit
napfiiklad pouzitim specialnich koneénych prvka, coz vsak vede k aproximaci ruzného fddu pro
u a p. Jinou moznosti je pouziti nékteré stabilizaé¢ni metody, naptiklad jiz zminénych SUPG
¢i GLS. Tyto stabilizaéni metody potlacuji nezadouci oscilace zpusobené obéma faktory a
umoznuji tedy ziskani aproximace stejného fadu pro u i p.



Kapitola 4

Reseni pirevodem na hyperbolicky
systém

V této kapitole popiseme metodu feseni advekéné-difizni rovnice, kterd je hlavnim predmétem
této préace. Jejim zakladem je pfevod advekéné-diftizni rovnice na soustavu rovnic hyperbo-
lického typu, kterd je nasledné diskretizovana pomoci metody distribuce rezidui.

Resen{ této soustavy v ¢ase neni rovno Feseni nestacionarni advekéné-difizni rovnice, nebot
zminéné dvé tdlohy jsou ekvivalentni pouze v ustdleném stavu. Reseni hyperbolické soustavy
muze byt vnimano jako itera¢ni metoda k nalezeni staciondrniho feSeni puvodni advekéné-
difizni rovnice. Zavedenim tzv. dudlniho ¢asu a specidlni Upravou pravé strany soustavy
muzeme vSak stejnou metodou ziskat i feSeni nestacionarni advekéné-difuzni rovnice.

V nésledujicich odstavcich blize popiseme explicitni a implicitni verzi této metody pro
nalezeni staciondrniho i nestacionarniho reseni. Uvedené informace vychdazeji z literatury [12],
[14] a [15]. V kapitole 5 uvedeme vysledky nékolika numerickych experimentu tykajicich se
této metody.

4.1 Metoda distribuce rezidui

Nejprve zde predstavime obecny princip metody distribuce rezidui. Pro jednoduchost vykladu
budeme uvazovat skalarni zékon zachovani v jedné prostorové dimenzi

us + . = f, (4.1)

kde u = u(z,t) je nezndmd funkce, u : (a,b) x Rf — R, ¢ = ¢(u) je dana tokova funkce a
f = f(z,t) je dand zdrojové funkce. Bude nés zajimat feseni v ustdleném stavu, tedy takové,
pro které plati u; = 0.

Na intervalu (a, b) zvolime sit bodu z;, a = o < x1 < ... < xy = b, které rozdéli interval
(a,b) na J — 1 podintervalt (z;,zj41),j =0,1,...,J — 1. Pro j-ty uzel oznacime

hi = (xj —xj1), hr=(zjn —x;). (4.2)

Budeme predpokladat, ze feSeni je na jednotlivych podintervalech linearni. Hodnoty funkci
@, resp. f v bodé z; a pevném cCase t oznacime ;, resp. fj. Pro kazdy interval (z;, ;1)
stanovime hodnotu rezidua
fi1+ 8y
¢j+1/2 = / (—%c + f) dz ~ —(90j+1 - SDj) + %hﬁt, (4-3)
zj

10



4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

kde pro integraci zdrojového ¢lenu f bylo pouzito lichobéznikové pravidlo. Hodnota rezidua
vyjadiuje chybu, s jakou je na daném podintervalu splnéna stacionarni rovnice. Nagim cilem je
dosazeni ustdleného stavu, tedy stavu, kdy jsou vSechna rezidua nulova. Neni-li tedy hodnota
¢j+1/2 Tovna nule, musime zmeénit hodnoty priblizného resent v uzlech x; a ;41 tak, abychom
ji zmensili.

Tento krok se nazyvd distribuce rezidui. Kazdé z rezidul ¢; /5 rozdélime na dveé cdsti
(;Sj_Jrl /2 @ ¢;r+1 /2 které budou pfidany do uzli x; a xj41, v poméru daném koeficienty 3

j+1/2
a ;‘r+1/2
¢;+1/2 = 5;+1/2¢j+1/2’ qbthl/z = 5;r+1/2¢j+1/2’ (4.4)
kde pro koeficienty plati
Bitip T B 12 = (4.5)
Pro zménu feSeni v j-tém uzlu pak dostaneme semidiskrétni rovnici
% = hlj( 1 T Phae) = hlj (5;1/2%—1/2 + B 1 20541/2); (4.6)

kde h; = (hr + hgr)/2. Pro jeji integraci mizeme pouzit nékterou ze znamych numerickych
metod. Postup opakujeme, dokud se dostateé¢né nepiiblizime ustalenému stavu.

Volba distribu¢nich koeficientu BJ L1208 ;FH /2 hraje klicovou roli pro chovani metody a
souvisi s fyzikalnimi vlastnostmi daného modelu.

4.2 Prevod na hyperbolicky systém

Advekéné-difizni rovnice se ¢asto numericky fesi pouzitim kombinace dvou schémat — pro ad-
vekéni a pro difizni rovnici. V nékterych pripadech muze vsak tento postup vést k problémum,
napiiklad ke snizeni fadu presnosti pouzitych schémat, a vyzaduje pak dalsi opatieni k dosazeni
pozadovaného vysledku.

Metoda popsand v této kapitole oproti tomu nevyzaduje zvlastni zachdzeni s advekénim a
difdznim ¢lenem, nebot pievadi advekéné-difizni rovnici na hyperbolicky systém rovnic, ktery
jiz muzeme Fesit metodami vhodnymi pro hyperbolické rovnice (napf. upwinding). Prestoze
tento hyperbolicky systém vychdzi ze smiSené formulace (3.12), neni zde potieba aplikovat
zadné dalsi stabilizaéni metody. Navic ziskdme aproximaci feSeni i tokové funkce stejného
faddu presnosti. To je ddno pravé vyuzitim korektnich postupt pro numerické feseni PDR
hyperbolického typu, které jiz v sobé obsahuji stabilizaci.

Tento piistup také umoznuje pouzit ¢asovy krok velikosti O(h) pii pouziti explicitni me-
tody. Cislo podminénosti matice soustavy linedrnich algebraickych rovnic, kterou dostaneme
pouzitim implicitni metody, je O(1/h).

4.2.1 Stacionarni problém — 1D

Méjme nasledujici okrajovou ilohu pro stacionarni advekéné-difizni rovnici

auy — dug, = f, x € (0,1),

uw(0) = ug, wu(l) = wuq, (4.7)

kde a > 0 je rychlost proudéni a d > 0 diftizni koeficient. Pro jednoduchost zde uvazujeme
tlohu na intervalu (0, 1), cely postup lze vsak bez problému aplikovat na libovolny omezeny

11



4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

interval. Zavedenim nové nezndmé funkce

dostaneme smiSenou formulaci tlohy
aug — dpy = f, (49)
Uy = P.

Vynasobenim druhé rovnice vyrazem —1/7, a formalnim pfidanim derivaci podle pseudocasu
7 na levou stranu ziskdme soustavu

ur + auy — dpy = f,

Uz D (4.10)
Pr — f - _Ea
kde T, > 0 je tzv. relaxa¢ni ¢as. Systém (4.10) je asymptoticky ekvivalentni s nestaciondrni
advekéné-difuzni rovnici pro 7, — 0, ale v ustaleném stavu (u, = p, = 0) je s ni ekvivalentni
pro libovolné T,.. Tento parametr hraje roli predpodminéni a jeho hodnota bude ovliviiovat
rychlost konvergence k ustdlenému stavu pfi pouziti explicitni metody a ¢islo podminénosti
matice soustavy pii pouziti metody implicitni.
Soustavu (4.10) muZzeme zapsat v maticovém tvaru

qr + Aq; =g, (4.11)
kde
u a —d f
q=H, A=|_L | 8=|_2 (4.12)
P T, T,

Tato soustava je ryze hyperbolickd, nebot matice A m4 redlnd ruzna vlastni ¢isla

a 4d a 4d
M==|1—4/1+ —— =—-11 1+ —— 4.13
1 2( +a2T,.>’ 2 2<+ +a2TT), (4.13)
a linedrné nezdavislé vlastni vektory, které zapiseme do matice
R = [_AllTT _AfT’“] . (4.14)

Podrobné odvozeni optimélni hodnoty 7, lze najit v [15]. Zavadi se tzv. délkovy parametr
L, a T, se definuje jako podil tohoto parametru a charakteristické rychlosti Ao
Ir = % - = a\’
4
2 % (1 + 1+ azTr)

(4.15)

kde As je voleno pro zachovani kladné rychlosti v limitnich ptipadech, kdy a — 0 nebo d — 0.

Pro T, tedy dostavame vztah
Ly
T = ———— 4.16
" a+d/L, (4.16)

12



4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

a pro délkovy parametr L, je odvozena optimalni hodnota

A fee o o2 (4.17)
To2r \ T+ Re2 +1 VIt RZ+1)’ ’

kde Re, je analogie Reynoldsova ¢isla

Rer = —. (4.18)

Prostorova diskretizace

Pro diskretizaci systému (4.11) pouzijeme metodu distribuce rezidui popsanou v odstavci 4.1,
muzeme v8ak pouzit i jinou metodu, napi. FVM & FEM, pficemz zminéné vlastnosti zuistanou
zachovany.

Na intervalu (0,1) zvolime sit bodu z;,0 = zp < 21 < ... < &y = 1 a opét zavedeme
znacen{ (4.2). Pfesné hodnoty fesenf u a p v uzlu z; oznaéime zkrdcené q; = [uj,pj]’ a
jejich aproximace Q; = [U;, Pj]T,j = 0,1,...,J. Analogické znacen{ pouzijeme pro pravou

stranu g. Déle stanovime hodnoty rezidui ®;,,/, pro vSechny podintervaly (z;,z;j11) pro
j=0,1,...,J -1

Tj+1
P10 = / (—Aq; +g)dzr =~
2 (4.19)

G + G,
~-A(Qjn —Qj) + 7]“2 *hp.

Distribuéni matice, pomoci nichz rozdélime rezidua do krajnich uzli, volime ve tvaru

L . -

B — éR -( OIAl) <1 B %)_ R (4.20)
- N -

Bt — %R _(1 +0|>\1> <1 +O|§§|> RL (4.21)

Budeme-li predpokladat a > 0, plati Ay < 0 a Ay > 0 a tvar distribu¢nich matic se zjednodusi
na

1 1 L,
B = — , 4.22
Rep, +2 Rer, +1 1+ Rey, ( )
T
1 1+ ReLT —L,
BT = _—— , 4.23
Rep g3 | Rentl (4.23)
T
kde Rer, = as’" je opét analogie Reynoldsova ¢isla a vyjadiuje pomeér rychlosti advekce ku

rychlosti difaze. Distribu¢ni matice ve tvaru (4.22) a (4.23) jsou rozkladem matice A takovym,
ze plati
A=M\B + >\QB+ (424)

13



4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

a maji nasledujici vlastnosti
B B =B, B'Bt=B", B B"=0, BB =0 (4.25)

Tyto matice jsou projekéni matice, které promitaji reziduum na dva podprostory oboru hod-
not R(A) matice A, jez jsou ortogondlnim rozkladem R(A) a ptislusi levé, resp. pravé viné
s rychlosti A1, resp. Ao. Distribuéni matice tak zajistuji pienos éasti rezidua s kladnou rych-
losti smérem doprava a ¢asti se zapornou rychlosti smérem doleva (upwinding). Lze je také
vyjadrit v nasledujicim tvaru

ReL, 2
B=—""-8B — B 4.26
Rep, +2 A+R€Lr+2 b (426)
kde
By= lim B, Bp= lim B (4.27)
Rer, —+o0 Rer,,.—0

a horn{ index byl pro zkrdcen{ zépisu vynechan, stejny vztah plati pro B~ i BT. Vztah (4.26)
znamena, ze kazdy z podprostori je linedarni kombinaci svych limitnich stavi: ¢isté advekce
a Cisté diftze.
Pro zménu feSeni v j-tém uzlu dostdavame semidiskrétni rovnici
dQ; 1
— = _—(B"®;,_,,+B P, 4.28
dr h]( j—1/2 j—i—l/?)a ( )
kde opét h; = (hr, + hr)/2. Pro jeji feSeni muzeme pouzit explicitni nebo implicitni schéma.
Podivejme se nyni na lokalni diskretizacni chybu d; préavé odvozené metody. Piedpokla-
dejme pro tuto chvili, ze pfesnd feSeni u, p a prava strana f maji derivace viech fadu a lze je
tedy rozvinout v Taylorovu fadu. Dosazenim presného feseni do (4.28) dostaneme

0:%%

1 —_
dr * h. (BT®;_ 15+ B ®ji1p), (4.29)
J

dj

kde levé strana je nulové, nebot q je staciondrni feseni a jeho ¢asovd derivace je tedy rovna
nule. Lokalni diskretiza¢ni chyba je nepiesnost, s niz presné reseni spliuje vztah (4.28), tedy
hodnota pravé strany (4.29). Pro rezidua plati

g +8j-1

®j 172 = —Algj —qj-1) + = —hr, (4.30)
d — _Alqs 4 Mh 4.31
412 = —A(qj1 —qj) + 5 R- (4.31)

Daéle vyjadiime hodnoty q a g v bodech x;_1 a ;41 pomoci Taylorova rozvoje v bodé x; jako

h2
qj-1 = q; —hr(g;)z + 7L(QJ)M +O(h), (4.32)
h% 3
dj+1 = 4q;+hr(qj):+ 7(%‘)” + O(hg), (4.33)
gj-1 = g —hr(g)).+O(h), (4.34)
gi+1 = & +hr(gj)s+ O(h%), (4.35)
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a dosadime je do vztahu pro rezidua. Pro @/, tak dostaneme

gj+1+gjh
———F—hpR
2

2

— —A(Qj + hR(qj)m + hj(Qj)xx + O(h?;%) - Clj)

2
hi (4.36)

+ (g + hr(g)e + O(hR) + &) %

Q.12 =—A(qj+1 —q;) +

h2
= (_A(qj)w + gj) hgr + (_A(Qj)m + gj)ac 7}% + O(h:})’%)v
=0 =0

analogicky pro ®;_1/,. Prvni a druhy ¢len jsou pro presné stacionarni reseni q rovny nule,
nebot vyrazy v zévorkach odpovidaji stacionarni ¢dsti feSené soustavy v j-tém uzlu. Zjistili
jsme tedy, ze @ q/p = O(h%) a analogicky D10 = O(h3). Dosazenim zpét do pravé strany
(4.29) dostavéame

1 3 - (13 2

d; = K(BJFO(hL) + B O(hg)) = O(h?). (4.37)

J

Nage metoda je tedy druhého fadu pfesnosti pro obé nezndmé u i p.

Explicitni schéma

Pro konstrukei explicitniho schématu nahradime v (4.28) ¢asovou derivaci jednostrannou di-

ferenci _—
de - Qj - Q;l
dr AT ’
a pouzijeme dopfednou Eulerovu metodu. Hornim indexem n jsme oznagcili hodnoty na n-té
casové vrstvé a symbolem A7 ¢asovy krok. Ziskdme nésledujici predpis pro vypocet hodnot
Qj,j=1,...,J — 1, na nové casové vrstvé

(4.38)

Q" =Qjf + T BTz T B 0). (4.39)

V krajnich bodech intervalu (0,1) mame zadany Dirichletovy okrajové podminky
Uy =ug, Uj=u. (4.40)

Zbyva nam jesté stanovit priblizné hodnoty p v téchto bodech. To provedeme nasledujicim
zpusobem

I [B @1/2] 2), (4.41)
J
Pl = prg i |:B+{)J_1/2] 2), (4.42)

J

kde (2) oznacuje druhou slozku pfislusného vektoru. Analogicky bychom postupovali pii im-
plementaci Neumannovych okrajovych podminek, nebot ty nejsou po pfevodu na hyperbolicky
systém ni¢im jinym, nez Dirichletovymi okrajovymi podminkami pro p.
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4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

Jelikoz je systém (4.10) hyperbolicky, velikost ¢asového kroku A7 je omezena zndmou
CFL podminkou

<1, (4.43)

max |
? min

kde A; jsou vlastni ¢isla matice A a hy,;, oznacuje nejmensi krok diskretizacni sité. Konkrétni

tvar CFL podminky je v tomto piipadé

hmin
AT = CFL——— 4.44
7=CFL— L (4.44)

kde CFL < 1. Vzhledem k tomu, ze ndmi zvolené L, = O(1), je z (4.44) patrné, ze velikost
casového kroku je O(h), a to pro vSechna Reynoldsova &isla Rey,.. To plyne z toho, ze fesime
hyperbolicky systém namisto ptvodni parabolické rovnice, neni to tedy vlastnost pouzité
numerické metody a toto omezeni by platilo i pii pouziti FVM ¢i FEM.

Implicitni schéma

Vratme se opét k rovnici (4.28) a oznatme jeji pravou stranu zkrécené

Resj = —(B™®; 15 + B ®;,1/5). (4.45)

L
h;
Nasim cilem je nalézt ustdlené feseni, polozime tedy ¢asovou derivaci v (4.28) rovnu nule a
budeme fesit soustavu rezidudlnich rovnic

Res = 0. (4.46)

Oznaéme Q = [ug,po, u1,P1,---,us,ps]7. Pro feseni (4.46) pouzijeme Newtonovu iteraéni
metodu pro soustavy nelinedrnich rovnic, jejiz schéma je nasledujici

ORes '
Q= QF - < ?S> Res”, (4.47)
0Q
kde index k znac¢i k-tou iteraci. Jednoduchou tdpravou a vyndsobenim rovnice Jacobiovou
matici 8%55 zleva dostaneme
OR
S AQ* = —Res”, (4.48)
0Q

kde jsme oznagili AQk’ Q’“Jrl QF. Vysledna implicitni metoda pro nalezeni aproximace
ustaleného feSeni advekéné-diftizni rovnice je definovana vztahem

Q" = Q"+ AQ". (4.49)

Jacobiova matice ‘9R(§S je fidka a skladé se z bloku o velikosti 2 x 2. Dvojici fadku soustavy
(4.48) tykajici se j-tého uzlu pro j =1,...,J — 1, muzeme zapsat jako
1 _ k
Ji1AQE | +J;AQN +J,1AQ), = — (BY®,_ 10+ B ®;,150)", (4.50)
J
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4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

kde AQ? = (AU f, AP]I“) a piislusné matice maji tvar

1 0P;_1)9
Ji_, = —Bt——= 4.51
j—1 h] an—l ( )
1 0P;_1/9 _ 0P 110
J, = —(BT—2 +B — , 4.52
’ hj( 0Q; 9Q; “52)
1 0P
Jigg = —B 2 4.53
J+1 hj an—H ( )
Pro derivace vektort rezidua podle Q; plati
—d
WW: 1 hg | (4.54)
’ T, 2T,
— d
0P; 1) ¢
7an/ =1 hl (4.55)
! T, 2T,

analogicky pro jejich ostatni derivace.

Nyni zbyva urcit dvojice radkiu piislusné krajnim uzlim. Budeme opét predpokladat, ze
mame zadanu Dirichletovu okrajovou podminku na obou koncich intervalu (0,1), pficemz
Neumannovu podminku bychom implementovali obdobnym zplisobem. Pro j = 0 muzeme
psat

1 _
JoAQE + J,AQY = i (B=®,,5)", (4.56)
kde definujeme hg = hg/2 a
1 1 0
J = - - 4.
0 hOB _i B hR ) ( 57)
T, 2T,
1 0 0
Ji= B , .
1 hoB i _ hR (4 58)
T, 2T,

Podobné postupujeme na pravém okraji pro uzel x ;.

Soustavu (4.48) muzeme fesit nékterou ze zndmych metod pro feSeni soustav linedrnich
algebraickych rovnic. Autofi v [12] navrhuji pouziti Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody, jejiz
slozitost je pro soustavu vzniklou diskretizaci naseho hyperbolického systému O(.J). Je vhodné
pouzit tzv. kolektivni verzi Gaussovy-Seidelovy metody, kde se v daném uzlu aktualizuji
hodnoty AU; i AP; zéroven, nebot pii standardni aplikaci po jednotlivych rovnicich muze
byt v nékterych piipadech nestabilni.

4.2.2 Nestacionarni problém — 1D

V tomto odstavci popiSeme rozsiteni implicitniho schématu pro feSeni nestacionarni tlohy.
Méjme nasledujici poc¢atecné-okrajovou ulohu pro advekéné-difizni rovnici
ug + auy — dug, = f, = € (0,1),
u(z,0) = u(x), zeR, (4.59)
uw(0,t) = uo(t), u(l,t)=wui(t), t>0.
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Pro integraci této rovnice v ¢ase nyni pouzijeme metodu BDF1, resp. BDF2 (tzv. Backward-
Differentiation-Formula prvniho a druhého tadu), coz znamen4, ze ¢asovou derivaci nahradime

pomeérnou diferenci

n+1 n

u T —
SR 4.60
b At (4.60)
resp.
b r u Tl —yn r, ut—unl
w14+ —2 - —= (4.61)
t 147, At, 1+7r, Atp_1 '

kde At,, je ¢asovy krok pouzity v n-tém kroku vypoctu a r,, = Aﬁf’i . Dale pouzijeme postup

popsany v uvodu odstavce 4.2.1, tedy prevedeme advekéné-difizni rovnici na hyperbolicky
systém a piriddme derivace podle pseudocasu 7. Ziskdme nésledujici systém

o
Ur + auy —dpy = f — Ktu+5,
_ Uz _ P
br T, T
kde nové ¢leny na pravé strané prvni rovnice pochdazeji z diskretizace ¢asové derivace u;. Jejich
konkrétni tvar je pro BDF1

(4.62)

(4.63)

a pro BDF2 !
At,_1 + 2At, At,_1 + Aty n Aty
= ———---- S = u —_
Aty_1 + Aty At,_1Aty, Aty 1 (Atp—1 + Aty)

T (4.64)

Metodu BDF1 vyuzijeme pouze na poc¢atku vypoétu k ziskdni hodnot u!, které potiebujeme
pro realizaci tfistupnové metody BDF2. V tomto prvnim kroku volime Aty < At,,n > 0,
ve vSech dalsich pak pouZijeme konstantni ¢asovy krok At. Timto postupem ziskdme FeSeni
druhého fadu presnosti v libovolném case.

Déle budeme pii odvozeni implicitniho schématu postupovat obdobné jako v predchozim
odstavci. Na kazdém ¢asovém intervalu délky At,, hledame ustdlené feseni v pseudocase 7.
Derivace podle fyzikalniho ¢asu u; zde hraje pouze roli specidlni pravé strany pro prvni rovnici.
Nestacionarni hyperbolicky systém (4.62) bude mit tedy stejnd vlastni ¢isla a vlastni vektory
jako staciondrni. Zapiseme-li jej v maticovém tvaru, dostaneme

qr + Aq; = Dq +s, (4.65)
kde o
a —d - 0
P T 0 ——
r T,

Distribuén{ matice B~ a BT ziistanou vzhledem ke své definici (4.20) a (4.21) stejné jako
pii feSeni stacionarni tlohy. Jediné, v ¢em se schémata pro stacionarni a nestacionarni tilohu
budou li§it, jsou hodnoty rezidui

Tj—1
z; (4.67)
Q1 +Qj, . Six1 +5;

~-A(Qj+1—Q;)+D 5 5 L hp,

'Pozn.: Vzorce pro BDF2 jsou v [12] uvedeny chybné.
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4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

potazmo jejich derivaci
o

— hp——  —d
0P 1/2 _ “ RaAt (4.68)
0Q; L '
T, 27,
«
—a—h,—— d
0P 1/ _ “ Lont (4.69)
0Q; 1 U '
T, 2T,

Nyni mame vSe potiebné pro pouziti tohoto schématu na nestacionarni problémy.

4.2.3 Stacionarni problém — 2D

Uvazujme nyni Dirichletovu okrajovou tlohu pro stacionarni advekéné-difizni rovnici ve dvou
prostorovych dimenzich

alg + buy - d(uxm + uyy) =/ (iL’,y) €,

u(z,y) = uo(z,y), (z,y) € 09, (4.70)

kde a, b jsou konstantni hodnoty rychlosti advekce ve sméru = a y, d > 0 je diftizni koeficient
a 0f) oznacuje hranici oblasti Q. V této praci budeme uvazovat Q = (0,1) x (0,1). Rovnici
podobné jako v jedné dimenzi pfevedeme na hyperbolicky systém

w + aug + buy — d(pe + qy) = f,

U P

br=mqp =7 (4.71)
uy _ q

= T

kde jsme zavedli nové nezndmé p = u, a ¢ = uy, pseudocas 7 a relaxacni ¢as T,. Soustavu
(4.71) opét zapiSseme v maticovém tvaru

qT+Aq$+qu:g7 (4'72)
kde
’ @ —d 0 b 0 —d 7f£
a=|p|, A=|-7 0 0|, B= 01 001, g=|"T|. (4.73)
g 00 0 0 7 00 — L

Pro libovolny vektor n = (ng, n,) dale zavedeme matici

anp  —dng —dn,
Ny
A,=An,+Bn,= |7 0 1 (4.74)
Ny
- 0 0
T,
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4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

kde a,, je projekce vektoru rychlosti (a,b) do sméru vektoru n, tedy a, = ang + bn,. Tato
matice m4 pro libovolné n tii redlnd rizné vlastnf ¢isla 2

1 4d|n?
Ao =3 [ an+ /a3 + P =0, @)

1 o, | 4dn]?
+
1y

>\1 = 5 Ap — a’n Tr 9

a linedrné nezavislé vlastni vektory, které muzeme zapsat do matice jako

M1, —=XT,. O
R, = Ty Ty —ny | - (4.76)
Ny Ty Ny

Soustava (4.72) je tedy ryze hyperbolickd pro libovolny vektor n. Vlastni éisla A;, Ao maji
podobny tvar jako v jedné dimenzi (viz (4.13)) s tim rozdilem, ze nyni zéviseji na projektované
rychlosti a,,.

Parametr T, podobné jako v jedné dimenzi volime ve tvaru

L, L,

T, = )\* = ) (4-77)
2
2l {an + /a2 + 4";"]
z ¢ehoz pro T, dostavame
L
T, = 7;l|n|2 ) (478)
ap + I,

kde vsak a, nahradime absolutni hodnotou pro zachovani kladné hodnoty. Tim ziskame

koneény vztah pro relaxaéni cas
Ly

dn]?*

Y —
‘an“f‘TT

(4.79)
Pro optimélni hodnotu L, plati (dle [15]) podobné jako v jednodimenzionalnim piipadé vztah
(4.17), kde definujeme

Rep= Y417 (4.80)

Matici A,, muzeme opét rozlozit tak, ze plati A,, = A\IIy , + AoIla,, pricemz piislusné
matice jsou definovany nasledovné

) (1-py) 0 0
M, = -R, 0 1-2) ol R, (4.81)
2 [A2]
- 0 O_
[(1+54) 0 0
1 [A]
Mow=3Ra | 0 (1+2) of Ri* (4.82)
2]
- 0 O_

*V élanku [15] jsou prvnf dvé vlastni éfsla uvedena ve tvaru A1z = % [an F /a2 + % , CoZ pro |n| # 1
neplati. Vzhledem k tomu, Zze vSak v prubéhu celého vypoctu vyhodnocujeme vlastni ¢isla pouze s jednotkovym
vektorem n, se tim na vysledcich nic neméni.
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4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

Pro inverzi matice pravych vlastnich vektoru plati

In|? AoTy A2y
1 A —=A)T A=A d—N\
R, = Tl In|? A7y Any |- (4.83)
r =T A=A A=
0 —Ny Ny

Prostorova diskretizace

Pro diskretizaci dlohy (4.72) pouzijeme opét metodu distribuce rezidui. Budeme uvazovat
nepravidelnou trojihelnikovou sit s J uzly. Pro hodnoty piesného feseni, ptiblizného feseni a
pravé strany zavedeme analogické znaceni jako pii diskretizaci 1D tlohy a indexem T' budeme
znacit hodnoty pfislusné danému trojuhelniku.

V piipadé Dirichletovy 1ilohy muzeme urcit okrajové podminky pro w na celé hranici 0€2
a pro p,q na Cdstech hranice, kde je muzeme stanovit z okrajové podminky pro u jako u,
nebo u,. Zbyva tedy vypocitat hodnoty priblizného feSeni ve vSech ostatnich uzlech.

Pro kazdy trojuihelnik T' stanovime hodnotu rezidua

o7 = /T(—Aqgg — Bq, + g) dzdy. (4.84)

Vénujme se nejprve vypoctu integralu

| (-Aq:~Ba)drdy = [ -V (Aq.Badrdy, (4.85)
T T

kde [Aq, Bq] je vektorova funkce, kterou pro tuto chvili pro zkréceni zapisu oznaéime jako
F. Na tento integral pouzijeme vétu o divergenci, podle které plati

/—V-Fdxdy:/ —F -n°"ds, (4.86)
T or

kde OT je hranice trojtihelniku 7" a n°" je jednotkovy vektor vnéjsi norméaly hranice. Integral
prres hranici trojuhelniku muzeme rozepsat jako soucet integralu pies jednotlivé strany

/ ~F -n°"ds = / ~F -n"ds + / —F -n$"ds + / ~F - n3" ds, (4.87)
oT e1 €2 €3

kde jsme oznacili e; stranu protilehlou i-tému vrcholu trojuhelniku 7. Hodnotu funkce F
v jednotlivych integralech v (4.87) aproximujeme aritmetickym prumeérem jejich pfibliznych
hodnot v krajnich uzlech dané strany a pro dané integraly ziskdme aproximaci

1
[ —Fenpas= [ —iAaBa n s~ ] (AQa BQu + [AQs BQy)) -] =
el €1

_ Q2+Q3 out .
_ ( LT RIS
- (A

out’e |) Q2 ;— Q3,
(4.88)
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4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

analogicky postupujeme pro integrily pfes es a e3. Touto aproximaci dostaneme pfesnou
hodnotu integralu pro linedrni Q. Pro puvodni integral tedy dostdvame aproximaci

| v -1aaBaldedy ~ - (Bl ugler)) EEE - (1A, B] ngen)) BT
T
— ([A,B] . ngut’eg‘) w
(4.89)

Oznaéme n; = (n;,,n;,) vektor vnitini normdly strany protilehlé i-tému uzlu takovy, ze
In;| = |e;|. Nyni vyuzijeme toho, ze plati

le1[ng" + [ea[n3" = ng, (4.90)

lea[nS™ + |ezng™ =y, (4.91)

les[ng" +[er[n™ = ny, (4.92)

a po jednoduché upravé ziskame

(1A, B] 1) Qi ~ 5 (1A B] 1) Qo5 (A, B] -ny) Qs. (4.93)

N | —

/ —V:[Aq,Bq]dzdy =~ —
T

Integral z pravé strany g aproximujeme néasledujicim zptsobem

G+ G2+ Gs

/ gdedy~ L2218 g, (4.94)
T 3

kde St je plocha trojuhelniku. Tato aproximace je rovnéz piesnd pro linearni funkce.
Pouzitim (4.93) a (4.94) dostdvame nasledujici vztah pro vypocet rezidua

3

o7 = - Z K;Q; + GrSr, (4.95)

i=1

ke 1 Gi+Gy+ G

K; = (Ani, +Bn;,), Gr= % (4.96)

Autor [15] navrhuje v definici rezidua pouzit

L

T, (4.97)

T Va1 + d/L,’

aby byl parametr T, v kazdém trojuhelniku konstantni.
Reziduum nynf rozdélime do uzliit pomoci distribuénich matic B}, pro néz musi platit

3
> Bl =1 (4.98)
=1

Pro zménu feSeni v j-tém uzlu pak dostavame semidiskrétni rovnici

% _ Si Y BleT, (4.99)
g I re{r;}

22



4.2. PREVOD NA HYPERBOLICKY SYSTEM

Obrézek 4.1: Dudlni buika pro j-ty uzel.

kde {T}} oznacuje mnozinu trojihelniku, které maji v j-tém uzlu jeden z vrcholi a S; je
plocha dudln{ bunky, kterd vznikne spojenim tézist a stfeda stran trojihelnika z {7} (viz
obr. 4.1). Pro jeji hodnotu plati

1
Sj=3 > s (4.100)
Te{1;}

V literatute nalezneme fadu metod, jak volit konkrétn{ tvar distribu¢nich matic B7 . Vzhle-
dem k tomu, ze fesime hyperbolickou soustavu, je vhodné vyuzit upwindingu. Nejzndméjsimi
upwind schématy jsou napf. N schéma nebo LDA schéma. Stejné jako v [15] se v této praci
pokusime pouzit LDA schéma, které definuje distribu¢ni matice jako

3 _1
Bl =K/ (Z KT) , (4.101)
=1

kde (viz [15])
1 _ 1
Kj_ = éyni|RniAmRm1 = §|ni|)\27niH27ni’ (4'102)
pficemz vSechny hodnoty s indexem n; piislusi jednotkovému vektoru vnitini normaly n; /|n;|.

V této praci budeme ve 2D konstruovat pouze explicitni schéma. Casovou derivaci v (4.99)
tedy nahradime dopiednou diferenci a pro feseni v j-tém uzlu na nové ¢asové vrstvé dostaneme

AT
n+1 __ n TxT
QT = Q)+ o > Bla”, (4.103)
Te{T;}
kde AT je ¢asovy krok, ktery volime jako

25,

>, MaXieq1 2,3} A2,n; (0|
TETj

Ar = CFL (4.104)
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4.3. METODA VICE SITI

4.3 Metoda vice siti

Metody vice siti (téz metody typu multigrid) se nejcastéji pouzivaji pii Feseni soustav alge-
braickych rovnic vzniklych diskretizaci eliptickych loh. Jejich zdkladni myslenkou je, ze chyby
o vysoké frekvenci jsou tlumeny pouzitou metodou pro feseni dané rovnice (tzv. zhlazovaé ¢i
smoother) a chyby o nizké frekvenci jsou korigovéany pomoci feseni na hrubsi diskretizacéni
siti. Timto zpusobem lze v nékterych piipadech dosdhnout rychlosti konvergence nezavislé na
velikosti sité. V literatute se muzeme setkat i se snahou o aplikaci téchto metod na hyperbo-
lické rovnice a jejich soustavy. V tomto piipadé je zdkladni ideou urychleni propagace chyby
pomoci vice siti diky tomu, ze hrubsi sité ndm umozni volit vétsi ¢asovy krok.

Pokusme se nyni struéné vysvétlit princip metod vice siti pouzivanych pro eliptické ilohy.
Megjme dvé soustavy linearnich algebraickych rovnic

A, = £, (4.105)
Ajpugy, = o, (4.106)

které vznikly diskretizaci téZe tdlohy na dvou rtuznych sitich s kroky h a 2h. Necht iy, je
pfiblizné feseni (4.105) ziskané néjakou itera¢ni metodou. Piiblizné feSeni samoziejmé ne-
spliuje vztah (4.105) pfesné, tuto nepfesnost nazyvame reziduum a plati r, = £, — Apuy.
Jednoduchou upravou ziskdme

Ayu, =1, —rp. (4.107)

Odectenim (4.107) od (4.105) dostaneme tzv. defektovou rovnici
Aheh = Tp, (4.108)

kde e, = uy — Uy, je chyba priblizného feSeni @y,. Pokud bychom tedy vyfesili defektovou
rovnici a jeji feseni pricetli k uy, ziskali bychom presné feseni (4.105). Takovy postup by
ale nebyl efektivni, nebotf bychom museli fesit soustavu stejnych rozméri jako md pivodni
soustava (4.105). Zde ptichazi na fadu pouziti vice siti. Definujeme operétor restrikce rezidua
R, z jemné&jsi sité na hrubsi. Déle definujeme vektor rop, = R,y a vyresime defektovou rovnici

AQhVQh = I'9p. (4.109)

Jeji feseni vop lze chapat jako obraz teseni defektové rovnice (4.108) v zobrazeni R. Déle
definujeme zobrazeni prolongace (nebo téz interpolace) P z hrubsi sité na jemnéjsi a vektor
v, = Pvgy,. Nakonec provedeme korekei feseni

u, = ap + vy (4.110)

V této praci jsme se pokusili pouzit metodu vice sit{ pro hyperbolické soustavy popsanou
v [1] na FeSeni staciondrni difdzni a advekéné-difizni rovnice v jedné dimenzi. Tato metoda
je specificka tim, ze pfi definici operatoru restrikce a interpolace vyuziva upwindingu. Postup
neni zcela stejny jako vyse vylozeny, lisi se tim, ze na hrubsf siti nefesime piimo defektovou
rovnici. Misto toho vypocteme piimo aproximaci opraveného feSeni na hrubsi siti Gy, =
Ruup+vay, kde R, je restrikce feSeni, ktera spocCiva v preneseni hodnot feseni v uzlech hrubsi
sité. Poté uréime aproximaci chyby jako vo; = 095, — Ry 1p, kterou nasledné interpolujeme
na jemnéjsi sit.
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4.3. METODA VICE SITI

Jako zhlazova¢ (smoother) bude slouzit nase explicitni schéma popsané v odstavci 4.2.1.
Pripomenme zde jeho tvar

AT
1 _ + -
Q? —Q?—Fh—j(B <I>§-"_1/2+B q)?+1/2)' (4.111)
Ozna¢me K pocet pouzitych siti a k aktudlni troven diskretizace, ptfi¢emz k = 1 pro nej-
jemnéjsi sif a k = K pro nejhrubs{ sit. Ddle oznaéme Q" piiblizné feSeni ziskané na n-té
casové vrstve, Q) feseni na k-té trovni diskretizace a B(®) dpravu pravé strany pro hrubsi
sit, jejiz konkrétni tvar bude uveden pozdéji. Zakladem nejjednodussi metody vice siti je tzv.

V-cyklus, jehoz algoritmus muzeme zapsat nasledovneé:

QW) = MG(Q®, BW)
1. Provedeme jeden ¢asovy krok pomoci schématu (4.111) s upravenou pravou stranou:

—(k A7) _ . _ _ _
QY = Q=T (B, B8, ) rAr B, =2k aok gk
J

j+1/2 J

(4.112)

" Pokud k < K, po-

Pokud k = K, je toto posledni krok cyklu a plati Q(k) = Qg
krac¢ujeme krokem 2.

2. Urc¢ime reziduum piiblizného feSeni Qg-k):
—(k _—(k k . _ _ _
Resg. == (B+(I)§'—)1/2+B <I)(') )—Bg-), j=2kt g ok=l g gk-l
(4.113)

3. Provedeme restrikci feseni ng) jednoduchym prenesenim hodnot v uzlech hrubsi sité:

k+1 —(k) .
QMY =q)”,  j=0282.25 .. (4.114)
4. Uréime vektor B§k+1) pro dpravu pravé strany na (k + 1) trovni:
(k+1) 1 4 (k+1) — = (k+1) Bk .ok k k
B! __h(.k+1)(B ")+ 8B @jH/Q)—R(ReS )j, j=ok .9k J_ok
J
(4.115)

5. Rekurzivnim voldnim tohoto algoritmu ziskame FeSeni na (k + 1) drovni:

QD) = MG(QHHY, B+1) (4.116)

6. Interpolujeme feseni Q*Y) na jemnajsi sit:

Q) — QUL j=0,282.2F ]

J
= 4 N ‘
Qﬁ"fzk_l = Qﬁ-,)gk_l +P(QFY — R, QW) prr, j=2F2.28

(4.117)

V poslednim kroku jsme chybu feSeni na hrubsi siti u¢ili pomoci vztahu Q(kH) ~—R.,QW

, ~ ~(k ) v [ 17~ , s s o o\
misto Q1 — RuQ( ), nebot autofi v [1] uvadéji, ze druhy zminény zpusob muze do
feSeni vnaset nezadouci oscilace.

25



4.3. METODA VICE SITI

Na pocatku celého cyklu volime QW = Q" a BM = 0. Vyse popsane schéma se nazyva
multiplikativni. Pokud bychom ve 3. kroku restringovali Q*) namisto Q tedy

QM =qQl,  j=0252.25 .. (4.118)

ziskali bychom schéma aditivni.

Nyni uvedeme konkrétni podobu pouzitych operatort restrikce a prolongace. Oznacme
pro tento ucel hodnoty na jemnéjsi siti hornim indexem F' a hodnoty na hrubsi siti hornim
indexem C, pficemz Res® = R (ReSF ) Rozdélme reziduum na dvé ¢asti, ¢ast s kladnou
rychlosti a ¢ast se zdpornou rychlosti, tak, ze Res = (Res” ) + (Res!” ) . Pro jednotlivé
¢asti rezidua plati

1
(Res")] = —B ®l ,—(B"r, =222 g2 (4119)
hj
_ 1 _ b _ _
(Res"); = —7B 7, ,— (B, =222 - 2R (4.120)

a Res) = Res! = 0. Vyrazy (BF);r a (BF); odpovidajf kladné a zaporné éasti ¢lenu B,

které budou definovany nize. Restrikei rezidua definujeme jako Res = (Res® ) + (Res® ) s
kde
1 .
(Res?); = 5 [(Res )+ (Res"),, 1} . =2k .ok g2k (4121)
. 1 .
(Res®); = 5 [(ResF) + (Res”) 7, 0 1}, j=2k 2.9k g2k (4.122)

a opét plati Resoo = Res§ = 0. Vsimnéme si, ze restrikce kladné ¢asti rezidua v j-tém uzlu je
prumérem hodnot v tomto a v levém sousednim uzlu, a restrikce zdporné ¢asti je prumérem
hodnot v tomto a pravém sousednim uzlu, coz odpovida upwindingu.

V podobném smyslu definujeme BJC = (BC) (BC) kde

(BY); = *h*B &G, — (Res”)r,  j=2F2.2% .. 72" (4.123)
J

(BY); = - cB &7, — (Res”);, j=282.28 .. J-2" (4.124)

h;

aBS = B? = 0. Timto je definovana restrikce.

Pii definici operatoru interpolace opét vyuzijeme upwindingu. Konkrétné to provedeme
tak, ze fedenf rozlozfme na charakteristické proménné V = R™1Q, které se nezavisle na sobé
§iti doleva, resp. doprava rychlosti A1, resp. Ao. Pomoci téchto proménnych stanovime chybu
na hrubsf siti, oznaéme ji pro tuto chvili E2" = [E% E? h], a interpolujeme ji podle znaménka
rychlosti pro jednotlivé charakteristické proménné:

El = E¥ j=12F2.2" (4.125)
Bl pn = Eft j=2F2.28 (4.126)
B} g = B j=282-25.0 (4.127)

Po korekci feseni se vratime k puvodnim proménnym Q = RV.
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Autofi v [1] navrhuji misto pravé popsané interpolace chyby interpolovat pifmo fresen{
ziskané na hrubgi siti pomoci feseni lokédlnich Riemannovych problému. To by znamenalo, ze
v kazdém bodé jemnéjsi site, kde potrebujeme urcit hodnotu korigovaného feseni, bychom
fesili Riemannuv problém s okrajovymi podminkami odpovidajicimi hodnotam Q*+1 v da-
nych bodech. Takovy postup by mél byt obecnéjsi a pouzitelny i pro nelinedrni soustavy.
P1i na8ich numerickych experimentech se ovsem ukazal jako neefektivni, feSeni v nékterych
pripadech nekonvergovalo (tj. nedosahovalo pozadované tolerance pro ustéleny stav) a doché-
zelo k nezanedbatelné ztraté presnosti.
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Kapitola 5

Numerické experimenty

V této kapitole uvedeme vysledky nékolika numerickych experimentt, které byly realizovany
v prostiedi MATLAB.

Cilem nékterych z nich, bylo pouhé ovéfeni funkénosti a vlastnosti metod popsanych v této
praci. Konkrétné jsme testovali explicitni a implicitni schéma pro stacionarni advekéné-difizni
rovnici v 1D, implicitni schéma pro nestacionarni advekéné-difizni rovnici v 1D a explicitni
schéma pro stacionarni diftzni a advekéné-difizni rovnici ve 2D. Déle jsme testovali pouziti
metody vice siti pro hyperbolické soustavy pro vypocet staciondarniho reSeni difuzni a ad-
vekéné-difizni rovnice pomoci popsaného explicitniho schématu. Experimenty byly provadény
na pravidelnych i nepravidelnych sitich.

5.1 Stacionarni problém — 1D

Jako testovaci ulohu pro stacionarni problém jsme (stejné jako v [15]) pouzili nésledujici

okrajovou tlohu
aty — dugy = f(x)v T € (07 1)7

(5.1)
w(0) =0, wu(l)=1,
kde prava strana je dana predpisem
f(z) = l [a cos(mz) + md sin(mx)] (5.2)

Re

a Re = § je Reynoldsovo ¢islo. Ve vsech vypoctech volime a =1 a Re = 10%, kde K je dana
konstanta. Difdzn{ koeficient d uréime ze vztahu d = 5.
Tato tloha ma presné feseni

e—fe _ eRe(ac—l) 1

u(z) = cRe 7 + Te sin(mz), (5.3)

které pro vyssi Reynoldsova ¢isla obsahuje tizkou hraniéni vrstvu v blizkosti pravého okraje.
Proto vypocet provadime na nepravidelné diskretiza¢ni siti se zahusfovanim bodi v okoli
x = 1. Nejprve vytvoiime ekvidistantni sif s danym poc¢tem uzli N

g = j=1,2,...N, (5.4)
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5.1. STACIONARNI PROBLEM — 1D

kterou pak modifikujeme nasledujicim zptsobem

1 —e 9%

Reseni u a jeho derivace u, = p pro Re = 1,10, 100 jsou zobrazeny na obrazku 5.1.

151

Re=1
Re =10
Re =100

* OO0

051

kR kR

X X

Obrézek 5.1: Presné feseni u, resp. p (vlevo, resp. vpravo plnou ¢arou) a hodnoty numerického
feSeni pro Re = 1,10, 100 na siti s N = 65.

Jako pocéateéni podminky pro nasi itera¢ni metodu volime
a(z) = 2%, p(z) = 2. (5.6)

Normu chyby piiblizného feseni ||E,||, resp. ||E,|| vypocteme jako

N N
1Bull =) U5 —ul@)l by, Bl =D [Py — ' (z5)] by, (5.7)
j=1 j=1

a fad chyby s mizeme odhadnout pomoci vztahu

o~ Joa([EM|/|[E2]])
log[(N2 = 1)/(Ny = 1)J"

(5.8)

kde Ni, N5 jsou pocty uzlu dvou po sobé néasledujicich diskretiza¢nich siti, N1 < N, a
ENt EM jsou pifslusné vektory chyby.
5.1.1 Explicitni schéma

Casovy krok pro explicitni schéma je omezen podminkou (4.44). Pro nase vypocty uvazujeme
CFL = 0.99. Numerické feSeni povazujeme za ustalené, pokud je splnéna nésledujici podminka

[l < 20780 A el < 10701, (5.9)

(k)

kde rgk), resp. rp , je vektor rezidui v jednotlivych uzlech pro proménnou u, resp. p, v k-tém
iteracnim kroku.
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Re | N=33 N=65 N=129 N =257 N =513
1 3348 8185 16490 32868 80379

10 3998 7734 15427 35746 75614
100 3213 6457 13961 29517 61679
1000 3285 6876 14354 29892 62183

Tabulka 5.1: Explicitni schéma — poéet iteraci pro riznd Reynoldsova &fsla a L, = LOP'.

V tabulce 5.1 uvadime pocty iteraci potfebnych k dosazeni ustaleného stavu v zavislosti na
poc¢tu uzlu N a Reynoldsové ¢isle Re pro optimélni volbu parametru L, podle vztahu (4.17).
Pocet iteraci roste priblizné linearné se zvysujicim se N, coz pfimo souvisi s volbou ¢asového
kroku o velikosti O(h). Zajimavé je, ze pocet iteraci nezavisi vyrazné na Reynoldsové cisle.

V tabulce 5.2 nalezneme podrobnéjsi informace pro pfipad Re = 10 a optimalni Lr. Kromé
poctu iteraci zde najdeme délku trvani vypoctu v sekundéch, konkrétni hodnoty norem chyb w
a p a jejich fad. Pro srovnani uvddime tabulky 5.3 a 5.4 s vysledky ziskanymi pro neoptimalni
hodnoty délkového parametru, L, = L' + 0.1 a L, = L*" — 0.1. Vidime, Ze pocet iterac
je opravdu v obou piipadech obecné vySsi nez pro L?pt, pricemz ziskdavame feSeni stejné

presnosti. Nutno vSak podotknout, ze v nékterych piipadech jsme experimentalné nalezli
N | pocet iteraci | ¢as vypoctu ||Ey|| fad I|E,|| tad
33 3998 2] 1.35.1073 4.14-1073
65 7734 81 3.39-107* 1.99 | 1.03-10~3 2.00
129 15427 31| 850-107° 2.00 | 2.59-10~* 2.00
257 35746 143 | 2.12:107® 2.00 | 6.47-107° 2.00
513 75614 604 | 5.31-107% 2.00 | 1.62-10~° 2.00

Tabulka 5.2: Explicitni schéma — vysledky pro L, = L Re = 10.

N | pocet iteraci | ¢as vypoctu ||Ey|| fad I|E,|| tad
33 4034 2] 1.35.1073 4.14.1073

65 9198 9 13.39-10% 1.99 | 1.03-1073  2.00
129 19262 39 | 8.45-107° 2.00 | 2.58-10% 2.00
257 39619 158 | 2.12-107° 2.00 | 6.45-107° 2.00
513 86694 690 | 5.27-1076 2.00 | 1.60-107° 2.00

Tabulka 5.3: Explicitni schéma — vysledky pro L, = L + 0.1, Re = 10.

N | pocet iteraci | ¢as vypoctu ||E.|]| tad ||Ep|| Fad
33 3971 2 11.351073 4.14-1073

65 8399 813.39.100% 1.99 | 1.03-1072 2.00
129 17587 31 | 8.50-107° 2.00 | 2.59-10* 2.00
257 36714 143 | 2.12:107° 2.00 | 6.47-10~° 2.00
513 76564 606 | 5.29-1076 2.00 | 1.61-107° 2.00

Tabulka 5.4: Explicitn{ schéma — vysledky pro L, = L%P" — 0.1, Re = 10.
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5.1. STACIONARNI PROBLEM — 1D

hodnotu L,, pro niz byla konvergence rychlejsi, fadové o desitky iteraci. Napiiklad pro Re =1
ziskdme lepsi vysledky pro L, = Ly —0.05. To by nasvédéovalo tomu, ze hodnota L" nemus{
byt optimalni.

Na obrazku 5.2 je graficky znazornén vyvoj normy chyby U a P v zavislosti na poc¢tu
uzli N pro riznad Reynoldsova ¢isla. Pro ndzornost jsou vykresleny usecky se sklonem od-
povidajicim 2. fadu pfesnosti. Z grafu je patrné, Ze pouzitd metoda je druhého fadu presnosti
pro vSechny zvolené hodnoty Re a pro obé neznamé u i p.

Explicitni schema - chyba u Explicitni schema - chyba p

— sklon N2 sklon N2
107t —8—Re=1 - —8—Re=1
—6—Re=10 107k —6—Re=10 |{
—%— Re = 100 —%*— Re =100
-2
10°F E
-2
B 102k
10°} E
=: :cx
o w
E £
10 107k
10°} E
107
10°} E
10_7 1 ! 2 3 1 ' 2 3
10 10 10 10 10 10
N N

Obrazek 5.2: Explicitni schéma — norma chyby U (vlevo) a P (vpravo) pro Re = 1,10, 100.

5.1.2 Implicitni schéma

Na testovaci tlohu (5.1) jsme aplikovali implicitni schéma tak, jak bylo popsano v odstavci
4.2.1. Vypocet Gaussovou-Seidelovou metodou ukoncéime ve chvili, kdy je L1 norma rezidua
prislusné soustavy linedrnich algebraickych rovnic zmensSena o tfi fady. Numerické feSeni
povazujeme za ustdlené, pokud je splnéna podminka

[l < 2075 A el < 10781, (5.10)

kde r&k), resp. rg,k), je opét vektor rezidui v jednotlivych uzlech pro proménnou w, resp. p,
v k-tém iteracnim kroku.

V tabulce 5.5 uvadime tdaje o konvergenci pro L, = % a ruzna Reynoldsova &isla a
velikosti sité (srov. Table 1 v [12]). Nalezneme zde ¢as vypoétu v sekundach, pocet iteraci
Gaussovy-Seidelovy metody za jednu iteraci Newtonovy metody (aritmeticky prumeér pies
vsechny Newtonovy iterace) a pocet Newtonovych iteraci.

Pro Re = 1 muzeme sledovat linedrni rist poctu iteraci Gaussovy-Seidelovy metody
s poc¢tem uzli N. Naopak na siti s N = 300 vidime, jak pocet iteraci Gaussovy-Seidelovy
metody klesa s rostoucim Reynoldsovym ¢islem. Pro srovnéani uvadime tabulku 5.6 s vysledky
pro L, = LS coz je optimélni hodnota pro explicitn{ schéma, kde byl pocet iteraci témér
nezavisly na Reynoldsové cisle. V pripadé implicitniho schématu pocet iteraci Gaussovy-
Seidelovy metody s rostoucim Re stdle vyrazné klesa a v nékterych pripadech je dokonce
vy$si nez pro L, = % Tato hodnota tedy pro implicitni schéma zfejmé neni optimélni z hle-
diska poctu iteraci Gaussovy-Seidelovy metody. Po¢et Newtonovych iteraci je vSak nezavisly
na Reynoldsové &fsle a velmi maly i pro sif s velkym poétem uzlia N.
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Re N | cas vypoctu pocet G.-S. iteraci pocet N. iteraci
1 10 0.04 32 4
1 100 4 328 5
1 200 25 654 5
1 300 81 955 5
10 300 45 528 5
100 300 10 121 5
1000 300 3 24 5
10000 | 300 5 53 5
100000 | 3000 1521 125 5

Tabulka 5.5: Implicitni schéma — pocty iteraci, L, = %

Re N | cas vypoctu pocet G.-S. iteraci pocet N. iteraci
1 10 0.06 38 4
1 100 4 382 5
1 200 27 606 5
1 300 89 1142 5
10 300 37 482 5
100 300 9 110 5
1000 300 3 23 5
10000 | 300 5 55 5
100000 | 3000 1526 125 5

Tabulka 5.6: Implicitn{ schéma — pocty iteraci, L, = L*.

Na obrazku 5.3 je opét zndroznén vyvoj norem chyb U a P v zavislosti na N pro rizna
Re. Pro implicitni schéma ziskavame téméf totozné vysledky jako pro explicitni.

Implicitni schema - chyba u Implicitni schema - chyba p
T T

sklon N2 sklon N2
10+ —=—Re=1 | —&—Re=1

—e—Re=10 107t —6—Re=10 |{
—— Re =100 —*— Re = 100

10°F

10°F

-
A

10°F

107
10k
10°}

10

‘
10" 10° 10° 10" 10° 10°
N N

Obrézek 5.3: Implicitni schéma — norma chyby U (vlevo) a P (vpravo) pro Re = 1,10, 100.

Na obrazku 5.4 vidime vyvoj ¢isla podminénosti matice 3%55
slusnych okrajovym podminkdam) pro L, = i a L, = L' Cislo podminénosti ¢tvercové

(bez tddku a sloupcu pii-
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5.1. STACIONARNI PROBLEM — 1D

matice M je definovano jako
(M) = MM, (5.11)

kde ||.|| je néjakd maticovd norma. V programu MATLAB muzeme pro jeho odhad pouzit
napiiklad piikaz cond(M), ktery ndm poskytne odhad v normé ||.|[2. Z obrézku je patrné, ze

v piipadé naseho schématu dostavame zavislost n(a%gs) ~ O(N), coz jsme ocekévali. Pro LyP*

jsou hodnoty ¢isla podminénosti pfiblizné poloviéni oproti L, = % Pro ¢islo podminénosti
v normé ||.||1 a ||.||cc (pfikazy cond(M,1) a cond(M,inf)) dostavame téz linedrni zavislost na
poctu uzlu N.

8

Implicitni schema - cislo podminenosti, Lr =1@2mn

10

10 |

10+

10°}

10 F

10°

sklon N*
—=—Re=1

—6©—Re=10
—*— Re =100

)
\

Implicitni schema - cislo podminenosti, L, = L;’p‘

10

10

10 ¢

10°F

10 F

sklon N*
—8—Re=1

—6—Re=10
—*— Re = 100

10

10 10 10 10 10 10

Obrazek 5.4: Implicitni schéma — ¢islo podminénosti matice soustavy pro Re = 1,10, 100.

5.1.3 Proménny diftizni koeficient

Popsané schéma lze jednoduchym zpusobem upravit pro feSeni rovnic s proménnym diftiznim
koeficientem d(z). Vysledky numerickych experimenti pro difizni rovnici v nekonzervativnim
tvaru s hladkou funkei d(x) jsme uvedli jiz v [9]. V této préaci jsme testovali pouziti explicitniho
schématu pro tlohu s diftizni rovnici v konzervativnim tvaru

—(d(®)ug)e = f(z), x€(0,1),
w(0) = u(1) = 0, (5.12)

s nespojitym difuznim koeficientem d(x). V tomto piipadé zavadime novou nezndmou funkci
jako p = d(x)uy. V testovaci tloze jsme volili diftizni koeficient ve tvaru

—2x+ 2, x € [0,%),

d(z) = 55, 1z =3, (5.13)

10z +15, =z € (5,1],

a pravou stranu f(z) = 1. Graf funkce d(x) je vykreslen na obrazku 5.5. Graf presného reseni
pro u a p a derivaci feSeni u, vidime na obrdzku 5.6. V§imnéme si, ze ziskavame feSeni u, které
je spojité, ale neni hladké, jeho derivace u, obsahuje skok. Funkce d(z)u, je vSak spojita.

Priblizné feseni konverguje k pfesnému feSeni se zjemnujici se diskretiza¢ni siti, ale zavislost
jeho chyby na diskretizaénim kroku h neni obecné ani O(h), jak se muzeme piesvédcit v ta-
bulce 5.7.
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Difuzni koeficient d(x)
11 T T

101

dx)

o P N W & 0 ® N © ©

I

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Obrazek 5.5: Diftizni koeficient.

Presne reseni u(x) Presne reseni p(x) = d(x)*u,(x) Derivace presneho reseni u, (x)

Obrazek 5.6: Presné feseni u, p a derivace feseni u, pro diftzni rovnici s proménnym koefici-
entem.

h [E.][ 7ad [E,[|  ad
1/8 | 5.91 1073 7.62 -1072
1/16 | 4.57 -107% 0.37 | 5.37 -1072  0.50
1/32 | 3.06 -1072 0.58 | 3.40 -1072  0.66
1/64 | 1.83 1072 0.75 | 1.96 -10=2 0.79
1/128 | 1.01 -10™* 0.86 | 1.07 -1072 0.88
1/256 | 5.30 -107%* 0.92 | 5.57 -1073 0.94

Tabulka 5.7: Proménny difizni koeficient — chyba u a p.

Graf pfiblizného teSeni u a p ve srovnéni s presnym feSenim na siti s h = 1/64 vidime na
obrazku 5.7.

5.2 Nestacionarni problém — 1D

Jako testovaci tlohu pro nestaciondrni problém uvazujeme (stejné jako v [12]) néasledujici
ulohu s oscilujici Dirichletovou okrajovou podminkou

ut + augy —dug, =0, x€(0,1), te(0,T],

(5.14)
u(0,t) =0, wu(l,t) = Acos(wt),
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Reseni u Reseni p
0.045 T T T T 0.6 T T T T
—o&— priblizne —o&— priblizne
0.04 presne || presne
0.4¢ !
0035} )
0.2r
0.03f
0.025 0
E )
5 =4
0.02f 02
0.015
-0.4
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Obrazek 5.7: Proménny diftzni koeficient — pfiblizné feseni U (vlevo) a P (vpravo) pro h =
1/64.

kde A je amplituda oscilace okrajové podminky a w jeji frekvence. Ve vypoctech jsme pouzili
hodnoty A =1,w = 77” Analytické teseni dlohy (5.14) mé& tvar

e)\lat _

6)\290 .
_Ae“”>, (5.15)

eM — eMe

u(z,t) = Re <

kde

a £ va? + diwd
2d

Graf presného feSeni u a jeho derivace u, = p v ¢ase T' = 0.1 a Re = 1,10,100 vidime na

obrazku 5.8. Na obrazku 5.9 je zobrazeno feSeni pro 7' =1 a Re = 1.

A2 = . (5.16)

Resenipro T=0.1 Resenipro T=0.1

O Re=1
O Re=10

Obrézek 5.8: Presné feseni u, resp. p (vlevo, resp. vpravo plnou ¢arou) a hodnoty numerického
feseni pro T'= 0.1, Re = 1,10, 100 na siti s N = 65.

Jako pocateéni podminky jsme pouzili hodnoty presného feseni v case t = 0. Vypocet
provadime na nepravidelné diskretiza¢ni siti definované vztahy (5.4) a (5.5).

Numerické feSeni jsme v jednotlivych ¢asovych krocich povazovali za ustélené, pokud byla
splnéna podminka

el < 2072 A el < 10721, (5.17)
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ReseniproT=1,Re=1 ReseniproT=1,Re=1

Obrézek 5.9: Presné feseni u, resp. p (vlevo, resp. vpravo plnou ¢arou) a hodnoty numerického
feSeni pro T' =1, Re = 1 na siti s N = 65.

pricemz pro piisnéjsi podminky ziskdme srovnatelné vysledky.

Byly provedeny experimenty na sitich s po¢tem uzla N = 33,65,129,257, s Reynold-
sovym ¢islem Re = 1,10,100, na ¢asovém intervalu délky T = 0.1 pro ovéfeni ristu poctu
iteraci a Tadu presnosti v prostorové proménné x. V téchto vypoctech byl pouzit casovy
krok At = 0.001 a Aty = 0.00001. V tabulce 5.8 jsou uvedeny pocty iteraci Gaussovy-
Seidelovy metody v zavislosti na poctu uzlu N a Reynoldsové ¢isle Re s volbou parametru
L, = % Uvedené hodnoty jsou aritmetickym prumérem poctu iteraci Gaussovy-Seidelovy
metody pres vSechny Newtonovy iterace v daném ¢asovém kroku, pficemz ve vSech ¢asovych
krocich byl tento prumér pfiblizné stejny. Ustdleného stavu bylo v téméf viech pfipadech ve
v8ech casovych krocich dosazeno béhem t¥i Newtonovych iteraci. Z tabulky je vidét, ze pocet

Re | N=33 N=65 N=129 N = 257
1 103 197 375 769
10 98 186 357 684

100 28 52 98 187

Tabulka 5.8: Nestaciondrni problém — pocet iteraci Gaussovy-Seidelovy metody pro rtzné
Reynoldsova ¢isla a L, = i

iteraci Gaussovy-Seidelovy metody roste opét zhruba linedrné s rostoucim N pro dané Re a i
zde dochéazi k poklesu poctu iteraci Gaussovy-Seidelovy metody s rostoucim Re pro dané N.
V tabulce 5.9 nalezneme podrobnéjsi vysledky pro Re = 1.

N | pocet G.-S. iteraci | pocet N. iteraci | ¢as vypoctu |E,|| Tad l|Ep|| tad
33 103 3 16 | 8.24-107% 1.40-1073

65 197 3 75 | 2.05-107*  2.00 | 3.45-107* 2.02
129 375 3 365 | 5.08-107° 2.02 | 8.45-107° 2.03
257 769 4 3246 | 1.21-107° 2.07 | 2.03-107° 2.06

Tabulka 5.9: Nestaciondrni problém — vysledky pro L, = 5=, 7 = 0.1, Re = 1.

=355,
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Na obrazku 5.10 je graficky znazornén vyvoj norem chyb U a P v zavislosti na N pro
ruzné Reynoldsova ¢isla. I v nestaciondrnim piipadé byl potvrzen 2. fad pfesnosti v proménné

2 pro obé neznamé funkce

u a p a vSechny zvolené hodnoty Re.

Nestacionarni problem - chyba u
T

10
107}
107
107

-5

10 "¢

10 ¢

107

e

Nestacionarni problem — chyba p

— sklon N2 skion N2
—8—Re=1 | —&—Re=1
—©—Re=10 —S—Re=10
—*— Re =100 —*— Re =100

10 10

Obrézek 5.10: Nestaciondrni problém — norma chyby U (vlevo) a P (vpravo) pro Re =
1,10, 100 v zavislosti na N.

Dalsi experimenty se tykaly ovéfeni 2. fadu pfesnosti v proménné t. Vypocty byly pro-
vedeny na siti s po¢tem uzla N = 100 pro Re = 1 a ¢asovy interval délky T" = 1. Velikost
¢asového kroku byla volena At = 0.5,0.1,0.05,0.025,0.01,0.001. Na obrdzku 5.11 je zndzornén
vyvoj norem jednotlivych chyb v zavislosti na At. Na zdkladé tohoto obrazku muzeme fici,
ze schéma je 2. fadu presnosti v proménné t, az na pripady, kdy je ¢asovy krok prili§ velky

nebo piilis maly ve srovnani s krokem diskretizacni sité h ~ .

10

1

10" ¢

10 F

10°F
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-
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N
Nestacionarni problem - chyba u a p
T T T
sklon (delta t)°
—a—IIE |l
——IE
10° 107 10" 10

delta t

Obréazek 5.11: Nestacionarni problém — norma chyby U a P pro Re = 1 v zavislosti na At.
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5.3 Stacionarni problém — 2D

Numerické experimenty ve dvou dimenzich byly provedeny (stejné jako v [15]) na tloze

aug + buy — d(uzy + uyy) =0, (x,y) € (0,1) x (0,1) (5.18)

(1 - e(x_l)%> (1 — e(y_l)g) (5.19)

u(z,y) = ; ,
(1 _e—z) (1 —e—a)

které obsahuje tenkou okrajovou vrstvu pro vyssi Reynoldsova cisla Re = 7”12;“”2. Grafy
presného feseni u,p a ¢ pro Re = 1 vidime na obrazku 5.12 a pro Re = 10 na obréazku 5.13.

s presnym feSenim

e

Presne reseniq =y, Re = 1

q(xy)

(a) Presné feseni u. (b) Presné teseni p = u,. (c) Pfesné feseni g = u,,.

Obrézek 5.12: Presné teSeni pro Re = 1.

p(xy)

(a) Presné feSen{ u. (b) Piesné teseni p = u,. (c) PTesné feseni ¢ = u,,.

Obréazek 5.13: Presné feseni pro Re = 10.

Jako okrajovou podminku pro u pouzijeme hodnoty presného reSeni na hranici. Dale mtuzeme
z podminky pro u urcit okrajové podminky pro p na ¢astech hranice, kde y = 0 a y = 1,
a pro ¢ na castech hranice, kde * = 0 a x = 1. Hodnoty na hranici pro neznamé, které
zde nemaji zadanu okrajovou podminku, stanovime stejnym zptsobem jako hodnoty v uzlech
uvnité oblasti. Vektor rychlosti advekce volime jako (a,b) = (1.0,0.8) a difizni koeficient
stanovime na zdkladé zadaného Reynoldsova ¢isla. Pro parametr L, pouziviame hodnotu LoP*
z (4.17). Pocatecni feseni volime pro vSechny proménné jako nulové vsude kromé téch ¢asti
hranice, kde je zadana okrajovd podminka.

Pro diskretizaci vypocetni oblasti jsme pouzili jednak pravidelnou trojihelnikovou sit
s krokem h ve sméru x i y jako na obrazku 5.14a, jednak nepravidelnou trojihelnikovou
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sit vytvofenou pomoci baliku DistMesh v Programu MATLAB, ktery vyuZivd Delaunayovu
triangulaci. Balik DistMesh je volné dostupny z internetovych stranek uvedenych u citace
[17], kde najdeme také dokumentaci. Jednim z parametru, které generatoru sité zadavame, je
parametr hg, ktery vyjadiuje vzdalenost jednotlivych uzla sité v poc¢ateénim rozlozeni, které
je programem nasledné upravovano. Autoii programu uvadéji, ze vzdalenost uzlia ve vysledné
siti je obvykle o néco vétsi, nez zadand hodnota hg. Pro naSe experimenty byly pouzity dva

Pravidelna sit Nepravidelna sit 1 Nepravidelna sit 2

(a) Pravidelnd sit, h = 1/8.  (b) Nepravidelna sit 1, hg = 1/8. (c) Nepravidelna sit 2, hg = 1/8.

Obrézek 5.14: Ukazka struktury pouzitych siti.

zpusoby generovani nepravidelné sité. V prvnim definujeme jako pevné body pouze rohy
oblasti, rozlozeni ostatnich uzli je ponechdno na generatoru. Pfi tomto zpusobu generovani
v8ak Casto vznikaji na hranici uzly s rozdilnym poctem sousednich trojuhelniku, které se pii
pouziti naseho schématu ukédzaly jako problematické. Strukturu této sité vidime na obrazku
5.14b. Druhym zpusobem je definovani vS8ech uzli na hranici jako pevnych s rozestupem
ho. V tomto ptipadé mohou na hranici také vzniknout uzly s rozdilnym poctem sousednich
trojuhelniki, ale méné ¢asto nez v prvnim piipadé. Ukazku této sité vidime na obrazku 5.14c.

Casovy krok je pro kazdy uzel omezen podminkou (4.104). Zde jsme pro viechny vypocty

volili ¢asovy krok jako A7 = min A7; a CFL = 0.99. Numerické feSeni povazujeme za ustalené,
J
pokud je splnéna podminka

[l < 20700 A el < 1070 A (el < 107l (5.20)

Normu chyby piiblizného feseni ||E,|[, ||Ep||, a ||Eq|| vypotteme jako

J J J
IBull =Y 10 —w(@))| S5, 1Byl =D |Py —ualy) S, |Epll = Y Q) — uy ()] S5,
j=1 j=1 J=1

(5.21)
kde J je pocet uzla sité a S; je plocha dudlni builky pfislusné j-tému uzlu. R4d chyby ve
vSech pripadech odhadujeme pomoci vztahu

. Jog([[E"]|/[[B"2]))
log (hol/hog)

kde ho1 je parametr hy (pfipadné h na pravidelné siti) na hrubsi siti a hge na jemnéjsi siti.
V tabulce 5.10 jsou uvedeny pocty iteraci a Cas vypocCtu v sekundach pro Re = 1,10
na pravidelné siti. Pocet iteraci roste stejné jako v 1D piipadé zhruba linedrné v zavislosti
na zmensujicim se h. Pro ¢as vypoétu ziskdvame zavislost O(1/h3), coz odpovidé zavislosti
ptiblizne O(N 3/ 2), kde N je pocet nezndmych hodnot. Je oviem pravdépodobné, ze by mohlo

(5.22)
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byt dosazeno lepsich vysledku z hlediska ¢asu vypoctu optimalizaci kédu. Podobné vysledky
dostavame i na ostatnich sitich.

L Re=1 Re =10
pocet iteraci | ¢as vypocCtu | pocet iteraci | ¢as vypoctu
1/8 128 18 133 18
1/16 268 148 202 112
1/32 547 1218 405 908
1/64 1208 12247 836 7548

Tabulka 5.10: 2D advekéné-difizni rovnice — pocet iteraci a ¢as vypoctu na pravidelné siti.

Na obréazcich 5.15, resp. 5.16, resp. 5.17 je graficky znazornén vyvoj normy chyby pro
jednotlivé neznamé na pravidelné siti, resp. nepravidelné siti 1, resp. nepravidelné siti 2. Na
pravidelné siti zfejmé dostavame feseni s druhym fddem piesnosti pro neznamé p a ¢, chyba
u se vSak pohybuje mezi prvnim a druhym fddem. Na nepravidelné siti 1 ziskdvame nejhorsi

- 2D pravidelna sit - chyby pro Re = 1

10 T 10

sklon (1/h) ™% sklon (1/h)™*

skion (1/h)2 sklon (1/h)2
,2 —8&—chybau = —8—chybau

07 —6—chybap E 10 ¢ —6— chyba p

—*—chyba q —*—chyba q

2D pravidelna sit - chyby pro Re = 10

10°} 4 107}

IENl
IENl

107 E 10

107 E 10+

10° = ' 10 = ,
10 10 10 10
1/h 1h

(a) Pravidelnd sit, Re = 1. (b) Pravidelna sit, Re = 10.

Obrazek 5.15: 2D advekéné-difizni rovnice — norma chyby U, P a @ na pravidelné siti.

vysledky, které neodpovidaji obecné druhému fadu presnosti ani pro jednu z proménnych.
Ziejmeé to souvisi s jiz zminénym jevem, ktery se vyrazné projevuje u siti, kde se na hranici
stiidaji uzly s ruznym poctem sousedicich trojuhelnikt. Pro proménnou, kterd na takové hra-
nici nemd zadanou okrajovou podminku, se objevi oscilace na této hranici. Na obrazku 5.18a
je vykreslen graf pfiblizného feseni P (tedy aproximace p = u;) na takovéto sitis hy = 1/16.
Pro srovnéni vidime na obrazku 5.18b feseni P na nepravidelné siti 2 s hy = 1/16, kde se vy-
skytuje méné problematickych bodu. Pro¢ k tomuto jevu dochézi, neni jasné, ale je mozné, ze
je zpusoben nespravnou implementaci okrajovych podminek v rdmci LDA schématu. V této
praci realizujeme okrajové podminky pouhym dosazenim jejich hodnot v piislusnych uzlech,
v nékterych piipadech se vsak preferuje jejich realizace pomoci tzv. ,ghost cells“, imaginarnich
trojihelniku podél hranice (viz napt. [8] nebo [19]). Implementace okrajovych podminek timto
zpusobem namétem k dalsim experimentim. Chyba se pravdépodobné projevuje na vsech ty-
pech pouzitych siti, jen na nékterych méné vyrazné.

Poznamenejme, ze dle [15] neni pouzité schéma obecné druhého ddu pro proménné p a
q na nepravidelnych sitich, nebot reziduum (4.95) neni presné pro linedrni gradient Fesenf
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2D nepravidelna sit 1 — chyby pro Re = 1 2D nepravidelna sit 1 - chyby pro Re = 10

skion (1/h)™* sklon (1/h)*
sklon (1/h) 72 sklon (1/h)2

—+8&—chybau El = —&—chybau
—&— chybap 07 —&— chybap 3
—*—chybag *— chybag

10 ¢ E|

lEn
= =
O\ Ow
4 &
! !
. .
lEN
-
o
& h‘;

100

10" 10° 10 10°
1/h 1h

[t

(a) Nepravidelnd sit 1, Re = (b) Nepravidelna sit 1, Re = 10.

Obrazek 5.16: 2D advekéné-difizni rovnice — norma chyby U, P a ) na nepravidelné siti 1.

" 2D nepravidelna sit 2 — chyby pro Re = 1 o 2D nepravidelna sit 2 - chyby pro Re = 10
10 T 10 T
sklon (1/h)™* sklon (1/h)™*
. sklon (1/h)2 sklon (1/h)2
10 "+ —+8&—chybau El = —&—chybau
—6&—chyba p 10 —o&— chyba p E|
—*—chybag *— chybag
10°F E
107} E
=Rl — Z
10°F E
10°F E
10 E
10° E
107 = ' 107 = ,
10 10 10 10
1/h 1/h

(a) Nepravidelnd sit 2, Re =

—_

(b) Nepravidelnd sit 2, Re = 10.

Obrazek 5.17: 2D advekéné-difizni rovnice — norma chyby U, P a @ na nepravidelné siti 2.

(tedy kvadratické feseni u). Autor zde navrhuje pro integraci druhé a tfeti slozky rezidua
odpovidajici p a ¢ pouzit Simpsonovo pravidlo, které je pfesné pro kvadratické funkce. Jelikoz
se ale nezd4, ze by se na nasi nepravidelné siti pfesnost p a ¢ piimo redukovala na 1. fad, tuto
upravu neaplikujeme.

Diftizni rovnice
Pro srovnani uvadime vysledky pro ulohu pro diftizni rovnici
d(uzz + uyy) =0, (z,y) € (0,1) x (0,1) (5.23)

s pfesnym FeSenim
sinh(7zx) sin(7y) + sinh(7y) sin(7x)

sinh(7) ’
které je nezavislé na diftznim koeficientu d. Graf u, p = u, a ¢ = uy vidime na obrazku 5.19.
Pro pripad diftizni rovnice neni nutné pro distribuci rezidui pouzit upwind schéma. V naSich

u(z,y) = (5.24)
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Nepravidelna sit 1 Nepravidelna sit 2

{
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RN

p(x.y)

(a) Nepravideln4 sit 1. (b) Nepravideln4 sit 2.

Obréazek 5.18: Ukazka priblizného feseni P na nepravidelnych sitich s hg = 1/16 pro Re = 10.

Presne reseni u Presne reseni p Presne reseni q

p(xy)
aly)

(a) Presné feseni u. (b) Pfesné feseni p = u,. (c) Pfesné feseni g = u,,.

Obrazek 5.19: Piesné feseni pro diftizni rovnici.

vypoétech jsme pouzili Laxovo-Wendroffovo schéma (viz [14]), jemuz odpovidaji distribuéni
matice ve tvaru

1 T
B =14+ —K; 2
kde " 0
SR S ) (5.26)
d/T, “max _|n|
i€{1,2,3}

Vypocet rezidua i oSetieni okrajovych podminek je v tomto piipadé stejné jako u advekéné-
diftzni rovnice.

Na obrazku 5.20 vidime grafy vyvoje normy chyby U, P a ) na stejnych sitich jako
v piipadé advekéné-difizni rovnice. Pro nepravidelnou sit 1 zaznamendvame opét nejvétsi
odchylky, oviem z obrazku lze soudit, ze pro dostatetné malé hg jiz chyba odpovida 2. fadu
na vSech typech sité.

5.4 Metoda vice siti

Na dvou modelovych dlohach pro diftizni a advekéné diftizni rovnici jsme testovali metodu
vice siti popsanou v odstavci 4.3.
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2D difuzni - pravidelna sit 2D difuzni - nepravidelna sit 1 | 2D difuzni - nepravidelna sit 2

sklon (u/h) ™
skion (1/h)2

sklon (1/h)*
— skion (1/h) 2

10 10° 10 10° 10" 10°
1h 1h 1h

(a) Pravideln4 sif. (b) Nepravideln4 sit 1. (c) Nepravideln4 sit 2.

Obrazek 5.20: 2D diftzni rovnice — norma chyby U, P a Q.

V obou piipadech definujeme pro zastaveni algoritmu reziduum jako
1
= — (Q"'-Q" 5.27
=5, @ -, (5:27)

kde Q™! je feseni ziskané z Q™ jednim V-cyklem metody vice siti a Aty je ¢asovy krok pro
nejjemnéjsi sit. ReSeni povazujeme za ustalené, pokud je splnéna podminka
—81,-(0 —8)1,.(0

e < 1073 e@ A el < 1078l (5.28)
Podminka je pfisnéjsi nez u samotného explicitnitho schématu v odstavci 5.1, protoze pii
pouziti vice siti (u difizni rovnice i na jedné siti) zfejmé neni tolerance 10~° dostateéna.
5.4.1 Difazni rovnice
Jako testovaci tlohu pro difdzni rovnici jsme pouzili

—Uge = w2 sin(nz), x € (0,1),

u(0) =0, wu(l)=0, (5.29)

jejimz presnym fesenim je funkce u(z) = sin(wzx). Ulohu fesfme explicitni metodou popsanou
vySe pro advekéné-difizni rovnici s ¢ = 0 s pfipadnymi tdpravami tam, kde by dochéazelo
k déleni nulou. Vypocet proviadime na ekvidistantni siti N uzla s krokem h = ﬁ Pii
pouziti K siti je krok na hrubsich sitich 2h, 4h, ..., 25~ 1h. Jako pociteéni podminky pro nasi
itera¢ni metodu jsme volili

u(x) =—z(x—1), plx)=—2z. (5.30)
Vsechny vypocty byly provedeny pro optimalni hodnotu L, odvozenou pro difizni rovnici

v [14]:
1 1
L, = 7 (1 + ™ W) . (5.31)

2

V tabulce 5.11 jsou uvedeny vysledky pro pocet uzla N = 513 na nejjemnéjsi siti s pouzitim
poctu siti K = 1,2,...,7. Nalezneme zde udaje o poc¢tu iteraci (tj. vykonanych V-cyklu),
¢ase vypoctu v sekundach a normé chyb u a p. Vidime, Ze pocet V-cyklu potiebny k dosazeni
ustéaleného stavu se s piibyvajicim po¢tem pouzitych siti zmensuje vzdy ptiblizné na polovinu
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pocet iteraci | ¢as vypoctu [|Ey|] [|Ep||
3540 25 | 3.9971 -107° | 6.2893 .10
926 24 | 3.9969 -1076 | 6.2872 1076
451 17 | 3.9972 -107% | 6.2892 .10

7
211 9| 3.9969 -1076 | 6.2894 .10~
106 51 3.9925 -107% | 6.2618 -1076
51 4 |3.9964 -107% | 6.2761 -1076
51 4| 3.9947 -1076 | 6.2774 -1076

N O U W N R

Tabulka 5.11: Multigrid - vysledky pro diftizni rovnici, N = 513.

(s vyjimkou ptrechodu mezi K = 1 a K = 2, kde je rozdil vétsi) az do K = 6, kdy se
konvergence jiz déle neurychluje. Cas vypoctu se piflis vyrazné nezkracuje, predevsim pfi
prechodu mezi jednou a dvéma sitémi, ovSéem je mozné, ze lze dosahnout vyraznéjsiho zrychleni
lepsi optimalizaci kédu. Presnost ziskaného feSeni se pouzitim vice siti zfejmé nezhorsuje.

Tabulka 5.12 obsahuje vysledky pro ruzné pocty uzlu N na nejjemnéjsi siti a K, pro které
nastalo posledni urychleni konvergence pro dané N. Zda se tedy, ze pouzitim vice siti lze
dosdhnout poétu cyklu nezdvislého na poc¢tu uzli nejjemnéjsi sité N.

N | K | pocet iteraci | ¢as vypoctu [|E,|| Tad I|Ep|| tad
129 | 4 51 0.6 | 6.39 -107° 1.00 -107*

257 | 5 53 1.3 | 1.60 -107® 2.00 | 2.51 -10~®> 2.00
513 | 6 51 2.6 | 4.00 -107% 2.00 | 6.28 -107% 2.00
1025 | 7 50 5.6 | 1.00 -107% 1.99 | 1.58 -107% 1.99
2049 | 8 53 12.8 | 2.53 1077 1.99 | 4.06 -10°7 1.96

Tabulka 5.12: Multigrid - diftizni rovnice, nezdvislost na poc¢tu uzlu.

(n) (n)
Na obrazku 5.21 je graficky zndzornéna zavislost hodnoty max (”r“ [iggiiss Hl), coz je

e g
hodnota, podle které zastavujeme algoritmus, na poctu iteraci pro N = 513. Jednotlivé grafy
odpovidaji poc¢tu siti K = 1,2,...,7 postupné zprava doleva, jak je na obrazku naznaceno.

5.4.2 Advekéné-difuzni rovnice

Jako testovaci tlohu pro advekéné-difizni rovnci jsme pouzili ilohu (5.1) s pravou stranou
(5.2) z odstavce 5.1. Testy jsme provadeéli jak na pravidelné, tak na nepravidelné siti ziskané
stejnym zpusobem, jaky byl popsan v 5.1. Parametr L, by zvolen jako LE" podle vztahu
(4.17).

V tabulce 5.13 uvdadime informace o po¢tu provedenych V-cykla a ¢ase vypoctu pro pravi-
delnou sit s N =513 a Re = 1,10, 100. Vysledky jsou uvedeny do K takového, Ze pro néj jiz
nenastalo urychleni konvergence. V ptipadé Re = 1 jsou vysledky podobné jako u diftzni rov-
nice, pocet iteraci se s rostoucim poctem siti zmensuje priblizné na polovinu, kromé prechodu
z K = 1 na K = 2, kde pozorujeme vyraznéjsi urychleni. Zda se, ze s rostoucim Reynoldsovym
¢islem efektivita pouziti vice siti klesad. Pro Re = 100 jiz dosahujeme podstatnéjsitho snizeni
poctu iteraci pouze pro K = 2, 3.

Na obrazcich 5.22, 5.23 a 5.24 je opét graficky znazornéna zavislost hodnoty max (
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Difuzni rovnice — konvergence
T T

[IRAT

. . . . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
pocet iteraci

Obrazek 5.21: Multigrid — rychlost konvergence pro diftzni rovnici, K =1,2,...,7.

K Re=1 Re =10 Re =100

pocet iteraci | ¢as vypoctu | pocet iteraci | ¢as vypoctu | pocet iteraci | ¢as vypoctu
1 5778 43 5255 43 4291 34
2 1418 38 1270 37 1003 28
3 592 24 523 21 598 24
4 295 15 248 12 574 29
5 148 9 124 7 542 32
6 74 4 98 5 507 26
7 38 2 73 4 475 26
8 50 3 57 3 444 26
9 - - 56 3 428 27
10 - - - - 428 28

Tabulka 5.13: Multigrid - vysledky pro advekéné-difizni rovnici, pravidelns sit s N = 513.

na poctu iteraci pro pravidelnou (vlevo) a nepravidelnou (vpravo) sit s N = 513 uzly pro
Re = 1,10,100. Poznamenejme, ze oscilativni prubéh jednotlivych grafu pro Re = 1 (obr.
5.22) muze byt pravdépodobné zpusoben tim, ze hodnota L, = L' nemusi byt skuteéné
optimalni, jak jiz bylo zminéno vyse.

I z obrazku je patrné snizovani poc¢tu siti, které maji vliv na urychleni konvergence, pro
rostouci Reynoldsovo ¢islo. Pro dalsi srovnéni se podivejme na obrazek 5.25, kde je zobrazena
situace pro Re = 500.
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Advekcne-difuzni rovnice - konvergence, pravidelna sit,

Re=1

10 T T T T T T

Rl

4000 5000 6000

pocet iteraci

2000 3000

Obrézek 5.22: Multigrid — rychlost konvergence pro advekéné-difiizni

K = 1,2,...,5.

10 T T T

7000 8000

Advekcne-difuzni rovnice - konvergence, pravidelna sit, Re = 10
T

[RIAT
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. . .
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pocet iteraci
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Obrazek 5.23: Multigrid — rychlost konvergence pro advekéné-diftzni rovnici,

K = 1,2,...,5.
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Advekcne-difuzni rovnice - konvergence, pravidelna sit, Re = 100
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Obrazek 5.24: Multigrid — rychlost konvergence pro

K = 1,2,...,5.
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Advekcne-difuzni rovnice — konvergence, nepravidelna sit, Re = 1
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Advekcne~-difuzni rovnice - konvergence, nepravidelna sit, Re = 10
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Advekcne-difuzni rovnice — konvergence, nepravidelna sit, Re = 100

pocet iteraci

advekéné-difuzni rovnici,
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Advekcne-difuzni rovnice - konvergence, pravidelna sit, Re = 500 B Advekcne-difuzni rovnice — konvergence, nepravidelna sit, Re = 500
T T T

10 T T

™y 71y

AT

1 15 2 25
pocet iteraci X 10

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 0.5
pocet iteraci

Obrazek 5.25: Multigrid — rychlost konvergence pro advekéné-difizni rovnici, Re = 500,
K = 1,2,...,5.
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Kapitola 6

Aproximace diftiznich ¢lenu

Pti konstrukci numerickych schémat pro tlohy proudéni obsahujici diftizni ¢leny se Casto
setkdme s potfebou stanoveni gradientu feSeni na hranici kontrolniho objemu (¢i prvku) pro
urceni difizniho toku touto hranici. Pfi pouziti nespojitych rekonstrukeci feseni, napiiklad
u metody konecnych objemti nebo nespojité Galerkinovy metody, neni vSak jasné, jak tento
gradient interpretovat a které hodnoty pouzit k jeho aproximaci. Obvykle vyuzivaji hodnoty
priblizného feSeni ve vSech sousednich bodech, coz odpovida isotropni povaze diftize. Takto
ziskana schémata jsou ovSem obecné neefektivni, napiiklad maji nizkou schopnost tlumeni
chyb o vysoké frekvenci nebo viibec nekonverguji. V nékterych piipadech se na tato schémata
aplikuji specidlni upravy pro zvySeni tlumeni chyb o vysoké frekvenci, ty jsou vsak tzce vazany
na pouzitou metodu diskretizace a nelze je tedy pfimocafe aplikovat na jiné diskretizaéni
metody.

Nishikawa v [16] ukazuje, ze pfevod difizni rovnice na hyperbolicky systém poskytuje
jakysi obecny navod pro korektni aproximaci difiznich ¢lent nezavisle na metodé diskreti-
zace. Navrhuje provést diskretizaci tohoto hyperbolického systému metodou pro hyperbolické
rovnice a z vysledného schématu nasledné odvodit schéma pro difizni rovnici vypusténim
pridanych proménnych a rovnic, které se k nim vazou. Takto ziskané schéma ma dvé vyznamné
vlastnosti vyplyvajici ptimo z pouziti metody diskretizace urc¢ené pro advekéni rovnice. Jed-
nak obsahuje disipativni ¢len, ktery zajistuje tlumeni vysokych frekvenci, jednak lze snadno
a pfirozené kombinovat se schématem pro feSeni advekéni rovnice pii feSeni tloh s advekéné-
difizni rovnici.

V této kapitole struéné shrneme vysledky prezentované v [16]. Uvazujme nyni nesta-
ciondarn{ homogenni diftizn{ rovnici

Ug — dgg = 0, (6.1)

pro niz budeme chtit konstruovat numerické schéma. Zavedenim nové neznamé funkce p = u,,
parametru 7, a formdalnim pfidanim ¢asové derivace p; dostaneme nasledujici hyperbolicky
systém

Ut — dpx = 07

Ug p (6.2)
bt — /= =~

T T,

ktery je s (6.1) asymptoticky ekvivalentni pro t > T, kdy p — u,. V maticové formé jej
muzeme zapsat jako
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kde

—dp of 0 —d 0
qZM’ f=| w|, A== 1 . e=| »| (6.4)
1 T, T,

Matice A mé realnda ruzna vlastni ¢isla 4,/ T% a linedrné nezavislé vlastni vektory. Soustava
(6.3) je tedy hyperbolickd a pro jeji diskretizaci existuje fada provéfenych metod.

Pro jednoduchost zde budeme uvazovat ekvidistantni sit bodu z; s krokem h. Pfedpokl4-
dejme, ze jsme provedli diskretizaci soustavy (6.3), a zapiSme ji ve tvaru

kde Q} = [Uj’?, PJ"]T je vektor priblizného feseni v bodé x; a case t,, At ¢asovy krok a F7 je
né¢jaka diskretizace f;. Dale rozepisme schéma (6.5) po slozkach:

A
At —Fj4, (6.6)
prtl_ pn 1

J J _ n n

Priblizné feseni U nen{ aproximaci feSeni difizn{ rovnice (6.1) v libovolném ¢ase, nebot P
nemusi byt vzdy aproximaci u,. K dosazeni toho, aby U skutetné aproximovalo feSeni nesta-
ciondrni difizni rovnice, musime zajistit p — u,. To muzeme realizovat stanovenim hodnot P]“
piimo z hodnot pfiblizného feSeni Uj', pricemz proménnou P nebudeme jiz dale potiebovat,
stejné jako rovnici (6.7). Vysledné numerické schéma pro feSeni (6.1) bude mit tedy tvar

oy
BN —FjY, (6.8)
kde prava strana ma strukturu schématu pro advekéni rovnice. Takova schémata jiz obsahuji
ur¢itou miru disipace, ktera je zodpovédnd za tlumeni vysokych frekvenci. Neni proto potieba
aplikovat zadné dalsi upravy jako pii pouziti jinych postupt, jak bylo zminéno v uvodu
kapitoly.

Zbyva urcit hodnotu relaxacniho casu 7)., ktery je zahrnuty v pravé strané (6.8). Podle
[16] je pro explicitni schéma vhodné volit 7, imérné maximélnimu ¢asovému kroku, aby
byl v kazdém kroku zachovén silné hyperbolicky charakter. Casovy krok je omezen CFL
podminkou

h

At < . (6.9)
Vd/T:
Pro maximélni ¢asovy krok tedy plati rovnost
h
Atpax = —F—. 6.10
ma T (6.10)

Daéle zavedeme konstantu « jako pomeér AtT”T‘a", tedy plati Atpmax = oT,.. Parametr T, pak
definujeme jako feSeni rovnice

h = aT;, (6.11)

Va/T,
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6.1. PRIKLAD APLIKACE KONKRETNI DISKRETIZACNI METODY

odkud dostaneme )
h
TT . %
Obvykle se voli a = 1, ale v nékterych piipadech existuji jisté hodnoty « se specidlnimi
vlastnostmi.
Dosadime-li T, zpét do CFL podminky (6.9), dostaneme omezeni ¢asového kroku vztahem

(6.12)

h2
At < —. 6.13
< (6.13)
Casovy krok je tedy velikosti O(h?), coz je typické u explicitnich schémat pro feseni difizni
rovnice.

6.1 Priklad aplikace konkrétni diskretizac¢ni metody

V [16] nalezneme pouziti vyse popsaného postupu pro nékolik ruznych metod diskretizace,
konkrétné metodu koneénych objemiu, metodu distribuce rezidui, nespojitou Galerkinovu me-
todu a metodu spektralnich objem1, a to v jedné a dvou dimenzich. V této praci priblizime
pouze aplikaci metody koneénych objemii v jedné dimenzi. Jednodimenzionalni piipad byl zvo-
len pro jednoduchost a nazornost vykladu, popsany postup ovSem piinasi vyhody predevsim
ve vice dimenzich na nestrukturovanych sitich.

6.1.1 Metoda konecnych objemi

V tomto odstavci provedeme diskretizaci soustavy (6.3) metodou koneénych objemu. Pred-
poklddejme, ze dany problém fesime na néjakém intervalu (a,b), ktery rozdélime na N po-
dintervalt stejné délky h. Jejich stfedy oznacime xj,7 = 1,2,..., N a samotné podintervaly
budeme znacit I; = (x;_1 /2, Zj41/2). Hodnoty pfiblizného resent Qj jsou uchovavany v uzlech
x;j a vyjadiuji integralni prameér pfes interval I;,

— 1
Q; = / qdz. (6.14)
hJ1,
Integrovanim rovnice (6.3) dostaneme semidiskrétni formulaci
dQ; 1 1
ditj =7 (Fjs12 —Fj1p0) + h/] gdz, (6.15)
j

kde F; /5 je aproximace f(z;;1/2) a pfedstavuje tok hranici mezi I; a I;;;. Definice téchto
numerickych toki je klicovym krokem pii konstrukci konkrétni metody. Poznamenejme, ze
zpusob diskretizace pravé strany g zde neni dtlezity, nebot je nenulova pouze ve druhé rovnici,
kterou pozdéji nebudeme potiebovat.

Numericky tok F; /5 definujeme pomoci dvou hodnot Qr a Qg extrapolovanych ze
sousednich intervalt I; a I 4. Vyuzijeme-li upwindingu, muzeme jej definovat vztahem

(Fr+Fr) - 51Al(Qr - Qu) (6.16)

(RS R NE TR (617)

Fjii0=

N~ N
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kde Fr,Fr jsou hodnoty fyzikélniho toku f pro hodnoty Qr a Qg. Dosazenim T, z (6.12)
dostaneme

1
Firp=5Fr+Fr)- % (Qr—Qr). (6.18)

Nyni vypustime druhou rovnici a dostaneme nésledujici schéma pro vypocet ptiblizného feseni
U:

dU, 1
ditj =7 (Fj+1/2,1 - Fj—1/2,1) ) (6.19)
kde J J
(6}
Fj+1/2,1:_§(PR+PL)_E(UR_UL)- (620)

Prvni ¢len v (6.20) aproximuje fyzikalni tok a nazyva se konzistentni ¢dsti numerického toku.
Druhy ¢len pochdzi z disipativniho ¢lenu schématu pro hyperbolicky systém a zajistuje tlu-
meni.

Pro kompletni definici schématu nyni zbyva stanovit hodnoty Uy, Ugr, Pr, a Pr a definovat
hodnoty P; na zdkladé hodnot piiblizného feseni U;. Konzistentni ¢dst toku by pfitom méla
byt zachovana, aby byla zachovana konzistence celého schématu. Definice zminénych hodnot
zavisi na zvoleném zpusobu rekonstrukce feSeni.

Po ¢éastech konstantni rekonstrukce

Nejjednodussim zpusobem, jak rekonstruovat prubéh feseni, je po ¢astech konstantni rekon-
strukce, tj.

Ulx)=U;, =z€lj. (6.21)
V takovém piipadé je ovSem derivace rekonstruovaného feseni uvniti vsech intervala I; nulova
a konzistentni ¢ast toku nemuze byt vyhodnocena. Pfesto existuje zpusob, jak lze docilit toho,
aby schéma bylo konzistentni. Na hranici I; a I;41 mame hodnoty

U, = Uj, (6.22)
Up = Ujt, (6.23)
P, = Pp=0. (6.24)

Jejich dosazenim do (6.20) dostaneme vztah pro numericky tok

do —
Fj+1/2,1 = —% (Uj+1 - U]) . (625)

Volbou o = 2 muzeme zajistit, ze takto definovany tok bude aproximovat fyzikalni tok f.
Dosazenim numerickych toku do schématu (6.19) ziskdme znamé tiibodové schéma

aU; d o
7 — 72 Ui =20+ Uj) (6.26)

které bychom dostali pii diskretizaci metodou kone¢nych diferenci s vyuzitim centralnich
diferenci pro aproximaci druhé derivace.
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6.1. PRIKLAD APLIKACE KONKRETNI DISKRETIZACNI METODY

Po éastech linearni rekonstrukce

Abychom dostali nenulovou konzistentni ¢ast toku, budeme potfebovat nenulové hodnoty
P. Uvazujme tedy po ¢astech linedrni rekonstrukci feSeni a aproximujme hodnoty gradi-
entu TeSeni ?j uvnitf intervalu I; konstantni hodnotou. Jednim z nejjednodussich zptisobi je
pouziti centralnich diferenci

— Uiy1—U;i1 = Ujro —U;
p,— Ittt p o Zit2 Mg 6.27
J 2h ’ Jj+1 2h ( )
Hodnoty na hranici dvou intervala I; a I;; muzeme definovat takto:
P, = Pj, Pr = Pj1.
Tyto hodnoty dosadime do vztahu pro numericky tok (6.20) a dostaneme
d — = da |—= — h, = =
Fj+1/271 = 5 (Pj +Pj+1) - E |:Uj+1 - Uj 5 (Pj + Pj+1):| (6.29)

d(Ujp1—Uj1 Upo—U;\ daf—  — h,—~
:_< j+1 i1 Ys+2 J) [Uj+1—Uj—2(Pj+Pj+1)]- (6.30)

2 2h 2h 2
Nakonec dosadime numerické toky do (6.19) a ziskdme vysledné pétibodové schéma

iz,

— - — do
7 = 1z U2 =20+ Uj2) +

_ . 1 _
on2 [Uj+1 —2Uj+Ujor = 7 (Ujr2 =205 + Uj—2)] ;
(6.31)
které ovsem opét pro volbu o = 2 vede na tiibodové schéma (6.26).
Predpoklddejme, ze presné feSeni u mé derivace vSech fadu a rozvinme jej v Taylorovu

fadu, kterou dosadime do (6.31). Po nékolika dpravach dospéjeme ke vztahu

; 1 «
Vidime, ze schéma je pro libovolnou hodnotu a konzistentni a druhého fadu pfesnosti s vy-
jimkou hodnoty o = %, pro kterou dostaneme dokonce ¢tvrty fad presnosti.

Casovy krok pro explicitni integraci v ¢ase je omezen podminkou (viz [16])

h2
2-—a)—, 0<a<l,
—— a>1.
ad -

Jak jiz bylo feceno vyse, obvykle volime o« = 1. Pro a mensi nez 1 bychom sice mohli volit
vétsi casovy krok, ale vzhledem k (6.32) by se tim také zvysila diskretiza¢ni chyba. Pro «
mezi 1 a % se diskretiza¢ni chyba s rostoucim « naopak zmensuje, ale zadroven se zmensuje i
maximalni mozny ¢asovy krok. Volit a vétsi nez % nen{ vhodné, nebot maximalni At se stale
zmensuje a opét se zvétsuje diskretizaéni chyba. Proto muzeme o = 1 povazovat za optimalni
volbu pro vypocty druhého fadu presnosti.

52



6.1. PRIKLAD APLIKACE KONKRETNI DISKRETIZACNI METODY

Poznamenejme, ze kdybychom rovnici (6.3) diskretizovali metodou distribuce rezidui a
distribuéni matice volili ve tvaru

Atmax
2h

Atmax

A .34
e g, (6.34)

1 1
B =-1I- A, Bt =_I+
2 2
analogickym postupem bychom dospéli ke schématu formélné shodnému s (6.31). Rozdil je
v tom, Ze pii pouziti metody distribuce rezidui pocitdme pfiblizné hodnoty feseni Uj;, které
aproximuji hodnoty pifesného feSeni v uzlech diskretizaéni sité. Toto schéma ma stejné vlast-
nosti, jaké byly uvedeny u schématu (6.31) odvozeného metodou koneénych objemu.
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Kapitola 7

Zavér a shrnuti vysledku

Préace se zabyvala numerickymi metodami pro feseni advekéné-difizni rovnice zalozenymi
na jejim pfevodu na soustavu PDR hyperbolického typu. Jejim cilem bylo provéfeni jejich
vlastnosti a posouzeni jejich vyhod pii pouziti pro stacionarni a nestacionarni tlohy v 1D a
stacionarni ilohu ve 2D na pravidelnych a nepravidelnych sitich. Dalsim cilem bylo otestovani
efektivity metody vice siti pro urychleni konvergence explicitnitho schématu k ustdlenému
stavu.

V tvodu préace jsme predstavili zdkladni matematické modely popisujici transport proudici
tekutinou a diftizi ¢i vedeni tepla. Dale jsme zminili o problémech, se kterymi se setkame
pii feSeni advekéné-difiizni rovnice standardnimi metodami a moznostech, jak se s nimi
vypofadat. Vétsina préace je vénovéana zvolené metodé prevodu advekéné-difizni rovnice na hy-
perbolickou soustavu a jeji diskretizaci metodou distribuce rezidui. Nejprve jsme popsali me-
todu distribuce rezidui obecné a nasledné ji pouzili pro diskretizaci stacionarni a nestacionarni
advekéné-difizni rovnice v jedné prostorové dimenzi. Pro iteraci v pseudocase jsme volili jak
explicitni, tak implicitni schéma. Postup diskretizace metodou distribuce rezidui byl nasledné
popséan také ve dvou prostorovych dimenzich na nepravidelnych trojihelnikovych sitich. Pro
distribuci rezidui bylo pouzito LDA schéma. V zavéru ¢tvrté kapitoly jsme predstavili metodu
vice siti pro hyperbolické rovnice, kterou jsme aplikovali v 1D pripadé. VSechny zminéné me-
tody jsme podrobili numerickym experimentum, jejichz vysledky byly shrnuty v paté kapitole.
V posledni kapitole jsme strucné popsali postup, kterym lze pomoci prevodu na hyperbolicky
systém rovnic ziskat korektni aproximace diftiznich ¢lent pro pouziti v jinych numerickych
schématech.

Pro numerické experimenty jsme pouzili testovaci tlohy, jejichz feseni obsahuje tenkou
okrajovou vrstvu pro vyssi Reynoldsova ¢isla. Pro explicitni schéma v 1D jsme ovérili, ze
pocet iteraci potiebny k dosazeni ustaleného stavu roste linedrné s poctem uzli sité a je témeér
nezavisly na hodnoté Reynoldsova ¢isla. Pro vSechna zvolena Reynoldsova ¢isla dostavame
aproximaci v i p s presnosti druhého fadu. Zjistili jsme, Zze hodnota parametru L, uve-
dend v literature jako optimalni z hlediska rychlosti konvergence k ustalenému stavu, nedéva
v nékterych pripadech nejlepsi vysledky.

P1i konstrukci implicitniho schématu jsme pouzili Newtonovu iteraéni metodu a vzniklou
soustavu linearnich algebraickych rovnic jsme fesili kolektivni Gaussovou-Seidelovou metodou.
Pocet iteraci této metody v jedné iteraci Newtonovy metody rostl linedrné v zavislosti na
poctu uzlu sité, stejné jako ¢islo podminénosti feSené soustavy. Na vSech pouzitych sitich a
pro vSechna zvolend Reynoldsova ¢isla bylo dosazeno ustéleného stavu béhem nejvysSe péti
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Newtonovych iteraci.

Metodu v 1D jsme po jednoduché tpravé aplikovali na diftzni rovnici s proménnym
difiznim koeficientem obsahujicim skok. Ovéfili jsme, ze i v takovém ptipadé ziskdvame FeSent,
které je aproximaci presného feSeni a pfi zjemnovani sité se k nému blizi. Zavislost chyby na
diskretiza¢nim kroku vSak neni ani linedrni.

Dale jsme testovali pouziti této metody pro nestacionarni problém v 1D s oscilujici okrajo-
vou podminkou. Opét jsme ovérili, ze ziskavame vysledky 2. fadu piesnosti pro obé proménné
v prostoru i v ¢ase (s vyjimkou piili§ velkého a p#ilis malého ¢asového kroku).

Ve dvojdimenzionalnim pfipadé jsme provadéli experimenty na pravidelné a nepravidelné
trojuhelnikové siti. Na pravidelné siti jsme ziskali vysledky 2. fddu pfesnosti pro p = u,
a q = uy, ale fad u byl o néco nizsi. Na nepravidelnych sitich jsme zaznamenali oscilace
u proménnych p a g na C¢astech hranice, kde pro né nebyla zaddna okrajovd podminka.
V pripadé nepravidelnych siti nelze obecné fici, ze bychom dostali vysledky 2. fadu piesnosti.
Problém muze byt v nevhodné implementaci okrajovych podminek. Pro srovnani jsme uvedli
také vysledky pro difizni rovnici ve 2D s distribuci rezidui pomoci Laxova-Wendroffova
schématu. Zda se, ze v tomto pfipadé pro dostatecné jemné sité dosahujeme 2. fadu piesnosti.

Posledni experimenty se tykaly metody vice siti, kterou jsme testovali pro diftzni i ad-
vekéné-difizni rovnici. Pro diftzni rovnici bylo dosazeno poctu cykla nezavislého na poctu
uzli nejjemnéjsi sité. U advekéné-diftzni rovnice se pro rostouci Reynoldsovo ¢&islo snizuje
pocet siti prispivajicich k urychleni konvergence, az pouziti vice siti uplné ztraci smysl.

Tématy k dalsi praci by mohla byt napiiklad implementace okrajovych podminek ve 2D
piipadé pomoci tzv. ghost cells, rozsiteni metody pro feseni nelinedrnich rovnic nebo pouziti
metody GMRES s pfedpodminénim pro feSeni soustavy vznikajici pii pouziti implicitniho
schématu. Metodu GMRES (s pfedpodminénim pomoci nekompletniho LU rozkladu) jsme
testovali jiz v prubéhu této prace, ale pouze v jedné dimenzi, coz je ziejmé piili§ jednoduchd
uloha pro dostateéné posouzeni efektivity této metody.
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