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Abstrakt

Tato práce uvád́ı přehled vybraných epidemiologických model̊u, dále řeš́ı
modifikace základńıho SIR modelu a na př́ıkladu porovnává teoretické výsled-
ky se známým př́ıpadem š́ı̌reńı spálové anǵıny. Zaměřuje se na źıskáńı in-
formaćı o vrcholu epidemie a porovnáńı numerických výsledk̊u pro r̊uzná
vyjádřeńı SIR modelu. Př́ınosem práce je pak předevš́ım převedeńı SIR mo-
delu na rovnici Abelova typu, z ńıž bylo následně vyjádřeno řešeńı SIR sou-
stavy v parametrickém tvaru.

Abstract

This thesis contains an overview of selected epidemiological models, it also
discusses the modifications of the basic SIR model and compares the theoreti-
cal results with known spread of scarlatinal tonsillitis. It focuses on obtaining
information about the peak of the epidemic and comparing numerical results
for different expressions of the SIR model. The main contribution of this
work is the transfer of SIR model to Abel’s type differential equation from
which the parametric solution of the SIR system was sebsequently expressed.

Kurzfassung

Diese Arbeit enthält einen Überblick von ausgewählten epidemiologischen
Modellen, sie löst auch die Modifikationen von SIR-Modell und vergleicht the-
oretische Resultate mit dem bekannten Fall der Ausbreitung der Scharlach-



Angina. Sie orientiertet sich auf den Erwerb der Informationen über die Spi-
tze der Epidemie und den Vergleich von numerischen Ergebnissen für ver-
schiedene Äußerungen von SIR-Modell. Der Beitrag der Arbeit ist vor allem
die Übertragung von SIR-Modell auf die abelsche Gleichung, aus der nach-
folgend die Lösung des SIR-Systems in der Parameterform ausgedrückt war.
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Úvod

Epidemie naši populaci velmi ovlivňuj́ı, proto se lidstvo snaž́ı źıskat po-
znatky o š́ı̌reńı nemoćı a jejich přenosu a modelovat pr̊uběh epidemíı bu-
doućıch.

V praxi źıskaná data jsou často nekompletńı a natolik nepřesná, že je
nejsme schopni interpretovat a chováńı epidemie může p̊usobit chaoticky.
Také odhad parametr̊u a součást́ı modelu je velmi těžký, proto se nab́ıźı
otázka, zda je pro nás matematické modelováńı v epidemiologii v̊ubec př́ınos-
né. S jeho pomoćı jsme ovšem schopni porozumět skrytým mechanismům,
které ovlivňuj́ı š́ı̌reńı nemoci a navrhovat strategie, jak epidemie dostat pod
kontrolu. Modely často dokáž́ı rozeznat i chováńı, které je z experimentálńıch
dat nejasné.

Výzkum infekčńıch chorob může být rozdělen na deskriptivńı, analy-
tický, experimentálńı a teoretický. Matematické modely jsou založeny na po-
pulačńı dynamice, chováńı a přenosu nemoci, vlastnostech infekčńıch agens
a na daľśıch sociálńıch a psychologických faktorech.

Při matematickém modelováńı přenosu nemoćı je vždy nutné zvolit kom-
promis mezi jednoduchými modely, které vynechávaj́ı většinu podrobnost́ı
a jsou vytvořeny jen pro osvětleńı obecného kvalitativńıho chováńı nákazy,
a detailńımi modely, obvykle vytvořenými pro specifický př́ıpad a obsahuj́ıćı-
mi krátkodobou kvantitativńı předpověd’. Detailńı modely je obecně složité
nebo nemožné řešit analyticky a jejich využit́ı pro teoretické účely je ome-
zené, přestože jejich strategická hodnota může být vysoká. Při řešeńı reálných
situaćı je totiž pro zdravotnické odborńıky jednoduchý model nedostatečný
a je nutná numerická simulace modelu detailńıho.

Spojeńı epidemiologické teorie, biostatistiky a poč́ıtačových simulaćı přis-
pělo ke zlepšeńı našich vědomost́ı o mechanismech přenosu epidemíı, k vývoji
epidemiologie a ke vzniku efektivněǰśıch metod kontrolováńı infekčńıch cho-
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rob. Modelováńı těchto nemoćı odhalilo množstv́ı zaj́ımavých jev̊u a odlǐs-
nost́ı v jejich chováńı a zapř́ıčinilo vznik celé řady podnět̊u pro daľśı výzkum.

Tato práce je členěna následovně: kapitola 1 slouž́ı k seznámeńı se s vy-
branými pojmy z teorie dynamických systémů a epidemiologie a uvád́ı přehled
základńıch epidemiologických model̊u. V kapitole 2 je pak provedena analýza
základńıho SIR modelu, jsou uvažovány možnosti převedeńı modelu do jiné
formy a dále jsou srovnávány numerické výsledky těchto nových systémů
v softwarech Matlab a Mathematica. Kapitola 3 poukazuje na komplikova-
nost modelováńı v epidemiologii srovnáńım reálných dat z lokálńı epidemie
spálové anǵıny s teoretickými hodnotami źıskanými z jednoduchého modelu.
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Kapitola 1

Přehled vybraných pojmů
a základńıch epidemiologických
model̊u

V této kapitole představ́ıme stručný úvod do modelováńı v epidemiolo-
gii, předpoklady, z kterých modelováńı vycháźı, vysvětĺıme některé pojmy
z epidemiologie a teorie dynamických systémů, představ́ıme vybrané modely
a shrneme možnosti, které matematické modelováńı v epidemiologii nab́ıźı.
Pokud neńı uvedeno jinak, informace v této kapitole byly čerpány z [2]. Ilu-
stračńı obrázky byly vytvořeny v programu MATLAB pomoćı funkce ode45.

1.1 Základńı předpoklady a pojmy

Modely bývaj́ı pojmenovány pomoćı zkratek anglických názv̊u označuj́ı-
ćıch jednotlivé modelové tř́ıdy - skupiny populace:

• S susceptible - náchylńı jedinci
Tito jedinci nemaj́ı proti nemoci žádnou imunitu a mohou se snadno
nakazit.

• I infectious - infekčńı jedinci
Nakažeńı, kteř́ı mohou po celou dobu onemocněńı š́ı̌rit nemoc dál mezi
náchylné.

• R recovered - imunńı jedinci
Proděláńım nemoci, př́ıpadně očkováńım, źıskali imunitu, která může
být trvalá, nebo dočasná.
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• D dead - zemřeĺı jedinci
Vyskytuj́ı se při modelováńı smrtelných nemoćı.

• E exposed - infikovańı jedinci
Vyskytuj́ı se při modelováńı nemoćı s latentńım obdob́ım, v němž je
osoba infikovaná, ovšem bez př́ıznak̊u nemoci, a schopnost přenášet
nemoc na náchylné jedince maj́ı tito lidé jen částečně, nebo v̊ubec ne.

• H hibernator
Infekčńı jedinci, kteř́ı z̊ustávaj́ı doma a nemoc tedy dále neš́ı̌ŕı.

• T treatment - léčeńı jedinci
Část infekčńıch jedinc̊u, které se dostalo léčby, a zkrátila se tak doba
onemocněńı.

Matematickým modelem epidemiologického jevu pak budeme rozumět
nelineárńı systém obyčejných diferenciálńıch rovnic. Počet rovnic odpov́ıdá
počtu použitých typ̊u modelových tř́ıd. V našem př́ıpadě z tohoto systému
źıskáváme pouze numerickou aproximaci řešeńı. Nezávislou proměnnou těchto
kompartmentových model̊u je čas t.

Součet použitých modelových tř́ıd muśı pokrýt celou populaci N. Tř́ıdy
je dále možné dělit podle požadovaných kritéríı (pohlav́ı, věk apod.). Poža-
dujeme, aby velikost jednotlivých tř́ıd byla dostatečně velká a mı́̌seńı jej́ıch
člen̊u by tak mohlo být považováno za homogenńı. Tento předpoklad neńı
platný na začátku epidemie při prvotńım vypuknut́ı nákazy, kdy se vysky-
tuje pouze několik málo infikovaných jedinc̊u a přenos infekce je stochastickou
událost́ı závislou na kontaktech mezi jednotlivci. Pro modelováńı počátečńı
fáze nákazy se proto využ́ıvá jiný př́ıstup než ten, který je uvedený v této
práci.

Předpokládáme, že pr̊uběh epidemie je deterministický, tud́ıž že chováńı
populace je určeno jej́ı minulost́ı a pravidly popisuj́ıćımi model.

Slabinou tohoto modelováńı je skutečnost, že vńımáme populaci jako ce-
lek a předpokládáme jej́ı homogennost, tedy že uvažujeme jediný typ pr̊u-
měrného jedince, který se v populaci vyskytuje. Abychom zahrnuli každého
jednotlivce a odlǐsnosti jeho chováńı od pr̊uměru, potřebovali bychom daleko
složitěǰśı model.

Důležitou veličinou je základńı reprodukčńı č́ıslo R0, jež můžeme defino-
vat jako počet druhotných infekćı zp̊usobených jediným infekčńım činitelem,
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který vstoupil mezi členy kompletně náchylné populace. Epidemie propukne
právě tehdy, když R0 > 1. Vyšš́ı R0 vede k rychleǰśımu nástupu epidemie
a k větš́ımu počtu nemocných (tj. k závažněǰśı epidemii celkově), určuje pro-
porci zdravých jedinc̊u na vrcholu epidemie (1/R0) a prevalenci nemoci
na vrcholu epidemie. Hodnotu R0 je možné odhadnout po skončeńı epide-
mie nebo během jej́ıho pr̊uběhu. Odborńıci se snaž́ı navrhovat v praxi takové
postupy, které povedou ke sńıžeńı reprodukčńıho č́ısla pod hraničńı hodnotu
a t́ım dojde k zamezeńı vzniku epidemie.

1.1.1 Dynamické systémy

Následuj́ıćı vybrané pojmy z teorie dynamických systémů byly čerpány
z [9].

Autonomńı soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

x′1 = f1(x1, x2, ..., xn),

x′2 = f2(x1, x2, ..., xn),
...

x′n = fn(x1, x2, ..., xn),

kde f1, f2, ..., fn jsou reálné funkce n reálných proměnných, můžeme vekto-
rově zapsat jako

x′ = f(x),

kde x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn a f : Rn → Rn. Soustavu lze interpretovat
jako matematický model nějakého reálného dynamického systému se závislou
proměnnou x a nezávislou proměnnou t, jehož stav je v čase t určen uspořá-
danou n-tićı č́ısel

x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)).

Potom

x′(t) =
dx

dt
= (x′1(t), x

′
2(t), ..., x

′
n(t))

udává rychlost změny stavu systému, která je zadána prostřednictv́ım funkce f ,
jej́ıž hodnota záviśı pouze na okamžitém stavu systému.

Jestliže funkce f záviśı také na čase t, tj. f = f(t,x), pak rovnici
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x′ = f(t,x)

nazýváme neautonomńı.

Jestliže je funkce f lineárńı v x, tj.

f(x, t) = A(t)x + b(t),

kde A(t) je maticová funkce a b(t) vektorová funkce, nazýváme soustavu
lineárńım modelem. Plat́ı f(x+y) = f(x)+f(y) a f(λx) = λf(x), ∀x,y ∈ Rn,
∀λ ∈ R.

Cauchyovou (počátečńı) úlohou rozumı́me úlohu, kde hledáme řešeńı x
soustavy x′ = f(t,x) splňuj́ıćı předem zadanou podmı́nku x(t0) = x0. Daný
bod [t0,x0] je tzv. počátečńı podmı́nka.

Bod x∗ nazýváme equilibriem (rovnovážným stavem) soustavy, jestliže
f(x∗) = 0. Stav systému se v tomto bodě v čase neměńı, tj. (x∗)′ = 0. Equi-
librium je stabilńı, pokud jemu

”
bĺızká“ řešeńı z̊ustanou

”
bĺızká“ i ve veške-

rém následuj́ıćım čase, tj. pro všechna okoĺı O equilibria x∗ existuje okoĺı O1

takové, že každé řešeńı x(t) s x(0) = x0 v O1 je definované a setrvává v O
pro všechna t > 0. Pokud nav́ıc můžeme zvolit O1 tak, že limt→∞ x(t) = x∗,
jedná se o asymptotickou stabilitu.

1.1.2 Epidemiologie

Modelováńı přenosu a pr̊uběhu nemoćı se neobejde bez znalosti základńıch
pojmů z epidemiologie. Následuj́ıćı přehled vycháźı předevš́ım z [8].

• epidemiologie - věda zabývaj́ıćı se studiem výskytu chorob a faktor̊u,
které jej ovlivňuj́ı

• infekčńı agens - p̊uvodce nákazy

• patogen - chorobný činitel, obvykle choroboplodný zárodek

• hostitel - organismus, v jehož těle se nacházej́ı patogeny

• infekce - proniknut́ı choroboplodných zárodk̊u do organismu

• epidemie - náhlé vypuknut́ı a hromadné š́ı̌reńı infekčńı nemoci v popu-
laci, jej́ıž značná část je postižena
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• pandemie - rozsáhlá epidemie

• endemie - výskyt infekčńıho onemocněńı ohraničený na určitou oblast

• prevalence - počet všech př́ıpad̊u určitého onemocněńı vztažený obvykle
na 100 000 obyvatel a kalendářńı rok

Obdob́ı, kdy se patogen snaž́ı množit a hostitel se jej snaž́ı zbavit, se nazý-
vá dynamický stav. Interakce hostitel-patogen prob́ıhá r̊uzně na základě
konkrétńıho druhu patogenu a hostitele a jej́ım výsledkem nemuśı vždy být
vyvoláńı nemoci u hostitele.

1.2 Základńı SIR model

Tento model vytvořili A. G. McKendrick a W. O. Kermack roku 1927. Jde
o kompartmentový model založený na relativně jednoduchých předpokladech
o rychlosti toku mezi r̊uznými tř́ıdami člen̊u populace. Neuvažuj́ı se zde de-
mografické změny (natalita, mortalita), źıskaná imunita je považována za tr-
valou a nemoc neńı smrtelná. Populace je homogenńı a pravděpodobnost
nakažeńı je konstantńı. Všechny daľśı modely můžeme vńımat jen jako mo-
difikaci tohoto základńıho modelu, ilustrovaného obrázkem 1.1 a popsaného
rovnicemi

dS

dt
= −βSI, (1.2.1)

dI

dt
= βSI − γI, (1.2.2)

dR

dt
= γI, (1.2.3)

s počátečńımi podmı́nkami:

S(0) = S0 ∈ R+, I(0) = I0 ∈ R+, R(0) = R0 ∈ R+,
S0 + I0 +R0 = N, R+ = 〈0; +∞).

Konstanty β a γ udávaj́ı mı́ry přechodu mezi tř́ıdami a můžeme je uvažo-
vat jako pravděpodobnosti, tedy 0 ≤ β ≤ 1 a 0 ≤ γ ≤ 1 . Mı́ra infekce β po-
pisuje pravděpodobnost nakažeńı při kontaktu mezi náchylnými a infekčńımi
jedinci S a I, respektive ř́ıká, že pr̊uměrný člen populace se za jednotku času
dostane do kontaktu dostatečného k infikováńı s βN daľśımi jedinci. Jej́ı
vliv na model je možné pozorovat na obrázku 1.2. Je těžké ji určit, protože
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Obrázek 1.1: Graf pro základńı SIR model (β = 0.003, γ = 0.3).

nezáviśı jen na studované nemoci, ale také na sociálńıch faktorech a chováńı
jednotlivc̊u. Konstanta γ udává pr̊uměrnou rychlost uzdraveńı a přechod
z tř́ıdy infekčńıch jedinc̊u I mezi imunńı R, infekčńı jedinci tedy opouštěj́ı

tř́ıdu I rychlost́ı γI za jednotku času a doba trváńı infekce d je
1

γ
. Vliv této

konstanty na model je ilustrovaný obrázkem 1.3.

Model dává smysl pouze dokud jsou S a I nezáporné. Pokud jedna
z těchto tř́ıd dosáhne nuly, je rozumné modelováńı ukončit. Všimněme si,

že
dS

dt
< 0 a

dI

dt
> 0 právě tehdy, když S je větš́ı než γ/β. Hodnota I tud́ıž

roste tak dlouho, dokud je S > γ/β, ale jakmile S klesne pod hodnotu
γ/β, I klesá též, až dosáhne nuly. Jestliže je na začátku modelováńı počet
náchylných jedinc̊u v čase nula S0 menš́ı než γ/β, počet infekčńıch jedinc̊u
klesne k nule a k epidemii nedojde. Aby epidemie proběhla, muśı platit,
že S0 > γ/β. Počet infikovaných jedinc̊u I pak roste, až dosáhne maxima pro
S = γ/β a začne klesat k nule.

Veličina S0
β

γ
je hraničńı hodnota, odpov́ıdaj́ıćı základńımu reprodukčńımu

č́ıslu R0. Pokud je R0 > 1, vypukne epidemie. Odvozeńı závislosti celkového
rozsahu epidemie na R0 je uvedeno v kapitole 2.5.
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Soustavu rovnic (1.2.1), (1.2.2) a (1.2.3) můžeme převést i na soustavu
diferenčńıch rovnic

Sn+1 = Sn − βSnIn, (1.2.4)

In+1 = In + βSnIn − γIn, (1.2.5)

Rn+1 = Rn + γIn, (1.2.6)

kde Sn = S(n), tj. S v čase t = n, In = I(n), Rn = R(n) a plat́ı S0 > 0,
I0 > 0, R0 > 0 . Tento diskrétńı model je vhodný po porovnáńı simulovaných
dat se statistickými daty nebo v počátćıch epidemie, obdobně lze přepsat
většinu spojitých model̊u. Studium diskrétńıch model̊u však neńı obsahem
této práce.

Obrázek 1.2: Porovnáńı graf̊u SIR modelu pro r̊uzné hodnoty β (vlevo
β = 0.001, vpravo β = 0.004, γ = 0.3 u obou graf̊u).

Obrázek 1.3: Porovnáńı graf̊u SIR modelu pro r̊uzné hodnoty γ (vlevo
γ = 0.1, vpravo γ = 0.7, β = 0.003 u obou graf̊u).
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1.3 SIR model s vitálńı dynamikou

Na rozd́ıl od základńıho SIR modelu uvažuje model s vitálńı dynami-
kou i natalitu a mortalitu, ty jsou však v rovnováze, a proto nedocháźı
ke změně celkové populace N. Využ́ıvá se předevš́ım pro endemické nemoci,
které p̊usob́ı po deľśı čas a demografické změny jsou d́ıky tomu nezanedba-
telné. Model vypadá následovně:

dS

dt
= −βSI + µ(N − S), (1.3.1)

dI

dt
= βSI − (γ + µ)I, (1.3.2)

dR

dt
= γI − µR, (1.3.3)

kde µ je stejnoměrná mı́ra narozeńı a mı́ra úmrt́ı, jej́ıž vliv na model můžeme
pozorovat na obrázku 1.4. Jsou zde použity stejné hodnoty pro konstanty
γ a β jako v př́ıpadě základńıho SIR modelu na obrázku 1.1, nav́ıc přibyla
konstanta µ s hodnotou 0.1. Ta zp̊usobuje prodloužeńı epidemie, nebot’ v po-
pulaci neustále přibývaj́ı náchylńı jedinci. Při použit́ı nižš́ı hodnoty µ (viz
obrázek 1.5) nebude celkový rozd́ıl model̊u tolik patrný, přesto si můžeme
všimnout poklesu počtu imunńıch jedinc̊u a př́ır̊ustku jedinc̊u náchylných.
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Obrázek 1.4: Graf pro SIR model s vitálńı dynamikou (β = 0.003, γ = 0.3,
µ = 0.1).

Obrázek 1.5: Graf pro SIR model s vitálńı dynamikou (β = 0.003, γ = 0.3,
µ = 0.01).
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1.4 Rozš́ı̌rené SIR modely

Do modelu je možné zahrnout daľśı jevy, které tvoř́ı výsledky reálněǰśımi
a které lze libovolně kombinovat.

1.4.1 Vakcinace

Očkováńım před vypuknut́ım epidemie je část náchylné populace přesu-
nuta př́ımo mezi imunńı jedince. V tomto př́ıpadě stač́ı použ́ıt základńı SIR
model a pouze upravit počátečńı velikosti jednotlivých tř́ıd. Pokud očkováńı
zasahuje do pr̊uběhu epidemie, použ́ıvá se následuj́ıćı úprava modelu:

dS

dt
= −(β − ψS)SI, (1.4.1)

dI

dt
= (β − ψS)SI − γI, (1.4.2)

dR

dt
= γI + ψS, (1.4.3)

mı́ra vakcinace je závislá na počtu náchylných osob ψS.

Vakcinace zp̊usob́ı pomaleǰśı nástup epidemie a celkově sńıž́ı počet posti-
žených jedinc̊u, doba trváńı epidemie se ale prodlouž́ı (viz obrázek 1.6).
V reálu ovšem nemůžeme očekávat, že by očkováńı mělo 100% úspěšnost.

1.4.2 Karanténa

Karanténa se využ́ıvá ke sńıžeńı množstv́ı nákaz osob prostřednictv́ım izo-
lace infekčńıch nebo náchylných jedinc̊u. Výsledkem je pokles hodnoty pre-
valence na vrcholu epidemie a sńıžeńı počtu zasažených jedinc̊u. Karanténu
můžeme modelovat několika r̊uznými zp̊usoby.

Jednou z možnost́ı je uvažováńı neúplné karantény, kdy v čase tk dojde
k významnému sńıžeńı mı́ry kontaktu mezi náchylnými a infekčńımi jedinci.
V praxi se jedná předevš́ım o uzavřeńı škol v době epidemie, tuto situaci
ilustruje obrázek 1.7. Jak je z obrázku vidět, dopad epidemie se sńıž́ı, ale
prodlouž́ı se jej́ı trváńı.

Daľśı možnost́ı je přesunout v čase tk část z infekčńıch jedinc̊u (obrázek
1.8) nebo z náchylných jedinc̊u (obrázek 1.9) do úplné izolace (viz. [6]).
Naš́ım ćılem je samozřejmě poslat do karantény co největš́ı část jedinc̊u
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v co nejkratš́ım čase. V tomto př́ıpadě se do modelu obvykle přidává tř́ıda Q,
Q′ = −δ, kde δ udává počet jedinc̊u, který přejde za jednotku času mezi
imunńı R. V př́ıpadě karantény náchylných jedinc̊u můžeme tř́ıdu R chápat
jako jedince vyloučené z procesu nákazy. Podoba rovnice pro R′ do ukončeńı
karantény je následuj́ıćı: R′ = γI + δ.

Obrázek 1.6: Graf pro SIR model s vakcinaćı (β = 0.003, γ = 0.3,
ψ = 0.000003).
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Obrázek 1.7: Graf pro SIR model s poklesem hodnoty β v čase 1 na čtvrtinu
(β1 = 0.003, β2 = 0.00075, γ = 0.3).

Obrázek 1.8: Graf pro SIR model s karanténou (β = 0.003, γ = 0.3). V čase
2 jsme přesunuli do karantény 150 infekčńıch jedinc̊u.
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Obrázek 1.9: Graf pro SIR model s karanténou (β = 0.003, γ = 0.3). V čase
0.5 jsme přesunuli do karantény 300 náchylných jedinc̊u.
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1.4.3 Obecná mı́ra kontaktu

Realističtěǰśım modelem je předpokládat mı́ru kontaktu mezi skupinami
S a I jako neklesaj́ıćı funkci celkové populace N. Tento př́ıstup je vhodný
předevš́ım pro pohlavně přenosné choroby.

Vytvoř́ıme předpoklad, že pr̊uměrný člen populace se dostane do C(N)
kontakt̊u za jednotku času (C ′(N) ≥ 0) a definujeme

β(N) =
C(N)

N
. (1.4.4)

Standardńımu výskytu kontakt̊u odpov́ıdá C(N) = λ (počet kontakt̊u ne-
záviśı na velikosti populace N ), při masovém výskytu kontakt̊u C(N) = βN
(počet kontakt̊u roste lineárně s velikost́ı populace N ). V praxi se můžeme
setkat také s Michaelis-Mentenovým typem interakce v podobě

C(N) =
aN

1 + bN
. (1.4.5)

Pro kontakt ve městech středńı velikosti je vhodná forma

C(N) = λNa, a = 0.05. (1.4.6)

Protože je nyńı velikost populace využ́ıvána v modelu, muśıme do něj
zahrnout i rovnici pro N ′. To nám umožňuje jednoduše zahrnout zemřelé je-
dince do modelu, kde část f z γI člen̊u populace přejde mezi imunńı, zbývaj́ıćı
část (1 - f ) na nemoc zemře. Parametr f tedy udává základńı mı́ru přežit́ı
nemoci. Rovnici pro R′ nemuśıme uvádět, nebot’ R je stanoveno pomoćı
S, I a N, které známe. Model bude vypadat následovně:

dS

dt
= −β(N)SI, (1.4.7)

dI

dt
= β(N)SI − γI, (1.4.8)

dN

dt
= −(1− f)γI. (1.4.9)

Pokud by se f rovnalo 1, celková populace by z̊ustala konstantńı (označme
N = K, plat́ı K ′ = 0) a systém rovnic (1.4.7), (1.4.8) a (1.4.9) by přešel zpět
do základńıho modelu (1.2.1) a (1.2.2) s konstantou β = β(K).
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1.4.4 Daľśı modifikace

• Zlepšuj́ıćı se léčba - V základńım modelu předpokládáme uzdraveńı
konstantńı rychlost́ı γ. V pr̊uběhu epidemie se ale léčba vyv́ıj́ı: nemoc
je dř́ıve správně určena a vhodné léky jsou nasazeny rychleji. Mı́ra
uzdraveńı tak lineárně stoupá:

γ = tν. (1.4.10)

• Denńı režim - Přes den je pravděpodobnost nakažeńı větš́ı, zat́ımco
v noci klesá. Infekčńı konstantu tedy můžeme zaměnit za sinusoidńı
křivku závislou na čase, jej́ımž posunut́ım zajist́ıme, že koeficient bude
vždy kladný:

β = ϑ sin(λt) + κ. (1.4.11)

• Sezónnost - V základńım modelu předpokládáme, že kontakt mezi je-
dinci je stále stejný, ve skutečnosti se však v pr̊uběhu roku měńı. Ty-
picky např. u dětských nemoćı, kdy pravděpodobnost nákazy vzr̊ustá
se školńım rokem a klesá o prázdninách. Tyto sezónńı změny můžeme
do modelu zahrnout úpravou

β(t) = β0(1 + α cos(2πt)), (1.4.12)

kde β0 je pr̊uměrná mı́ra přenosu infekce, α je amplituda sezónńı od-
chylky, 0 ≤ α ≤ 1, a čas t je měřen v roćıch. Předpokládáme tedy, že
β(t) je periodická funkce (s periodou 1 rok) a model nazýváme sezónně
buzený.

1.5 SI model

Nejjednodušš́ım modelem je SI model, který využ́ıvá pouze tř́ıd náchylných
a infekčńıch jedinc̊u S a I. Modelováńı konč́ı onemocněńım celé populace (viz
obrázek 1.10) a obvykle se použ́ıvá v př́ıpadě, že nás zaj́ımá pouze nástup ne-
moci. V praxi se jedná o modelováńı počátečńıch stadíı onemocněńı horńıch
cest dýchaćıch.

dS

dt
= −βSI, (1.5.1)

dI

dt
= βSI. (1.5.2)
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Obrázek 1.10: Graf pro SI model (β = 0.001).

1.6 SIS model

SIS model popisuje nemoci, které nezanechávaj́ı imunitu proti opako-
vanému infikováńı. Jednotlivci tedy přecházej́ı z tř́ıdy náchylných do tř́ıdy
infekčńıch a odtud zpět mezi náchylné:

dS

dt
= −βSI + γI, (1.6.1)

dI

dt
= βSI − γI. (1.6.2)

Změnu pr̊uběhu nemoci pro r̊uzné parametry můžeme pozorovat na ob-
rázku 1.11. Nemoci tohoto typu jsou obvykle bakteriálńıho p̊uvodu. Dále
se model použ́ıvá pro velkou část pohlavně přenosných chorob (kapavka),
encefalitidy a nemoci zp̊usobené hĺısty (paraziti jako roup dětský a škrkavka
dětská p̊usob́ıćı v tenkém střevě, svalovec stočený zp̊usobuj́ıćı trichinelózu,
vlasovec mı́zńı zp̊usobuj́ıćı tzv. slońı nemoc apod.).

Základńı reprodukčńı č́ıslo R0 se rovná (N − γ/β)
β

γ
a rozhoduje o tom,

zda se nemoc prosad́ı nebo vymiźı. Pokud S = γ/β, mluv́ıme o tzv. en-
demickém equilibriu a nemoc přetrvává, při S = N − γ/β se jedná o tzv.
beznákazové equilibrium.
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Obrázek 1.11: Porovnáńı graf̊u SIS modelu pro r̊uzné hodnoty parametr̊u
(vlevo nahoře β = 0.001, γ = 0.3, vpravo nahoře β = 0.001, γ = 0.5, vlevo
dole β = 0.003, γ = 0.3, vpravo dole β = 0.003, γ = 0.5).

1.7 SIRI a SIRS modely

Předpoklad trvalé imunity, využ́ıvaný v SIR modelu, nesplňuje celá řada
nemoćı, např. chřipka, spála, záškrt nebo tuberkulóza.

Źıskaná imunita po proděláńı nemoci nemuśı být úplná a někteř́ı jedinci
se mohou opětovně nakazit. To vyjadřuje model SIRI s konstantou α, která
udává mı́ru reinfekce jako d̊usledek pouze částečné imunity tř́ıdy R:

dS

dt
= −βSI, (1.7.1)

dI

dt
= βSI − γI + αRI, (1.7.2)

dR

dt
= γI − αRI. (1.7.3)

Jak si můžeme všimnout na obrázku 1.12, neúplná imunita epidemii pro-
dlužuje a zhoršuje jej́ı dopad na populaci.
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Obrázek 1.12: Graf pro SIRI model (β = 0.003, γ = 0.3, α = 0.0005).

Imunita může být také pouze dočasná a postupně se může snižovat. To za-
chycuje SIRS model:

dS

dt
= −βSI + θR, (1.7.4)

dI

dt
= βSI − γI, (1.7.5)

dR

dt
= γI − θR, (1.7.6)

kde θ je proporcionálńı mı́ra ztráty imunity. Tento př́ıpad ilustruje obrázek 1.13.
V porovnáńı s obrázkem 1.12 pro SIRI model neńı epidemie tak závažná
a na vrcholu vykazuje nižš́ı prevalenci.

Model můžeme dále upravit zavedeńım pevně dané konstantńı délky dočas-
né imunity ω, po které se imunńı jedinec vrát́ı mezi náchylné, do podoby

dS

dt
= −βS(t)I(t) + γI(t− ω), (1.7.7)

dI

dt
= βS(t)I(t)− γI(t), (1.7.8)

dR

dt
= γI(t)− γI(t− ω). (1.7.9)
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Obrázek 1.13: Graf pro SIRS model (β = 0.003, γ = 0.3, θ = 0.1).

1.8 SEIR a SEIS modely

Nemoci jako např. tuberkulóza, syfilis, borelioza a nemoci vyvolávané
herpetickými viry (opary, plané neštovice, Kaposiho sarkom, mononukleózy,
šestá nemoc) se vyznačuj́ı tzv. latentńım stadiem, kdy je hostitel sice nakažen,
ale jeho tělo neobsahuje dostatek patogenńıch agens, aby mohl nemoc š́ı̌rit
dál, a neobjevuj́ı se žádné př́ıznaky nemoci. Proto vznikly tyto modely ob-
sahuj́ıćı daľśı tř́ıdu E jako mezistupeň mezi náchylnými a infekčńımi jedinci.
Rychlost, s jakou nemoc naplno propukne a infikovaný jedinec se stane in-
fekčńım, vyjadřuje konstanta σ, pr̊uměrná latentńı doba je 1/σ.

dS

dt
= −βSI, (1.8.1)

dE

dt
= βSI − σE, (1.8.2)

dI

dt
= σE − γI, (1.8.3)

dR

dt
= γI. (1.8.4)

U některých nemoćı se vyskytuje během latentńıho stadia určitá ńızká
mı́ra infekčnosti. To může být modelováno předpokládáńım infekčnosti sńıžené
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vynásobeńım koeficientem ε během stadia latence:

dS

dt
= −βS(I + εE), (1.8.5)

dE

dt
= βS(I + εE)− σE, (1.8.6)

dI

dt
= σE − γI, (1.8.7)

dR

dt
= γI. (1.8.8)

Tento model je někdy uváděn také jako SLIR model, s tř́ıdou L s redu-
kovanou infekčnost́ı, kterou nahrad́ıme tř́ıdu E.

Základńı reprodukčńı č́ıslo R0 je u tohoto modelu rovno
βN

γ
+ ε

βN

σ
.

Obrázek 1.14: Graf pro SEIR model (β = 0.003, γ = 0.3, σ = 0.1).
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Proti některým nemocem se u nakaženého jedince nevytvář́ı imunita,
a proto se po proděláńı nemoci vrát́ı zpět do tř́ıdy náchylných:

dS

dt
= −βSI + γI, (1.8.9)

dE

dt
= βSI − σE, (1.8.10)

dI

dt
= σE − γI. (1.8.11)

Dopadem deľśı latentńı doby na pr̊uběh epidemie je pomaleǰśı počátečńı
rychlost epidemie a deľśı trváńı epidemie, jak si můžeme všimnout, po-
rovnáme-li obrázek 1.14, znázorňuj́ıćı graf pro SEIR model, s grafem základ-
ńıho SIR modelu na obrázku 1.1, kde uvažujeme nulovou latenci. Obdobně
můžeme porovnávat i obrázek 1.15, ilustruj́ıćı SEIS model, s grafem SIS mo-
delu (viz obrázek 1.11 vlevo dole), kde byly použity stejné hodnoty konstant
β a γ. Celkový počet nakažených na délce latence nezáviśı.

Obrázek 1.15: Graf pro SEIS model (β = 0.003, γ = 0.3, σ = 0.1).
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1.9 SIHR model

Tento model popisuje situaci, kdy se nemocńı sami od sebe přesouvaj́ı
do izolace v podobě tř́ıdy H a snižuje se tak kontakt mezi náchylnými a in-
fekčńımi jedinci a t́ım i š́ı̌reńı nákazy.

dS

dt
= −βSI, (1.9.1)

dI

dt
= βSI − γI − θI, (1.9.2)

dH

dt
= θI − δH, (1.9.3)

dR

dt
= γI + δH. (1.9.4)

Konstanta θ určuje rychlost, s jakou se infekčńı jedinci po nakažeńı přesu-
nou do domáćı izolace, konstanta δ udává rychlost přechodu jedinc̊u v domáćı
izolaci mezi imunńı.

Izolace zp̊usob́ı počátečńı pomaleǰśı nár̊ust epidemie, nižš́ı počet one-
mocněńı, ale také deľśı dobu trváńı epidemie. To můžeme pozorovat, srov-
náme-li obrázek 1.16 s grafem SIHR modelu s obrázkem 1.1, na kterém je
model základńı.

Obrázek 1.16: Graf pro SIHR model (β = 0.003, γ = 0.3, θ = 0.5, δ = 0.2).
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1.10 SITR model

Pokud existuje léčba pro infekčńı osoby, můžeme předpokládat, že část
infekčńıch jedinc̊u α za jednotku času je vybrána pro léčeńı a léčba sńıž́ı
jejich infekčnost o pod́ıl δ. Mı́ra přesunu z tř́ıdy léčených je κ. To vede
k SITR modelu (viz obrázek 1.17), kde jedinec může být bud’ náchylný→ in-
fekčńı → imunńı, nebo náchylný → infekčńı → léčený → imunńı:

dS

dt
= −βS(I + δT ), (1.10.1)

dI

dt
= βS(I + δT )− (γ + α)I, (1.10.2)

dT

dt
= αI − κT, (1.10.3)

dR

dt
= γI + κT. (1.10.4)

Obrázek 1.17: Graf pro SITR model (β = 0.003, γ = 0.3, α = 0.5, δ = 0.75,
κ = 0.5).
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1.11 SIRD model

SIRD model se využ́ıvá při modelováńı nemoćı, které mohou být smr-
telné. Zavedeme tř́ıdu zemřelých jedinc̊u D a konstantu δ, která udává mı́ru
úmrt́ı nakažených jedinc̊u. T́ım źıskáme soustavu

dS

dt
= −βSI, (1.11.1)

dI

dt
= βSI − γI, (1.11.2)

dR

dt
= γI − δI, (1.11.3)

dD

dt
= δI. (1.11.4)

Vlastńı pr̊uběh epidemie se oproti SIR modelu neměńı, pouze se kv̊uli
úmrt́ım snižuje počet imunńıch jedinc̊u v populaci a stejně tak klesá celková
velikost populace N (viz obrázek 1.18).

Obrázek 1.18: Graf pro SIRD model (β = 0.003, γ = 0.3, δ = 0.1).

SIRD model lze modifikovat podobně jako SIR model, např́ıklad zahr-
nut́ım vakcinace nebo karantény, zaj́ımavé jsou ovšem předevš́ım úpravy,
které zasahuj́ı do tř́ıdy D. Kupř́ıkladu léčba infikovaných snižuje úmrtnost
o konstantu ζ. Rovnice (1.11.1) a (1.11.2) z̊ustávaj́ı stejné, rovnice (1.11.3)
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a (1.11.4) se změńı na

dR

dt
= γI − (δ − ζ)I, (1.11.5)

dD

dt
= (δ − ζ)I. (1.11.6)

Úmrt́ı můžeme do modelu zahrnout i bez přidáńı zvláštńı tř́ıdy D a vyjádřit
je pomoćı soustavy rovnic (1.4.7), (1.4.8) a (1.4.9). V této soustavě využ́ıváme
parametr f s t́ım, že předpokládáme mı́ru přežit́ı nemoci přinejmenš́ım rovnu f.

V [5, str. 688] lze naj́ıt následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 1. Plat́ı, že limt→∞ S = S∞ pro epidemii s reprodukčńım č́ıslem R0

a s mı́rou přežit́ı přinejmenš́ım f neńı menš́ı než hodnota S∞ pro epidemii
bez úmrt́ı s reprodukčńım č́ıslem R0 /f .

Dı́ky této větě jsme schopni źıskat velmi dobrou aproximaci S∞ pro mo-
del s úmrt́ımi. Velikost epidemie pro smrtelnou nemoc tedy neńı stanovena
přesně, ale horńı hranici velikosti epidemie udává konečná velikost epidemie
bez úmrt́ı s vyšš́ım reprodukčńım č́ıslem, což je pro modelováńı dostačuj́ıćı.

1.12 Shrnut́ı přehledu model̊u

Z hlediska přenosových mechanismů zahrnuj́ı modely v epidemiologii řadu
rozličných faktor̊u. Jsme schopni zohlednit kontaktńı přenášeńı onemocněńı
(z člověka na člověka), vertikálńı přenášeńı onemocněńı (z rodič̊u na po-
tomky) a vektorové přenášeńı onemocněńı (z mezihostitele, např. z krys,
komár̊u nebo kĺı̌st’at, na člověka), začlenit do modelu inkubaci, latentńı pe-
riodu onemocněńı, úmrtnost, sezónnost, izolaci, karanténu, vakcinaci, vakci-
naci se ztrátou imunity, léčbu, nákazu v rámci skupiny nebo mezi v́ıcero sku-
pinami i u skupin s odlǐsnou populačńı dynamikou. Sofistikovaněǰśı modely
zahrnuj́ı věk, pohlav́ı, prostorovou strukturu rozložeńı populace, cestováńı,
psychologické struktury, odlǐsné pravděpodobnosti nakažeńı pro r̊uzné věkové
kategorie a zjednodušené demografické jevy (natalita, mortalita, migrace).
Koeficienty v modelech mohou být konstantńı nebo závislé na čase. Předchoźı
výčet, který byl obsahem této kapitoly, tedy představuje pouze omezenou část
možnost́ı, zvláště vzhledem k tomu, že jsme schopni výše uvedené alternativy
rozš́ı̌reńı model̊u navzájem kombinovat a vytvářet tak detailněǰśı a složitěǰśı
modely.
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Většina deterministických model̊u je založena na soustavě obyčejných di-
ferenciálńıch rovnic, ale pro komplikovaněǰśı modely jsou využ́ıvány např.
parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho nebo druhého řádu, diferenciálńı rov-
nice se zpožděńım a diferenciálńı rovnice s impulsy.

Někdy jsou využ́ıvány i modely diskrétńı, předevš́ım pro stavy před vy-
puknut́ım epidemie, pro modelováńı podle sesb́ıraných statistických dat nebo
u model̊u s věkovou strukturou. Jsou tvořeny soustavou diferenčńıch rovnic,
vzhledem k povaze statistických údaj̊u je časový krok obvykle volen jako je-
den den.

Při studiu deterministických model̊u nás obvykle zaj́ımá předevš́ım ko-
rektnost model̊u a jejich řešeńı, přetrváváńı nemoćı, existence a stabilita
stacionárńıch řešeńı, které charakterizuj́ı š́ı̌reńı nemoćı a jejich endemickost,
existence a stabilita periodických řešeńı, které popisuj́ı oscilaci přenosu ne-
moci, a výskyt bifurkaćı a chaotického chováńı.
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Kapitola 2

Analýza základńıho SIR
modelu

2.1 Převedeńı modelu na rovnici vyšš́ıho řádu

Věta v této kapitole byla vyslovena v [3], z této publikace vycháźı i idea
d̊ukazu, který je zde podrobněji rozpracován.

Věta 2. Systém rovnic (1.2.1), (1.2.2) a (1.2.3) je ekvivalentńı s nelineárńı
rovnićı druhého řádu

R′′ = c βR′ e−
β
γ
R−γR′, (2.1.1)

kde c = S0 e
β
γ
R0. Pro neznámé S a I plat́ı S = c e−

β
γ
R, I = N − S −R.

D̊ukaz. Nejprve zderivujeme (1.2.1) podle času a do źıskané rovnice

S ′′ = −βS ′I − βSI ′ (2.1.2)

dosad́ıme za I pod́ıl z (1.2.1), tj.

I = − S ′

βS
, (2.1.3)

odkud dostaneme

S ′′ =
(S ′)2

S
− βSI ′. (2.1.4)
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Rovnici (2.1.4) vyděĺıme součinem −βS a po úpravě źıskáme vztah

I ′ = − 1

β

[
S ′′

S
−
(
S ′

S

)2
]
. (2.1.5)

Nyńı uprav́ıme rovnici (1.2.2). Za levou stranu dosad́ıme vztah (2.1.5) a za I
dosad́ıme (2.1.3), vynásob́ıme −β a źıskáme

S ′′

S
−
(
S ′

S

)2

= S ′β − γS
′

S
. (2.1.6)

Do rovnice (1.2.3) dosad́ıme za I ze vztahu (2.1.3), tj.

R′ = −γ
β

S ′

S
, (2.1.7)

č́ımž máme z (1.2.1) i z (1.2.3) eliminovanou proměnnou I. Vztah (2.1.7)
zintegrujeme podle času na

R + c1 = −γ
β

(ln |S|) (2.1.8)

a uprav́ıme do podoby

S = c e−
β
γ
R, (2.1.9)

kde c je kladná integračńı konstanta, kterou urč́ıme z podmı́nek R(0) = R0,
S(0) = S0, tj.

c = S0 e
β
γ
R0 . (2.1.10)

Rovnici (2.1.9) pak zderivujeme podle času na

S ′ = −c β
γ
R′ e−

β
γ
R . (2.1.11)

Podruhé zderivujeme rovnici (2.1.7) podle času a do źıskaného vztahu

R′′ = −γ
β

[
S ′′

S
−
(
S ′

S

)2
]

(2.1.12)

dosad́ıme z rovnice (2.1.6) a roznásob́ıme, tj.

R′′ = −γS ′ + γ2

β

S ′

S
. (2.1.13)
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Ted’ už jen dosad́ıme za S ′ z (2.1.11) a součin
γ2

β

S ′

S
nahrad́ıme na základě

vztahu (2.1.7) součinem −γR′ a źıskáme nelineárńı rovnici druhého řádu

R′′ = c βR′ e−
β
γ
R−γR′. (2.1.14)

Modelováńı epidemie pomoćı jedné nelineárńı ODR 2. řádu zkracuje čas
numerické simulace oproti běžně už́ıvané soustavě ODR (viz str. 62). Zároveň
toto vyjádřeńı pomáhá dokázat větu 3 v následuj́ıćı sekci.

2.2 Převedeńı modelu na soustavu rovnic s pa-

rametrem

Věta v této kapitole byla opět vyslovena v [3], z této publikace vycháźı
i idea d̊ukazu, který je zde podrobněji rozpracován.

Věta 3. Řešeńı SIR soustavy lze vyjádřit parametricky pomoćı parametru u
ve tvaru:

t =

∫ u

u0

dξ

ξ(−βN − γ ln(ξ) + cβξ)
, (2.2.1)

S = cu, (2.2.2)

I =
γ

β
ln(u)− cu+N, (2.2.3)

R = −γ
β

ln(u), (2.2.4)

kde c = S0 e

β

γ
R0

.

Poznámka. Plat́ı t = 0 pro u = u0 a t > 0 pro u < u0.

D̊ukaz. Zavedeme funkci u(t) předpisem

u = e−
β
γ
R. (2.2.5)

Dále si vyjádř́ıme prvńı a druhou derivaci u podle času:

u′ = −β
γ
R′ u, (2.2.6)

u′′ = −β
γ
R′′ u− u′β

γ
R′. (2.2.7)
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Plat́ı

R′ = −γ
β

u′

u
, (2.2.8)

R′′ = −γ
β

u′′ + β
γ
R′u′

u
. (2.2.9)

Nyńı využijeme větu 2 a dosazeńım do (2.1.1) źıskáme

−γ
β

u′′ − β
γ
u′ γ
β
u′

u

u
− γ

β

u′

u
(γ − cβu) = 0, (2.2.10)

po úpravách a vynásobeńım u2 dostaneme rovnici

uu′′ − (u′)2 + uu′(γ − cβu) = 0. (2.2.11)

Nyńı si zavedeme novou funkci φ předpisem

φ =
dt

du
(2.2.12)

a odtud

u′ =
1

φ
, (2.2.13)

u′′ = − 1

φ2

dφ

dt
= − 1

φ3

dφ

du
. (2.2.14)

Dosazeńım do (2.2.11) źıskáme rovnici

−u 1

φ3

dφ

du
−
(

1

φ

)2

+ u
1

φ
(γ − cβu) = 0 (2.2.15)

a po roznásobeńı φ3, vyděleńım−u a následné úpravě dostaneme diferenciálńı
rovnici Bernoulliho typu

dφ

du
+

1

u
φ = (γ − cβu)φ2. (2.2.16)

Obecným řešeńım této rovnice (viz př́ıloha A.2) je

φ(u) =
1

u(C − γ lnu+ cβu)
, (2.2.17)
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kde C je libovolná integračńı konstanta. Pokud toto řešeńı zintegrujeme
podle u, źıskáme ∫

dt

du
du =

∫
1

u(C − γ lnu+ cβu)
du, (2.2.18)

resp. pokud použijeme určité integrály a přeznač́ıme integračńı proměnné,
dostáváme ∫ t

t0

1 dτ =

∫ u

u0

1

ξ(C − γ ln(ξ) + cβξ)
dξ, (2.2.19)

t− t0 =

∫ u

u0

dξ

ξ(C − γ ln(ξ) + cβξ)
, (2.2.20)

za t0 můžeme zvolit nulu bez újmy na obecnosti.
Z (2.1.9) vyjádř́ıme

S = cu (2.2.21)

a zlogaritmováńım (2.2.5) źıskáme

R = −γ
β

ln(u). (2.2.22)

Předpis pro I źıskáme následuj́ıćım zp̊usobem: nejprve vynásob́ıme rovnici
(2.2.17) součinem βu a uprav́ıme, tedy

βu

u′
=

β

C − γ lnu+ cβu
, (2.2.23)

dále dosazeńım ze vztahu (2.2.8) dostaneme rovnici

− β
β
γ
R′

=
β

C − γ lnu+ cβu
, (2.2.24)

po úpravě

− γ

R′
=

β

C − γ lnu+ cβu
, (2.2.25)

využijeme vztahu (2.1.7) a uprav́ıme levou stranu rovnice, tj.

−βS
S ′

= − β

C − γ lnu+ cβu
, (2.2.26)
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a následně s využit́ım vztahu (2.1.3) a po úpravě źıskáme

I =
γ

β
ln(u)− cu− C

β
. (2.2.27)

Součtem (2.2.21), (2.2.22) a (2.2.27) źıskáváme

S + I +R = −C
β
, (2.2.28)

odtud

C = −βN. (2.2.29)

Źıskali jsme parametricky vyjádřené neznámé funkce S, I a R a čas t.
Č́ıselnou hodnotu u v čase nula určuj́ı počátečńı podmı́nky a parametry
modelu, respektive

u0 = e−
β
γ
R0 . (2.2.30)

Výhodou parametrického vyjádřeńı řešeńı je skutečnost, že udává ana-
lytické řešeńı popisuj́ıćı dynamický vývoj SIR systému pro dané počátečńı
podmı́nky S0, I0 a R0 a libovolné hodnoty konstant β a γ. Přesnost řešeńı
ovlivňuje pouze integrál, který nemuśıme být schopńı spoč́ıtat analyticky.

2.2.1 Vrchol epidemie

Funkce I(t) je diferencovatelná a v čase, ve kterém dosahuje svého ma-
xima (dále budeme značit tmax), muśı mı́t nulovou prvńı derivaci. Plat́ı

0 = I ′(tmax) = βS(tmax)I(tmax)− γI(tmax), (2.2.31)

po úpravách źıskáme vztah

S(tmax) = γ/β. (2.2.32)

Z parametrického vyjádřeńı SIR modelu můžeme jednoduše vyjádřit ma-
ximálńı počet nemocných i čas, ve kterém tento stav nastane. Vı́me, že nejv́ıce
pacient̊u je pro S(tmax) = γ/β. Z (2.2.2) pak źıskáme hodnotu parametru u,
se kterou urč́ıme maximum nemocných jako

umax =
γ

β

1

c
. (2.2.33)
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Dosazeńım (2.2.33) do vztahu (2.2.3) źıskáme nejvyšš́ı počet infekčńıch je-
dinc̊u jako

Imax = I(tmax) =
γ

β
ln

(
γ

βc

)
− γ

β
+N. (2.2.34)

Toho je dosaženo v čase

tmax =

∫ umax

u0

dξ

ξ(−βN − γ ln(ξ) + cβξ)
. (2.2.35)

Připomeňme, že

u0 = e−
β
γ
R0 , c = S0 e

β
γ
R0 , umax =

γ

βS0 e
β
γ
R0

, (2.2.36)

a tedy

Imax =
γ

β
ln

(
γ

β

)
− γ

β
ln (S0)−R0 −

γ

β
+N,

tmax =

∫  γ

βS0 e
β
γ R0


(
e
−βγ R0

) dξ

ξ
(
−βN − γ ln(ξ) + S0 e

β
γ
R0 βξ

) .
Hodnotu tohoto integrálu jsme schopni přibližně stanovit za použit́ı nu-

merických řešič̊u.

Počet infekčńıch jedinc̊u na vrcholu epidemie klesá s rostoućım počtem
imunńıch jedinc̊u na počátku epidemie (obrázek 2.1), analyticky:

dImax
dR0

=
d

dR0

[
γ

β
ln

(
γ

β

)
− γ

β
ln (N −R0 − I0)−R0 −

γ

β
+N

]
= −γ

β

(
− 1

N −R0 − I0

)
− 1 =

γ

βS0

− 1.

Protože muśı platit, že S0 >
γ

β
(viz str. 20),

dImax
dR0

< 0 a funkce Imax je

v závislosti na R0 klesaj́ıćı.

Hodnota Imax klesá i při zvětšuj́ıćım se pod́ılu parametr̊u γ a β (obrázek

2.2), jak můžeme opět analyticky dokázat. Označme
γ

β
=: δ,
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Obrázek 2.1: Počet infekčńıch jedinc̊u na vrcholu epidemie Imax v závislosti
na R0, N = 1020, I0 = 20, γ = 0.3, β = 0.003.

dImax
dδ

=
d

dδ
[δ ln (δ)− δ ln (S0)−R0 − δ +N ]

= ln(δ) +
δ

δ
− ln(S0)− 1

= ln (δ)− ln(S0) = ln

(
γ

β

)
− ln(S0).

Jak již bylo zmı́něno, S0 >
γ

β
, a tedy ln(S0) > ln

(
γ

β

)
. Proto je vždy

dImax
dδ

< 0 a funkce Imax je v závislosti na
γ

β
klesaj́ıćı.

Závislost Imax na hodnotách R0 i
γ

β
souhrnně zachycuje obrázek 2.3.

Čas, ve kterém epidemie dosáhne svého vrcholu a infekčńıch jedinc̊u je
nejv́ıce, rovněž záviśı na zastoupeńı imunńıch jedinc̊u v populaci. Obecně
v́ıce imunńıch jedinc̊u na začátku epidemie znamená prodloužeńı epidemie
a pozděǰśı dosažeńı jej́ıho vrcholu, zálež́ı ovšem i na počtu jedinc̊u v ostatńıch
tř́ıdách v čase 0 a také na parametrech γ a β. Podrobněǰśı analýza funkce
tmax(R0) by tedy byla velice složitá, přibližnou představu o jej́ım chováńı si
můžeme udělat na základě numerických experiment̊u na obrázćıch 2.4 a 2.5.
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Obrázek 2.2: Počet infekčńıch jedinc̊u na vrcholu epidemie Imax v závislosti

na pod́ılu
γ

β
, S0 = 800, I0 = 20, R0 = 200.

Obrázek 2.3: Změna počtu infekčńıch jedinc̊u na vrcholu epidemie Imax
v závislosti na pod́ılu

γ

β
a na R0, N = 1020, I0 = 20.
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Obrázek 2.4: Čas tmax dosažeńı maximálńıho počtu infekčńıch jedinc̊u Imax
v závislosti na R0, N = 1000, I0 = 1, zleva doprava γ = 0.3, 0.3, 0.1, 0.9,
β = 0.001, 0.01, 0.003, 0.003.
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Obrázek 2.5: Čas tmax dosažeńı maximálńıho počtu infekčńıch jedinc̊u Imax
v závislosti na R0, N = 1000, γ = 0.3, β = 0.003, zleva doprava
I0 = 1, 10, 50, 100, 400, 600.
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2.3 Převedeńı modelu na rovnici Abelova typu

se separovanými proměnnými

Věta 4. Systém rovnic (1.2.1), (1.2.2) a (1.2.3) je ekvivalentńı s rovnićı
Abelova typu

dv

dψ
=
β

γ
v2 + βv3, (2.3.1)

kde v = R′

R′′
. Pro neznámé funkce v závislosti na v plat́ı: S = 1

β

(
1
v

+ γ
)
,

R = − γ
β

[
ln
(
γ + 1

v

)
− ln (βS0)− β

γ
R0

]
, I = N − S −R.

D̊ukaz. Z rovnice (1.2.3) vyjádř́ıme I a vztah následně zderivujeme podle
času, tedy

I =
R′

γ
, (2.3.2)

I ′ =
R′′

γ
. (2.3.3)

Do rovnice (1.2.1) dosad́ıme za I vztah (2.3.2), do rovnice (1.2.2) dosad́ıme
za I a I ′ vztahy (2.3.2) a (2.3.3):

S ′ = −β
γ
SR′, (2.3.4)

R′′

γ
=

β

γ
SR′ −R′. (2.3.5)

Z (2.3.5) vyjádř́ıme součin

βS =
R′′

R′
+ γ (2.3.6)

a zderivujeme podle času na

βS ′ =
R′′′

R′
−
(
R′′

R′

)2

. (2.3.7)

Rovnici (2.3.4) vynásob́ıme konstantou β, do pravé strany dosad́ıme ze vztahu
(2.3.6) a levou stranu nahrad́ıme vztahem (2.3.7), źıskáme tedy rovnici

R′′′

R′
−
(
R′′

R′

)2

=

(
R′′

R′
+ γ

)(
−β
γ
R′
)
. (2.3.8)
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Pro zjednodušeńı zavedeme substituci

R′ = ψ, R′′ = ψ′, R′′′ = ψ′′ (2.3.9)

a dosad́ıme do (2.3.8), vynásob́ıme ψ2 a źıskáme následuj́ıćı diferenciálńı
rovnici druhého řádu

(ψ′)2 − ψψ′′ = β

γ
ψ2ψ′ + βψ3. (2.3.10)

S pomoćı transformace

w =
dt

dψ
=

1

ψ′
, (2.3.11)

ψ′ =
1

w
, ψ′′ = − 1

w3

dw

dψ
, (2.3.12)

se (2.3.10) změńı na(
1

w

)2

+ ψ
1

w3

dw

dψ
=
β

γ
ψ2 1

w
+ βψ3 (2.3.13)

a po vynásobeńı s w3 a úpravě źıskáme

ψ
dw

dψ
+ w =

β

γ
ψ2w2 + βψ3w3. (2.3.14)

Zavedeme si novou funkci v předpisem

v = wψ =
ψ

ψ′
, (2.3.15)

kterou dosad́ıme do rovnice (2.3.14) a uprav́ıme na

ψ
dw

dψ
+ w =

β

γ
v2 + βv3. (2.3.16)

Využijeme-li rovnost

ψ
dw

dψ
+ w = ψ

d

dψ

(
1

ψ′

)
+

1

ψ′
=

d

dψ

(
ψ

1

ψ′

)
, (2.3.17)

źıskáme diferenciálńı rovnici Abelova typu

dv

dψ
=
β

γ
v2 + βv3. (2.3.18)
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Úpravou rovnice (2.3.6) źıskáme předpis pro S :

S =
1

β

(
R′′

R′
+ γ

)
=

1

β

(
1

v
+ γ

)
. (2.3.19)

Předpis pro R źıskáme z (2.3.15) s využit́ım vztahu (2.1.1) z věty 2:

v =
R′

R′′
=

R′

S0 e
β
γ
R0 βR′ e−

β
γ
R−γR′

, (2.3.20)

v =
1

S0β e
β
γ
R0 e−

β
γ
R−γ

, (2.3.21)

1

v
+ γ = S0β e

β
γ
R0 e−

β
γ
R . (2.3.22)

Po úpravách rovnici zlogaritmujeme, tedy

ln

(
1
v

+ γ

S0β e
β
γ
R0

)
= −β

γ
R, (2.3.23)

a vyjádř́ıme R:

R = −γ
β

[
ln

(
γ +

1

v

)
− ln (βS0)−

β

γ
R0

]
. (2.3.24)

Také soustavu rovnic (1.3.1), (1.3.2) a (1.3.3), tedy soustavu pro SIR
model s vitálńı dynamikou, můžeme převést na Abelovu rovnici. Tato trans-
formace je provedena v [3, str.190]:

dv

dψ
= (a+

b

ψ
)v3 + (c+

µ

ψ
)v2, (2.3.25)

kde a = β(
µ

γ
+1), b = µ(µ+γ−βN), c =

β

γ
, ψ = R′ + µR, v =

ψ

ψ′
.
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Řešeńı rovnice Abelova typu

Rovnici (2.3.1) můžeme řešit metodou separace proměnných. Je-li pravá
strana rovnice

dv

dψ
=

β

γ
v2 + βv3

rovna nule, źıskáváme konstantńı řešeńı

v = −1

γ
, v = 0.

Pokud je ale r̊uzná od nuly, můžeme provést následuj́ıćı úpravu:

dv
β
γ
v2 + βv3

= dψ. (2.3.26)

Vztah zintegrujeme, tedy∫
dv

β
γ
v2 + βv3

=

∫
1dψ, (2.3.27)

a použijeme rozklad na parciálńı zlomky:∫ (
γ3

βγv + β
− γ2

βv
+

γ

βv2

)
dv =

∫
1dψ. (2.3.28)

Nyńı už snadno źıskáme řešeńı

−γ
2

β
ln(v) +

γ2

β
ln(γv + 1)− γ

βv
= ψ + c. (2.3.29)

Ze vztahu (2.3.21) v́ıme, že

v0 := v(t0) =
1

S0β e
β
γ
R0 e−

β
γ
R0 −γ

=
1

S0β − γ

a ze vztah̊u (1.2.3) a (2.3.9)

ψ0 := ψ(t0) = R′(0) = γI0.
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Odtud źıskáme hodnotu integračńı konstanty c jako

c = −γI0 −
γ2

β
ln

(
1

S0β − γ

)
+
γ2

β
ln

(
γ

S0β − γ
+ 1

)
− γS0β − γ2

β
,

po úpravě

c =
γ2

β

(
ln(S0β) + 1− βI0

γ
− βS0

γ

)
. (2.3.30)

Nyńı proved’me následuj́ıćı úpravy:

dR

dt
= ψ, (2.3.31)

dR(v)

dv

dv

dt
= ψ(v), (2.3.32)

po dosazeńı za R a ψ

d

dv

[
−γ
β

(
ln

(
γ +

1

v

)
− ln

(
βS0 e

β
γ
R0

))]
dv =(

−γ
2

β
ln(v) +

γ2

β
ln(γv + 1)− γ

βv
− c
)
dt.

Derivováńım a daľśımi úpravami źıskáváme

γ

βv2
1

γ + 1
v

dv =

(
−γ

2

β
ln(v) +

γ2

β
ln(γv + 1)− γ

βv
− c
)
dt, (2.3.33)

γ

βv2(γ+ 1
v
)

γ2

β
ln(γv + 1)− γ2

β
ln(v)− γ

βv
− c

dv = 1dt. (2.3.34)

Pokud vztah (2.3.34) zintegrujeme a přeznač́ıme integračńı proměnné, dostá-
váme ∫ v

v0

γ

βξ2(γ+ 1
ξ
)

γ2

β
ln(γξ + 1)− γ2

β
ln(ξ)− γ

βξ
− c

dξ =

∫ t

t0

1dτ, (2.3.35)∫ v

v0

γ

(γξ + 1)(γ2ξ ln(γ + 1
ξ
)− γ − cβξ)

dξ = t− t0, (2.3.36)

kde za t0 můžeme volit nulu bez újmy na obecnosti a v0 a c jsou známy.
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Źıskali jsme tedy vyjádřeńı neznámých funkćı S, I a R a času t v závislosti
na parametru v :

t =

∫ v

v0

γ

(γξ + 1)(γ2ξ ln(γ + 1
ξ
)− γ − cβξ)

dξ,

S = S =
1

β

(
1

v
+ γ

)
,

I = N − S −R,

R = −γ
β

[
ln

(
γ +

1

v

)
− ln (βS0)−

β

γ
R0

]
.

Toto parametrické vyjádřeńı řešeńı SIR soustavy je obdobné jako ve větě 3.
Můžeme ovšem očekávat výrazně vyšš́ı výpočetńı složitost, proto nebude
využito v následuj́ıćı kapitole srovnávaj́ıćı numerické výsledky pro r̊uzné
systémy.

2.4 Porovnáńı numerických výsledk̊u jednot-

livých systémů pro r̊uzný software

Tato kapitola se věnuje porovnáńı r̊uzných zp̊usob̊u vyjádřeńı SIR modelu
a shrnut́ı jejich výhod a negativ. Dále srovnává vhodnost využit́ı programů
Matlab a Mathematica z hlediska kvality a časové náročnosti výpočt̊u.

Oba programy byly spuštěny na stejném poč́ıtači a za stejných podmı́nek
pro daný systém pětkrát, časová náročnost uvedená v tabulce 2.1 vznikla jako
pr̊uměr těchto pěti hodnot. Ve všech př́ıpadech byly zvoleny následuj́ıćı hod-
noty parametr̊u a počt̊u obyvatel: β = 0.003, γ = 0.3, S0 = 930, I0 = 20,
R0 = 50.

Pro porovnáńı výsledk̊u byly stanoveny absolutńı a relativńı chyby výpoč-
t̊u. Absolutńı chyba představuje absolutńı hodnotu rozd́ılu přesného a při-
bližného řešeńı, relativńı chyba je pak poměr absolutńı chyby k absolutńı hod-
notě přesného řešeńı. Za přesné řešeńı byly považovány hodnoty neznámých
funkćı vypočtených ze základńıho SIR modelu představovaného systémem
ODR v daném softwaru.

Použité verze programů:

• Wolfram Mathematica 8

• MathWorks MATLAB R2011b
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K numerickému řešeńı diferenciálńıch rovnic v Matlabu byla využita fun-
kce ode45. Ta je založena na explicitńı Runge-Kuttově metodě 4. a 5. řádu,
na Dormand-Princeově metodě. Jedná se o jednokrokový řešič. V Mathema-
tice byla využita funkce NDSolve, která sama voĺı vhodnou metodu v závis-
losti na typu rovnice, pokud ji sami neurč́ıme.

Model jako soustava diferenciálńıch rovnic

Přestože z SIR modelu popsaného systémem diferenciálńıch rovnic nelze
snadno vyč́ıst některé hodnoty, např. čas dosažeńı vrcholu epidemie, je jeho
numerické řešeńı vypočteno velmi rychle.

Oba programy dosáhly obdobných výsledk̊u (viz obrázek 2.6, pro stano-
veńı velikosti relativńı chyby byly za přesné považovány výsledky z Matlabu),
v př́ıpadě Matlabu proběhl výpočet o něco rychleji než v Mathematice (viz
tabulka 2.1).

Řešeńı modelu v parametrické formě

Přestože převedeńı systému diferenciálńıch rovnic na řešeńı modelu v pa-
rametrické formě přináš́ı mnoho výhod, předevš́ım jednodušš́ı vyjádřeńı někte-
rých mezńıch hodnot, je numerická simulace výsledk̊u v tomto př́ıpadě výraz-
ně časově náročněǰśı. Parametrizace je neuniformńı. Parametr pro numerické
simulace je rozumné volit od hodnoty, při které se počet infekčńıch jedinc̊u
bĺıž́ı nule (v ukázkovém př́ıkladě byla zvolena hodnota 0.000046), do hodnoty
u0.

V př́ıpadě Matlabu, č́ım v́ıc se vzdalujeme od času t0, t́ım potřebujeme
jemněǰśı krok, abychom źıskali dostatečný počet bod̊u pro dobrou představu
o pr̊uběhu epidemie, viz obrázek 2.7 ilustruj́ıćı rozložeńı vykreslovaných bod̊u
při konstantńım kroku. Pokud bychom zvolili velmi malý pevný krok pro celý
výpočet, množstv́ı źıskaných bod̊u by bylo pro naši představu o pr̊uběhu
epidemie dostatečně velké, ale časová náročnost výpočt̊u by se na běžném
poč́ıtači výrazně zvětšila až do řádu dn̊u. Vyšš́ı hustoty spočtených bod̊u
v grafu na obrázku 2.8 a relativně hezkého času v tabulce 2.1 bylo dosaženo
rozděleńım výpočtu do 4 část́ı s r̊uznými kroky parametru. Precizněǰśım
děleńım by se časová náročnost mohla dále snižovat.

Mathematica sice zvládla vykresleńı grafu za zlomek doby oproti Matlabu,
u vyšš́ıch čas̊u byl ovšem proveden nedostatečný počet výpočt̊u a skutečný
pr̊uběh funkćı byl lineárně aproximován (viz obrázek 2.9).
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Matlab Mathematica
SIR model jako soustava ODR 1.25 s 1.60 s

řešeńı SIR modelu v parametrické formě 2.5 h 6.20 s
SIR model přes jednu ODR 2. řádu 1.05 s 0.36 s

Tabulka 2.1: Porovnáńı časové náročnosti výpočt̊u odlǐsných zp̊usob̊u vyjá-
dřeńı SIR modelu.

Obrázek 2.6: Porovnáńı výsledk̊u źıskaných pro SIR model jako soustava
ODR v Matlabu a v Mathematice.
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Obrázek 2.7: SIR model jako soustava rovnic s parametrem s pevným krokem
ui+1 = ui + 0.0001.

Obrázek 2.8: SIR model v Matlabu: soustava ODR 1. řádu, řešeńı v parame-
trické formě a rozd́ılnost dosažených výsledk̊u.
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Obrázek 2.9: SIR model v Mathematice: soustava ODR 1. řádu, řešeńı v pa-
rametrické formě a rozd́ılnost dosažených výsledk̊u.
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Model přes ODR 2. řádu

Pokud vypočteme množstv́ı imunńıch jedinc̊u R v čase t z nelineárńı
obyčejné diferenciálńı rovnice 2. řádu a na základě těchto hodnot dopočteme
náchylné jedince S a infekčńı jedince I, źıskáme výsledky nejrychleji z uve-
dených zp̊usob̊u (viz tabulka 2.1). Mathematica bude v tomto př́ıpadě rych-
leǰśı než Matlab. Grafy s pr̊uběhem epidemie a rozd́ılnost výsledk̊u v po-
rovnáńı se systémem ODR 1. řádu zachycuj́ı obrázky 2.10 a 2.11.

Obrázek 2.10: SIR model přes jednu ODR 2. řádu v Matlabu a rozd́ılnost
výsledk̊u v porovnáńı se soustavou ODR.
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Obrázek 2.11: SIR model přes jednu ODR 2. řádu v Mathematice a rozd́ılnost
výsledk̊u v porovnáńı se soustavou ODR.

Shrnut́ı numerických výsledk̊u

Vypočteńı hodnot funkćı S, I a R dosáhneme nejrychleji při numerické
simulaci SIR modelu vyjádřeného přes jednu obyčejnou diferenciálńı rovnici
druhého řádu v programu Mathematica. Pokud bychom chtěli využ́ıt pro-
gram Matlab, je také rozumné použit́ı vyjádřeńı přes jednu ODR 2. řádu,
př́ıpadně soustavy tř́ı ODR 1. řádu (v tomto př́ıpadě źıskáme hodnoty rych-
leji v Matlabu než v Mathematice).

Pokud bychom považovali výsledky soustavy ODR, která je pro popis
pr̊uběhu epidemíı využ́ıvána nejčastěji, za přesné, bude se relativńı chyba
při využit́ı jiného zp̊usobu popisu epidemie uvedeného v práci pohybovat
u Matlabu v řádu tiśıcin a v Mathematice v řádu miliontin.
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2.5 Základńı reprodukčńı č́ıslo SIR modelu

a celkový rozsah epidemie

Obsah této kapitoly vycháźı z [1, str. 353]. Obecné informace o základńım
reprodukčńım č́ısle R0 byly uvedeny na straně 17, v souvislosti s SIR mode-
lem bylo R0 zmı́něno na straně 20.

Důležitým předpokladem je skutečnost, že v čase 0 tvoř́ı téměř celou

populaci náchylńı jedinci, tedy že S0 ≈ N a R0 = S0
β

γ
≈ N

β

γ
.

Ze soustavy rovnic (1.2.1), (1.2.2) a (1.2.3) můžeme vynechat posledńı
rovnici, nebot’ počet imunńıch jedinc̊u je jasně daný známou velikost́ı popu-
lace a počty náchylných a infekčńıch jedinc̊u. Źıskáme tak soustavu

dS

dt
= −βSI, (2.5.1)

dI

dt
= βSI − γI, (2.5.2)

s počátečńı podmı́nkou S0 + I0 = N . Sečteńım (2.5.1) a (2.5.2) źıskáme

dS

dt
+
dI

dt
= −γI. (2.5.3)

Součet (S + I ) je nezáporná klesaj́ıćı funkce. Označme si

lim
t→∞

(S + I) = I∞ + S∞. (2.5.4)

Předpokládejme, že počet infekčńıch jedinc̊u klesá k nule a epidemie skonč́ı,
tj.

lim
t→∞

I(t) = I∞ = 0, (2.5.5)

a limita ve (2.5.4) je tedy rovna S∞.
Integrováńım (2.5.3) źıskáme

−
∫ ∞
0

(S + I)′ dt = S0 + I0 − S∞ − I∞ = N − S∞. (2.5.6)

Rovnici (2.5.1) vyděĺıme funkćı S a zintegrujeme:∫ ∞
0

S ′

S
dt = −β

∫ ∞
0

I dt, (2.5.7)

lnS0 − lnS∞ = β

∫ ∞
0

I dt. (2.5.8)
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Do pravé strany rovnice dosad́ıme ze vztahu (2.5.3) a následně z (2.5.6), tj.

β

∫ ∞
0

I dt = −β
γ

∫ ∞
0

(S + I)′ dt =
β

γ
[N − S∞] . (2.5.9)

Źıskáváme výslednou rovnici

ln
S0

S∞
=
β

γ
N

[
1− S∞

N

]
= R0

[
1− S∞

N

]
, (2.5.10)

S0 a S∞ jsou určeny sérologickou studíı měřeńım imunitńıch reakćı ze vzork̊u
krve člen̊u populace před a po epidemii.

Rovnice (2.5.10) je transcendentńı rovnićı udávaj́ıćı závislost celkového
rozsahu epidemie na R0, v angličtině se nazývá final size relation. Celkový
rozsah epidemie, nebo-li počet jedinc̊u infikovaných v pr̊uběhu epidemie, je
roven N − S∞. Hodnota (1− S∞/N) se označuje jako mı́ra napadeńı.
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Kapitola 3

Porovnáńı reálných dat
s teoretickým modelem

V této kapitole budou porovnána data źıskaná ze 4 tř́ıdńıch knih z ob-
dob́ı prob́ıhaj́ıćı epidemie spálové anǵıny začátkem školńıho roku 2014/2015
na druhém stupni jedné ze základńıch škol v Sokolově.

3.1 Spálová anǵına

Spálová anǵına je infekčńı onemocněńı zp̊usobené streptokoky. Projevuje
se horečkou, vyrážkou a akutńım zánětem krčńıch mandĺı a okolńı lymfa-
tické tkáně. Může mı́t mı́rný i velmi závažný pr̊uběh, typicky se vyskytuje
v menš́ıch epidemíıch v dětských kolektivech. Inkubačńı doba je většinou 2-5
dn̊u, postižený bývá izolován a léčen antibiotiky (10-14 dn̊u). Při zanedbáńı
léčby existuje riziko pozděǰśıch komplikaćı. Tyto a daľśı informace si můžete
přeč́ıst v [8] a v [10].

3.1.1 Volba modelu

Data, která máme k dispozici z tř́ıdńıch knih, představuj́ı žáky v domáćı
izolaci, tedy tř́ıdu H, a protože spálová anǵına je nemoc s latentńım obdob́ım,
potřebujeme také tř́ıdu E. Model obsahuj́ıćı obě tyto tř́ıdy nebyl v přehledu
základńıch epidemiologických model̊u (kapitola 1) uveden, proto bylo za-
potřeb́ı vytvořit model nový. Spojeńım SEIR (kapitola 1.8.5, str. 34) a SIHR
(kapitola 1.9, str. 36) modelu vnikl následuj́ıćı model:

67



dS

dt
= −βS(I + εE), (3.1.1)

dE

dt
= βS(I + εE)− σE, (3.1.2)

dI

dt
= σE − γI − θI, (3.1.3)

dH

dt
= θI − δH, (3.1.4)

dR

dt
= γI + δH. (3.1.5)

Parametr β představuje pravděpodobnost nakažeńı při kontaktu náchylné
osoby s infekčńım jedincem, konstanta γ udává pr̊uměrnou rychlost uzdra-
veńı, koeficient ε snižuje infekčnost jedinc̊u v latentńım obdob́ı oproti in-
fekčńım jedinc̊um, konstanta σ vyjadřuje rychlost přechodu z infikovaných
jedinc̊u mezi infekčńı, konstanta θ určuje rychlost, s jakou se infekčńı jedinci
po propuknut́ı nemoci přesunou do domáćı izolace, a konstanta δ udává rych-
lost přechodu jedinc̊u v domáćı izolaci mezi imunńı.

Rovnice (3.1.1) ř́ıká, že část náchylných jedinc̊u se nakaźı kontaktem s in-
fikovanými a infekčńımi jedinci. Tato část pak přejde mezi infikované a ti se
po uplynut́ı obdob́ı latence přesunou mezi infekčńı (rovnice (3.1.2)). Rovnice
(3.1.3) zachycuje tento přesun infikovaných osob mezi infekčńı a také přesun
části infekčńıch jedinc̊u do domáćı izolace, zbytek osob ve tř́ıdě z̊ustane až
do odezněńı nemoci a potom se přesune mezi imunńı. Jedinci, kteř́ı se léčili
doma, se po skončeńı izolace přesunou také mezi imunńı (rovnice (3.1.4)).
Předpokládáme tedy, že izolace trvá až do doby, kdy jedinec neńı schopný
nemoc dál přenášet. Rovnice (3.1.5) ukazuje, jak přibývá imunńıch jedinc̊u.

Spálová anǵına nezanechává trvalou imunitu, ale vzhledem ke krátkému
časovému úseku nepředpokládáme, že by se někdo nakazil opakovaně.

Přestože se jedná o zjednodušenou představu o pr̊uběhu onemocněńı,
měli bychom už s t́ımto modelem při dobře zvolených hodnotách parametr̊u
dosáhnout relativně dobrých výsledk̊u.
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3.2 Modelováńı pr̊uběhu nákazy

Obrázek 3.1: Počty chyběj́ıćıch žák̊u v pr̊uběhu epidemie spálové anǵıny –
data z tř́ıdńıch knih.

Ve tř́ıdách, ve kterých se vyskytla spálová anǵına a pro které bylo prove-
deno srovnáńı teoretických a reálných hodnot, bylo celkem 99 žák̊u, pro mo-
delováńı tedy byly stanoveny počty žák̊u v modelových tř́ıdách následovně:

S0 = 97, E0 = 2, I0 = 0, H0 = 0, R0 = 0.

Hodnoty parametr̊u jsme pak na základě informaćı, které o spálové anǵıně
a chováńı žák̊u máme, určili takto:

• γ =
1

14
, délka nemoci je totiž obvykle až 2 týdny,

• ε =
1

2
, tento parametr byl odhadnut tak, aby se vypočtené hodnoty co

nejlépe shodovaly s reálnými daty, nebot’ podklady pro jeho stanoveńı
nejsou nikde uváděny,

• σ =
1

4
, protože latentńı stadium nemoci trvá pr̊uměrně 4 dny,

• θ =
9

10
, většina dět́ı totiž z̊ustává doma již při prvńıch př́ıznaćıch,
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• δ =
1

10
, nebot’ žáci obvykle chyběli 10 dńı,

• β =
4/5

99
ve všedńı dny, v souladu s daty totiž předpokládáme poměrně

vysokou pravděpodobnost nakažeńı při kontaktu s přenašečem nemoci,
pro jednoduchost ovšem uvažujeme stále plný počet jedinc̊u ve tř́ıdách,

• β = 0 o v́ıkendech, protože předpokládáme, že se děti mimo školu
nestýkaj́ı a tedy se od sebe nemohou nakazit.

Graf pro model s těmito parametry je na obrázku 3.2.

Obrázek 3.2: Modelováńı pr̊uběhu epidemie spálové anǵıny.

Tř́ıdńı knihy obsahuj́ı pouze údaje pro všedńı dny (viz obrázek 3.1). Aby
byl zřetelněǰśı trend chyběńı žák̊u na obrázku 3.3, byly doplněny očekávané
počty dět́ı v domáćı izolaci o v́ıkendech. Ty byly stanoveny jako aritmetický
pr̊uměr dané pátečńı a pondělńı hodnoty, v př́ıpadě nutnosti zaokrouhlený
na celé č́ıslo dle pravidel zaokrouhlováńı.

Ve čtyřech tř́ıdách obvykle pr̊uměrně chyb́ı 3 až 5 žák̊u, proto bylo k vypo-
čteným hodnotám funkce H pro lepš́ı porovnáńı s reálnými daty přič́ıtáno
č́ıslo 4, které představuje žáky chyběj́ıćı z jiného d̊uvodu než je onemocněńı
spálovou anǵınou. Obrázek 3.3 tedy ukazuje doplněná reálná data, jejich
aproximaci polynomem 7. stupně a teoretické počty žák̊u ve tř́ıdě H (zvýšené
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o 4). Stupeň polynomu byl zvolen tak, aby byl dobře patrný trend chyběńı
žák̊u a zároveň nedošlo k jeho př́ılǐsnému rozvlněńı kv̊uli velkým výkyv̊um
reálných dat. Přestože jsou hodnoty často značně rozd́ılné, můžeme ř́ıci, že
jsme d́ıky modelováńı źıskali relativně dobrou představu o pr̊uběhu epidemie.
Důvody odlǐsnosti výsledk̊u jsou podrobněji rozebrány v následuj́ıćı sekci.

Obrázek 3.3: Počty chyběj́ıćıch žák̊u doplněné o očekávané hodnoty žák̊u
v domáćı izolaci o v́ıkendech, aproximace těchto dat polynomem 7. stupně
pro lepš́ı znázorněńı trendu chyběńı žák̊u a teoretické hodnoty chyběj́ıćıch
žák̊u dle SEIHR modelu.

3.2.1 Úskaĺı reálných dat

Rozd́ılnost teoretických a experimentálńıch dat je zp̊usobena t́ım, že u
takto ńızkého počtu jedinc̊u je d̊uležité chováńı každého z nich. Do modelu
nejsme schopni zahrnout všechny situace, které reálně nastávaj́ı, např. že ne-
mocné děti se na jeden den do školy vrát́ı kv̊uli d̊uležité ṕısemce anebo na v́ıce
dńı proto, že rodiče nesehnali hĺıdáńı. Stejně tak nejsme schopni do modelu
zahrnout r̊uznorodost kontaktńıch struktur na základě sociálńıch vazeb (vyšš́ı
mı́ra kontaktu ve skupinkách kamarád̊u, jedinci vyloučeńı z kolektivu apod.),
která je u takto malého počtu dět́ı významná. Data z tř́ıdńıch knih také ne-
odhaĺı, jestli d̊uvodem absence žáka byla právě spálová anǵına, př́ıpadně jiná
nemoc nebo rodinné d̊uvody. Model také neuvažuje možnost, že by se děti
nakazily mimo školńı prostřed́ı a že se pravděpodobnost nakažeńı v pr̊uběhu
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epidemie měńı. Takto bychom mohli jmenovat i daľśı faktory ovlivňuj́ıćı kva-
litu modelu.

Velký vliv sehrála skutečnost, že od ponděĺı 27. 10. do středy 29. 10. měly
děti prázdniny. Mnohé z nich jely s rodiči na dovolenou, což je d̊uvodem vy-
sokého počtu absenćı ve středu, čtvrtek a pátek v týdnu před prázdninami,
a ve čtvrtek a v pátek v prázdninovém týdnu. Proto na obrázku 3.1 ne-
docháźı ke konci epidemie k takovému poklesu chyběj́ıćıch žák̊u, jak bychom
očekávali.
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Př́ıloha A

A.1 Abelova rovnice

V této sekci bylo čerpáno z [7].
Abelova rovnice je obyčejná diferenciálńı rovnice, kubická v neznámé funkci,
pojmenovaná podle N. H. Abela. Obvykle uvažujeme Abelovu rovnici prvńıho
nebo druhého řádu.

Nelineárńı Abelova diferenciálńı rovnice prvńıho řádu má podobu

dy

dx
= p(x)y3 + q(x)y2 + r(x)y + s(x), p(x) 6= 0, (A.1.1)

a hraje d̊uležitou roli v mnoha fyzikálńıch a technických aplikaćıch. Neńı
těžké nalézt jej́ı partikulárńı řešeńı, už složitěǰśı je nalezeńı řešeńı obecného.
Přesto existuje celá řada postup̊u, jak obecné řešeńı źıskat, např. pomoćı
substituce

u =
E(x)

y − y1(x)
,

E(x) = e
∫
[3p(x)y21+2q(x)y1+r(x)]dx,

kde y1(x) je nám známé partikulárńı řešeńı, a následnou transformaćı rovnice
(A.1.1) do podoby

du

dx
+
p(x)E2(x)

u
= −E(x) [3p(x)y1(x) + q(x)] . (A.1.2)

Pokud

y1 = − q(x)

3p(x)
,

pravá strana rovnice (A.1.2) je nulová a obecné řešeńı rovnice (A.1.1) lze
źıskat integraćı diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými.
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A.2 Bernoulliho rovnice

Bernoulliho rovnićı se rozumı́ nelineárńı diferenciálńı rovnice

dy

dx
+ p(x)y = q(x)yn,

kterou se zabýval matematik Jacob Bernoulli. Jej́ı obecné řešeńı bylo obje-
veno již koncem 17. stolet́ı a má tvar

y =



[
(1− n)

∫
e(1−n)

∫
p(x)dx q(x)dx+ C1

e(1−n)
∫
p(x)dx

]1/(1−n)
pro n 6= 1,

C2 e
∫
[q(x)−p(x)]dx pro n = 1,

kde C1 a C2 jsou integračńı konstanty.
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