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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá předevš́ım teoríı konformńıho zobrazeńı v komplexńı rovině. Dále
je zde uvedeno, jak hledat řešeńı Laplaceovy rovnice pomoćı konstrukce vhodné holomorfńı funkce
a konformńıho zobrazeńı. Poté je zde popsána Schwarzova–Christoffelova transformace pro jed-
noduše souvislou oblast. Posledńı část je věnována konformńımu zobrazeńı v́ıcenásobně souvislých
oblast́ı.

Kĺıčová slova

konformńı zobrazeńı, Laplaceova rovnice, zobrazeńı v́ıcenásobně souvislé oblasti, Schwarzova–
Christoffelova transformace

Abstract

This thesis deals with theory of a conformal map in a complex plane. We explain how to solve
Laplace equation by constructing holomorphic function and conformal map. In the next part we
focus on Schwarz–Christoffel transformation for simple connected domain. The last part is devoted
to a conformal mapping of multiply connected domain.
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conformal map, Laplace equation, map of multiply connected domain, Schwarz–Christoffel trans-
formation
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3.1 Schwarzova–Christoffelova věta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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4.6 Neohraničená radial slit doména . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Úvod

Tato práce je věnována konformńımu zobrazeńı a řešeńı Laplaceovy rovnice pomoćı konstrukce
holomorfńı funkce. Tuto problematiku si ilustrujme na obr. 1. V oblasti Ω1 = R2 r{(0, 0)} můžeme

vidět hladiny harmonické funkce u1(x, y) = ln
√
x2 + y2 (tmavš́ı křivky) a křivky, jež jsou kolmé na

hladiny funkce u1 (světleǰśı křivky). Na funkci u1 se můžeme d́ıvat jako na reálnou část komplexńı
funkce f1 : w = ln z.

Nyńı vyjměme z oblasti Ω1 tři kruhy, které jsou po dvou disjunktńı, a označme novou oblast jako
Ω2. Na oblasti Ω2 funkce u1 stále vyhovuje Laplaceově rovnici, avšak na hranićıch kruh̊u nejsou
obecně splněny ani Dirichletovy ani Neumannovy okrajové podmı́nky. V kapitole 4 si ukážeme, jak
pomoćı konformńıho zobrazeńı nalézt funkce u2, u3, jež splňuj́ı Laplaceovu rovnici na oblasti Ω2 a
na hranićıch kruh̊u jsou splněny Neumannovy okrajové podmı́nky (viz hladiny funkce u2 na obr.
1 vlevo dole) či Dirichletovy okrajové podmı́nky (viz hladiny funkce u3 na obr. 1 vpravo dole).

Obrázek 1: Hladiny funkćı u1, u2 a u3, kde funkce u1, u2 a u3 splňuj́ı Laplaceovu rovnici na
oblastech Ω1 a Ω2.

V kapitole 1 uvedeme základńı pojmy v komplexńı rovině a souvislosti mezi holomorfńımi a
harmonickými funkcemi. V kapitole 2 a 3 se budeme zabývat konformńım zobrazeńım jednoduše
souvislé oblasti. Podrobněji si rozebereme Möbiovu transformaci a přededevš́ım Schwarzovu–
Christoffelovu transformaci. Kapitola 4 bude věnována konformńımu zobrazeńı v́ıcenásobně sou-
vislých oblast́ı.
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Kapitola 1

Základńı pojmy v komplexńı
analýze

Zde uvedeme několik základńıch pojmů komplexńı analýzy, se kterými budeme často pracovat.

Definice 1.1 (Komplexńı rovina). Množinu všech konečných komplexńıch č́ısel budeme nazývat
otevřenou komplexńı rovinou (zkráceně jen komplexńı rovinou) a budeme ji značit C.
Množinu C∪{∞} budeme nazývat uzavřenou komplexńı rovinou a budeme ji značit C*.

Každému konečnému komplexńımu č́ıslu z = x + iy, kde z ∈ C, a x, y ∈ R, lze přǐradit
bod (x, y) ∈ R2. V následuj́ıćım textu, v př́ıpade že nemůže doj́ıt k nedorozuměńım, budeme
ztotožňovat body z ∈ C s body (Re z, Im z) ∈ R2.

Definice 1.2 (Komplexńı funkce). Libovolné zobrazeńı z C* do C* nazveme komplexńı funkćı
komplexńı proměnné.

Pro funkci f : w = f(z), definovanou na M označme x = Re z, y = Im y, u = Re f, v = Im f .
Nyńı zaved’me funkce ũ(x, y) = u(z) a ṽ(x, y) = v(z), pro (x, y) ∈ M̃ , kde

M̃ =
{

(x, y) ∈ R2 : z = x+ iy ∈M
}
.

T́ımto jsme komplexńı funkci f definované v M přǐradili dvojici reálných funkćı (ũ(x, y), ṽ(x, y)),
které jsou definované v M̃ .
V mnoha př́ıpadech budeme nahrazovat vyšetřováńı komplexńı funkce f vyšetřováńım reálných
funkćı ũ, ṽ. Dále budeme využ́ıvat i opačného př́ıstupu, neboli z dvou reálných funkćı ũ, ṽ konstru-
ovat jednu komplexńı funkci f .
Abychom se vyhnuli složitému značeńı budeme, v př́ıpadě že nemůže doj́ıt k nedorozuměńım,
mı́sto ũ, ṽ, (x, y), M̃ psát u, v, z,M . A tedy budeme ztotožňovat funkce komplexńı proměnné u, v
s funkcemi dvou reálných proměnných ũ, ṽ. Můžeme tedy psát

f(z) = f(x, y), f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

apod.

1.1 Holomorfńı a harmonické funkce

Definice 1.3 (Holomorfńı funkce). Řekneme, že funkce f je holomorfńı v bodě z0 ∈ C právě
tehdy, když existuje takové okoĺı U(z0), že funkce f má v každém bodě v U(z0) derivaci.

Dále řekneme, že funkce f je holomorfńı v bodě z0 =∞ právě tehdy, když je funkce g(z) = f

(
1

z

)
holomorfńı v bodě 0.
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Nyńı zaved’me holomorfnost na množině.

Definice 1.4. Řekneme, že funkce f je holomorfńı na množině M ⊂ C* právě tehdy, když je
holomorfńı v každém bodě množiny M ⊂ C*.

Definice 1.5 (Harmonická funkce). Reálnou funkci g : z = g(x, y) nazveme harmonickou funkćı
na oblasti Ω právě tehdy, když

(a) funkce g má spojité všechny parciálńı derivace do druhého řádu včetně,

(b) ∆g =
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2
= 0 na oblasti Ω.

Mějme komplexńı funkci f : w = f(z). Pro následuj́ıćı použit́ı si rozepǐsme funkci f a
proměnnou z pomoćı jej́ıch reálných a imaginárńıch část́ı

w = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y),

kde x, y ∈ R a u, v jsou reálné funkce.
Nyńı uvedeme větu, která spojuje holomorfnost funkce f a harmoničnost jej́ıch složek u, v.

Věta 1.6 (Harmoničnost holomorfńı funkce). Mějme funkci f , jež je na oblasti Ω holomorfńı, pak
je jej́ı reálná i imaginárńı část harmonická na oblasti Ω.

D̊ukaz. Jelikož je funkce f holomorfńı na oblasti Ω, má zde spojité parciálńı derivace všech řád̊u
(viz [6, str. 291]). Dále jsou pro funkce u, v splněny Cauchy-Riemannovy (zkráceně C-R) podmı́nky:

(1) ux = vy,

(2) uy = −vx.

Parciálńım derivováńım (1) dle x dostáváme uxx = vyx a parciálńım derivováńım (2) dle y
dostáváme uyy = −vxy. Jelikož jsou parciálńı derivace spojité, plat́ı vxy = vyx, a tedy uxx+uyy = 0.
Funkce u je tedy harmonická.
Důkaz harmoničnosti funkce v je obdobný.

Máme-li zadanou okrajovou úlohu pro Laplaceovu rovnici na oblasti Ω, pak dle věty 1.6 plat́ı, že
pokud najdeme holomorfńı funkci, jej́ıž reálná (resp. imaginárńı) část splňuje okrajové podmı́nky,
tak tato reálná (resp. imaginárńı) část holomorfńı funkce řeš́ı okrajovou úlohu pro Laplaceovu
rovnici na oblasti Ω.

Př́ıklad 1.7. Řešme následuj́ıćı okrajovou úlohu
∆U(x, y) = 0 pro (x, y) ∈ Ω,

U(x, y) = U1 pro (x, y) ∈ ∂Ω1,

U(x, y) = U2 pro (x, y) ∈ ∂Ω2,

(1.1)

kde U1, U2 ∈ R a

Ω =
{

(x, y) ∈ R2 : e <
√
x2 + y2 < e3

}
,

∂Ω1 =
{

(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2 = e

}
,

∂Ω2 =
{

(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2 = e3

}
.

(1.2)

Nejprve ukážeme řešeńı okrajové úlohy s využit́ım aparátu reálné analýzy a poté řešeńı v kom-
plexńı rovině pomoćı konstrukce vhodné holomorfńı funkce.
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Obrázek 1.1: Hladiny funkce U a ortogonálńı systém křivek na mezikruž́ı.

(i) Jelikož máme zadány Dirichletovy okrajové podmı́nky na soustředných kružnićıch se středem
v počátku, provedeme transformaci do polárńıch souřadnic:{

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,
(1.3)

kde r > 0 a ϕ ∈ [0, 2π).
Můžeme tedy psát funkci U v nových proměnných ve tvaru u(r, ϕ) = U(r(x, y), ϕ(x, y)).
Nyńı použijeme vyjádřeńı Laplaceovy rovnice v polárńıch souřadnićıch (viz [[10], str.74])

∆rϕu(r, ϕ) = 0,

kde

∆rϕu(r, ϕ) = urr(r, ϕ) +
ur(r, ϕ)

r
+
uϕϕ(r, ϕ)

r2
= 0.

Jelikož jsou okrajové podmı́nky radiálně symetrické, budeme hledat radiálně symetrické
řešeńı okrajové úlohy. A tedy předpokládáme, že u je závislá pouze na proměnné r neboli
u = u(r), z čehož plyne uϕϕ(r) = 0. Dostáváme tedy rovnici ve tvaru

urr(r) +
ur(r)

r
= 0,

kterou lze řešit jako obyčejnou diferenciálńı rovnici.
Dostáváme novou okrajovou úlohu


u′′(r) +

u′(r)

r
= 0 pro r ∈ (e, e3),

u(e) = U1,

u(e3) = U2.

(1.4)

Pokud u bude řešeńım okrajové úlohy (1.4), pak U(x, y) = u(
√
x2 + y2) bude řešeńım okra-

jové úlohy (1.1).

Rovnici

u′′(r) +
u′(r)

r
= 0 (1.5)
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vynásob́ıme r a uprav́ıme

ru′′(r) + u′(r) = 0,

(ru′(r))′ = 0. (1.6)

Po integraci (1.6) dostáváme

ru′(r) = C1, kde C1 ∈ R . (1.7)

Po vyděleńı r dostáváme

u′(r) = C1
1

r
. (1.8)

Provedeme integraci rovnice (1.8), č́ımž dostáváme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice ve
tvaru

u(r) = C1 ln r + C2, kde C2 ∈ R .

Pro nalezeńı řešeńı okrajové úlohy zohledńıme okrajové podmı́nky

U1 = C1 + C2 ln(e) = C1 + C2,

U2 = C1 + C2 ln(e3) = C1 + 3C2.
(1.9)

Soustava rovnic 1.9 má právě jedno řešeńı

C2 =
U2 − U1

2
,

C1 =
3U1 − U2

2
.

Můžeme tedy napsat řešeńı okrajové úlohy (1.4)

u(r) =
3U1 − U2

2
+
U2 − U1

2
ln r.

Nyńı se vrát́ıme zpět k funkci U

U(r(x, y)) =
3U1 − U2

2
+
U2 − U1

2
ln r(x, y).

Po zpětné transformaci do kartézských souřadnic dostáváme řešeńı okrajové úlohy (1.1)

U(x, y) =
3U1 − U2

2
+
U2 − U1

2
ln
√
x2 + y2.

(ii) Nyńı vyřeš́ıme okrajovou úlohu (1.1) pomoćı konstrukce holomorfńı funkce. Budeme hledat
funkci f = u + iv, jež je holomorfńı na oblasti Ω =

{
z ∈ C : e < |z| < e3

}
a jej́ı reálná část

splňuje tyto podmı́nky {
u = U1 pro z ∈ ∂Ω1,

u = U2 pro z ∈ ∂Ω2,
(1.10)

kde

∂Ω1 = {z ∈ C : |z| = e} ,
∂Ω2 =

{
z ∈ C : |z| = e3

}
.

(1.11)
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Jelikož máme radiálně symetrické okrajové podmı́nky, převedeme úlohu do polárńıch souřadnic,
kde r = |z| a ϕ = arg z. Dostáváme tedy funkce U(r, ϕ) = u(r(x, y), ϕ(x, y)) a V (r, ϕ) =
v(r(x, y), ϕ(x, y)). Nyńı si vyjádř́ıme C-R podmı́nky v polárńıch souřadnićıch

Vr = −Uϕ
r
, (1.12)

Ur =
Vϕ
r
. (1.13)

Jelikož máme radiálně symetrické okrajové podmı́nky, předpokládáme i radiálně symetrické
řešeńı, a tedy plat́ı Uϕ = 0 na oblasti Ω, můžeme tedy psát U = U(r). Z čehož dále plyne
dle (1.12), že Vr = 0, a tedy funkce V je nezávislá na r, můžeme tedy psát V = V (ϕ).

Nyńı si zaved’me funkci g(ϕ) = Vϕ(ϕ). Použit́ım rovnice (1.13) dostáváme

g(ϕ) = rUr(r).

Z toho plyne, že g je nezávislá na ϕ, a tedy je konstantńı. Můžeme tedy psát

Ur(r) =
C

r
. (1.14)

Po integraci (1.14) dostáváme
U(r) = C1 ln r + C2. (1.15)

Po zpětné transformaci do proměnných x, y dostáváme

u(x, y) = C1 + C2 ln
√
x2 + y2.

Dosazeńı okrajových podmı́nek je obdobné předchoźı části př́ıkladu (viz (1.9)), můžeme tedy
psát

u(x, y) =
3U1 − U2

2
+
U2 − U1

2
ln |z|.

Funkce ln |z| je reálnou část́ı funkce ln z = ln |z| + i arg z, a tedy f(z) =
3U1 − U2

2
+

U2 − U1

2
ln z je naš́ı hledanou holomorfńı funkćı, jej́ıž reálná část řeš́ı okrajovou úlohu (1.1)

a hladiny imaginárńı části tvoř́ı systém ortogonálńıch hladin k hladinám reálné části.
Poznamenejme, že funkce f neńı holomorfńı na záporné části reálné osy, jelikož arg z je zde
nespojitý. Na harmoničnost reálné části funkce, a tedy i na naše řešeńı okrajové úlohy, to
však nemá vliv.

Tento postup lze použ́ıt pouze pro řešeńı úloh s jednoduchými okrajovými podmı́nkami. Pokud
budeme mı́t oblast s komplikovaněǰśı hranićı, je nalezeńı holomorfńı funkce, jej́ıž reálná (resp.
imaginárńı) část splňuje okrajové podmı́nky, velmi komplikované. Tento zp̊usob hledáńı řešeńı
okrajové úlohy pro Laplaceovu rovnici však lze zobecnit pomoćı konformńıch zobrazeńı.

1.2 Möbiova transformace

Jednu d̊uležitou tř́ıdu funkćı v komplexńı rovině tvoř́ı Möbiova transformace.

Definice 1.8. Každou funkci f : C* → C* ve tvaru

f(z) =
az + b

cz + d
pro ∀z ∈ C,

kde a, b, c, d jsou libovolná konečná komplexńı č́ısla splňuj́ıćı podmı́nku ad − bc 6= 0, nazveme
Möbiovou transformaćı. Dále dodefinujeme

f(∞) = lim
z→∞

az + b

cz + d
= lim
z→∞

a+ b
z

c+ d
z

=
a

c
.
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Věta 1.9. Möbiova transformace f je prosté zobrazeńı C* na C*.
Dále plat́ı, že inverzńı zobrazeńı f−1 je opět Möbiovou transformaćı.

D̊ukaz. K funkci f : w = f(z) ve tvaru

w =
az + b

cz + d
, (1.16)

vytvoř́ıme inverzńı funkci. Vyjádř́ıme z z rovnice (1.16), č́ımž dostáváme

wcz + wd = az + b,

převedeme z na jednu stranu rovnosti

wcz − az = b− wd,

a vyjádř́ıme z

z =
b− wd
wc− a

. (1.17)

Po přeznačeńı dostáváme

z =
a′w + b′

c′w + d′
, (1.18)

kde a′ = −d, b′ = b, c′ = c a d′ = −a. Je-li splněna podmı́nka ad 6= bc, je splněna i podmı́nka
a′d′ 6= b′c′, a tedy funkce z = f−1(w) je Möbiovou transformaćı. Z (1.16) plyne, že pro každé
z ∈ C* existuje právě jedno w = f(z) ∈ C*. Z (1.17) plyne, že pro každé w ∈ C* existuje právě
jedno z = f−1(w) ∈ C*. A tedy funkce f je prosté zobrazeńı a na C*.

Nyńı se pokuśıme objasnit podmı́nku ad− bc 6= 0.

Poznámka 1.10. Provedeme rozbor výrazu

az + b

cz + d
(1.19)

v př́ıpadě, že plat́ı ad = bc.

1. Pro a = 0 a c = 0 se výraz (1.19) zredukuje do tvaru
b

d
. Výraz (1.19) je tedy konstantńı s

výjimkou b = d = 0, kdy je neurčitým výrazem.

2. Pro a 6= 0, c = 0 a d = 0 je jmenovatel výrazu (1.19) nulový, a tedy nabývá ve všech bodech

hodnoty ∞ s výjimkou bodu − b
a

, pro který dostáváme neurčitý výraz
0

0
.

3. Pro c = 0 a d 6= 0, muśı platit a = 0, č́ımž se výraz (1.19) redukuje do tvaru
b

d
.

4. Pro c 6= 0 a z = −dc je čitatel i jmenovatel výrazu (1.19) nulový, což je v C* neurčitý výraz.

5. Pro c 6= 0 a z 6= −dc můžeme upravit výraz (1.19) do následuj́ıćıho tvaru

az + b

cz + d
=
a

c

cz + b
a

c
cz + d

=
a

c

cz + b
a

c
+
(
d− b c

a

)
−
(
d− b c

a

)
cz + d

=
a

c

cz + d−
(
d− b c

a

)
cz + d

=

a

c

1 +
−
(
d− b c

a

)
cz + d

 =
a

c
+
a

c

−
(
d− b c

a

)
cz + d

=
a

c
+
b− ad

c
cz + d

=
a

c
+

bc− ad
c2

z +
d

c

,

a tedy pro ad = bc je výraz (1.19) konstantńı.
Z výše uvedeného rozboru plyne, že Möbiova transformace neńı zobrazeńım C* na C* právě,

když ad = bc.
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Věta 1.11. Množina Möbiových transformaćı M , s operaćı skládáńı funkćı ◦ tvoř́ı grupu G =
(M, ◦).

D̊ukaz. Důkaz spoč́ıvá v ukázáńı, že skládáńı Möbiových transformaćı je uzavřená a asociativńı
operace a že v množině M existuje jednotkový prvek, a ke každému prvku existuje inverzńı prvek.
Celý d̊ukaz je proveden v př́ıloze A.

Nyńı uvedeme několik speciálńıch tvar̊u Möbiovy transformace.

Poznámka 1.12 (Speciálńı př́ıpady funkce f(z) =
az + b

cz + d
).

1. Pro a 6= 0, b = 0, c = 0, d 6= 0 dostáváme funkci f ve tvaru f(z) = a′z, kde a′ =
a

d
. Rozepǐsme

si a′ do exponenciálńıho tvaru a′ = |a′|eiα. Dále funkci f rozepǐsme do tvaru f = f1 ◦f2, kde
f1(z) = |a′|z a f2(z) = eiαz. Funkce f1 představuje stejnolehlost dle počátku s koeficientem
|a′| a funkce f2 představuje rotaci dle počátku o úhel α.

2. Pro a 6= 0, b 6= 0, c = 0, d = a dostáváme funkci f ve tvaru f(z) = z + b′, kde b′ =
b

d
, která

představuje posunut́ı o b′.

3. Pro a = 0, b = 1, c = 1, d = 0 dostáváme funkci f ve tvaru f(z) =
1

z
, která popisuje inverzi.

Nyńı proved’me rozbor geometrických vlastnost́ı Möbiovy transformace.

Poznámka 1.13. Pro c = 0 a d = 1 dostáváme Möbiovou transformaćı f ve tvaru f(z) = az+ b.
Dle poznámky 1.12 a určuje koeficient stejnolehlosti a rotace a b vektor posunut́ı.

Pro c 6= 0 máme Möbiovou transformaćı f ve tvaru f(z) =
az + b

cz + d
. Pak lze zapsat funkci f ve

tvaru

f(z) =
az + b

cz + d
=
a

c
+

bc− ad
c2

z +
d

c

.

Funkci f můžeme zapsat jako složenou funkci

f = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1,

kde

1. f1(z) = z +
d

c
představuje posunut́ı o

d

c
,

2. f2(z) =
1

z
představuje inverzi (f2 lze zapsat ve tvaru f2(z) =

(
1

z

)
, a tedy inverze je složeńım

kruhové inverze dle jednotkové kružnice v počátku a komplexńıho sdružeńı),

3. f3(z) =
bc− ad
c2

z představuje stejnolehlost s koeficientem

∣∣∣∣bc− adc2

∣∣∣∣ a rotaci dle počátku o

úhel arg

(
bc− ad
c2

)
.

4. f4(z) =
a

c
+ z představuje posunut́ı o

a

c
.

Zaved’me následuj́ıćı značeńı: pod pojmem zobecněná kružnice budeme rozumět kružnici nebo
př́ımku.

Věta 1.14 (Zobrazeńı zobecněné kružnice, viz [6, str. 131]). Je-li f Möbiovou transformaćı, pak
obrazem zobecněné kružnice je opět zobecněná kružnice.
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1.3 Nekonečné součiny č́ısel

Nyńı zadefinujeme nekonečný součin komplexńıch č́ısel. Dále uvedeme některé postačuj́ıćı podmı́nky
konvergence nekonečného součinu.
Mějme posloupnost (zn) = (z1, z2, . . . ) konečných komplexńıch č́ısel. Pak řekneme, že

pn =

n∏
k=1

zk = z1z2 . . . zn (1.20)

je n-tým částečným součinem. A zápisem

+∞∏
n=1

zn = z1z2 . . . (1.21)

označme nekonečný součin.

Definice 1.15 (Konvergence nekonečného součinu, viz [2, str. 25]). Řekneme, že nekonečný součin

+∞∏
n=1

zn

konverguje právě tehdy, když nastane jeden z následuj́ıćıch př́ıpad̊u:

(a) Existuje konečná a nenulová limita

0 6= lim
n→+∞

pn 6=∞.

(b) V posloupnosti (zn) je konečně mnoho nulových člen̊u, a tedy

∀n ∈ N ∃n0 ∈ N : n > n0 ⇒ zn 6= 0.

A nekonečný součin
+∞∏

n=n0+1

zn,

konverguje dle (a) neboli

0 6= lim
n→+∞

n∏
k=n0+1

zk 6=∞.

V obou př́ıpadech ř́ıkáme, že nekonečný součin konverguje k hodnotě p, kde

p = lim
n→+∞

n∏
k=1

zk.

Poznámka 1.16. Výše uvedená definice nám zajǐst’uje, že nekonečný součin má podobné vlast-
nosti jako nekonečný součet. Hodnota výsledného součinu p nekonečného součinu záviśı na hod-
notách všech člen̊u. Konvergence a divergence je však nezávislá na hodnotách konečného počtu
člen̊u.

Pro jednodušš́ı zápis následuj́ıćıch vět si zaved’me značeńı zn = 1 + wn

Lemma 1.17 (viz [2, str. 28]). Pokud pro posloupnost reálných č́ısel (wn) plat́ı wn > 0, pro
n = 1, 2, . . . , pak

+∞∏
n=1

(1 + wn) konverguje ⇔
+∞∑
n=1

wn konverguje. (1.22)
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Definice 1.18 (Absolutńı konvergence nekonečného součinu viz [2, str. 28]). Řekneme, že ne-
konečný součin

+∞∏
n=1

zn

konverguje absolutně právě tehdy, když konverguje nekonečný součin

+∞∏
n=1

(1 + |wn|) (1.23)

neboli když konverguje nekonečný součin

+∞∏
n=1

(1 + |zn − 1|) . (1.24)

Věta 1.19 (viz [2, str. 28]). Pro posloupnost komplexńıch č́ısel (wn) plat́ı

+∞∏
n=1

(1 + wn) konverguje absolutně ⇔
+∞∑
n=1

(1 + |wn|) konverguje. (1.25)

Věta 1.20 (viz [2, str. 29]).

(a) Absolutně konvergentńı nekonečný součin je konvergentńı.

(b) Konvergence a hodnota absolutně konvergentńıho součinu je nezávislá na pořad́ı člen̊u ne-
konečného součinu.

1.4 Nekonečné součiny funkćı

Mějme posloupnost funkćı (fn) = (f1, f2, . . . ), které jsou definované a konečné na neprázdné
množině Ω ⊂ C*. Pak řekneme, že

pn(z) =

n∏
k=1

fk(z) = f1(z)f2(z) . . . fn(z) (1.26)

je n-tým částečným součinem. A zápisem

+∞∏
n=1

fn(z) = f1(z)f2(z) . . . (1.27)

označme nekonečný součin.

Definice 1.21 (Bodová konvergence nekonečného součinu funkćı, viz [2, str. 31]). Řekneme, že
nekonečný součin funkćı konverguje bodově na množině Ω1 ⊂ Ω právě tehdy, když pro každý bod
z0 ∈ Ω1 konverguje nekonečný součin č́ısel

+∞∏
n=1

fn(z0). (1.28)

Řekneme, že nekonečný součin funkćı diverguje na množině Ω1 ⊂ Ω právě tehdy, když pro
jakýkoli bod z0 ∈ Ω1 diverguje nekonečný součin č́ısel

+∞∏
n=1

fn(z0). (1.29)
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Konverguje-li nekonečný součin funkćı

+∞∏
n=1

fn(z) na množině Ω1 ⊂ Ω a p je konečná komplexńı

funkce definovaná na Ω1 taková, že plat́ı

+∞∏
n=1

fn(z) = p(z), ∀z ∈ Ω1,

pak řekneme, že nekonečný součin funkćı konverguje bodově k funkci p na množině Ω1.



Kapitola 2

Konformńı zobrazeńı

Teorie konformńıch zobrazeńı je jednou z nejd̊uležitěǰśıch oblast́ı komplexńı analýzy, která má
mnoho aplikaćı v teorii řešeńı elektrostatického pole a hydrodynamiky.

2.1 Definice konformńıho zobrazeńı

Definice 2.1 (Konformńı zobrazeńı, viz [4, str. 133]). Funkce f je konformńı v bodě z0 ∈ C*,
pokud plat́ı

(a) funkce f je spojitá v bodě z0,

(b) funkce f zachovává orientované úhly sevřené křivkami, které vycházej́ı z bodu z0.

Věta 2.2 (Postačuj́ıćı podmı́nka konformnosti, viz [4, str. 134]). Mějme funkci f , jež je v bodě
z0 ∈ C holomorfńı a plat́ı f ′(z0) 6= 0. Pak je funkce f konformńı v bodě z0.

Věta 2.2 je pouze postačuj́ıćı podmı́nkou konformnosti, my však v následuj́ıćım textu budeme
pod pojmem konformnost v bodě automaticky předpokládat, že zobrazeńı splňuje předpoklady
věty 2.2.
Zat́ım máme definované konformńı zobrazeńı pouze v konečných bodech a v bodech, ve kterých
funkce f nabývá konečné hodnoty. Z tohoto d̊uvodu je vhodné konformńı zobrazeńı dále dodefi-
novat pro nevlastńı body a póly, tyto body budeme nazývat kritické body konformńıho zobrazeńı.

Lemma 2.3 (viz [4, str. 135]). Řekneme, že funkce f : w = f(z) je konformńı

(a) ve vlastńım pólu z0 ∈ C, právě když je v bodě z0 konformńı zobrazeńı g(z) =
1

f(z)
,

(b) v nevlastńım bodě z0 = ∞, ve kterém nabývá konečné hodnoty, právě když je v bodě t = 0
konformńı zobrazeńı h : w = f(t), kde t = 1

z ,

(c) v nevlastńım pólu z0 = ∞, právě když je v bodě t = 0 konformńı zobrazeńı h : w =
1

f(t)
, kde

t = 1
z .

Nyńı zavedeme pojem konformnosti na oblasti.

Definice 2.4 (Konformńı zobrazeńı oblasti, viz [4, str. 136]). Řekneme, že funkce f je konformńı
na oblasti Ω ⊂ C* právě tehdy, když je prostá a spojitá na oblasti Ω a konformńı v každém bodě
oblasti Ω.

Nyńı si ukažme jak lze zobrazit horńı polorovinu komplexńı roviny na nekonečný polopás
pomoćı konformńıho zobrazeńı.

13
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Př́ıklad 2.5. Mějme oblast Ω = {z ∈ C : Im z > 0}, s hranićı ∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2 ∪ ∂Ω3, kde

∂Ω1 = {z ∈ C : Im(z) = 0 ∧ Re(z) ≤ −1} ,

∂Ω2 = {z ∈ C : Im(z) = 0 ∧ Re(z) ≥ 1} ,

∂Ω3 = {z ∈ C : Im(z) = 0 ∧ −1 < Re(z) < 1} .

(2.1)

Obrázek 2.1: Znázorněńı oblast́ı z př́ıkladu 2.5. Původńı oblast (vlevo) a oblast po zobrazeńı
pomoćı funkce arcsin (vpravo).

Nyńı ukážeme, že funkce arcsin zobraźı horńı polorovinu na nekonečný polopás. Komplexńı
funkce Arcsin je definovaná jako inverzńı funkce k funkci sin, tj. funkce Arcsin z = {w ∈ C : sinw = z}.
Tuto nekonečně-značnou funkci lze vyjádřit ve tvaru

Arcsin(z) = −i Ln(iz +
√

1− z2).

Nyńı vyjádř́ıme hlavńı hodnotu funkce Arcsin

arcsin(z) = −i ln(iz + (
√

1− z2)1),

kde (
√

1− z2)1 je jednou z větv́ı druhé odmocniny ve tvaru

(
√

1− z2)1 =
√
|1− z2|ei arg(1−z2) =

√
|1− z2|e i

2 arg(1−z2).

Můžeme tedy funkci arcsin zapsat ve tvaru

arcsin(z) = −i ln(iz +
√
|1− z2|e i

2 arg(1−z2)),

kterou budeme považovat za naše konformńı zobrazeńı f .
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Pro reálnou část funkce f můžeme psát

Re(f(z)) = u(z) = Re(−i(ln |iz +
√
|1− z2|e i

2 arg(1−z2)|+ i arg(iz +
√
|1− z2|e i

2 arg(1−z2)))) =

arg(iz +
√
|1− z2|e i

2 arg(1−z2)).

A pro imaginárńı část funkce f můžeme psát

Im(f(z)) = v(z) = Im(−i(ln |iz +
√
|1− z2|e i

2 arg(1−z2)|+ i arg(iz +
√
|1− z2|e i

2 arg(1−z2)))) =

− ln |iz +
√
|1− z2|e i

2 arg(1−z2)|.

Nyńı prošetřeme chováńı funkce f pro body z hranice oblasti Ω. Budeme tedy v této části odvozeńı
uvažovat z ∈ R.

Pro hodnoty mezi −1 a 1 se arcsin chová stejně jako v reálných č́ıslech. Funkce u tedy nabývá

všech hodnot mezi −π
2

a
π

2
a funkce v je nulová.

Nyńı prošetř́ıme chováńı funkce u pro hodnoty z > 1 a z < −1, pro které dostáváme u(z) =

arg(iz +
√
|1− z2|e i

2 (π)) = arg(iz + i
√
|1− z2|). Jelikož |z| >

√
z2 − 1, dostáváme

1. u(z) =
π

2
, pro z > 1,

2. u(z) = −π
2

, pro z < −1.

Dále lze ukázat, že funkce v nabývá kladných hodnot na horńı polorovině komplexńı roviny, a
tedy funkce f zobraźı horńı polorovinu (oblast Ω) komplexńı roviny na polopás v horńı polorovině
komplexńı roviny (oblast D) (viz obr. 2.1). Hranice ∂Ω1, ∂Ω2 a ∂Ω3 se zobraźı na ∂D1, ∂D2 a ∂D3.

Pro lepš́ı geometrickou představu zobrazeńı f si zaved’me dvě funkce g(u, v) = u a h(u, v) = v,
jejichž hladiny tvoř́ı ortogonálńı systém křivek na oblasti D. Pro nalezeńı vzor̊u hladin funkce g
a h v oblasti Ω nám stač́ı nalézt hladiny reálné a imaginárńı části funkce f (viz obr. 2.1), jelikož
u = Re f a v = Im f .

2.2 Invariantnost Laplaceovy rovnice

V kapitole 1 jsme ukázali souvislost mezi holomorfnost́ı komplexńı funkce a harmoničnost́ı jej́ıch
složek. Ukázali jsme si, jak lze této souvislosti využ́ıt pro řešeńı Laplaceovy rovnice. Použit́ı této
souvislosti dále rozšǐruje následuj́ıćı věta.

Obrázek 2.2: Zobrazeńı oblasti Ω na oblast Ω1 pomoćı funkce f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)).

Věta 2.6 (Invariantnost Laplaceovy rovnice v̊uči konformńımu zobrazeńı ). Mějme

(a) oblasti Ω,Ω1 ⊂ C,
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(b) funkci f , jež je konformńı na oblasti Ω (tj. pro ∀z ∈ Ω: f ′(z) 6= 0) a plat́ı f(Ω) = Ω1,

(c) funkci g, jež je harmonická na oblasti Ω.

Pak funkce h, splňuj́ıćı rovnost h(f(z)) = g(z) pro ∀z ∈ Ω, je harmonická na oblasti Ω1.

D̊ukaz. Rozepǐsme si funkci f na reálnou a imaginárńı část f = u+ iv.
Mějme funkci h, pro kterou plat́ı ∀z ∈ Ω : h(f(z)) = g(z). Ukážeme, že plat́ı

∆xyg = |f ′|2∆uvh na Ω,

kde ∆xyg = gxx + gyy a ∆uvh = huu + hvv. Nyńı vyjádř́ıme prvńı parciálńı derivace.

gx(x, y) = (h(f(x, y)))x = h(u(x, y), v(x, y))x = huux + hvvx.

gy(x, y) = huuy + hvvy.

Nyńı vyjádř́ıme druhou parciálńı derivaci dle proměnné x.

gxx = (huux + hvvx)x = (huuux + huvvx)ux + huuxx + (hvuvx + hvvvx)vx + hvvxx =

huuu
2
x + huvuxvx + huuxx + hvuuxvx + hvvv

2
x + hvvxx.

Obdobně vyjádř́ıme druhou parciálńı derivaci dle proměnné y.

gyy = huuu
2
y + huvuyvy + huuyy + hvuuyvy + hvvv

2
y + hvvyy.

Nyńı vyjádřeme vztah mezi ∆xyg(x, y) a ∆uvh(u, v).

∆xyg(x, y) =

huu(u2
x + u2

y) + hvv(v
2
x + v2

y) + hu(uxx + uyy) + hv(vxx + vyy)+

+ huv(uxvx + uyvy) + hvu(uxvx + uyvy).

Nyńı využijeme C-R podmı́nky (1) a (2), jelikož je funkce f holomorfńı, plat́ı uxx + uyy = vxx +
vyy = 0. Můžeme tedy psát

∆xyg = guu + gyy =

huu(u2
x + u2

y) + hvv(u
2
x + u2

y) + hvu(2(uxvx − uxvx)) + hu(uxx + uyy) + hv(vxx + vyy) =

(huu + hvv)(u
2
x + u2

y).

Což lze zapsat ve tvaru ∆xyg(x, y) = ∆u,vh(u, v) |f ′(x, y)|2.
Dostáváme tedy vztah mezi ∆uvh a ∆xyg, jelikož dále plat́ı, že funkce |f ′|2 je vždy nenulová (to
plyne z nenulovosti derivace funkce f), můžeme psát

∆uvh(u, v) =
∆xyg(x, y)

|f ′(x, y)|2
.

A tedy ∆g = 0 na oblasti Ω právě tehdy, když ∆h = 0 na oblasti Ω1.

2.3 Konformnost Möbiovy transformace

V poznámce 1.10 jsme ukázali, že funkce ve tvaru Möbiovy transformace je zobrazeńım C* na C*.
Z vyjádřeńı derivace Möbiovy transformace

f ′(z) =
a(cz + d)− c(az + b)

(cz + d)2
=

ad− bc
(cz + d)2

(2.2)

je patrné, že Möbiova transformace má ve všech bodech, s výjimkou jednoho či dvou kritických
bod̊u, v C* nenulovou derivaci. Pomoćı lemmatu 2.3 lze dodefinovat konformnost v kritických
bodech Möbiovy transformace. Möbiova transformace je tedy konformńım zobrazeńım C* na C*.
Jde ovšem dokázat i opačné tvrzeńı (viz [6, str. 462]), a to že Möbiova transformace je jediným
konformńım zobrazeńım C* na C*.
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Obrázek 2.3: Zobrazeńı oblasti D na oblast H, kde ∞ = w3 = f(z3).

Př́ıklad 2.7. Mějme jednotkovou kružnici C se středem v počátku, pak označme D = IntC. Dále
označme horńı polorovinu komplexńı roviny w© jako H.
Najděme zobrazeńı f , které zobraźı D na H. Snadno lze ukázat, že pro funkci ve tvaru

w = f(z) =
z − z1

z − z3

z2 − z3

z2 − z1
, kde z1 6= z2 6= z3

plat́ı

w1 = f(z1) = 0,

w2 = f(z2) = 1,

w3 = f(z3) =∞.

Pomoćı Möbiovy transformace tedy můžeme zobrazit tři libovolné body na body 0, 1,∞.
Nyńı zvolme z1 = 1, z2 = i, z3 = −1. Dostáváme funkci ve tvaru

w = f(z) =
z − 1

z − (−1)

i− (−1)

i− 1
= −i

z − 1

z + 1
.

Funkci f můžeme rozepsat do tvaru

f(z) = −i(− 2

z + 1
+ 1) = i(

2

z + 1
− 1),

a tedy funkci f vyjádřit jako složenou funkci f = f5 ◦f4 ◦f3 ◦f2 ◦f1, kde f1(z) = z+ 1, f2(z) = 1
z ,

f3(z) = 2z, f4(z) = z−1 a f5(z) = iz. Funkce f1 představuje posunut́ı, f2 inverzi, f3 stejnolehlost,
f4 druhé posunut́ı a f5 rotaci.
Jelikož, dle věty 1.14, Möbiova transformace zobraźı zobecněnou kružnici na zobecněnou kružnici,
body z0, z1, z2 lež́ı na kružnici a body 0, 1,∞ na př́ımce, zobraźı funkce f kružnici C na reálnou
osu. Jelikož dále plat́ı f(0) = i, funkce f zobraźı D na H. Na obr. 2.4 můžeme vidět zobrazeńı
hladin reálné a imaginárńı části funkce g(z) = ln(z) z H na D pomoćı funkce f−1. Inverzńı funkce
k funkci f jistě existuje, a je také Möbiovou transformaćı, jelikož Möbiova transformace je grupou
(viz př́ıloha A).

Dále lze ukázat, že funkce f zobraźı p̊ulkruh v horńı polorovině komplexńı roviny na prvńı
kvadrant komplexńı roviny. Jelikož plat́ı f(0) = i, funkce f zobraźı př́ımku procházej́ıćı body
−1, 0, 1 na př́ımku procházej́ıćı body ∞, i, 0. A tedy funkce f zobraźı reálnou osu v rovině z© na
imaginárńı osu v rovině w©. Jelikož plat́ı f(i) = 1, zobraźı funkce f horńı polorovinu roviny z© na
pravou polorovinu roviny w©. A tedy část kruhu lež́ıćı v horńı polorovině roviny z© se zobraźı na
prvńı kvadrant roviny w©.
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Obrázek 2.4: Zobrazeńı hladin harmonické funkce g(z) = ln |z| (hnědé křivky) a kolmé křivky na
hladiny (hnědé křivky) z oblasti H na oblast D pomoćı funkce f−1. G = f−1 ◦ g.

Věta 2.8 (viz [6, str. 467]). Möbiova transformace zobraźı jednotkový kruh v počátku D na sebe
právě tehdy, když je ve tvaru

f(z) = eiα z − ζ
zζ − 1

,

kde α ∈ R, ζ ∈ D .

V př́ıkladu 1.7 jsme si ukázali, jak řešit Laplaceovu rovnici na oblasti, jej́ıž hranice jsou dvě
soustředné kružnice. V následuj́ıćım př́ıkladu ukážeme, jak řešit pomoćı věty 2.6 a 2.8 Laplaceovu
rovnici na oblasti, jej́ıž hranice jsou dvě nesoustředné kružnice C1, C2, pro které plat́ı C2 ⊂ IntC1.
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Obrázek 2.5: Zobrazeńı oblasti Ω na mezikruž́ı D.
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Př́ıklad 2.9. Řešme tuto okrajovou úlohu


∆U(z) = 0 , pro z ∈ Ω,

U(z) = U1 , pro z ∈ ∂Ω1,

U(z) = U2 , pro z ∈ ∂Ω2,

(2.3)

kde

Ω =

{
z ∈ C : |z −

√
3

4
| >
√

3

4
∧ |z| < 1

}
,

∂Ω1 =

{
z ∈ C : |z −

√
3

4
| =
√

3

4

}
,

∂Ω2 = {z ∈ C : |z| = 1} .

(2.4)

Př́ıklad budeme řešit pomoćı převedeńı oblasti Ω na mezikruž́ı D. Dle věty 2.8 zobraźı funkce

f(z) = eiα
z − ζ
zζ − 1

oblast D na D. Jelikož je funkce f ve tvaru Möbiovy transformace, jde o kon-

formńı zobrazeńı. Člen eiα představuje pouze rotaci. Jelikož potřebujeme naš́ı kružnici ∂Ω1 pouze

posunout budeme hledat funkci f ve tvaru f(z) =
z − ζ
zζ − 1

. Abychom zobrazili kružnici ∂Ω1 na

kružnici v počátku, zobraźıme bod

√
3

2
na −C a bod 0 na C, kde C ∈ (0, 1). Dostáváme tedy

soustavu rovnic

√
3

2
− ζ

√
3

2
ζ − 1

= −C (2.5)

−ζ
−1

= C. (2.6)

Po sečteńı rovnic (2.5) a (2.5) dostáváme

√
3

2
− ζ

√
3

2
ζ − 1

+ ζ =

√
3

2 |ζ|
2 − 2ζ +

√
3

2√
3

2
ζ − 1

= 0.

Řeš́ıme tedy rovnici
√

3
2 |ζ|

2−2ζ+
√

3
2 = 0. Z rovnice je vidět, že ζ je reálné č́ıslo, a tedy dostáváme

rovnici ve tvaru
√

3

2
ζ2 − 2ζ +

√
3

2
= 0,

jej́ıž řešeńım je ζ ∈
{

1√
3
,
√

3

}
. Nás zaj́ımá pouze řešeńı, pro které plat́ı |ζ| < 1, a tedy dostáváme

ζ =
1√
3

.

A po dosazeńı
1√
3

do (2.5) dostáváme C =
1√
3

. Máme tedy konformńı zobrazeńı w = f(z) =
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z − 1√
3

z 1√
3
− 1

=

√
3z − 1

z −
√

3
, které zobraźı oblast Ω na mezikruž́ı D, ve tvaru

D =

{
w ∈ C :

1√
3
< |w| < 1

}
,

∂D1 =

{
w ∈ C : |w| = 1√

3

}
,

∂D2 = {w ∈ C : |w| = 1} .

Z př́ıkladu 1.7 v́ıme, že reálná část holomorfńı funkce g(w) = C1 lnw+C2 je radiálně symetrická,
a tedy řeš́ı Laplaceovu rovnici na oblasti D. Po zohledněńı okrajových podmı́nek dostáváme

U1 = C1 + C2 ln

(
1√
3

)
= C1 − C2 ln

(√
3
)
,

U2 = C1 + C2 ln(1) = C1.

(2.7)

A po vyřešeńı soustavy dostáváme
C1 = U2,

C2 =
U2 − U1

ln
(√

3
) .

Dostáváme tedy holomorfńı funkci na oblasti D v proměnné w,

g(w) = U2 +
U2 − U1

ln
(√

3
) lnw.

Nyńı se můžeme vrátit k proměnné z

g(f(z)) = U2 +
U2 − U1

ln
(√

3
) ln

z
√

3− 1

z −
√

3
.

A tedy reálná část funkce g(f(z)) řeš́ı naš́ı okrajovou úlohu (to plyne z věty 2.6) a hladiny ima-
ginárńı části tvoř́ı systém ortogonálńıch křivek na hladiny reálné části.

Z př́ıkladu je vidět, že jedno z d̊uležitých použit́ı konformńıho zobrazeńı je převedeńı složité
oblasti, na které neumı́me vyřešit danou úlohu, na jednodušš́ı (vhodněǰśı) oblast.



Kapitola 3

Schwarzova–Christoffelova
transformace

V této kapitole uvedeme Schwarzovu–Christoffelovu transformaci (zkráceně jen SC transformaci),
pomoćı které lze konformně zobrazit horńı polorovinu komplexńı roviny na vnitřek libovolného po-
lygonu. Hlavńı čast́ı této kapitole bude samotný d̊ukaz Schwarzovy–Christoffelovy věty. Nejdř́ıve
zavedeme značeńı pro úsečky, zobecněné úsečky a polygony. Poté uvedeme několik vět, které bu-
deme potřebovat pro dokázáńı Schwarzovy–Christoffelovy věty. Na konci kapitoly uvedeme některá
zobecněńı této věty a uvedeme př́ıklad tohoto zobrazeńı. Nyńı zavedeme značeńı pro úsečku a zo-
becněnou úsečku.

Definice 3.1. Mějme dva body x, y ∈ C,

(a) pak zápisem Jx, yK budeme rozumět množinu bod̊u, Jx, yK = {(1− t)x+ ty : t ∈ [0, 1]},

(b) a zápisem Kx, yJ budeme rozumět množinu bod̊u, Kx, yJ= {(1− t)x+ ty : t ∈ Rr(0, 1)}∪{∞}.

Definice 3.2 (Polygonálńı oblast). Polygonálńı oblast́ı v komplexńı rovině nazveme jednoduše
souvislou oblast G ⊂ C, jej́ıž hranice je jednoduchá uzavřená křivka Γ ⊂ C, jež je složená z
konečného počtu úseček Γk (k = 1, 2, . . . , n;n ≥ 3).

Poznámka 3.3. Pro snazš́ı orientaci si zavedeme následuj́ıćı pojmy (viz obr. 3.1 ):

(a) uzávěr množiny G = G ∪ Γ nazveme polygon,

(b) úsečky Γk = Jwk, wk+1K, pro k = 1, 2, . . . , n− 1 a Γn = Jwn, w1K nazveme stranami polygonu
a wk nazveme vrcholy polygonu,

(c) αk nazveme koeficienty úhl̊u o velikosti αkπ, kde αk ∈ (0, 2), které odpov́ıdaj́ı vrchol̊um wk,

(d) pro součet úhl̊u v polygonu o n vrcholech plat́ı

n∑
k=1

αk = n− 2. (3.1)

3.1 Schwarzova–Christoffelova věta

Nyńı uvedeme několik vět, které použijeme v d̊ukazu Schwarzovy–Christoffelovy věty.

Věta 3.4 (Princip přǐrazeńı hranic, viz [1, str. 200]). Mějme dvě jednoduše souvislé oblasti P a S.
Necht’ hranice těchto množin ∂P a ∂S jsou jednoduché uzavřené křivky. Pak libovolné konformńı
zobrazeńı f oblasti P na oblast S lze spojitě rozš́ıřit na P tak, že toto spojité rozš́ıřeńı funkce f je
spojité a prosté na množinu S.

21
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Obrázek 3.1: Polygon s vrcholy wk, stranami Γk a úhly o velikostech παk.

Daľśı větou je Schwarz̊uv princip zrcadleńı, který nám umožňuje analyticky prodloužit funkci
přes úsečku, polopř́ımku či př́ımku. Jelikož má tato věta mnoho předpoklad̊u, uvedeme je pro
přehlednost před větou (viz obr. 3.2).

(P1) Mějme př́ımku, polopř́ımku či úsečku p a oblasti G,G∗ ⊂ C, pro které plat́ı, že oblast G∗

je symetrická s oblast́ı G podle p a plat́ı p ⊂ ∂G ∧ p ⊂ ∂G∗. Dále označme z∗ bod, jenž je
symetrický s bodem z podle p.

(P2) Na G ∪ p je definována funkce f , jež je spojitá na G ∪ p a holomorfńı na G. Dále pro funkci
f plat́ı, že obraz p lež́ı na př́ımce (neboli q = f(p) lež́ı na př́ımce).

(P3) Na G∗ ∪ p je definována funkce f∗, pro kterou plat́ı: ∀z ∈ p : f(z) = f∗(z). Dále pro každý
bod z∗ ∈ G∗ plat́ı, že f∗(z∗) je symetrický s f(z) podle q.

Věta 3.5 (Schwarz̊uv princip zrcadleńı, viz [2, str. 66] ). Předpokládejme, že plat́ı (P1), (P2) a
(P3), pak funkce f∗ je analytickým prodloužeńım funkce f z oblasti G do oblasti G∗ přes p. A tedy
funkce

F (z) =

{
f(z) pro z ∈ G ∪ p,
f∗(z) pro z ∈ G∗.

(3.2)

je holomorfńı na G ∪ p ∪G∗.

Obrázek 3.2: Schwarz̊uv princip zrcadleńı.

Věta 3.6 (Liouvilleova věta, viz [6, str. 292]). Je-li f holomorfńı a omezená na C, pak je funkce
f konstantńı.

D̊ukaz. Funkce f je dle předpoklad̊u věty omezená na C, a tedy pro ńı plat́ı

∃K > 0 ∀z ∈ C : |f(z)| < K. (3.3)
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Nyńı pro libovolné ζ ∈ C zvolme R ∈ R tak, že plat́ı R > |ζ|. A uvažujme křivku C s parametrizaćı
ϕ(t) = 2Reit, t ∈ [0, 2π].

S využit́ım Cauchyho integrálńıho vzorce vyjádř́ıme hodnotu f ′(ζ) pomoćı funkčńıch hodnot
funkce f na kružnici C. Dostáváme tedy vyjádřeńı hodnoty f ′(ζ) ve tvaru

f ′(ζ) =
1

2πi

∫
C

f(z)

(z − ζ)2
dz. (3.4)

Dále odhadneme shora absolutńı hodnotu f ′(z) pomoćı suprema funkce f a délky křivky C

|f ′(ζ)| = 1

2π

∣∣∣∣∫
C

f(z)

(z − ζ)2
dz

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
sup
z∈C

(
|f(z)|
|(z − ζ)|2

)
l(C), (3.5)

kde l(C) je obvod kružnice C.
Jelikož plat́ı (3.3) a |z − ζ| > R pro libovolné z ∈ C, můžeme psát

|f ′(ζ)| ≤ 1

2π
sup
z∈C

(
K

R2

)
4πR =

1

2π

K

R2
4πR = 2

K

R
. (3.6)

Jelikož R je libovolné reálné č́ıslo, pro které plat́ı R > |ζ|, lze ho zvyšovat nade všechny meze, a
tedy můžeme přej́ıt v (3.6) k limitě, č́ımž dostáváme

lim
R→+∞

|f ′(ζ)| = 0, (3.7)

což znamená, že funkce f má v libovolném bodě ζ ∈ C nulovou derivaci, a tedy je v C konstantńı.

Pro snazš́ı ověřeńı holomorfnosti v bodě ∞ uvedeme následuj́ıćı lemma.

Lemma 3.7 (Holomorfnost funkce v nekonečnu, viz [6, str. 323]). Funkce f je holomorfńı v bodě
∞ právě tehdy, když

(a) existuje takové prstencové okoĺı P (∞), že funkce f je holomorfńı v P (∞),

(b) je spojitá v bodě ∞,

(c) hodnota f(∞) je konečná.

Věta 3.8 (Schwarzova-Christoffelova věta). Mějme funkci f : w = f(z), jež konformně zobraźı
horńı polorovinu komplexńı roviny na polygonálńı oblast G, jež je vnitřkem polygonu, který má
vrcholy w1, w2, . . . , wn ∈ C (n ≥ 3) s úhly α1π, α2π, . . . , αnπ, kde αk ∈ (0, 2), pro každé k =
1, 2, . . . , n. Dále předpokládejme, že vrcholy w1, w2, . . . , wn jsou obrazy bod̊u a1, a2, . . . , an ∈ R,
pro které plat́ı −∞ < a1 < a2 < · · · < an < +∞. Pak pro libovolné konečné komplexńı č́ıslo z0,
pro které plat́ı Im(z0) ≥ 0, existuj́ı konstanty A,C ∈ C takové, že pro každé z ∈ H plat́ı

f(z) = A+ C

∫ z

z0

(z − a1)α1−1(z − a2)α2−1 . . . (z − an)αn−1dz. (3.8)

D̊ukaz. Hledáme konformńı zobrazeńı, čili funkci f : w = f(z), která je holomorfńı na H a ∀z ∈
H : f ′(z) 6= 0, které zobraźı H na vnitřek polygonu (viz obr. 3.3). Dále dle věty o přǐrazeńı hranic
(věta 3.4) plat́ı, že reálná osa, jež je hranićı oblasti H, se zobraźı na hranici ∂G polygonálńı oblasti
G a funkci f lze spojitě rozš́ı̌rit na uzávěr oblasti H = {z ∈ C : Im(z) ≥ 0} ∪ {∞}. Dále označme
body a1, a2, . . . , an ∈ R jako vzory vrchol̊u polygonu w1, w2, . . . , wn ∈ C. Pak plat́ı, že úsečky
Λ1 = Ja1, a2K,Λ2 = Ja2, a3K, . . . ,Λn−1 = Jan−1, anK a množinu Λn =Kan, a1J zobraźı na úsečky, jež
představuj́ı strany polygonu Γ1 = Jw1, w2K,Γ2 = Jw2, w3K, . . . ,Γn = Jwn, w1K.

Nyńı prošetřeme, na jakou oblast lze pomoćı Schwarzova principu zrcadleńı (viz věta 3.5)
rozš́ı̌rit funkci f (viz obr. 3.4). Nejprve prodlužme funkci f přes Λ1 na dolńı polorovinu, kterou
označme H∗. To lze, jelikož Λ1 i Γ1 jsou úsečky. T́ımto jsme k funkci f , jež je definována na H,
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Obrázek 3.3: Zobrazeńı oblasti H na vnitřek polygonu G.

vytvořili funkci f∗1 , jež je analytickým prodloužeńım funkce f z H na H∗ přes Λ1. Máme tedy
funkci

F1(z) =

{
f(z) pro z ∈ H∪(a1, a2),

f∗1 (z) pro z ∈ H∗,
(3.9)

jež je holomorfńı na H∪(a1, a2) ∪H∗.

Obrázek 3.4: Zobrazeńı H na G pomoćı funkce f a zobrazeńı oblasti H∗ na oblasti G∗k pomoćı
funkćı f∗k .

Na H∗ máme tedy definovanou holomorfńı funkci f∗1 , kde pro ∀z0 ∈ H plat́ı, že b = f(z0) je
symetrický s bodem b∗1 = f∗1 (z∗0), kde z∗0 = z0, dle př́ımky procházej́ıćı body w1 a w2. Funkce f∗1
tedy zobraźı H∗ na polygonálńı oblast G∗1, jež je symetrická s G dle strany Γ1.
Obdobně lze prodloužit f dle libovolné Λk na H∗, č́ımž dostáváme pro k = 1, 2, . . . , n− 1 funkci

Fk(z) =

{
f(z) pro z ∈ H∪(ak, ak+1),

f∗k (z) pro z ∈ H∗,
(3.10)

a pro k = n funkci

Fk(z) =

{
f(z) pro z ∈ H∪(−∞, a1) ∪ (an,+∞) ∪ {∞},
f∗k (z) pro z ∈ H∗,

(3.11)
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kde f∗k je analytickým prodloužeńım funkce f přes Λk. Funkce f∗k zobraźı H∗ na polygonálńı oblast
G∗k, jež je symetrická s G dle strany Γk. Nyńı označme F ∗ jako n-značnou funkci, jej́ımiž větvemi
jsou jednoznačné funkce f∗1 , f

∗
2 , . . . , f

∗
n

Na H máme tedy definovanou jednoznačnou holomorfńı funkci f a na H∗ máme n-značnou funkci
F ∗, jej́ıž větve jsou holomorfńımi funkcemi na H∗. Pro libovolné dvě větve f∗i , f

∗
j funkce F ∗ plat́ı,

že funkce f∗i , f
∗
j zobraźı H∗ na polygony, které jsou v̊uči sobě pouze otočeny a posunuty. Pro

libovolné funkce f∗i , f
∗
j tedy existuj́ı takové konstanty α ∈ R a C ∈ C, že plat́ı

f∗i (z) = eiαf∗j (z) + C. (3.12)

Nyńı uvažujme funkci ϕ ve tvaru ϕ(z) =
f ′′(z)

f ′(z)
. Funkce ϕ je dobře definována, jelikož funkce f

je konformńım zobrazeńı, a tedy f ′(z) 6= 0, pro ∀z ∈ H. Funkce ϕ je samozřejmě jednoznačnou
funkćı na Hr {a1, a2, . . . , an}. Nyńı ukážeme, že ϕ je jednoznačnou funkćı i na H∗. Pro libovolné
dvě funkce f∗i , f

∗
j dostáváme dle (3.12)

f∗
′

i = eiαf∗
′

j ,

f∗
′′

i = eiαf∗
′′

j .

A tedy plat́ı

f∗
′′

i

f∗
′
i

=
eiα

eiα

f∗
′′

j

f∗
′
j

=
f∗
′′

j

f∗
′
j

.

T́ımto jsme ukázali, že funkce ϕ je nezávislá na volbě větve funkce F ∗, a tedy je jednoznačná a
holomorfńı na Cr{a1, a2, . . . , an}.

Nyńı zbývá prošetřit chováńı funkce ϕ v problematický bodech a1, a2, . . . , an. V následuj́ıćım
textu ukážeme, že a1, a2, . . . , an jsou izolovanými singulárńımi body, a to jednoduchými póly.

Obrázek 3.5: Zobrazeńı kruhové výseče na p̊ulkruh v počátku.

Uvažujme kružnici opsanou kolem libovolného vrcholu wj o dostatečně malém poloměru, aby v
jej́ım vnitřku neležel žádný daľśı vrchol polygonu. Pak jako pr̊unik vnitřku této kružnice a oblasti
G vznikne kruhová výseč Gj . Pak plat́ı, že funkce hj : t = hj(w) ve tvaru

hj(w) = (w − wj)
1
αj (3.13)

zobraźı kruhovou výseč Gj na p̊ulkruh se středem v počátku.
Nyńı zavedeme složenou funkci fj , jež vznikne složeńım funkćı f a hj . Dostáváme tedy funkci

ve tvaru
fj(z) = hj(f(z)) = (f(z)− f(zj))

1
αj . (3.14)
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Nyńı uvažujme oblast gj v horńı polorovině roviny z©, pro kterou plat́ı, že jej́ı hranice ∂gj obsahuje
interval (za, zb) z reálné osy, přičemž plat́ı ∃!j : aj ∈ (za, zb). Pak funkce fj zobraźı oblast gj na
podmnožinu p̊ulkruhu se středem v t = 0.

Obrázek 3.6: Zobrazeńı oblasti v rovině z© na oblast v rovině t©.

Funkce fj je spojitá na uzávěru gj a obrazem úsečky (za, zb) je opět úsečka, a tedy můžeme
použ́ıt Schwarz̊uv princip zrcadleńı, d́ıky kterému můžeme funkci fj analyticky prodloužit do dolńı
polorovinu komplexńı roviny. Funkce fj je tedy holomorfńı na okoĺı bodu aj , a tedy ji lze rozvinout
do Taylorovy řady ve tvaru

fj(z) = b1(z − aj) + b2(z − aj)2 + b3(z − aj)3 + . . . (3.15)

Nyńı vyjádř́ıme f z rovnice (3.14)

f(z) = f(zj) + (fj(z))
αj ,

f(z) = f(zj) + (z − aj)αj φ1(z), (3.16)

kde

φ1(z) = (b1 + b2(z − aj) + b3(z − aj)2 + . . . )αj

Funkce φ1 je holomorfńı v bodě aj , a tedy j́ı můžeme rozvinout v Taylorovu řadu. Dostáváme
tedy funkci f ve tvaru

f(z) = f(zj) + (z − aj)αj (c1 + c2(z − aj) + c3(z − aj)2 + . . . ) =

= f(zj) + c1(z − aj)αj + c2(z − aj)αj+1 + c3(z − aj)αj+2 + . . . (3.17)
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Nyńı si vyjádř́ıme prvńı a druhou derivaci funkce f

f ′(z) = c1αj(z − aj)αj−1 + c2(αj + 1)(z − aj)αj + c3(αj + 2)(z − aj)αj+1 + . . . ,

f ′(z) = (z − aj)αj−1
[
c1αj + c2(αj + 1)(z − aj) + c3(αj + 2)(z − aj)2 + . . .

]
,

f ′′(z) = c1αj(αj − 1)(z − aj)αj−2 + c2(αj + 1)αj(z − aj)αj−1 + c3(αj + 2)(αj + 1)(z − aj)αj + . . . ,

f ′′(z) = (z − aj)αj−2[c1αj(αj − 1) + c2(αj + 1)αj(z − aj) + c3(αj + 2)(αj + 1)(z − aj)2 + . . . ].

Nyńı vyjádř́ıme funkci ϕ v bodě aj

ϕ(z) =
f ′′(z)

f ′(z)
=

1

z − aj
φ2(z), (3.18)

kde

φ2(z) =
c1αj(αj − 1) + c2(αj + 1)αj(z − aj) + . . .

c1αj + c2(αj + 1)(z − aj) + . . .

Čitatel i jmenovatel v předpisu funkce φ2 je holomorfńı funkćı v bodě aj , z čehož plyne, že i φ2

je holomorfńı v bodě aj , a tedy můžeme funkci φ2 rozvinout v Taylorovu řadu. Funkci ϕ lze tedy
napsat tvaru

ϕ(z) =
1

z − aj
[
(αj − 1) + d1(z − aj) + d2(z − aj)2 + . . .

]
. (3.19)

Dostáváme rozvoj funkce ϕ ve tvaru Laurentovy řady se středem v bodě aj , ve kterém má izolovaný
singulárńı bod, který je jednoduchým pólem s hodnotou rezidua αj − 1. Funkce ϕ má tedy v C
pouze n jednoduchých pól̊u v bodech a1, a2, . . . , an s hodnotami rezidúı α1− 1, α2− 1, . . . , αn− 1.
Nyńı zavedeme funkci η ve tvaru

η(z) =

n∑
j=1

αj − 1

z − aj
, (3.20)

která obsahuje hlavńı části Laurentových rozvoj̊u funkce ϕ v bodech aj . Nyńı si zadefinujeme
funkci ψ ve tvaru

ψ(z) = ϕ(z)− η(z),

ψ(z) = ϕ(z)−
n∑
j=1

αj − 1

z − aj
, (3.21)

která vznikla odečteńım všech hlavńıch část́ı Laurentových rozvoj̊u funkce ϕ v okoĺı pól̊u od funkce
ϕ. Funkce ψ je tedy holomorfńı v celé komplexńı rovině, a tedy je celou funkćı.
Nyńı muśıme prošetřit vlastnosti funkce ϕ v bodě ∞. Jak už bylo dř́ıve zmı́něno, funkce f je
spojitá na uzávěru oblasti H, a tedy i v ∞. Funkce f je dále omezená, protože zprostředkovává
zobrazeńı na polygonálńı oblast. Dále je funkce f holomorfńı v prstencovém okoĺı nekonečna, a
tedy je funkce f podle lemmatu 3.7 holomorfńı v bodě ∞. Z čehož plyne, že ji můžeme rozvinout
v Taylorovu řadu se středem v bodě ∞

f(z) = m0 +
m1

z
+
m2

z2
+
m3

z3
+
m4

z4
+ . . . (3.22)

Nyńı vyjádř́ıme prvńı a druhou derivaci rozvoje funkce f v nekonečnu

f ′(z) = −m1

z2
− 2

m2

z3
− 3

m3

z4
− 4

m4

z5
+ . . . , (3.23)

f ′′(z) = 2
m1

z3
+ 6

m2

z4
+ 12

m3

z5
+ 20

m4

z6
+ . . . ,

f ′′(z) =
1

z

(
2
m1

z2
+ 6

m2

z3
+ 12

m3

z4
+ 20

m4

z5
+ . . .

)
. (3.24)
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Nyńı můžeme vyjádřit Taylor̊uv rozvoj funkce ϕ v bodě ∞

ϕ(z) =
f ′′(z)

f ′(z)
=

1

z

2
m1

z2
+ 6

m2

z3
+ 12

m3

z4
+ 20

m4

z5
+ . . .

−m1

z2
− 2

m2

z3
− 3

m3

z4
− 4

m4

z5
+ . . .

,

ϕ(z) =
1

z
φ3(z), (3.25)

kde

φ3(z) =
2m1 + 6

m2

z
+ 12

m3

z2
+ 20

m4

z3
+ . . .

−m1 − 2
m2

z
− 3

m3

z2
− 4

m4

z3
+ . . .

.

Funkce φ3(z) je holomorfńı v bodě ∞, a tedy j́ı lze rozvinout do Taylorovy řady. Jelikož plat́ı
φ3(∞) = −2 dostáváme rozvoj funkce ϕ v nekonečnu ve tvaru

ϕ(z) =
1

z

(
−2 +

n1

z
+
n2

z2
+
n3

z3
+ . . .

)
. (3.26)

Nyńı přejdeme k určeńı hodnoty funkce ψ v nekonečnu. Z rovnic (3.20) a (3.26) plyne, že η(∞) = 0
a ϕ(∞) = 0, a tedy i ψ(∞) = 0. Jelikož je ψ holomorfńı a omezenou funkćı v C, tak je podle
Liouvilleovy věty konstantńı na C.

Jelikož je funkce ψ konstantńı, plat́ı

ψ(z) = ϕ(z)−
n∑
j=1

αj − 1

z − aj
= 0. (3.27)

Můžeme tedy psát

ϕ(z) =

n∑
j=1

αj − 1

z − aj
,

f ′′(z)

f ′(z)
=

n∑
j=1

αj − 1

z − aj
. (3.28)

Nyńı provedeme integraci (3.28)∫
f ′′(z)

f ′(z)
dz =

∫ n∑
j=1

αj − 1

z − aj
dz,

ln (f ′(z)) =

n∑
j=1

(αj − 1) ln(z − aj) + C1 kde C1 ∈ R . (3.29)

Nyńı uprav́ıme rovnici (3.29) dle věty o logaritmu

ln (f ′(z)) =

n∑
j=1

ln(z − aj)αj−1 + C1. (3.30)

Jelikož součet logaritmů je roven logaritmu součinu jednotlivých člen̊u, lze rovnici (3.30) upravit
do tvaru

ln (f ′(z)) = ln

C n∏
j=1

(z − aj)αj−1

 , (3.31)
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kde C = eC1 . Rovnost logaritmů nastává právě tehdy, když se rovnaj́ı argumenty logaritmů.
Můžeme tedy rovnici (3.31) přepsat do tvaru

f ′(z) = C

n∏
j=1

(z − aj)αj−1. (3.32)

Po integraci (3.32) podle libovolné křivky lež́ıćı v H dostáváme výsledný tvar Schwarzovy -
Christoffelovy formule

f(z) = A+ C

∫ z

z0

n∏
j=1

(z − aj)αj−1dz,

f(z) = A+ C

∫ z

z0

(z − a1)α1−1(z − a2)α2−1 . . . (z − an)αn−1dz. (3.33)

3.2 SC transformace pro zobecněnou polygonálńı oblast

Nyńı zavedeme zobecněnou polygonálńı oblast a SC transformaci z H na zobecněnou polygonálńı
oblast.

Definice 3.9 (Zobecněná polygonálńı oblast). Zobecněnou polygonálńı oblast́ı v komplexńı rovině
nazveme jednoduše souvislou oblast G ⊂ C, jej́ıž hranice je uzavřená křivka Γ ⊂ C*, jež je složená
z konečného počtu úseček, př́ımek či polopř́ımek Γk(k = 1, 2, . . . , n, kde n ≥ 1).

Poznámka 3.10. Zobecněný polygon může mı́t tedy vrcholy i v bodě ∞. Dále jeho hranićı neńı
jednoduchá křivka, a tedy se dvě strany polygonu s opačnou orientaćı mohou dotýkat. Úhel αk,
který odpov́ıdá vrcholu ak v bodě ∞, se uvažuje se znaménkem mı́nus.
I u zobecněného polygonu plat́ı vztah pro součet úhl̊u ve tvaru

n∑
k=1

αk = n− 2. (3.34)

Věta 3.11 (Schwarzova-Christoffelova věta pro zobecněnou polygonálńı oblast, viz [2, str. 97]).
Mějme funkci f : w = f(z), jež konformně zobraźı horńı polorovinu komplexńı roviny H na
zobecněnou polygonálńı oblast G, jež je vnitřkem zobecněného polygonu, který má vrcholy
w1, w2, . . . , wn ∈ C (n ≥ 1) s úhly α1π, α2π, . . . , αnπ, kde αk ∈ [−2, 2) pro každé k = 1, 2, . . . , n.
Dále plat́ı, že vrcholy w1, w2, . . . , wn jsou obrazy bod̊u a1, a2, . . . , an ∈ R, pro které plat́ı −∞ <
a1 < a2 < · · · < an < +∞. Pak funkci f lze vyjádřit ve tvaru

w = f(z) = A+ C

∫ z

z0

(z − a1)α1−1(z − a2)α2−1 . . . (z − an)αn−1dz, (3.35)

kde pro libovolné komplexńı č́ıslo z0, pro které plat́ı Im(z0) ≥ 0, existuj́ı konstanty A,C ∈ C.

Poznámka 3.12. Schwarzovu–Christoffelovu větu lze dále zobecnit. Jednou z možnost́ı je uvažovat,
že jeden z bod̊u a1, a2, . . . , an je bodem v nekonečnu. Uvažujme tedy an =∞, dále předpokládejme,
že pro každé k = 1, 2, . . . , n − 1 plat́ı ak 6= 0. Pro převedeńı tohoto př́ıpadu na výše definovanou
SC transformaci (veta 3.11) použijeme zobrazeńı

ζ =
1

z
, (3.36)

které zobraźı H na H a body a1, a2, . . . , an =∞ na 1
a1
, 1
a2
, . . . , 0.
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Po této transformaci dostáváme SC formuli ve tvaru

w = A′ + C ′
∫ ζ

ζ0

(
ζ − 1

a1

)α1−1(
ζ − 1

a2

)α2−1

. . . (ζ)
αn−1

dζ, (3.37)

nyńı se vrát́ıme k proměnné z pomoćı substituce ζ =
1

z
, dζ = −dz

z2

w = A′ + C ′
∫ z

z0

(
1

z
− 1

a1

)α1−1(
1

z
− 1

a2

)α2−1

. . .

(
1

z

)αn−1(
−dz

z2

)
, (3.38)

poté z každého členu uvnitř integrálu v rovnici (3.38) vytkneme
1

zαk−1
a dostáváme

w = A′ − C ′
∫ z

z0

(
1− z

a1

)α1−1(
1− z

a2

)α2−1

. . . (1)
dz

z2−n+α1+α2+···+αn
. (3.39)

Nyńı použijeme vztah pro součet úhl̊u v polygonu (3.1), č́ımž se nám vztah zjednoduš́ı do tvaru

w = A′ − C ′
∫ z

z0

(
z

a1
− 1

)α1−1(
z

a2
− 1

)α2−1

. . .

(
z

an−1
− 1

)αn−1−1

dz, (3.40)

ve kterém zavedeme novou konstantu C ′′ ve tvaru C ′′ = − C ′

aα1−1
1 aα2−1

2 . . . a
αn−1−1
n−1

, č́ımž dostáváme

vztah pro SC transformaci

w = f(z) = A′′ + C ′′
∫ z

z0

(z − a1)α1−1(z − a2)α2−1 . . . (z − an−1)αn−1−1dz, (3.41)

který je obdobný vztahu (3.35), avšak neobsahuje posledńı člen (z − an)αn−1.

V př́ıkladu 2.5 jsme si ukázali, jak lze pomoćı konformńıho zobrazeńı zobrazit H na nekonečný
polopás. Jelikož lze nekonečný polopás chápat jako zobecněnou polygonálńı oblast s jedńım bodem
v nekonečnu, lze toto konformńı zobrazeńı hledat ve tvaru SC transformace.

Př́ıklad 3.13. Najděme zobrazeńı, které zobraźı H na vnitřek polopásu P = {w ∈ C : Imw >
0,−s < Rew < s}, kde s je libovolná reálná konstanta.
Polopás je tedy polygonálńı oblastńı s vrcholy w0 = −s, w1 = s a w2 = ∞. Z teorie konformńıho
zobrazeńı plyne, že libovolné tři vzory lze zobrazit na libovolné tři obrazy daného zobrazeńı.
Můžeme tedy body a1, a2 a a3 libovolně zvolit. Jelikož je polygon souměrný podle imaginárńı osy,
zvoĺıme i vzory vrchol̊u souměrně a0 = −1, a1 = 1 a pro jednoduchost zvoĺıme a2 = ∞, protože
dle poznámky 3.12 tento člen nebude obsažen v SC formuli. Volbu bod̊u zaṕı̌seme pro přehlednost
do tabulky.

k ak wk αk
0 -1 -s 1

2
1 1 s 1

2
2 ∞ ∞ 0

SC formule tedy nabývá tvaru

w = f(z) = A+ C

∫ z

0

(ζ + 1)
1
2−1(ζ − 1)

1
2−1dζ,

w = f(z) = A+ C

∫ z

0

1

(1− ζ2)
1
2

dζ = A+ C arcsin(z),



3.2. SC TRANSFORMACE PRO ZOBECNĚNOU POLYGONÁLNÍ OBLAST 31

Nyńı zbývá jen dopoč́ıtat konstanty A a C. Obecně muśı platit, že

wk = A+ C arcsin(ak). (3.42)

Dostáváme tedy soustavu dvou rovnic

−s = A+ C arcsin(−1) = A− Cπ
2

s = A+ C arcsin(1) = A+ C
π

2

Po vyřešeńı soustavy dostáváme

A = 0, C =
2s

π
.

A tedy můžeme zobrazeńı, jež zobraźı H na P , zapsat ve tvaru

f : f(z) = w =
2s

π
arcsin(z). (3.43)

Jelikož je tedy funkce arcsin speciálńım př́ıpadem Schwarzovy–Christoffelovy transformace, můžeme
pomoćı Schwarzova principu zrcadleńı rozš́ı̌rit arcsin i na dolńı polorovinu komplexńı roviny (viz
obr. 3.7).
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Obrázek 3.7: Zobrazeńı hladin reálné a imaginárńı části funkce arcsin.

V př́ıpadě, že hledáme zobrazeńı na polygon, jenž má v́ıce než tři vrcholy, může být nalezeńı
vhodných parametr̊u (vzor̊u ak a konstant A,C) velmi obt́ıžné. Hledáńı parametr̊u spoč́ıvá v řešeńı
soustavy n nelineárńıch rovnic ve tvaru

wk = f(ak) = A+ C

∫ ak

z0

n∏
j=1

(ζ − aj)αj−1dζ,

pro k = 1, 2, . . . , n, kde n je počet vrchol̊u.
Pro nalezeńı vhodných parametr̊u lze využ́ıt např́ıklad SC Toolbox pro Matlab, viz [14].



32 KAPITOLA 3. SCHWARZOVA–CHRISTOFFELOVA TRANSFORMACE



Kapitola 4

Zobrazeńı v́ıcenásobně souvislé
oblasti

V kapitole 3 jsme si ukázali Schwarzovu–Christoffelovu větu pro jednoduše souvislou oblast, jež
byla dokázána kolem roku 1869. V této kapitole se budeme zabývat Schwarzovou–Christoffelovou
transformaćı pro v́ıcenásobně souvislou oblast, která byla dokázána o v́ıce než 100 let později.
Darren Crowdy odvodil v roce 2005 SC formuli pro ohraničenou v́ıcenásobně souvislou oblast
(viz [11]) a v roce 2007 SC formuli pro neohraničenou v́ıcenásobně souvislou oblast (viz [12]).
Crowdy pro odvozeńı použil Schottkyho grupy a Schottky–Kleineho primárńı funkce. Později byly
odvozeny i jiné formule, kde se mı́sto Schottkyho grup využ́ıvaj́ı v́ıcenásobné reflexe kružnic, které
tvoř́ı kruhovou doménu. Tento zp̊usob je popsán a odvozen v [7], [8] a [9]. My se budeme zabývat
formuĺı, jež byla odvozena právě t́ımto zp̊usobem pro neohraničenou v́ıcenásobně souvislou oblast,
ve tvaru

f(z) = C +A

∫ z

z0

n∏
k=1

Vk∏
i=1

∞∏
j=0

ν∈σj(k)

(
ζ − ρν(zk,i)

ζ − ρν(sk)

)βk,i
dζ.

Nevýhodou formuĺı, jež byly odvozeny pomoćı Schottky–Kleineho primárńıch funkćı a v́ıcenásobných
reflex́ı kružnic, je vysoká numerická složitost, která roste exponenciálně s počtem kružnic v kru-
hové doméně a počtem prováděných reflex́ı. Z tohoto d̊uvodu se použ́ıvá také numerická me-
toda využ́ıvaj́ıćı Laurentovy rozvoje a metodu nejmenš́ıch čtverc̊u. Tento postup má polynomiálńı
složitost a je popsán v [9].

Obrázek 4.1: Zobrazeńı v́ıcenásobně souvislé oblasti pomoćı Schwarzovy–Christoffelovy transfor-
mace pro v́ıcenásobně souvislou oblast.

V této kapitole nejprve uvedeme kruhovou inverzi a v́ıcenásobnou kruhovou inverzi, kterou
budeme potřebovat ke konstrukci konformńıch zobrazeńı v́ıcenásobně souvislých oblast́ı. Pomoćı

33
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kruhové inverze zadefinujeme funkce, které zobraźı kružnici na př́ımku či úsečku. Dále ukáži kon-
formńı zobrazeńı v́ıcenásobně souvislých oblast́ı, jejichž hranicemi jsou kružnice, na v́ıcenásobně
souvislé oblasti, jej́ıž hranice jsou tvořeny př́ımkami, úsečkami či oblouky. Na závěr uvedeme
Schwarzovu–Christoffelovu transformaci neohraničené v́ıcenásobně souvislé oblasti.

Obrázek 4.2: 4-násobně souvislá omezená kruhová doména (vlevo) a 5-násobně souvislá neomezená
kruhová doména (vpravo) v C*.

4.1 Kruhová doména

Nejprve uved’me definici v́ıcenásobně souvislé oblasti v komplexńı rovině.

Definice 4.1 (Vı́cenásobně souvislá oblast). Řekneme, že oblast Ω ⊂ C je n-násobně souvislá
oblast, pokud plat́ı, že množina C* rΩ je tvořena právě n komponentami.

Jelikož se zde budeme zabývat převážně konformńım zobrazeńım v́ıcenásobně souvislých ob-
last́ı, jejichž hranice jsou tvořeny konečně mnoha kružnicemi, zavedeme pojem ohraničené a neo-
hraničené kruhové domény (viz obr. 4.2).

Definice 4.2 (Ohraničená v́ıcenásobně souvislá kruhová doména). Mějme kružnice C0, C1, . . . , Cn ⊂
C. Dále označme K0,K1, . . . ,Kn jako vnitřky kružnic C0, C1, . . . , Cn. Pokud plat́ı K1, . . . ,Kn ⊂
K0 a ∀i, j ∈ N : 1 ≤ i, j ≤ n : Ki ∩Kj = ∅, řekneme, že oblast Ω = K0 r

(
K1 ∪K2 ∪ . . . ,∪Kn

)
je

ohraničená (n+ 1)-násobně souvislá kruhová doména.

Definice 4.3 (Neohraničená v́ıcenásobně souvislá kruhová doména). Mějme kružnice C1, . . . , Cn ⊂
C. Dále označme K1, . . . ,Kn jako vnitřky kružnic C1, . . . , Cn. Pokud plat́ı ∀i, j ∈ N : 1 ≤ i, j ≤ n :
Ki ∩Kj = ∅, řekneme, že oblast Ω = Cr

(
K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Kn

)
je neohraničená (n + 1)-násobně

souvislá kruhová doména.

4.2 Kruhová inverze dle jedné kružnice

Nejprve zadefinujme pojem kruhové inverze (zkráceně reflexe).

Definice 4.4 (Kruhová inverze (reflexe)). Mějme kružnici C se středem s ∈ C a poloměrem r > 0.
Funkci w = ρ(z) nazveme kruhovou inverźı (zkráceně reflex́ı) v C*, pokud pro z ∈ Cr{s} plat́ı

(1)
|w − s||z − s| = r2, (4.1)

(2) w lež́ı na polopř́ımce, která zač́ıná v bodě s a procháźı bodem z.

Dále dodefinujeme ρ(s) =∞ a ρ(∞) = s.
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Obrázek 4.3: Kruhová inverze ρ bodu z dle kružnice C se středem s na bod w = ρ(z).

Věta 4.5. Pro kruhovou inverzi ρ dle kružnice C se středem s a poloměrem r plat́ı

w = ρ(z) = s+
r2

z − s
. (4.2)

D̊ukaz. Nejprve si vyjádř́ıme w − s v exponenciálńım tvaru.

w − s = |w − s|eiα, (4.3)

kde α = arg(w − s). Jelikož body w, z a s lež́ı na jedné polopř́ımce, muśı platit arg(z − s) =
arg(w − s). Můžeme tedy psát

z − s = |z − s|eiα.

Z rovnosti (4.1) vyjádř́ıme |w − s| a dosad́ıme do (4.3), č́ımž dostáváme

w − s =
r2

|z − s|
eiα =

r2

|z − s|e−iα
=

r2

z − s
.

Můžeme tedy psát výsledný tvar pro kruhovou inverzi w = ρ(z)

ρ : w = s+
r2

z − s
.

Poznámka 4.6. Nyńı uvedeme základńı vlastnosti reflexe ρ podle kružnice C se středem s a
poloměrem r.

(a) Reflexe je prosté zobrazeńı množiny C* na C*.

(b) Pro ∀z ∈ C* : ρ(ρ(z)) = z.

(c) Pro ∀z ∈ C : ρ(z) = z.

(d) Obrazem kružnice, která neprocháźı středem s, je kružnice.

(e) Obrazem kružnice, která procháźı středem s, je př́ımka.

(f) Obrazem př́ımky, která neprocháźı středem s, je kružnice.

(g) Obrazem př́ımky, která procháźı středem s, je identická př́ımka.

Speciálńım př́ıpadem kruhové inverze je reflexe podle jednotkové kružnice umı́stěné v počátku,
která má tvar

ρ(z) =
1

z
.
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4.3 Vı́cenásobná kruhová inverze

Nyńı uvažujme několik kružnic a budeme generovat jejich obrazy pomoćı reflex́ı dle ostatńıch
kružnic. Poté označ́ıme reflexi kružnice Ck dle kružnice Cn jako Cnk, přičemž plat́ı Cnk = ρn(Ck),
kde ρn je reflexe dle kružnice Cn (viz obr. 4.4). Stejně zavedeme i reflexi bodu zk podle kružnice
Cn jako znk.

- 3 - 2 - 1 1 2 3 4

- 3

- 2

- 1

1

Obrázek 4.4: Prvńı reflexe kružnic C0, C1, C2.

Pro zobecněńı reflexe podle jedné kružnice na reflexi dle libovolného počtu kružnic zavedeme
multi-index ν.

Definice 4.7 (Multi-index).

(a) V n-násobně souvislé ohraničené kruhové doméně Ω zavedeme multi-index ν délky k ∈ N jako
posloupnost k č́ısel ν1ν2 . . . νk takových, že plat́ı 0 ≤ νi < n, νi 6= νi+1, pro i = 1, 2, . . . k − 1.

(b) V n-násobně souvislé neohraničené kruhové doméně Ω zavedeme multi-index ν délky k ∈ N
jako posloupnost k č́ısel ν1ν2 . . . νk takových, že plat́ı 1 ≤ νi ≤ n, νi 6= νi+1, pro i = 1, 2, . . . k−
1.

Definice 4.8 (Množina multi-index̊u). Množinou multi-index̊u σk rozumı́me množinu všech multi-
index̊u ν délky k. Množinou multi-index̊u σk(p) rozumı́me množinu všech multi-index̊u ν délky k,
pro které plat́ı νk 6= p. Dále dodefinujeme σ0 = ∅.

Pro ilustraci uved’me následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 4.9. Pro 4-násobnou kruhovou doménu dostáváme množiny multi-index̊u
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σ0 = ∅,
σ1 = {0, 1, 2},
σ2 = {01, 02, 10, 12, 20, 21},
σ3 = {010, 012, 020, 021, 101, 102, 120, 121, 201, 202, 210, 212},

...

A množinu multi-index̊u nekonč́ıćıch na 0

σ0 = ∅,
σ1 = {1, 2},
σ2 = {01, 02, 12, 21},
σ3 = {012, 021, 101, 102, 121, 201, 202, 212},

...

Definice 4.10 (Vı́cenásobná reflexe). Pro bod z ∈ C* definujeme v́ıcenásobnou reflexi podle
multi-indexu ν = ν1ν2ν3 . . . νn ∈ σn jako složenou funkci ve tvaru

ρν(z) = ρν1(ρν2(ρν3(. . . (ρνn(z)) . . . ))).

Př́ıklad 4.11. Pod označeńım C2310 budeme tedy rozumět obraz kružnice C0 přes reflexe podle
kružnic C1, C3 a C2.

Poznámka 4.12. Zd̊uvodněme, proč jsme v předchoźıch definićıch 4.7 a 4.8 použili jistá omezeńı.

(a) Podmı́nku vk 6= vk+1 zavád́ıme, abychom se vyhnuli v́ıcenásobné reflexi podle stejné kružnice,
protože plat́ı ρn(ρn(z)) = z. Dvojnásobná reflexe podle stejné kružnice je identitou.

(b) Pokud budeme dělat reflexi bodu z ∈ Cp, je zbytečné dělat prvńı reflexi přes kružnici Cp,
protože plat́ı ρp(z) = z. Proto zavád́ıme množinu σk(p), kde neprovád́ıme nikdy prvńı reflexi
dle kružnice Cp.

4.4 Funkce zobrazuj́ıćı kružnici na př́ımku či úsečku

V podkapitole 4.5 a 4.6 uvedeme funkce, které zobraźı libovolný konečný počet kružnic na konečný
počet úseček. Před konstrukćı funkce zobrazuj́ıćı konečný počet kružnic si nejprve ukážeme, že

funkce f(z) =
z − b
z − a

zobraźı jednu kružnici na př́ımku a funkce f(z) =
z − b
z − a

z − ρC(b)

z − ρC(a)
či f(z) =

z − b
z − s

(z − ρC(b)) zobraźı jednu kružnici na úsečku.

Nejprve uvedeme funkci zobrazuj́ıćı kružnici na př́ımku.

Lemma 4.13. Mějme kružnici C se středem s a poloměrem r a dva body a, b ∈ C. Pak plat́ı, že
funkce f ve tvaru

f(z) =
z − b
z − a

(4.4)

zobraźı kružnici C na př́ımku procházej́ıćı počátkem, přičemž f(a) =∞ a f(b) = 0.

D̊ukaz. Funkce f je ve tvaru Möbiovy transformace, a tedy dle věty 1.14 zobraźı kružnici na
kružnici nebo př́ımku. Jelikož plat́ı f(a) =∞, funkce f zobraźı kružnici na př́ımku.
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Nyńı rozeberme funkce, jež zobraźı kružnici na úsečku. Aby funkce f , jež má derivaci ve všech
bodech kružnice C, zobrazila kružnici C se středem s a poloměrem r na množinu bodu se stejným
argumentem, muśı platit ∀z ∈ C : arg f(z) = konst. Což lze zapsat ve tvaru

0 =
∂

∂t
arg(f(s+reit)) =

∂

∂t
Im
{

ln(f(s+ reit))
}

= Im

{
f ′(s+ reit)

f(s+ reit)
rieit

}
= Re

{
f ′(s+ reit)

f(s+ reit)
reit

}
.

A po zpětné substituci z = s+ reit, dostáváme

Re

{
(z − s)f

′(z)

f(z)

}
= 0.

V následuj́ıćı části se budeme zabývat speciálńım př́ıpadem f(z) = z − µ. Pro snazš́ı orientaci

v následuj́ıćım textu si zaved’me funkci ϕ(µ) = (z − s)f
′(z)

f(z)
=
z − s
z − µ

a funkci ψ(µ) = Re {ϕ(µ)}.

Nyńı uvedeme dvě pomocná tvrzeńı, která se týkaj́ı funkce ψ.

Lemma 4.14. Mějme kružnici C se středem s, bod µ1 ve tvaru µ1 = rbeiβ+s a bod µ2 = ρC(µ1) =
r

b
eiβ + s, kde ρC představuje reflexi dle kružnice C, pak plat́ı

ψ(µ1) + ψ(µ2) = 1.

D̊ukaz. Zvolme obecně bod µ ve tvaru µ = r veiu + s. A spočteme hodnotu funkce ϕ

ϕ(µ) = (z − s)f
′(z)

f(z)
= (reit + s− s) 1

(reit + s)− (rveiu + s)
=

eit

eit − veiu
.

Nyńı přičtěme do čitatele 0 = −veiu + veiu, č́ımž dostaneme

ϕ(µ) =
eit − veiu + veiu

eit − veiu
= 1 +

veiu

eit − veiu
.

Nyńı rozepǐsme eit na reálnou a imaginárńı část

ϕ(µ) = 1 +
v cos(u) + vi sin(u)

cos(t) + i sin(t)− v cos(u)− vi sin(u)
= 1 +

v cos(u) + vi sin(u)

cos(t)− v cos(u) + i(sin(t)− v sin(u))
.

Zlomek nyńı usměrńıme

ϕ(µ) = 1 +
v cos(u) + vi sin(u)

(cos(t)− v cos(u)) + i(sin(t)− v sin(u))

(cos(t)− v cos(u))− i(sin(t)− v sin(u))

(cos(t)− v cos(u))− i(sin(t)− v sin(u))
.

Po roznásobeńı a vyjádřeńı reálné části dostáváme

ψ(µ) = 1 +
v cos(u) cos(t)− v2 cos2(u) + v sin(u) sin(t)− v2 sin2(u)

(cos2(t) + v2 cos2(u)− 2v cos(t) cos(u)) + (sin2(t) + v2 sin2(u)− 2v sin(t) sin(u))
.

Po zjednodušeńı dostáváme

ψ(µ) = 1− v2 − v(cos(u) cos(t) + sin(u) sin(t))

1− 2v(cos(t) cos(u) + sin(t) sin(u)) + v2
= 1− v2 − v(cos(u− t))

1− 2v(cos(u− t) + v2
.

Pro zkráceńı vztahu si zaved’me substituci w = cos(u− t)

ψ(µ) = 1− v2 − vw
1− 2vw + v2

.

Nyńı prozkoumejme vlastnost funkce ψ v závislosti na volbě bodu µ. Pro µ1 = s + rbeiβ

dostáváme

ψ(µ1) = 1− b2 − bw
1− 2bw + b2

,
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a pro µ2 = ρC(µ1) = s+ r
1

b
eiβ dostáváme

ψ(µ2) = 1−

1

b2
− 1

b
w

1− 2
1

b
w +

1

b2

.

Nyńı sečteme funkčńı hodnoty ψ(µ1) a ψ(µ2)

ψ(µ1) + ψ(µ2) = 1− b2 − bw
1− 2bw + b2

+ 1−

1

b2
− 1

b
w

1− 2
1

b
w +

1

b2

= 2−
(

b2 − bw
1− 2bw + b2

+
1− bw

b2 − 2bw + 1

)
.

Po sečteńı zlomk̊u a zjednodušeńı dostáváme

ψ(µ1) + ψ(µ2) = 2− b2 − 2bw + 1

b2 − 2bw + 1
= 1.

Lemma 4.15. Mějme kružnici C se středem s, pak plat́ı ψ(s) = 1.

D̊ukaz. Pro funkci f ve tvaru f = z − s dostáváme

ϕ(s) = (z − s)f
′(z)

f(z)
= (reit + s− s) 1

(reit + s− s)
= 1.

Nyńı můžeme uvést dvě funkce, které zobraźı kružnici na úsečku. Tyto funkce využijeme pro
konstrukci konformńıho zobrazeńı z kruhové domény na radial slit domény.

Věta 4.16. Mějme kružnici C se středem s a poloměrem r, dva body a, b ∈ Cr{s} a funkci ρC ,
jež je reflex́ı dle kružnice C. Pokud dále plat́ı, že bod a nelež́ı na kružnici C, tak funkce

f(z) =
z − b
z − a

z − ρC(b)

z − ρC(a)
(4.5)

zobraźı kružnici C na úsečku.

D̊ukaz. Vyjádřeme si funkci f ve tvaru f =
f1f2

f3f4
, kde

(a) f1(z) = z − b,

(b) f2(z) = z − ρC(b),

(c) f3(z) = z − a,

(d) f4(z) = z − ρC(a).

Nejprve ukážeme, že arg(f(z)) = konst, pro ∀z ∈ C. Pro body na kružnici můžeme psát

∂

∂t
arg(f(s+ reit)) =

∂

∂t
Im
{

ln(f(s+ reit))
}

=
∂

∂t
Im

{
ln

(
f1(s+ reit)f2(s+ reit)

f3(s+ reit)f4(s+ reit)

)}
.

Nyńı použijeme větu o logaritmech a provedeme derivaci dle proměnné t

∂

∂t
arg(f(s+ reit)) =

∂

∂t
Im
{(

ln
(
f1(s+ reit)

)
+ ln

(
f2(s+ reit)

))
−
(
ln
(
f3(s+ reit)

)
+ ln

(
f4(s+ reit)

))}
=

Im

{(
f ′1(s+ reit)

f1(s+ reit)
rieit +

f ′2(s+ reit)

f2(s+ reit)
rieit

)
−
(
f ′3(s+ reit)

f3(s+ reit)
rieit +

f ′4(s+ reit)

f4(s+ reit)
rieit

)}
.
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A vytkneme ze všech člen̊u i, č́ımž můžeme psát

∂

∂t
arg(f(s+ reit)) =

Re

{(
f ′1(s+ reit)

f1(s+ reit)
reit +

f ′2(s+ reit)

f2(s+ reit)
reit

)
−
(
f ′3(s+ reit)

f3(s+ reit)
reit +

f ′4(s+ reit)

f4(s+ reit)
reit

)}
=(

Re

{
f ′1(s+ reit)

f1(s+ reit)
reit

}
+ Re

{
f ′2(s+ reit)

f2(s+ reit)
reit

})
−
(

Re

{
f ′3(s+ reit)

f3(s+ reit)
reit

}
+ Re

{
f ′4(s+ reit)

f4(s+ reit)
reit

})
.

Což můžeme zapsat pomoćı funkce ψ do tvaru

∂

∂t
arg(f(s+ reit)) = (ψ(b) + ψ(ρC(b)))− (ψ(a) + ψ(ρC(a))) .

A dle lemmatu 4.14 plat́ı ψ(b) + ψ(ρC(b)) = 1 a ψ(a) + ψ(ρC(a)) = 1, č́ımž dostáváme

∂

∂t
arg(f(s+ reit)) = 0.

Z čehož plyne, že argument funkce f je konstantńı na C. Dále plat́ı, že pro body na kružnici
C je funkce f omezená a spojitá, a tedy i absolutńı hodnota funkce |f | je spojitá a omezená.
Jelikož |f | je reálnou funkćı, můžeme použ́ıt Weierstrassovu větu o nabýváńı minima a maxima.
Minimum označ́ıme u a maximum v. Ze spojitosti plyne, že funkce |f | nabývá všech hodnot mezi

hodnotami u a v, a tedy funkce f zobraźı kružnici C na úsečku spojuj́ıćı body uearg(f(s+reit)) a
vearg(f(s+reit)).

Věta 4.17. Mějme kružnici C se středem s a poloměrem r, bod b ∈ Cr{s} a funkci ρC , jenž je
reflex́ı dle kružnice C. Tak plat́ı, že funkce

f(z) = (z − b) z − ρC(b)

z − s
(4.6)

zobraźı kružnici C na úsečku.

D̊ukaz. Důkaz je podobný d̊ukazu věty 4.16. Obdobně zavedeme funkce

(a) f1 = z − b,

(b) f2 = z − ρC(b),

(c) f3 = z − s.

A vyjádř́ıme
∂

∂t
arg(f(s+ reit)) jako v předchoźım d̊ukazu, č́ımž dostáváme

∂

∂t
arg(f(s+ reit)) =

Re

{
f ′1(s+ reit)

f1(s+ reit)
reit

}
+ Re

{
f ′2(s+ reit)

f2(s+ reit)
reit

}
− Re

{
f ′3(s+ reit)

f3(s+ reit)
reit

}
.

Což lze přepsat pomoćı funkce ψ do tvaru

∂

∂t
arg(f(s+ reit)) = ψ(b) + ψ(ρC(b))− ψ(s).

Dle lemmatu 4.14 ψ(b) + ψ(ρC(b)) = 1 a dle lemmatu 4.15 plat́ı ψ(s) = 1. Dostáváme tedy

∂

∂t
arg(f(s+ reit)) = 0.

Z čehož plyne, že argument funkce f je konstantńı. Jelikož dále plat́ı, že pro body na kružnici C
je funkce f omezená a spojitá, zobraźı funkce f kružnici C na úsečku.
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Obrázek 4.5: Zobrazeńı ohraničené kruhové domény na ohraničenou radial slit doménu.

4.5 Ohraničená radial slit doména

Nejprve zadefinujme ohraničenou radial slit doménu (viz 4.5 vpravo).

Definice 4.18 (Ohraničená v́ıcenásobně souvislá radial slit doména). Mějme úsečky p1, p2, . . . , pn ⊂
C takové, že plat́ı ∀i, j : 1 ≤ i < j ≤ n : pi ∩ pj = ∅. Dále mějme polorovinu Ω1 ⊂ C, jej́ıž hranićı
je př́ımka p0, pak řekneme, že oblast Ω = Ω1 r (p1 ∪ p2 ∪ · · · ∪ pn) je ohraničená (n+ 1)-násobně
souvislá radial slit doména.
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Obrázek 4.6: Zobrazeńı 4-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z ohraničené radial slit domény
na ohraničenou kruhovou doménu.
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Nyńı zavedeme odděluj́ıćı parametr ∆.

Definice 4.19 (Odděluj́ıćı parametr).

(a) Mějme k kružnic C1, . . . , Ck se středy s1, . . . , sk a poloměry r1, . . . , rk, pro které plat́ı, ∀i, j :
1 ≤ i < j ≤ k : IntCi ∩ IntCj = ∅. Pak hodnotu

∆ = max
i,j:i6=j

ri + rj
|si − sj |

(4.7)

nazveme odděluj́ıćım parametrem kružnic C1, . . . , Ck.

(b) Mějme (k + 1) kružnic C0, C1, . . . , Ck se středy s0, s1, . . . , sk a poloměry r0, r1, . . . , rk, kde
kružnice C1, . . . , Ck lež́ı uvnitř kružnice C0. Pak provedeme reflexi všech kružnic dle kružnice
C0, č́ımž dostáváme kružnice C ′0, C

′
1, . . . , C

′
k se středy s′0, s

′
1, . . . , s

′
k a poloměry r′0, r

′
1, . . . , r

′
k.

Pak hodnotu

∆ = max
i,j:i6=j

r′i + r′j
|s′i − s′j |

(4.8)

nazveme odděluj́ıćım parametrem kružnic C1, . . . , Ck.

Odděluj́ıćı parametr je tedy dán vzdálenost́ı střed̊u kružnic a jejich poloměry. U kružnic, které
jsou velmi bĺızko u sebe, se odděluj́ıćı parametr ∆ bĺıž́ı k jedné. Pokud máme naopak kružnice
s malým poloměrem, které jsou daleko od sebe, odděluj́ıćı parametr ∆ se bĺıž́ı k nule. Ve větách
4.20, 4.22, 4.25 a 4.28, které popisuj́ı zobrazeńı z v́ıcenásobně souvislých oblast́ı, se jako jedna z
postačuj́ıćıch podmı́nek konvergence nekonečných součin̊u funkćı použ́ıvá omezeńı na odděluj́ıćı
parametr

∆ <
1

4
√
k − 1

,

kde k je počet kružnic v kruhové doméně. V př́ıpadě, že je kruhová doména tvořena právě dvěma
kružnicemi, dostáváme podmı́nku ∆ < 1, což znamená, že se kružnice nesměj́ı dotýkat.

Věta 4.20 (Zobrazeńı ohraničené kruhové domény na radial slit doménu, viz [7, str. 201]). Mějme
(n+1) násobně souvislou kruhovou doménu Ω, pro kterou je splněna podmı́nka ∆ < 1

4
√
n

pro n ≥ 1.

Potom pro libovolné a, b ∈ C0 funkce f ve tvaru

f(z) = C

∞∏
j=0

ν∈σj(0)

z − ρν(b)

z − ρν(a)
(4.9)

zobraźı kruhovou doménu na radial slit doménu, přičemž f(a) = ∞ a f(b) = 0. Kružnice C0 se
zobraźı na př́ımku a kružnice C1, C2, . . . , Cn se zobraźı na úsečky.

Nyńı se pokuśım objasnit tvar funkce (4.9). Pro zjednodušeńı uvažujme pouze dvě kružnice C0

a C1. Po rozepsáńı několika prvńıch člen̊u funkce f dostáváme

f(z) =
z − b
z − a

z − ρ1(b)

z − ρ1(a)

z − ρ01(b)

z − ρ01(a)

z − ρ101(b)

z − ρ101(a)

z − ρ0101(b)

z − ρ0101(a)

z − ρ10101(b)

z − ρ10101(a)

z − ρ010101(b)

z − ρ010101(a)
. . .

Z lemmatu 4.13 plyne, že prvńı člen zobraźı kružnici C0 na př́ımku. Dosazeńım parametrizace
kružnice C0 do prvńıho členu funkce f dostáváme parametrizaci př́ımky. Dále z lemmatu 4.16
plyne, že součin druhého a třet́ıho členu zobraźı kružnici C0 na úsečku. Dosazeńım parametrizace
kružnice C0 do součinu druhého a třet́ıho členu funkce f dostáváme parametrizaci úsečky. To samé
plat́ı o součinu čtvrtého a pátého členu atd. Jelikož součinem parametrizaćı úseček dostáváme opět
úsečku a součinem parametrizace úsečky a př́ımky dostáváme př́ımku, źıskáme součinem lichého
počtu člen̊u funkce f př́ımku. Pokud bychom však vytvořili součin sudého (konečného) počtu
člen̊u, výsledný součin již nebude př́ımkou. Z tohoto d̊uvodu zavád́ıme nekonečný součin, protože
členy našeho nekonečného součinu konverguj́ı k jedné, a tedy má posledńı sudý člen na výsledný
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tvar př́ımky stále menš́ı vliv.
Na podobném principu funguje také zobrazeńı kružnice C1 na úsečku. Dle lemmatu 4.16 plat́ı, že
dosazeńım parametrizace kružnice C1 do součinu prvńıho a druhého členu dostáváme úsečku. To
samé plat́ı o součinu třet́ıho a čtvrtého členu atd. Součinem parametrizaćı úseček dostáváme opět
úsečku, tato nově vzniklá úsečka může mı́t jinou délku a směr. Jelikož však členy nekonečného
součinu konverguj́ı k jedné, směr i délka se měńı stále méně. A tedy součinem sudého počtu člen̊u
funkce f zobraźıme kružnici C1 na úsečku.
Hladiny zobrazeńı na ohraničenou radial slit doménu můžeme vidět na obr. 4.6 a v př́ıloze C.1,
C.2 a C.3.
V př́ıloze D.1 jsou k nahlédnut́ı zdrojové kódy pro zobrazeńı 4.9.

4.6 Neohraničená radial slit doména
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Obrázek 4.7: Zobrazeńı neohraničené kruhové domény na neohraničenou radial slit doménu.

Nejdř́ıve zadefinujme neohraničenou radial slit doménu (viz obr. 4.7 vpravo).

Definice 4.21 (Neohraničená v́ıcenásobně souvislá radial slit doména). Mějme úsečky p1, p2, . . . , pn ⊂
C takové, že pro ∀i, j : 1 ≤ i < j ≤ n : pi∩pj = ∅, pak řekneme, že oblast Ω = Cr (p1 ∪ p2 ∪ · · · ∪ pn)
je neohraničená (n+ 1)-násobně souvislá radial slit doména.

Věta 4.22 (Zobrazeńı neohraničené kruhové domény na radial slit doménu, viz [7, str. 204]).
Mějme (n+ 1) násobně souvislou neohraničenou kruhovou doménu Ω (kružnice C0 má nekonečný
poloměr a doména obsahuje bod ∞), ve které je splněna podmı́nka ∆ < 1

4
√
n−1

pro n ≥ 1. Pak pro

libovolný bod b ∈ Ω plat́ı, že funkce f ve tvaru

f(z) = A(z − b)
n∏
k=1

 ∞∏
j=0

ν∈σj(k)

z − ρν(bk)

z − ρν(sk)

 , (4.10)

kde bk = ρk(b) a sk je střed kružnice Ck, zobraźı kruhovou doménu na radial slit doménu, přičemž
f(∞) =∞ a f(b) = 0. Kružnice C1, C2, . . . , Cn se zobraźı na úsečky.

Nyńı se pokuśım objasnit tvar funkce (4.10). Pro zjednodušeńı uvažujme pouze dvě kružnice
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C2 a C1. Po rozepsáńı několika prvńıch člen̊u funkce f dostáváme

f(z) =

člen 0︷ ︸︸ ︷
(z − b) ·

člen 1.1︷ ︸︸ ︷
z − b1
z − s1

člen 1.2︷ ︸︸ ︷
z − ρ2(b1)

z − ρ2(s1)

člen 1.3︷ ︸︸ ︷
z − ρ12(b1)

z − ρ12(s1)

z − ρ212(b1)

z − ρ212(s1)
. . . ·

z − b2
z − s2︸ ︷︷ ︸
člen 2.1

z − ρ2(b2)

1− ρ1(s2)︸ ︷︷ ︸
člen 2.2

z − ρ21(b2)

z − ρ21(s2)︸ ︷︷ ︸
člen 2.3

z − ρ121(b2)

z − ρ121(s2)
. . .

Z lemmatu 4.17 plyne, že součin člen̊u 0 a 1.1 zobraźı kružnici C1 na úsečku. Dosazeńım
parametrizace kružnice C1 do součin člen̊u 0 a 1.1 funkce f dostáváme parametrizaci úsečky. Dále
z lemmatu 4.16 plyne, že součin člen̊u 1.2 a 1.3 zobraźı kružnici C1 na úsečku. To samé plat́ı
o součinu člen̊u 1.4 a 1.5 atd, a také o součinu člen̊u 2.1 a 2.2, člen̊u 2.3 a 2.4 atd. Součinem
parametrizaćı úseček dostáváme opět úsečku, a tedy součinem výše uvedených člen̊u funkce f
zobraźıme kružnici C1 na úsečku.
Na stejném principu funguje zobrazeńı kružnice C2.
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Obrázek 4.8: Zobrazeńı 5-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené radial slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.

Hladiny zobrazeńı na neohraničenou radial slit doménu můžeme vidět na obr. 4.8, 4.9 a v př́ıloze
C.4, C.5, C.6 a C.7.
Pro ilustraci zde uvedeme př́ıklad.

Př́ıklad 4.23. Mějme dvě kružnice C1, C2 se středy s1 = 1, s2 = −1 a poloměry r1 = 1, r2 = 1.
Dále zvolme bod b = 0. Celý postup je uveden v př́ıloze B.
Zde budou pouze některé části postupu.

Nyńı si pro přehlednost zaved’me značeńı s1,k (s2,k) jako obraz s1 (s2) po k reflex́ıch. Dostáváme
tedy funkce f ve tvaru

f(z) = (z − b) · z − b
z − s1,0

z − b
z − s1,1

z − b
z − s1,2

z − b
z − s1,3

. . . ·

z − b
z − s2,0

z − b
z − s2,1

z − b
z − s2,2

z − b
z − s2,3

. . .
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Obrázek 4.9: Zobrazeńı 4-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené radial slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.

Funkci f si nyńı přeṕı̌seme do následuj́ıćıho do tvaru

f(z) = f0(z)f∗(z)f∗∗(z),

kde

f0(z) = (z − b) z − b
z − s1,0

,

f∗(z) =

+∞∏
k=0

z − b
z − s1,2k+1

z − b
z − s1,2k+2

=

+∞∏
k=0

f∗k (z),

f∗∗(z) =

+∞∏
k=0

z − b
z − s2,2k

z − b
z − s2,2k+1

=

+∞∏
k=0

f∗∗k (z).

Pro body na kružnici C1 dostáváme

f0(t) = 2(cos(t) + 1).

f∗(t) =

+∞∏
k=0

(
1− 1

2(2k + 2)(2k + 3)(cos(t) + 1) + 1

)
. (4.11)

f∗∗(t) =

+∞∏
k=0

(
1− 1

2(2k + 1)(2k + 2)(cos(t) + 1) + 1

)
(4.12)

Z předpisu f0 je patrné, že zobraźı kružnici C1 na úsečku. Pro t = π součiny (4.11) a (4.12)
diverguj́ı k 0 dle definice 1.15. Pro t 6= π součiny (4.11) a (4.12) konverguj́ı bodově a absolutně
podle věty 1.19, protože řady

+∞∑
k=0

∣∣∣∣ 1

2(2k + 2)(2k + 3)(cos(t) + 1) + 1

∣∣∣∣ ,
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+∞∑
k=0

∣∣∣∣ 1

2(2k + 1)(2k + 2)(cos(t) + 1) + 1

∣∣∣∣
konverguj́ı.

Jelikož jsou funkce f0, f
∗, f∗∗ reálné a nekonečné součiny (4.11) a (4.12) konverguj́ı, s výjimkou

jednoho bodu, jehož obrazem je však bod 0, pro body na kružnici C1, zobraźı funkce f = f0f
∗f∗∗

kružnici C1 na úsečku lež́ıćı na reálné ose. Analýza funkce f pro body na kružnici C2 je obdobná.

4.7 Neohraničená circular slit doména

- 2 - 1 1 2
x

- 2

- 1

1

2

y

- 2 - 1 1 2
x

- 2

- 1

1

2

y

Obrázek 4.10: Zobrazeńı neohraničené kruhové domény na neohraničenou circular slit doménu.

Nejprve zadefinujme neohraničenou circular slit doménu (viz obr. 4.10).

Definice 4.24 (Neohraničená v́ıcenásobně souvislá circular slit doména). Mějme oblouky c1, c2, . . . , cn ⊂
C takové, že plat́ı ∀i, j : 1 ≤ i < j ≤ n : ci∩cj = ∅. Pak řekneme, že oblast Ω = Cr (c1 ∪ c2 ∪ · · · ∪ cn)
je neohraničená (n+ 1)-násobně souvislá circular slit doména.

Věta 4.25 (Zobrazeńı neohraničené kruhové domény na circular slit doménu, viz [7, str. 208]).
Mějme (n+1) násobně souvislou neohraničenou kruhovou doménu Ω, ve které je splněna podmı́nka
∆ < 1

4
√
n−1

pro n ≥ 1. Pak pro libovolný bod b ∈ Ω plat́ı, že funkce f ve tvaru

f(z) = A(z − b)
n∏
k=1

 ∞∏
j=0

νe∈σj(k)

(
z − ρνe(sk)

z − ρνe(bk)

) ∞∏
j=0

νo∈σj(k)

(
z − ρνo(bk)

z − ρνo(sk)

) , (4.13)

kde bk = ρk(b) a sk je střed kružnice Ck, zobraźı kruhovou doménu na circular slit doménu, kde
νo je multi-index liché délky a νe je multi-index sudé délky. Kružnice C1, C2, . . . , Cn se zobraźı na
oblouky.

Hladiny zobrazeńı na neohraničenou circular slit doménu jsou zachyceny na obr. 4.11 a v př́ıloze
C.8 a C.9.
V př́ıloze D.2 jsou k nahlédnut́ı zdrojové kódy pro zobrazeńı 4.13.
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Obrázek 4.11: Zobrazeńı 5-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené circular slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.
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Obrázek 4.12: Zobrazeńı neohraničené kruhové domény na neohraničenou polygonálńı doménu.

4.8 Neohraničená polygonálńı doména

Nejprve zadefinujeme neohraničenou polygonálńı doménu (viz 4.12 vpravo). Poté zavedeme značeńı
pro polygonu v této doméně a na závěr si ukážeme př́ıklad zobrazeńı kruhové domény na poly-
gonálńı doménu.

Definice 4.26 (Neohraničená v́ıcenásobně souvislá polygonálńı doména). Mějme polygonyG1, G2, . . . , Gn ⊂
C takové, že pro ∀i, j : 1 ≤ i < j ≤ n : Gi∩Gj = ∅, pak řekneme, že oblast Ω = Cr

(
G1, G2, . . . , Gn

)
je neohraničená (n+ 1)-násobně souvislá polygonálńı doména.

Nyńı zavedeme značeńı pro vrcholy a vnitřńı úhly polygon̊u.

Poznámka 4.27. Mějme polygony G1, G2, . . . , Gn ⊂ C, pak zavedeme značeńı

(a) Vi je počet vrchol̊u polygonu Gi,

(b) wi,j je j-tý vrchol polygonu Gi,

(c) αi,jπ je vnitřńı úhel polygonu odpov́ıdaj́ıćı vrcholu wi,j ,
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(d) βi,j = 1− αi,j .

Nyńı uvedeme zobrazeńı neohraničené kruhové domény na neohraničenou polygonálńı doménu

Věta 4.28 (Schwarzova–Christoffelova transformace pro neohraničenou polygonálńı doménu, viz
[9, str. 19]). Mějme (n + 1) násobně souvislou neohraničenou kruhovou doménu Ω, ve které je
splněna podmı́nka ∆ < 1

4
√
n−1

, pro n ≥ 1. Pak funkce f ve tvaru

f(z) = A

∫ z

z0

n∏
k=1

 Vk∏
i=1

 ∞∏
j=0

ν∈σj(k)

(
ζ − ρν(zk,i)

ζ − ρν(sk)

)βk,i
 dζ + C, (4.14)

kde A,C jsou libovolné konečné komplexńı konstanty a zk,i jsou vzory vrchol̊u wk,i, pro jejichž

úhly plat́ı −1 < βk,i < 1 a

Vk∑
i=1

βk,i = 2.

Př́ıklad 4.29. Proved’me zobrazeńı z 3-násobně souvislé kruhové domény na 3-násobně souvislou
polygonálńı doménu. Mějme dvě kružnice C1, C2 se středy s1 = 2, s2 = −2 a poloměry r1 = r2 = 1.
Nyńı zvolme vzory zk,i, pro vrcholy wk,i na polygonu, na kružnićıch a koeficienty úhl̊u βk,i,

z1,1 = 2, z1,2 = 1 + eiπ 2
3 , z1,2 = 1 + e−iπ 2

3 ,

z2,1 = −2, z2,2 = −1− eiπ 2
3 , z2,2 = −1− e−iπ 2

3

β1,1 =
2

3
, β1,2 =

2

3
, β1,2 =

2

3
,

β2,1 =
2

3
, β2,2 =

2

3
, β2,2 =

2

3
.

Nyńı sestavme rovnici zobrazeńı na neohraničenou polygonálńı doménu pro naše nastaveńı bod̊u
zk,i a koeficient̊u úhl̊u βk,i. Pro jednoduchost budeme uvažovat pouze jednu reflexi. Pro volbu
A = 1 a C = 0 dostáváme funkci F ve tvaru

F(z) =

∫ z

0

(
z − 3

z − 2

)2/3(z − 9
5

z − 7
4

)2/3(
z + 9

5

z + 7
4

)2/3(
z + 3

z + 2

)2/3

(
z − e−

iπ
3 + 2

z + 2

)2/3(
z − e

iπ
3 + 2

z + 2

)2/3(
z − e−

2iπ
3 − 2

z − 2

)2/3(
z − e

2iπ
3 − 2

z − 2

)2/3

z − 1

−4+e−
iπ
3
− 2

z − 7
4

2/3z − 1

−4+e
iπ
3
− 2

z − 7
4

2/3z − 1

4+e−
2iπ
3

+ 2

z + 7
4

2/3z − 1

4+e
2iπ
3

+ 2

z + 7
4

2/3

dz

Funkce F je aproximaćı funkce f viz 4.14.
Hladiny tohoto zobrazeńı lze nalézt v př́ıloze (viz obr.C.10 a obr.C.11)

V př́ıkladu 4.29 jsme si ukázali, jak zobrazit kruhovou doménu na polygonálńı doménu. V
tomto př́ıklade jsme si však zvolili vzory zk,i. V praxi se však setkáváme s opačným problémem,
a to naj́ıt k zadané polygonálńı doméně vhodnou kruhovou doménu. Tento problém spoč́ıvá ve
vyřešeńı soustavy nelineárńıch rovnic, kde dostáváme pro každý vrchol wk,i rovnici ve tvaru

wk,i = f(zk,i) = C +A

∫ zk,i n∏
k=1

 Vk∏
i=1

 ∞∏
j=0

ν∈σj(k)

(
ζ − ρν(zk,i)

ζ − ρν(sk)

)βk,i
 dζ.

Nalezeńı efektivńıho zp̊usobu hledáńı parametr̊u SC formule pro v́ıcenásobně souvislou oblast
je velmi obt́ıžné a přesahuje rámec této práce. Touto problematikou se zabývaj́ı články [7], [9] a
[13].



Shrnut́ı

V této práci jsme se zabývali konformńım zobrazeńım a hledáńım řešeńı Laplaceovy rovnice pomoćı
konstrukce holomorfńı funkce. V př́ıkladu 1.7 jsme řešili Laplaceovu rovnici na mezikruž́ı (viz Ω1

na obr. 4.13) s Dirichletovými podmı́nkami na hranici. V př́ıkladu 2.9 jsme si ukázali, jak pomoćı
konformńıho zobrazeńı řešit Laplaceovu rovnici s Dirichletovými podmı́nkami na hranici, kterou
tvoř́ı dvě nesoustředné kružnice (viz Ω2 na obr. 4.13). V př́ıkladu 2.7 jsme řešili Laplaceovu rovnici
na kruhu (viz Ω3 na obr. 4.13), na jehož hranici jsme měli Neumannovu okrajovou podmı́nku,
s výjimkou dvou bodu, ve kterých jsou předepsány nevlastńı dvojné limity, a to +∞ a −∞. V
podkapitole 4.5 jsme řešili podobný př́ıklad na kruhové doméně (viz Ω4 na obr. 4.13), na jej́ıž vněǰśı
hranici (kružnici C0) jsme měli Neumannovu podmı́nku, s výjimkou dvou bod̊u, ve kterých jsou
předepsány nevlastńı dvojné limity, a to +∞ a −∞. Dále na vnitřńıch kružnićıch C1, C2, . . . , Cn
byla definována Neumannova podmı́nka.

Obrázek 4.13: Mezikruž́ı, oblast mezi nesoustřednými kružnicemi, kruh, 5-násobně souvislá kru-
hová doména.

Pomoćı konformńıho zobrazeńı jsme v př́ıkladu 2.5 zkonstruovali funkci, jež je harmonická na
horńı polorovině komplexńı roviny a splňuje kombinované (Dirichletovy i Neumannovy) okrajové
podmı́nky na reálné ose (viz Ω5 na obr. 4.14). V př́ıkladu 3.13 jsme našli stejné řešeńı pomoćı
Schwarzovy–Christoffelovy transformace a ukázali jsme si, že tuto funkci lze analyticky prodloužit
i na dolńı polorovinu komplexńı roviny (viz Ω6 na obr. 4.14). V podkapitole 4.6 (viz obr. 4.9,
C.6 a C.7) se nám poté podařilo nalézt funkci, jež je harmonická na kruhové doméně a splňuje
Dirichletovy okrajové podmı́nky na hranićıch kruh̊u (viz Ω7 na obr. 4.14).

Obrázek 4.14: Komplexńı rovina, neohraničená kruhová doména.
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Př́ıloha A

Möbiova transformace je grupou –
Důkaz

Ukážeme, že množina Möbiových transformaćı s operaćı skládáńı funkćı je grupou, tj. je uzavřená,
asociativńı, existuje v ńı neutrálńı prvek a ke každému prvku existuje inverzńı prvek.

(a) Nejdř́ıve ukážeme uzavřenost. Mějme funkce f(z) =
az + b

cz + d
a g(z) =

a′z + b′

c′z + d′
, pak složeńım

funkćı f ◦ g dostáváme

f(g(z)) =
a
a′z + b′

c′z + d′
+ b

c
a′z + b′

c′z + d′
+ d

=

aa′z + ab′ + bc′z + bd′

c′z + d′

ca′z + cb′ + dc′z + dd′

c′z + d′

=
aa′z + ab′ + bc′z + bd′

ca′z + cb′ + dc′z + dd′
=

(aa′ + bc′)z + (ab′ + bd′)

(ca′ + dc′)z(+cb′ + dd′)
=
a1z + b1
c1z + d1

,

kde jsme označili a1 = aa′ + bc′, b1 = ab′ + bd′, c1 = ca′ + dc′, d1 = cb′ + dd′.

Složeńı funkćı f ◦ g je tedy opět Möbiova transformace.

(b) Dále dokážeme, asociativitu. Mějme funkce f(z) =
az + b

cz + d
, g(z) =

a′z + b′

c′z + d′
a h(z) =

a′′z + b′′

c′′z + d′′
.

Nejdř́ıve vyjádř́ıme funkci ϕ = f ◦g. Toto složeńı funkćı jsme řešili během d̊ukazu uzavřenosti.

Můžeme tedy psát ϕ(z) = f(g(z)) =
a1z + b1
c1z + d1

, kde a1 = aa′+bc′, b1 = ab′+bd′, c1 = a′c+c′d,

d1 = cb′ + dd′.

Obdobně můžeme psát ψ(z) = g(h(z)) =
a2z + b2
c2z + d2

, kde a2 = a′a′′ + b′c′′, b2 = a′b′′ + b′d′′,

c2 = c′a′′ + d′c′′, d2 = c′b′′ + d′d′′.

Dále pro složeńı funkćı (f ◦ g) ◦ h dostáváme ϕ(h(z)) =
a3z + b3
c3z + d3

, kde

a3 = a1a
′′ + b1c

′′ = aa′a′′ + a′′bc′ + ab′c′′ + bc′′d′,

b3 = a1b
′′ + b1d

′′ = aa′b′′ + bb′′c′ + ab′d′′ + bd′d′′,

c3 = c1a
′′ + d1c

′′ = a′a′′c+ a′′dc′ + b′cc′′ + c′′dd′,

d3 = c1b
′′ + d1d

′′ = a′b′′c+ b′′c′d+ b′cd′′ + d′′dd′.

Dále pro složeńı funkćı f ◦ (g ◦ h) dostáváme f(ψ(z)) =
a4z + b4
c4z + d4

, kde

a4 = aa2 + bc2 = aa′a′′ + ab′c′′ + a′′bc′ + bc′′d′,
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b4 = ab2 + bd2 = aa′b′′ + ab′d′′ + bb′′c′ + bd′d′′,

c4 = a2c+ c2d = a′a′′c+ b′cc′′ + a′′c′d+ c′′dd′,

d4 = b2c+ dd2 = a′b′′c+ b′cd′′ + b′′c′d+ dd′d′′.

Jelikož a3 = a4, b3 = b4, c3 = c4 a d3 = d4, plat́ı i f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h. A tedy skládáńı
Möbiových transformaćı je asociativńı.

(c) Existence neutrálńıho prvku: Pro funkci I(z) = z a libovolnou funkci f(z) =
az + b

cz + d
plat́ı

f ◦ I = I ◦ f = f . Zobrazeńı I je tedy neutrálńım prvkem.

(d) K funkci f(z) =
az + b

cz + d
existuje funkce g ve tvaru g(z) =

b− zd
zc− a

. Pro jejich složeńı plat́ı

f(g(z)) =
a
b− zd
zc− a

+ b

c
b− zd
zc− a

+ d

=

ab− azd+ zbc− ab
zc− a

bc− czd+ dzc− da
zc− a

=
z(bc− ad)

bc− ad
= z

a

g(f(z)) =
b− az + b

cz + d
d

az + b

cz + d
c− a

=

bcz + bd− adz − bd
cz + d

acz + bc− acz − ad
cz + d

=
z(bc− ad)

bc− ad
= z.

A tedy f ◦ g = g ◦ f = I, což znamená, že pro jakoukoli funkci f(z) =
az + b

cz + d
existuje inverzńı

prvek ve tvaru f−1(z) =
b− zd
zc− a

.

Množina Möbiových transformaćı s operaćı skládáńı funkćı je tedy uzavřená, asociativńı, existuje
v ńı nulový prvek a ke každému prvku existuje inverzńı prvek. T́ım jsme dokázali, že G = (M, ◦)
je grupa.



Př́ıloha B

Zobrazeńı kružnic na úsečky

Př́ıklad B.1. Mějme dvě kružnice C0, C1 se středy s1 = 1, s2 = −1 a poloměry r1 = 1, r2 = 1.
Dále zvolme bod b = 0. Nyńı si pro přehlednost zaved’me značeńı s1,k (s2,k) jako obraz s1 (s2)
po k reflex́ıch. Tento zp̊usob značeńı můžeme zavést, jelikož pro bod s1 nebo s2 existuje právě
jeden multi-index určité délky. Jelikož bod b lež́ı na kružnici C1 i C2, je každou jeho reflex́ı dle

kružnic C1 a C2 opět bod b. Vzhledem k volbě střed̊u a poloměr̊u dostáváme ρ1(z) = 1 +
1

z − 1
a

ρ2(z) = −1 +
1

z + 1
. Následný postup výpočtu bude znázorněn pouze pro zobrazeńı kružnice C1.

Pro kružnici C2 je postup obdobný.

f(z) = (z − b) z − b
z − s1,0

z − b
z − s1,1

z − b
z − s1,2

z − b
z − s1,3

. . .

z − b
z − s2,0

z − b
z − s2,1

z − b
z − s2,2

z − b
z − s2,3

. . .

Vypǐsme si nyńı několik prvńıch člen̊u posloupnost́ı (s1,k)+∞
k=0 a (s2,k)+∞

k=0

(s1,k) =

(
1,−1

2
,

1

3
,−1

4
,

1

5
, . . .

)
, s1,k = (−1)n

1

n+ 1
,

(s2,k) =

(
−1,

1

2
,−1

3
,

1

4
,−1

5
, . . .

)
, s2,k = (−1)n+1 1

n+ 1
.

Nyńı si vytvořme několik speciálńıch posloupnost́ı pro následuj́ıćı použit́ı.

(a) (s1,k+1 + s1,k+2)+∞
k=0 =

(
−1

6
,− 1

20
,− 1

42
, . . .

)
, s1,k+1 + s1,k+2 = − 1

(2k + 2)(2k + 3)
.

(b) (s1,k+1 s1,k+2))+∞
k=0 =

(
−1

6
,− 1

20
,− 1

42
, . . .

)
, s1,k+1 s1,k+2 = − 1

(2k + 2)(2k + 3)
.

(c) (s2,k + s2,k+1)+∞
k=0,

(
−1

2
,− 1

12
,− 1

30
, . . .

)
= s2,k + s2,k+1 = − 1

(2k + 1)(2k + 2)
.

(d) (s2,k s2,k+1)+∞
k=0 =

(
−1

2
,− 1

12
,− 1

30
, . . .

)
, s2,k s2,k+1 = − 1

(2k + 1)(2k + 2)
.

A přeṕı̌seme si funkci f do tvaru

f(z) = f0(z)f∗(z)f∗∗(z),
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kde

f0(z) = (z − b) z − b
z − s1,0

,

f∗(z) =

+∞∏
k=0

z − b
z − s1,2k+1

z − b
z − s1,2k+2

=

+∞∏
k=0

f∗k (z),

f∗∗(z) =

+∞∏
k=0

z − b
z − s2,2k

z − b
z − s2,2k+1

=

+∞∏
k=0

f∗∗k (z).

Nyńı postupně prozkoumáme vlastnosti funkćı f0, f∗ a f∗∗. Začněme s funkćı f0

f0 = (z − b) z − b
z − s1,0

.

Po dosazeńı předpisu kružnice C1 a bodu b dostáváme

f0 = (eit + 1)
eit + 1

eit
=

e2it + 2eit + 1

eit
.

Po rozepsáńı eit na reálnou a imaginárńı složku dostáváme

f0 =
cos2(t)− sin2(t) + 2i cos(t) sin(t) + 2 cos(t) + 2i sin(t) + 1

cos(t) + i sin(t)
.

Po zkráceńı a vytknut́ı cos(t) dostáváme

f0 =
2 cos(t)(cos(t) + i sin(t) + 2(cos(t) + i sin(t)))

cos(t) + i sin(t)
= 2(cos(t) + 1).

Je tedy vidět, že funkce f0 zobraźı kružnici na úsečku.
Nyńı prostudujme chováńı funkce f∗. Jelikož je ve formě nekonečného součinu, prozkoumáme si
jej́ı jednotlivé část́ı f∗k .

f∗k =
z − b

z − s1,2k+1

z − b
z − s1,2k+2

Po dosazeńı předpisu kružnice C1 a bodu b dostáváme

f∗k =
eit + 1

eit + 1− s1,2k+1

eit + 1

eit + 1− s1,2k+2
=

e2it + 2eit + 1

e2it + 1 + s1,2k+1s1,2k+2 + 2eit − (s1,2k+1 + s1,2k+2)− eit(s1,2k+1 + s1,2k+2)
.

Nyńı využijeme dř́ıve odvozených posloupnost́ı s1,2k+1s1,2k+2 a s1,2k+1 + s1,2k+2 a využijeme
rovnosti s1,2k+1s1,2k+2 = s1,2k+1 + s1,2k+2

f∗k =
e2it + 2eit + 1

e2it + 1 + pl1k + 2eit − (sl1k)− eitsl1k
=

e2it + 2eit + 1

e2it + 1 + 2eit + eit
1

(2k + 2)(2k + 3)

.

Nyńı do čitatele přičtěme 0 = eit 1

(2k + 2)(2k + 3)
− eit 1

(2k + 2)(2k + 3)
, č́ımž dostáváme

f∗k = 1−
eit 1

(2k + 2)(2k + 3)

e2it + 1 + 2eit + eit
1

(2k + 2)(2k + 3)

.
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Po rozepsáńı eit na reálnou a imaginárńı složku dostáváme

f∗k = 1−
(cos(t) + i sin(t))

1

(2k + 2)(2k + 3)

cos2(t)− sin2(t) + 2i cos(t) sin(t) + 1 + (cos(t) + i sin(t))(2 +
1

(2k + 2)(2k + 3)
)
.

Nyńı opět zkrát́ıme a vyjádř́ıme cos(t), č́ımž dostáváme

f∗k = 1−
(cos(t) + i sin(t))

1

(2k + 2)(2k + 3)

2 cos(t)(cos(t) + i sin(t)) + (cos(t) + i sin(t))(2 +
1

(2k + 2)(2k + 3)
)
.

Opět zkrát́ıme a vyjádř́ıme cos(t), č́ımž dostáváme

f∗k = 1−

1

(2k + 2)(2k + 3)

2 cos(t) + 2 +
1

(2k + 2)(2k + 3)

= 1− 1

2(2k + 2)(2k + 3)(cos(t) + 1) + 1
.

Funkci f∗ tedy můžeme zapsat ve tvaru

f∗ =

+∞∏
k=0

(
1− 1

2(2k + 2)(2k + 3)(cos(t) + 1) + 1

)
. (B.1)

Pro t = π nekonečný součin (B.1) diverguje dle definice 1.15 k 0. Pro t 6= π nekonečný součin
(B.1) konverguje bodově a absolutně podle věty 1.19, protože řada

+∞∑
k=0

∣∣∣∣ 1

2(2k + 2)(2k + 3)(cos(t) + 1) + 1

∣∣∣∣ .
konverguje.

Obdobně vyšetř́ıme funkci f∗∗. Opět si vyjádř́ıme

f∗∗k =
z − b

z − s2,2k

z − b
z − s2,2k+1

=
eit + 1

eit + 1− s2,2k

eit + 1

eit + 1− s2,2k+1
=

e2it + 2eit + 1

e2it + 1 + s2,2ks2,2k+1 + 2eit − (s2,2k + s2,2k+1)− eit(s2,2k + s2,2k+1)
.

Využijeme dř́ıve odvozených posloupnost́ı s2,2k + s2,2k+1, s2,2ks2,2k+1 a rovnosti s2,2k + s2,2k+1 =
s2,2ks2,2k+1

f∗∗k =
e2it + 2eit + 1

e2it + 1 + 2eit + eit
1

(2k + 1)(2k + 2)

=

1−
eit 1

(2k + 1)(2k + 2)

e2it + 1 + 2eit + eit
1

(2k + 1)(2k + 2)

.
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Opět použijeme rovnost e2it + 1 = 2 cos(t)eit, č́ımž dostáváme

f∗∗k = 1−
eit 1

(2k + 1)(2k + 2)

2 cos(t)eit + 2eit + eit
1

(2k + 1)(2k + 2)

=

1−

1

(2k + 1)(2k + 2)

2(cos(t) + 1) +
1

(2k + 1)(2k + 2)

= 1− 1

2(2k + 1)(2k + 2)(cos(t) + 1) + 1
.

Vlastnosti funkce

f∗∗ =

+∞∏
k=0

(
1− 1

2(2k + 1)(2k + 2)(cos(t) + 1) + 1

)
(B.2)

jsou podobné funkci f∗. Nekonečný součin B.2 diverguje pro t = π k 0 a v ostatńıch bodech
konverguje.
Jelikož jsou funkce f0, f

∗, f∗∗ reálné, pro body na kružnici C1, zobraźı funkce f = f0f
∗f∗∗ kružnici

C1 na úsečku lež́ıćı na reálné ose. Analýza funkce f pro body na kružnici C2 je obdobná.



Př́ıloha C

Ilustrace zobrazeńı v́ıcenásobně
souvislých oblast́ı

C.1 Ohraničená radial slit doména
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Obrázek C.1: Zobrazeńı 2-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z ohraničené radial slit
domény na ohraničenou kruhovou doménu.
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Obrázek C.2: Zobrazeńı 3-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z ohraničené radial slit
domény na ohraničenou kruhovou doménu.
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Obrázek C.3: Zobrazeńı 5-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z ohraničené radial slit
domény na ohraničenou kruhovou doménu.
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C.2 Neohraničená radial slit doména
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Obrázek C.4: Zobrazeńı 2-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené radial slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.
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Obrázek C.5: Zobrazeńı 4-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené radial slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.
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Obrázek C.6: Zobrazeńı 3-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené radial slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.
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Obrázek C.7: Zobrazeńı 6-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené radial slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.
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C.3 Neohraničená circular slit doména
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Obrázek C.8: Zobrazeńı 2-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené circular slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.
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Obrázek C.9: Zobrazeńı 4-násobně souvislé oblasti. Zobrazeńı hladin z neohraničené circular slit
domény na neohraničenou kruhovou doménu.
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C.4 Neohraničená polygonálńı doména
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Obrázek C.10: Zobrazeńı 3-násobně souvislé oblasti. Ortogonálńı systém křivek v oblasti z© jsme
źıskali jako vzory křivek v oblasti w© pomoćı funkce g. Systém křivek v oblasti t© jsme źıskali
následným zobrazeńım křivek z oblasti z© pomoćı funkce F .
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Obrázek C.11: Zobrazeńı 3-násobně souvislé oblasti. Ortogonálńı systém křivek v oblasti z© jsme
źıskali jako vzory křivek v oblasti w© pomoćı funkce g. Systém křivek v oblasti t© jsme źıskali
následným zobrazeńım křivek z oblasti z© pomoćı funkce F .
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Př́ıloha D

Ukázka zdrojových kód̊u

D.1 Zobrazeńı na ohraničenou radial slit doménu

Zdruz[z_] := Conjugate[z]

Slozky[f_] := {{Re[f], Im[f]}}

(*Reflexe dle kružnice Cp*)

Fi[z_, Cp_] := Zdruz[Zdruz[Cp[[1]]] + (Cp[[2]]*Cp[[2]])/(z - Cp[[1]])]

(*Reflexe dle multiindexu ny*)

fRo[z_, ny_] := Module[{nyLenght, out, CpNy, i},

nyLenght = Length[ny];

out = z;

For[i = nyLenght, i >= 1, i--,

CpNy = Cp[[ ny[[i]] + 1 ]];

out = Fi[out, CpNy];

];

Return[out]

]

(*Generuje multiindexy s hodnotami od 0 do maxCislo a určité délky *)

NyGen[maxCislo_, delka_] := Module[{out},

RetezecNy = {};

For[i = 1, i <= delka, i++,

NyRek[maxCislo, i, -1, {}];

];

out = RetezecNy;

Return[out];

]

(* Generovánı́ samotných multiindexů *)

NyRek[maxCislo_, delka_, last_, podretezec_] :=

Module[{i, novyPodretezec},

If[delka == 1,

For[i = 0, i <= maxCislo, i++,

If[i != last,

RetezecNy = Append[RetezecNy, Append[podretezec, i]];

];
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]

,

For[i = 0, i <= maxCislo, i++,

If[i != last,

novyPodretezec = Append[podretezec, i];

NyRek[maxCislo, delka - 1, i, novyPodretezec];

];

];

];

]

(* Funkce zobrazujı́cı́ kružnice na přı́mku, a úsečky *)

fRad[z_, nyString_] := Module[{nyLenght, out, i},

nyLenght = Length[nyString];

out = 1;

For[i = 1, i <= nyLenght, i++,

If[nyString[[i, Length[nyString[[i]]]] ] != 0 ||

Length[nyString[[i]]] == 1,

out = out*(z - fRo[b, nyString[[i]]])/(z -

fRo[a, nyString[[i]]]) ];

];

Return[out];

]

(*Bod který se zobrazı́ na bod \[Infinity] *)

a = E^(Pi /2*I);

(*Bod který se zobrazı́ na bod 0 *)

b = E^(Pi *I);

(*Nastavenı́ středů a poloměrů

*)s0 = 0;

r0 = 1;

s1 = 1/2;

r1 = 1/4;

s2 = -1/2 - 1/2 I;

r2 = 1/5;

Cp0 = {s0, r0};

Cp1 = {s1, r1};

Cp2 = {s2, r2};

Cp = {Cp0, Cp1, Cp2};

(* Zadánı́ počtu reflexı́*)

pocetRefl = 4;

C0 = Cp0[[2]] E^(I * t) + Cp0[[1]];

C1 = Cp1[[2]] E^(I * t) + Cp1[[1]];

C2 = Cp2[[2]] E^(I * t) + Cp2[[1]];

Show[

ParametricPlot[Slozky[C0], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Green},

PlotPoints -> 200],

ParametricPlot[Slozky[C1], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Red},

PlotPoints -> 200],

ParametricPlot[Slozky[C2], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Blue},

PlotPoints -> 200],
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ListPlot[{Slozky[a], Slozky[b]}]

]

nyString = NyGen[Length[Cp] - 1, pocetRefl];

RadC0 = fRad[C0, nyString];

RadC1 = fRad[C1, nyString];

RadC2 = fRad[C2, nyString];

Show[

ParametricPlot[Slozky[RadC0], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Green},

PlotPoints -> 2000],

ParametricPlot[Slozky[RadC1], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Red},

PlotPoints -> 200],

ParametricPlot[Slozky[RadC2], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Blue},

PlotPoints -> 200],

PlotRange -> 5

]

D.2 Zobrazeńı na neohraničenou circular slit doménu

(* Stejné funkce jako ve zdrojovém kódu, pro ohraničenou radial slit \

doménu *)

Zdruz[z_], Slozky[f_], SlozkySi[f_], RetezecNy, Fi[z_, Cp_], fRo[z_, \

ny_], NyRek[maxCislo_, delka_, last_, podretezec_]

(* Funkce zobrazujı́cı́ kružnice na oblouky *)

fCirc[z_, maxReflexi_] :=

Module[{pocetKruznic, i, j, k, out, ak, ck, nyStr, nyStrLeng, ny, ou,

iter},

pocetKruznic = Length[Cp];

out = z - a;

For[k = 1, k <= pocetKruznic, k++,

ak = Fi[a, Cp[[k]] ];

ck = Fi[ ComplexInfinity, Cp[[k]] ];

ou = ( (z - ck) )/( (z - ak) );

out = out*ou;

For[iter = 1, iter <= maxReflexi, iter = iter + 2,

RetezecNy = {};

NyRek[pocetKruznic - 1, iter, -1, {}];

nyStr = RetezecNy;

nyStrLeng = Length[nyStr];

For[i = 1, i <= nyStrLeng, i++,

ny = nyStr[[i]];

If[ny[[ Length[ny] ]] != (k - 1),

ou = ( (z - fRo[ak, ny]) )/( (z - fRo[ck, ny]) );

out = ou*out;

];

];

];
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For[iter = 2, iter <= maxReflexi, iter = iter + 2,

RetezecNy = {};

NyRek[pocetKruznic - 1, iter, -1, {}];

nyStr = RetezecNy;

nyStrLeng = Length[nyStr];

For[i = 1, i <= nyStrLeng, i++,

ny = nyStr[[i]];

If[ny[[ Length[ny] ]] != (k - 1),

ou = ( (z - fRo[ck, ny]) )/( (z - fRo[ak, ny]) );

(*Print["uvnitr"];

Print[ou];

Print[N[ou/.{t\[Rule]3/2}]];*)

out = ou*out;

];

];

];

];

Return[out]

]

(* Generovánı́ multiindexů liché délky *)

NyGenO[maxCislo_, delka_] := Module[{out, i},

RetezecNy = {};

For[i = 1, i <= delka, i = i + 2,

NyRek[maxCislo, i, -1, {}];

];

out = RetezecNy;

Return[out]

]

(* Generovánı́ multiindexů sudé délky *)

NyGenE[maxCislo_, delka_] := Module[{out, i},

RetezecNy = {};

For[i = 2, i <= delka, i = i + 2,

NyRek[maxCislo, i, -1, {}];

];

out = RetezecNy;

Return[out]

]

a = 0;

s0 = 3/2;

r0 = 1/2;

Cp0 = {s0, r0};

s1 = -3/2;

r1 = 1/2;

Cp1 = {s1, r1};

Cp = {Cp0, Cp1};

C0 = Cp0[[2]] E^(I * t) + Cp0[[1]];

C1 = Cp1[[2]] E^(I * t) + Cp1[[1]];

Show[
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ParametricPlot[Slozky[C0], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Blue},

PlotPoints -> 200],

ParametricPlot[Slozky[C1], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Red},

PlotPoints -> 200],

ListPlot[{Slozky[a]}], PlotRange -> All, AxesOrigin -> {0}

]

CirC0 = fCirc[C0, 2];

CirC1 = fCirc[C1, 2];

Show[

ParametricPlot[Slozky[CirC0], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Blue},

PlotPoints -> 200],

ParametricPlot[Slozky[CirC1], {t, 0, 2 Pi}, PlotStyle -> {Red},

PlotPoints -> 200],

ListPlot[{Slozky[a]}],

PlotRange -> All, AxesOrigin -> {0}

]
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Použité značeńı

C množina všech konečných komplexńıch č́ısel
C* = C∪{∞}
N množina všech přirozených č́ısel
R množina všech konečných reálných č́ısel

R2 kartézský součin R×R
Re z reálná část komplexńıho č́ısla
Im z imaginárńı část komplexńıho č́ısla
z komplexně sdružené č́ıslo k č́ıslu z
M uzávěr množiny M
IntC vnitřek křivky C
∂M hranice množiny M
U(z0) okoĺı bodu z0

u ◦ v složeńı funkćı u a v
H = {z ∈ C : Im z > 0}
D = {z ∈ C : |z| < 1}
Jx, yK = {(1− t)x+ ty : t ∈ [0, 1]}
Kx, yJ = {(1− t)x+ ty : t ∈ Rr(0, 1)} ∪ {∞}
(a, b) = {x ∈ R : a < x < b} - otevřený interval
[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} - uzavřený interval
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