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Abstrakt

Tato bakalářská práce je zaměřena na studium nelokálńı nelineárńı
okrajové úlohy s parametry ve tvaru

−u′′ = λu, u = u(x), x ∈ (0, π)

u(0) = 0,(∫ π

0

(
u+
)p

dx

) 1
p

=

(∫ π

0

(
u−
)q

dx

) 1
q

.

Studujeme existenci a jednoznačnost prvńıho vlastńıho č́ısla zjednodu-
šeného modelu, kdy uvažujeme p = 1, respektive q = 1.

Poté odvod́ıme rovnice, které popisuj́ı bodové spektrum této úlohy.
Zavedeńım p = 1, respektive q = 1 je znovu zjednoduš́ıme a diskutu-
jeme jejich řešitelnost.
Kĺıčová slova: vlastńı č́ısla, okrajová úloha, nelokálńı okrajová úloha,
Fuč́ıkovo spektrum

Abstract

This Bachelor thesis is devoted to study of a parameter dependent
nonlocal nonlinear boundary value problem

−u′′ = λu, u = u(x), x ∈ (0, π)

u(0) = 0,(∫ π

0

(
u+
)p

dx

) 1
p

=

(∫ π

0

(
u−
)q

dx

) 1
q

.

Our aim is to study the existence and uniqueness of the first eigenvalue
of simplified model while we consider p = 1 and q = 1, respectively.

We deduce equations that describe the point spectrum of this model.
Afterthat, while considering p = 1 and q = 1, respectively, we simplify
these equations and discuss their solvability.
Keywords: eigenvalues, boundary value problem, nonlocal boundary
value problem, the Fuč́ık spectrum
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ÚVOD

Při studiu obyčejných diferenciálńı rovnic se lze vydat dvěma hlavńımi
směry. Jeden z nich tvoř́ı výzkum počátečńıch úloh a s ńım spojená teo-
rie dynamických systémů.

Druhou cestou, a také tou, kterou voĺıme v této práci, je studium okra-
jových úloh. Okrajová úloha může být zavedena nejr̊uzněǰśımi zp̊usoby,
vždy se ale jedná o diferenciálńı rovnici, ke které jsou připojeny dodatečné
podmı́nky na funkci, která diferenciálńı rovnici vyhovuje.

Můžeme požadovat, aby řešeńı úlohy splňovalo předepsané podmı́nky v
předem daných bodech. Potom hovoř́ıme o tzv. m-bodové okrajové úloze
(z angl. multi-point boundary value problem). Takové úlohy nacháźı své
uplatněńı v mnoha reálných problémech.

Okrajovou úlohu lze ale zavést i jinak. Je možné upustit od
”
bodových“

okrajových podmı́nek a můžeme požadovat splněńı nějaké podmı́nky na celé
množině, kde takovou úlohu řeš́ıme. To dává možnost vzniku tzv. nelokálńıch
úloh, ve kterých vystupuje integrálńı podmı́nka. Předepisuje tedy, jak se
řešeńı chová na celém intervalu.

Nelokálńı úlohy jsou z našeho pohledu poměrně málo studovanou oblast́ı,
většina autor̊u se totiž soustřed́ı sṕı̌se na m-bodové úlohy. Nelokálńı pak
z̊ustávaj́ı v ústrańı. V naš́ı práci se budeme zabývat zobecněnou nelokálńı
úlohou s parametry.
Práce je rozdělena do pěti kapitol následuj́ıćım zp̊usobem:

V prvńı kapitole zadefinujeme a připomeneme pojmy, které nemuśı být
obecně známé a pomohou čtenáři ve snazš́ı orientaci textem.

V druhé kapitole poprvé seznámı́me s úlohou, kterou se budeme zabývat.
Podáme řešeńı diferenciálńı rovnice, která př́ısluš́ı této úloze, a v daľśıch
částech budeme na toto řešeńı odkazovat.

Třet́ı kapitola bude sloužit jako prvńı úvod do problematiky Dirichletovy,
respektive nelokálńı, úlohy. Uvedeme dva výsledky, které jsou sice známé a
prozkoumané, ale budou představovat zaj́ımavé propojeńı s úlohou, kterou
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budeme studovat ve čtvrté kapitole.
V ńı zavedeme zobecněnou nelokálńı úlohou s parametry, která bude z

celkového pohledu nejd̊uležitěǰśı. Nejprve prozkoumáme prvńı vlastńı č́ısla
takové úlohy, načež následně navážeme při studiu jej́ıho bodového spektra.
V této kapitole také uvedeme, jak se úloha chová pro speciálńı volbu para-
metr̊u, př́ıpadně při limitńıch přechodech.

V posledńı, tedy páté, kapitole nast́ıńıme úvod do zaj́ımavého zobecněńı
okrajových úloh – tzv. Fuč́ıkova spektra, které se v posledńı době stalo
intenzivněji studovanou oblast́ı.
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KAPITOLA 1

PŘÍPRAVNÁ ČÁST

V některých částech daľśıho textu budeme pracovat s pojmy, které nemuśı
být obecně známé. Tuto kapitolu tedy věnujeme zavedeńı potřebného teo-
retického aparátu.

1.1 Základńı pojmy

Definice 1.1 (Funkce Beta)
Necht’ x, y > 0 jsou reálné parametry. Funkci Beta definujeme předpisem

B(x, y) = 2

∫ π
2

0
(sin θ)2x−1 (cos θ)2y−1 dθ. (1.1)

0

1

2

3

x

0

1

2

3

y

0

2

4

6

8

Β(x, y)

Obrázek 1.1: Funkce Beta
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V některé literatuře bývá funkce Beta také označována jako tzv. Euler̊uv
integrál prvńıho druhu.

Definice 1.2 (Funkce Gamma)
Necht’ z > 0 je reálný parametr, potom funkci Gamma definujeme předpisem

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−t dt. (1.2)

0.5 1.0 1.5 2.0
z

1

2

3

4

5

Γ(z)

Obrázek 1.2: Funkce Gamma

O funkci Gamma se také někdy hovoř́ı jako o tzv. Eulerově integrálu
druhého druhu. Jej́ı ilustraci uvád́ıme na obrázku 1.2.

Poznámka 1.3 (O speciálńıch funkćıch)

i) Obě definované funkce lze obecně zavést i pro komplexńı parametry.
Pro naše účely postač́ı, budeme-li uvažovat pouze reálné hodnoty.

ii) Obě předchoźı definice lze modifikovat zavedeńım vhodné substituce
v př́ıslušných integrálech.

Věta 1.4 (O rozvoji pod́ılu funkćı Gamma)
Necht’ z > 0. Potom

Γ(z + 1
2)

Γ(z)
=
√
z

(
1− 1

8z
+

1

128z2
+

5

1024z3
+ · · ·

)
(1.3)

Důkaz. Viz. [2].

Na obrázku 1.3 je vykreslen rozd́ıl

ε(z) =

∣∣∣∣∣Γ(z + 1
2)

Γ(z)
−
√
z

(
1− 1

8z
+

1

128z2
+

5

1024z3

)∣∣∣∣∣ ,
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který představuje chybu aproximace pod́ılu funkćı Gamma rozvojem (1.3).
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Obrázek 1.3: Chyba aproximace pod́ılu funkćı Gamma.

Lemma 1.5 (Vztah mezi funkcemi Beta a Gamma)
Necht’ x, y > 0, potom pro funkce Gamma a Beta plat́ı vztah

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (1.4)

Důkaz. Lze nalézt v [5].

Lemma 1.6 (Vztah funkce Gamma a faktoriálu)
Necht’ n ∈ N ∪ {0}, potom lze psát

Γ(n+ 1) = n!. (1.5)

Důkaz. Z definice (1.2) plyne

Γ(n+ 1) =

∫ +∞

0
tne−t dt.

Integraćı per partes dostaneme

Γ(n+ 1) =
[
−tne−t

]+∞
0

+ n

∫ +∞

0
tn−1e−t dt.

Výraz
[
−tne−t

]+∞
0

je roven nule, nebot’ lim
t→+∞

−tne−t = 0. Využijeme-li

znovu definici (1.2), dostaneme vztah

Γ(n+ 1) = n · Γ(n), (1.6)

který je platný obecně pro n > 0.
Z (1.6) a rovnosti

Γ(1) =

∫ +∞

0
e−t dt = 1,
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lze pro n ∈ N rekurzivně odvodit

Γ(2) = Γ(1) = 1 = 1!,

Γ(3) = 2 · Γ(2) = 2 = 2!,

Γ(4) = 3 · Γ(3) = 3 · 2! = 3!,

...

Γ(n+ 1) = n!. (1.7)

Vztah (1.5) je tedy dokázán.

Definice 1.7 (Kladná a záporná část funkce)
Necht’ f(x) je reálná funkce a D(f) definičńı obor této funkce. Potom klad-
nou, respektive zápornou část funkce f definujeme předpisem

f±(x) := max{±f(x), 0}, ∀x ∈ D(f). (1.8)

Ilustraci kladné a záporné části reálné funkce uvád́ıme na obrázku 1.4.

x

f (x)

x

f +

x

f -

Obrázek 1.4: Funkce s jej́ı kladnou a zápornou část́ı.

Definice 1.8 (Vlastńı č́ıslo diferenciálńıho operátoru)
Necht’ L je diferenciálńı operátor. Potom vlastńım č́ıslem operátoru L ro-
zumı́me takovou hodnotu λ, pro kterou existuje netriviálńı řešeńı rovnice

Lu = λu. (1.9)

Definice 1.9 (Vlastńı funkce diferenciálńıho operátoru)
Necht’ L je diferenciálńı operátor a λ jeho vlastńı č́ıslo. Potom nenulo-
vou funkci u, která řeš́ı rovnici (1.9), nazveme vlastńı funkćı operátoru L
př́ıslušnou vlastńımu č́ıslu λ.

Definice 1.10 (Bodové spektrum)
Množinu všech vlastńıch č́ısel operátoru L budeme nazývat bodovým spek-
trem operátoru L.
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KAPITOLA 2

DIFERENCIÁLNÍ OPERÁTOR

Definujme obyčejný diferenciálńı operátor L předpisem

Lu := −u′′, (2.1)

D(L) := {u ∈ C2((0, π)) ∩ C([0, π]) : u(0) = 0}.

Úloha, kterou se budeme zabývat, má v operátorovém zápisu tvar

Lu = λu, u = u(x). (2.2)

Řešeńım této úlohy budeme rozumět klasické řešeńı, tedy takovou funkci u,
která splňuje rovnici (2.2) bodově pro všechna x ∈ (0, π) a nav́ıc vyhovuje
okrajové podmı́nce v (2.1). Druhou okrajovou podmı́nku budeme postupně
modifikovat.

Nalezněme tedy nejprve řešeńı úlohy (2.2). Hledejme obecné řešeńı dife-
renciálńı rovnice

u′′ + λu = 0, (2.3)

které očekáváme ve tvaru

u(x) = eαx. (2.4)

Po dosazeńı do (2.3) dostáváme po vyděleńı nenulovým výrazem eαx cha-
rakteristickou rovnici závislou na parametru λ ve tvaru

α2 + λ = 0. (2.5)

Nyńı bude nutné rozlǐsit tři př́ıpady.

1. λ = 0 :
Pro nulovou hodnotu parametru λ bude mı́t charakteristická rovnice
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dvojnásobný nulový kořen, fundamentálńı systém řešeńı diferenciálńı
rovnice (2.3) tvoř́ı funkce 1, x a obecné řešeńı lze tedy zapsat ve tvaru

u(x) = c1x+ c2, (2.6)

kde c1, c2 ∈ R.

2. λ > 0 :
Pokud λ nabývá pouze kladných hodnot, charakteristická rovnice má
dva komplexně sdružené kořeny α1,2 = ±

√
λi a reálný fundamentálńı

systém řešeńı tvoř́ı funkce sin
√
λx a cos

√
λx. Obecné řešeńı lze pak

zapsat ve tvaru

u(x) = c1 sin
√
λx+ c2 cos

√
λx, (2.7)

kde c1, c2 ∈ R.

3. λ < 0 :
Pro záporné hodnoty parametru λ má charakteristická rovnice dva
reálné kořeny α1,2 = ±

√
−λ, fundamentálńı systém řešeńı tvoř́ı funkce

e
√
−λx a e−

√
−λx. Funkce

u(x) = k1e
√
−λx + k2e

−
√
−λx,

kde k1, k2 ∈ R, potom řeš́ı rovnici (2.3) pro λ < 0.
Funkci u lze s využit́ım exponenciálńıch definic hyperbolických funkćı
přepsat do tvaru

u(x) = c1 sinh
√
−λx+ c2 cosh

√
−λx, (2.8)

kde jsme zvolili

k1 =
c1 + c2

2
,

k2 =
c2 − c1

2
,

a c1, c2 ∈ R.

Zabývejme se nyńı požadavkem u(0) = 0 v definici operátoru L. Opět je
nutné postupovat v závislosti na parametru λ. Postupným dosazeńım tohoto
požadavku do (2.6), (2.7) a (2.8) zjist́ıme, že konstanta c2 muśı být nulová
ve všech studovaných př́ıpadech a řešeńı úlohy (2.2) má tvar

u(x) =


c1x pro λ = 0,

c1 sin
√
λx pro λ > 0,

c1 sinh
√
−λx pro λ < 0,

(2.9)

kde c1 ∈ R.
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KAPITOLA 3

ZNÁMÉ ÚLOHY NA VLASTNÍ ČÍSLA

V této sekci uvedeme úlohy na vlastńı č́ısla, jejichž bodové spektrum je
již známé. Ukazuje se, že úloha, kterou se budeme zabývat dále, sd́ıĺı řadu
zaj́ımavých vlastnost́ı právě s těmito prozkoumanými úlohami. Př́ıslušné
věty uvád́ıme pro úplnost i s patřičnými d̊ukazy.

3.1 Dirichletova okrajová úloha

Prvńı úlohou, které je dobré věnovat zvláštńı pozornost, je okrajová úloha
Dirichletova typu, tedy {

Lu = λu,

u(π) = 0,
(3.1)

kde L je operátor definovaný v (2.1). Ze znalosti obecného řešeńı úlohy (2.2),
které jsme uvedli v kapitole 2, je možné snadno určit vlastńı č́ısla a k nim
př́ıslušné vlastńı funkce úlohy (3.1).

Věta 3.1 (O bodovém spektru Dirichletovy úlohy)
Vlastńı č́ısla Dirichletovy okrajové úlohy (3.1) tvoř́ı rostoućı posloupnost
λn = n2. K nim př́ıslušné vlastńı funkce maj́ı tvar un(x) = cn sinnx, kde
n ∈ N.

Důkaz. Řešeńı úlohy (2.2) má tvar

u(x) =


c1x pro λ = 0,

c1 sin
√
λx pro λ > 0,

c1 sinh
√
−λx pro λ < 0,

kde c1 ∈ R. V závislosti na parametru λ dostáváme tedy tři kvalitativně
odlǐsné funkce a situace se rozpadne na tři př́ıpady. Budeme zkoumat chováńı
těchto funkćı v bodě π.
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1. λ = 0 :
Pokud je parametr λ nulový, řešeńım úlohy (2.2) je funkce u(x) = c1x
a př́ımým dosazeńım podmı́nky u(π) = 0 zjist́ıme, že úloha má pouze
triviálńı řešeńı a λ = 0 neńı vlastńı č́ıslo.

2. λ < 0 :
Pro záporné hodnoty λ je řešeńım funkce u(x) = c1 sinh

√
−λx. Hod-

nota funkce u v bodě π je u(π) = c1 sinh
√
−λπ 6= 0 pro c1 6= 0

a zřejmě ani pro tento př́ıpad neexistuje netriviálńı řešeńı.

3. λ > 0 :
Pro λ > 0 řeš́ı úlohu (2.2) funkce u(x) = c1 sin

√
λx.

Potom u(π) = c1 sin
√
λπ = 0. Požadujeme netriviálńı řešeńı, tedy

konstanta c1 muśı být nutně nenulová a muśı být sin
√
λπ = 0, což má

řešeńı jen pro hodnoty λ = n2, kde n ∈ N a tvrzeńı je dokázáno.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

u(x)

Obrázek 3.1: Prvńı tři vlastńı funkce Dirichletovy úlohy (3.1).

3.2 Nelokálńı okrajová úloha

Daľśı, do jisté mı́ry standardńı, úlohou na vlastńı č́ısla je nelokálńı okrajová
úloha. Tuto úlohu později zobecńıme zavedeńım nezávislých parametr̊u p, q,
proto je zaj́ımavé sledovat a porovnat kvalitativńı změnu obou bodových
spekter.

Uvažujeme tedy úlohu typu Lu = λu,∫ π

0
u dx = 0,

(3.2)
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kde L je operátor definovaný v (2.1).
Má smysl se zabývat takto formulovanou úlohou, nebot’ z definice operátoru
L plyne, že u ∈ C2(0, π), tj. funkce u je spojitá pro x ∈ (0, π) a tedy také
integrovatelná.

Poznámka 3.2 (O ekvivalentńım zápisu integrálńı podmı́nky)
Rozděĺıme-li funkci u na kladnou a zápornou část, lze integrálńı podmı́nku
úlohy (3.2) jako ∫ π

0
u+ dx =

∫ π

0
u− dx.

Geometrická interpretace této integrálńı podmı́nky je nasnadě – jedná
se o obsah plochy, kterou vymezuje kladná (červeně), respektive záporná
(modře) část řešeńı.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

u(x)

Obrázek 3.2: Ilustrace integrálńı podmı́nky.

Informaci o bodovém spektru této úlohy poskytne následuj́ıćı věta.

Věta 3.3 (O bodovém spektru nelokálńı úlohy)
Vlastńı č́ısla nelokálńı úlohy tvoř́ı rostoućı posloupnost λn = 4n2. K nim
př́ıslušné vlastńı funkce maj́ı tvar un(x) = cn sin 2nx, kde n ∈ N.

Důkaz. Vyjdeme opět ze znalosti obecného řešeńı úlohy (2.2), tedy

u(x) =


c1x, pro λ = 0,

c1 sin
√
λx pro λ > 0,

c1 sinh
√
−λx pro λ < 0,

kde c1 ∈ R a provedeme analogickou diskuzi jako v př́ıpadě úlohy s Dirichle-
tovou okrajovou podmı́nkou.

1. λ = 0 :
Pro hodnotu λ = 0 je u(x) = c1x. Potom zřejmě∫ π

0
x dx =

π2

2
6= 0
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a integrálńı podmı́nku úlohy (3.2) splńıme pouze volbou c1 = 0. Hod-
nota λ = 0 tedy neńı vlastńım č́ıslem.

2. λ < 0 :
Uvažujeme-li záporné hodnoty parametru, potom má funkce u tvar
u(x) = c1 sinh

√
−λx. Dále∫ π

0
sinh
√
−λx > 0,

nebot’ sinh
√
−λx > 0 pro x ∈ (0, π) a je zřejmé, že pouze volba c1 = 0

zajist́ı splněńı integrálńı podmı́nky. To ale znamená, že dostáváme
triviálńı řešeńı a hodnoty λ < 0 nejsou vlastńımi č́ısly př́ıslušné úlohy.

3. λ > 0 :
Nyńı u(x) = c1 sin

√
λx. Z integrálńı podmı́nky dostáváme∫ π

0
sin
√
λx dx =

1− cosπ
√
λ√

λ
= 0. (3.3)

Hledáńı vlastńıch č́ısel úlohy (3.2) je tedy převedeno na hledáńı řešeńı
rovnice (3.3). Této rovnici zřejmě vyhovuj́ı hodnoty λn = 4n2, kde
n ∈ N a př́ıslušné vlastńı funkce maj́ı tvar un(x) = cn sin 2nx, kde
cn ∈ R.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

u(x)

Obrázek 3.3: Prvńı tři vlastńı funkce nelokálńı úlohy (3.2)
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KAPITOLA 4

NELOKÁLNÍ ÚLOHA S PARAMETRY

V této kapitole představ́ıme novou úlohu, která, jak uvid́ıme dále, přinese
zaj́ımavý vztah k úlohám již zmı́něným a bude umožňovat napojeńı na
daľśı partie matematiky. Po zbytek práce se budeme zabývat touto úlohou,
př́ıpadně jej́ı drobnou modifikaćı.

Necht’ p, q ≥ 1 a definujme novou úlohu předpisem{
Lu = λu,

||u+||Lp = ||u−||Lq ,
(4.1)

kde L je operátor zavedený v (2.1), u± je kladná, respektive záporná část
funkce u a

|| · ||Lp :=

(∫ π

0
| · |p dx

) 1
p

. (4.2)

Předpisem (4.2) lze obecně definovat normu na tzv. Lebesgueových pro-
storech na intervalu (0, π), tedy podmı́nkou (4.1) dostáváme zaj́ımavé pro-
pojeńı s funkcionálńı analýzou. Tyto prostory hraj́ı d̊uležitou roli jak v teo-
retické funkcionálńı analýze, tak při řešeńı řady reálných problémů z oblasti
např. diferenciálńıch rovnic.

Poznámka 4.1 (O metrických prostorech)
Lebesgueovy prostory na obecném intervalu (a, b) obvykle znač́ıme Lp(a, b).
Tyto prostory jsou Banachovy pro libovolné p ∈ [1,+∞), pro p = 2 jde
dokonce o Hilbert̊uv prostor.

Úlohu (4.1) můžeme chápat jako zobecněńı nelokálńı úlohy (3.2), kterou
dostaneme speciálńı volbou parametr̊u p = q = 1. Informaci o bodovém
spektru tohoto speciálńıho př́ıpadu jsme poskytli v sekci 3.2.
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Nyńı zavedeme daľśı úlohu, která bude mı́t tvar
Lu = λu,(∫ π

0

(
u+
)p

dx

) 1
p

=

(∫ π

0

(
u−
)q

dx

) 1
q

,
(4.3)

kde L je operátor definovaný v (2.1) a p, q ∈ R \ {0}.
Tato úloha je ekvivalentńı s (4.1), ale nav́ıc umožňuje studovat i p, q 6∈ [1,∞),
což se jev́ı velmi zaj́ımavě a po zbytek práce se budeme zabývat touto úlohou.

Daľśım d̊uvodem (kromě již zmı́něné souvislosti s Lebesgueovými pro-
story), proč se pokoušet takto formulovanou úlohu řešit, může být zaj́ımavá
vlastnost, která plyne z teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic. Uvažujme
zcela libovolnou lineárńı diferenciálńı rovnici. Ze zmı́něné teorie v́ıme, že
tyto rovnice

”
přenáš́ı“ na svá řešeńı následuj́ıćı užitečné vlastnosti.

(i) Necht’ funkce u a v jsou řešeńım lineárńı diferenciálńı rovnice. Potom
jejich součet je také řešeńım této rovnice.

(ii) Necht’ funkce u řeš́ı lineárńı diferenciálńı rovnici. Potom také libovolný
reálný násobek funkce u řeš́ı tuto rovnici.

Úloha (4.3) je bez integrálńı podmı́nky poměrně snadno řešitelná. Ovšem
v kombinaci s nelineárńı integrálńı podmı́nkou dostáváme obecně nelineárńı
úlohu, což se projev́ı, budeme-li se zabývat otázkou řešitelnosti, respektive
vlastnostmi (i), (ii) výše. Vlastnost (i) zřejmě nemůže být splněna. Vlast-
nost (ii) splńıme, budeme-li uvažovat pouze taková řešeńı, kde multiplikačńı
konstanta je kladné č́ıslo, což plyne z tzv. pozitivńı homogenity úlohy.

Věnujme se nyńı řešitelnosti úlohy (4.3) v závislosti na parametru λ.
Nejprve se omeźıme na hodnoty tohoto parametru, pro které má smysl hledat
netriviálńı řešeńı.

Věta 4.2 (O nepř́ıpustných hodnotách parametru λ)
Necht’ p, q ∈ R\{0}. Je-li λ ≤ 0, potom má úloha (4.3) pouze triviálńı řešeńı.

Důkaz. Důkaz založ́ıme na diskuzi o splněńı podmı́nek v úloze (4.3) pro
r̊uzné hodnoty parametru λ. Využijeme řešeńı uvedené v (2.9).

1. λ = 0 :
Z (2.9) plyne u(x) = c1x, kde c1 ∈ R. Dále rozlǐsme r̊uzné hodnoty
konstanty c1. Pokud c1 > 0, potom zřejmě u(x) = (c1x)p > 0 pro
x ∈ (0, π) a pro všechna p, tj. u− ≡ 0, tedy v integrálńı podmı́nce
úlohy (4.3) dostáváme požadavek(∫ π

0
(c1x)p

) 1
p

= 0, (4.4)
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což z nezápornosti integrandu nemůže nastat. Analogickým zp̊usobem
postupujeme, pokud uvažujeme c1 < 0. V tomto př́ıpadě bychom pouze
zaměnili roli kladné a záporné části funkce u. Integrálńı podmı́nku tedy
splńıme pouze volbou c1 = 0 a λ = 0 neńı vlastńım č́ıslem úlohy (4.3).

2. λ < 0 :
Z obecného řešeńı (2.9) dostáváme pro tuto volbu parametru λ funkci
u(x) = c1 sinh

√
−λx, kde c1 ∈ R. Uvažujme nejprve hodnoty c1 > 0.

Potom funkce (c1 sinh
√
−λx)p je nezáporná na intervalu (0, π) pro

p ∈ R, což znamená, že záporná část bude identicky nulová na tomto
intervalu a dojdeme ke stejnému závěru, jako v předchoźım př́ıpadě.
Pro př́ıpad c1 < 0 postupujeme analogicky a tedy záporné hodnoty
parametru λ nejsou vlastńımi č́ısly př́ıslušné úlohy.

Z věty 4.2 tedy plyne, že má smysl studovat pouze kladné hodnoty pa-
rametru λ. Z kapitoly 2 dále v́ıme, že vlastńı funkce, které jsou př́ıslušné
kladným hodnotám λ, maj́ı tvar u(x) = c sin

√
λx, kde c ∈ R. Pro daľśı

potřeby ještě označme nulové body této funkce – jsou to body xn := nπ/
√
λ,

kde n ∈ N.
Daľśı zaj́ımavé propojeńı se ukazuje ve vztahu integrálńı podmı́nky

s funkćı Gamma, které využijeme v daľśım textu.

Lemma 4.3 (Vztah integrálńı podmı́nky úlohy (4.3) s funkćı Gamma)
Necht’ p > −1, potom∫ π√

λ

0
| sin
√
λx|p dx =

√
π · Γ(p+1

2 )
√
λ · Γ(p2 + 1)

(4.5)

Důkaz. Upravme nejprve integrál na levé straně vztahu (4.5). Zavedeńım
substituce z =

√
λx dostaneme∫ π√

λ

0
| sin
√
λx|p dx =

1√
λ

∫ π

0
| sin z|p dz.

Absolutńı hodnotu dále vynecháme, nebot’ funkce sinx je pro x ∈ (0, π)
kladná. Uvědomı́me-li si nyńı, že funkce (sin z)p jsou pro p ∈ R na intervalu

[0, π] symetrické podle př́ımky z =
π

2
, lze psát

1√
λ

∫ π

0
(sin z)p dz =

2√
λ

∫ π
2

0
(sin z)p dz.

Protože plat́ı

2√
λ

∫ π
2

0
(sin z)p dz =

2√
λ

∫ π
2

0
(sin z)2

p+1
2
−1 (cos z)2

1
2
−1 dz,
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lze pro p > −1 s využit́ım definice 1.1 a lemmatu 1.5 psát∫ π√
λ

0
| sin
√
λx|p dx =

1√
λ
B

(
p+ 1

2
,
1

2

)
=

Γ(p+1
2 ) · Γ(12)

√
λ · Γ(p2 + 1)

.

Dokažme ještě na závěr, že Γ

(
1

2

)
=
√
π. Př́ımým dosazeńım do definice

funkce Gamma dostaneme

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−t√
t

dt.

Pokud integrand na pravé straně uprav́ıme substitućı u =
√
t, dostaneme

Γ

(
1

2

)
= 2 ·

∫ +∞

0
e−u

2
du =

∫ +∞

−∞
e−u

2
du,

což je tzv. Gauss̊uv integrál, jehož hodnota
√
π je známá, a d̊ukaz je hotov.

Ukazuje se, že integrál∫ π√
λ

0
| sin
√
λx|p dx =

1√
λ

∫ π

0
| sin z|p dz,

kde na pravé straně jsme zavedli substituci z =
√
λx, se pro některé hodnoty

p ∈ R\{0} chová problematicky. Uvedeme nyńı dvě lemmata, která objasńı,
jaké parametry zp̊usobuj́ı pot́ıže.

Lemma 4.4 (O divergenci integrálu)
Necht’ p ≤ −1 a ξ ∈ (0, π]. Potom∫ ξ

0
| sin z|p dz = +∞. (4.6)

Důkaz. Integrand ve (4.6) lze pro p ≤ −1 upravit s využit́ım identity

| sin z|p =
1

| sin z||p|
= | csc z||p|. (4.7)

Pro |p| ≥ 1 plat́ı

csc z ≤ (csc z)|p| ,

kde jsme vynechali absolutńı hodnotu, nebot’ funkce csc z je na intervalu
(0, π) kladná. Po integraci této nerovnosti dostaneme∫ ξ

0
csc z dz ≤

∫ ξ

0
(csc z)|p| dz. (4.8)
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Ukažme nyńı př́ımým výpočtem, že levá strana nerovnosti (4.8) neńı kon-
vergentńı. Pokud provedeme substituci t = cos z, dostaneme∫ ξ

0
csc z dz =

∫ ξ

0

sin z

1− cos2 z
dz = −

∫ cos ξ

1

dt

1− t2
=

=
1

2

[
ln |1− t| − ln |1 + t|

]cos ξ
1

=

=
1

2

(
ln |1− cos ξ| − ln |1 + cos ξ| − lim

a→0+
ln a+ ln 2

)
. (4.9)

Pokud ξ 6= π dostaneme v (4.9)

1

2

(
C − lim

a→0+
ln a

)
= +∞, (4.10)

kde C je konečné č́ıslo. V př́ıpadě ξ = π dostáváme∫ π

0
csc z dz = 2 ·

∫ π
2

0
csc z dz = +∞. (4.11)

S využit́ım (4.8) a srovnávaćıho kritéria tedy rozhodneme o divergenci in-
tegrálu v (4.6).

Lemma 4.5 (O konvergenci integrálu)
Necht’ p ∈ (−1, 0) a ξ ∈ (0, π]. Potom integrál∫ ξ

0
| sin z|p dx (4.12)

konverguje.

Důkaz. Integrál je možné aproximovat výrazem∫ ξ

0
(sin z)p dz ≈

(∫ ε

0
zp dz +

∫ ξ

ε
(sin z)p dz

)
, (4.13)

kde ε > 0 je voleno tak, aby chyba linearizace integrandu na okoĺı nuly byla
minimálńı.
Je dále ∫ ε

0
zp dz =

[
zp+1

p+ 1

]ε
0

,

což je pro p ∈ (−1, 0) konečné.
Je-li ξ 6= π, potom ∫ ξ

ε
(sin z)p dz =

∫ ξ

ε
(csc z)|p| dz,
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je také konečný, nebot’ integračńı meze neobsahuj́ı singulárńı bod.
Je-li ξ = π, potom z vlastnost́ı funkce sinus plyne rovnost∫ π

0
(sin z)p dz = 2

∫ π
2

0
(sin z)p dz

a vzhledem k předchoźımu i tento integrál konverguje.
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4.1 Prvńı vlastńı č́ısla

Vzhledem ke komplikovanosti integrálńı podmı́nky v úloze (4.3) neńı možné
při konstrukci bodového spektra postupovat vždy zcela obecně, tj. bude
nutné specifikovat hodnoty parametr̊u p, q, kterými se zabýváme. Ukazuje
se ovšem, že ani toto zjednodušeńı nemuśı být vždy dostačuj́ıćı. Budeme se
tedy nejprve zabývat hledáńım prvńıch vlastńıch č́ısel úlohy (4.3).

Vzhledem k tomu, že tato úloha neńı klasickou Sturm-Liouvilleovou
úlohou, neńı předem jisté, zda vlastńı č́ısla v̊ubec existuj́ı. Předpokládejme
tedy, že vlastńı č́ısla existuj́ı.

Proved’me ještě jistou změnu v oč́ıslováńı těchto vlastńıch č́ısel. Vlastńım
č́ıslem λi s indexem i budeme rozumět to, že vlastńı funkce ui, která př́ısluš́ı
tomuto vlastńımu č́ıslu, má na intervalu (0, π] právě i nulových bod̊u.

Tedy, hledáme-li prvńı vlastńı č́ıslo a uváž́ıme-li, že vlastńı funkce úlohy
(4.3) maj́ı, jak již bylo zmı́něno výše, tvar u(x) = c sin

√
λx, potom tuto

úlohu muśıme řešit pro λ z intervalu [1, 4), nebot’ jen pro tyto hodnoty má
funkce u právě jeden nulový bod pro x ∈ (0, π]. Hodnotu λ = 1 muśıme do-
datečně vyloučit, protože v tomto př́ıpadě by v prvńı vlastńı funkci chyběla
záporná část.

Podmı́nka pro prvńı vlastńı č́ıslo v úloze (4.3) tedy nabude tvaru(∫ x1

0

(
sin
√
λx
)p

dx

) 1
p

=

(∫ π

x1

(
sin
√
λx
)q

dx

) 1
q

, (4.14)

kde x1 = π/
√
λ je prvńı nulový bod vlastńı funkce.

Vlastńı funkci, př́ıslušnou prvńımu vlastńımu č́ıslu, pro pevné parametry
p = 10, q = 1 uvád́ıme pro ilustraci na následuj́ıćım obrázku.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

u(x)

Obrázek 4.1: Vlastńı funkce př́ıslušná prvńımu vlastńımu č́ıslu pro hodnoty
p = 10, q = 1.

Poznámka 4.6 (O symetrii)
V daľśım textu budeme provádět konstrukci bodového spektra pro př́ıpad, kdy
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má vlastńı funkce kladnou derivaci v počátku, tj. plat́ı c > 0. Pro př́ıpad
záporné derivace by se postupovalo analogicky. Źıskané výsledky by byly sy-
metricky

”
převrácené“.

4.1.1 Fixńı parametr q = 1

Jak jsme již naznačili, zvoĺıme konkrétńı hodnoty parametr̊u, kterými se
budeme zabývat. Uvažujme tedy nejprve fixńı parametr q = 1 a převed’me
úlohu na vlastńı č́ısla na problém řešeńı transcendentńıch rovnic.

Lemma 4.7 (O ekvivalentńı úloze pro p ∈ R \ {0}, q = 1)
Necht’ p ∈ R \ {0} a q = 1. Potom existence prvńıho vlastńıho č́ısla (4.3) je
ekvivalentńı existenci řešeńı rovnice

f(y, p) = g(y) pro y ∈ (1, 2), (4.15)

kde jsme označili

f(y, p) :=

(∫ π

0
| sin z|p dz

) 1
p

· y
p−1
p ,

g(y) := cosπy + 1.

Pokud je p > −1, lze funkci f(y, p) přepsat na

f(y, p) = Cp · y
p−1
p , (4.16)

kde

Cp :=

(√
π · Γ(p+1

2 )

Γ(p2 + 1)

) 1
p

. (4.17)

Důkaz. Rovnice (4.15) plyne triviálně po dosazeńı q = 1 do integrálńı
podmı́nky (4.14), zavedeńı substituce z =

√
λx a integraci pravé strany.

Následně jsme ještě přeznačili y =
√
λ. Rovnici (4.16) dostaneme na základě

lemmatu 4.3.

Vlastnosti funkce f(y, p) se budou v závislosti na parametru p měnit.
Pr̊uběh funkce g(y) ale pro pozděǰśı použit́ı vyšetřeme již nyńı.

Pro y ∈ (1, 2) máme

g′(y) = −π sinπy > 0,

g′′(y) = −π2 cosπy,

z čehož plyne, že funkce g(y) je ostře rostoućı, nebot’ jej́ı prvńı derivace je
kladná pro všechna y ∈ (1, 2). Je ostře konvexńı pro y ∈ (1, 3/2), protože
druhá derivace je zde kladná a ostře konkávńı pro y ∈ (3/2, 2) – druhá
derivace je zde záporná. Hodnota 3/2 je tedy inflexńım bodem funkce g(y).
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Dále se již věnujme konkrétńım hodnotám parametru p. Ukazuje se totiž
daľśı zaj́ımavá vlastnost úlohy (4.3) – pro p ∈ R \ {0}, q = 1 neńı možné
vyjádřit spojitou závislost změny prvńıho vlastńıho č́ısla na změně parame-
tru p. Pro některé hodnoty p ztráćıme řešitelnost úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo
a pro jiné se vlastńı č́ısla objev́ı nespojitým

”
skokem“.

Věta 4.8 (O neřešitelnosti úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p ≤ −1, q = 1)
Necht’ p ≤ −1, potom neexistuje řešeńı rovnice (4.15).

Důkaz. Využijeme-li lemma 4.4 dostaneme v (4.15)

“( 1

+∞

) 1
|p| ”

= 0 = cosπy + 1, (4.18)

což zřejmě nemá pro y ∈ (1, 2) řešeńı. Z ekvivalence obou úloh tedy neexis-
tuje prvńı vlastńı č́ıslo.

Řešitelnost se objev́ı poč́ınaje hodnotou p > −1. Pro p ∈ (−1, 0) je
integrál ve funkci f(y, p) konvergentńı, jak lze nahlédnout z lemmatu 4.5.
Nemůže tedy nastat situace podobná té předchoźı.

Věta 4.9 (O řešitelnosti úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p ∈ (−1, 0), q = 1)
Necht’ p ∈ (−1, 0). Potom existuje jednoznačné řešeńı rovnice (4.15).

Důkaz. Vyšetřujeme řešitelnost rovnice (4.15), kterou ale v tomto př́ıpadě
pro usnadněńı upravme na tvar

h(y, p) = v(y, p), y ∈ (1, 2), (4.19)

kde jsme označili

h(y, p) :=

∫ π

0
| sin z|p dz · yp−1,

v(y, p) := (cosπy + 1)p .

Pro p ∈ (−1, 0) je (sin z)p ≥ 1 a pro krajńı body intervalu (1, 2) plat́ı

h(1, p) =

∫ π

0
| sin z|p d < +∞ = lim

y→1+
v(y, p),

h(2, p) = 2p−1
∫ π

0
| sin z|p dz > 2p−1

∫ π

0
zp dz =

π

2
· (2π)p

p+ 1
>

min
p∈(−1,0)

π

2
· (2π)p

p+ 1
> 1 > 2p = v(2, p),

kde prvńı řádek plyne opět z toho, že př́ıslušný integrál konverguje (viz
lemma 4.5) a druhý odhad z linearizace funkce sinus jej́ım argumentem.
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Vyšetřeme chováńı funkce v(y, p). Pro jej́ı prvńı derivaci plat́ı

∂v

∂y
= −πp sinπy(cosπy + 1)p−1 < 0,

což plyne z toho, že cosπy + 1 > 0 a −πp sinπy < 0 pro y ∈ (1, 2). Druhá
derivace je

∂2v

∂y2
=− p · π2 · cosπy(cosπy + 1)p−1+

(p− 1) · p · π2(cosπy + 1)p−2(sinπy)2 =(
−p · π2 · cosπy + (p− 1) · p · π2 (sinπy)2

cosπy + 1

)
(cosπy + 1)p−1 =(

−p · π2 · cosπy + (p− 1) · p · π2(1− cosπy)
)

(cosπy + 1)p−1 =(
p2 · π2 ·

(
1− cosπy − 1

p

))
(cosπy + 1)p−1 > 0,

a tedy funkce v(y, p) je ostře klesaj́ıćı a konvexńı v proměnné y.
Funkce h(y, p) je v y mocninná, jej́ı exponent nálež́ı intervalu (−2,−1).

Máme tedy dvě funkce, obě ostře klesaj́ıćı a konvexńı. Pro pevné p se
v(y, p) na okoĺı bodu y = 1 bĺıž́ı nekonečnu, h(y, p) je zde konečná. U bodu
y = 2 jsou jejich funkčńı hodnoty opačně uspořádané – funkce v(y, p) je
nad funkćı h(y, p). Na intervalu (1, 2) tedy existuje řešeńı rovnice (4.19). Z
detailńıho vyšetřováńı monotonie plyne dokonce jednoznačnost řešeńı.

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
y
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z

h(y, pi)

v(y, pi)

Obrázek 4.2: Ilustrace d̊ukazu věty 4.9 pro některé hodnoty p ∈ (−1, 0).

Pro hodnoty p ∈ (0, 1] ale řešitelnost úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo opět
ztráćıme.
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Věta 4.10 (O neřešitelnosti úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p ∈ (0, 1), q = 1)
Necht’ p ∈ (0, 1]. Potom neexistuje řešeńı rovnice (4.15).

Důkaz. Vycháźıme z (4.15), kde

f(y, p) =

(∫ π

0
| sin z|p dz

) 1
p

y
p−1
p ≥ 2

1
p · y

p−1
p ≥ 2

1
p · 2

p−1
p ≥ 2 = 2,

g(y) = cosπy + 1 < 2.

Odhady funkce f plynou z faktu, že pro p ∈ (0, 1] plat́ı nerovnost

| sin z| ≤ | sin z|p ≤ 1, z ∈ (0, π), (4.20)

a toho, že funkce y
p−1
p je klesaj́ıćı pro p ∈ (0, 1]. Odhad funkce g(y) vycháźı

z oboru hodnot funkce cosinus. Rovnost (4.15) tedy nemůže nastat.
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z
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Obrázek 4.3: Ilustrace d̊ukazu věty 4.10 pro některé hodnoty p ∈ (0, 1).

Nyńı už zbývaj́ı pouze hodnoty p > 1.

Věta 4.11 (O řešitelnosti úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p > 1, q = 1)
Necht’ p > 1. Potom existuje jednoznačné řešeńı (4.15).

Důkaz. Exponent funkce y
p−1
p je z intervalu (0, 1), tedy f(y, p) je ostře

rostoućı a konkávńı v proměnné y, protože násobeńı kladnou hodnotou in-
tegrálu tuto vlastnost zachovává. Vlastnosti funkce g(y) jsme vyšetřovali
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výše. Dále plat́ı následuj́ıćı odhady:

f(1, p) =

(∫ π

0
| sin z|p dz

) 1
p

> 1 > 0 = g(1),

f

(
3

2
, p

)
=

(∫ π

0
| sin z|p dz

) 1
p
(

3

2

) p−1
p

>

(
3

2

) p−1
p

> 1 = g

(
3

2

)
,

f(2, p) =

(∫ π

0
| sin z|p dz

) 1
p

2
p−1
p < 2

1
p · 2

p−1
p = 2 = g(2),

které plynou z faktu, že pro p > 1 je

1 ≥ | sin z| ≥ | sin z|p, z ∈ (0, π), (4.21)

a již zmı́něné ostré monotonie.
Nerovnost f(1, p) > 1 plyne z toho, že hodnoty integrálu tvoř́ı ostře

klesaj́ıćı funkci v proměnné p (viz. nerovnost (4.21)), kterou jsme složili
s ostře rostoućı funkćı (p−tá odmocnina). Ve výsledku tedy dostaneme ostře
klesaj́ıćı funkci, pro kterou plat́ı lim

p→+∞
f(1, p) = 1, protože

lim
p→+∞

f(1, p) = lim
p→+∞

(∫ π

0
| sin z|p dz

) 1
p

= lim
p→+∞

(√
π · Γ(p+1

2 )

Γ(p2 + 1)

) 1
p

=

lim
p→+∞

(
2

p

√
π · Γ(p+1

2 )

Γ(p2)

) 1
p

= lim
p→+∞

(
2 ·
√

π

2p

) 1
p

= 1,

kde jsme postupně využili výsledky lemmatu 4.3, rovnosti (1.6) a věty 1.4.
Muśı tedy platit f(1, p) > 1.

Z výše uvedeného plyne, že řešeńı rovnice (4.15) existuje a je jedno-
značné.
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Obrázek 4.4: Ilustrace d̊ukazu věty 4.11 pro některé hodnoty p ∈ (1,+∞).
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Shrňme nyńı dosažené výsledky pro fixńı q = 1 následuj́ıćı větou.

Věta 4.12 (Řešitelnost úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p ∈ R \ {0}, q = 1)
Necht’ q = 1. Potom prvńı vlastńı č́ıslo úlohy (4.3) existuje právě tehdy,
když p ∈ (−1, 0) ∪ (1,+∞).

Důkaz. Existence prvńıho vlastńıho č́ısla záviśı na hodnotách parametru
p.

1. p ≤ −1 :
Dle věty 4.8 nemá úloha na prvńı vlastńı č́ıslo řešeńı.

2. p ∈ (−1, 0) :
Jednoznačná existence prvńıch vlastńıch č́ısel je zaručena větou 4.9.

3. p ∈ (0, 1] :
Dle věty 4.10 pro tyto hodnoty parametr̊u neexistuje prvńı vlastńı
č́ıslo.

4. p ∈ (1,+∞) :
Jednoznačná vlastńı č́ısla lze nalézt na základě věty 4.11.
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1.0

u(x)

Obrázek 4.5: Některé vlastńı funkce pro parametry p ∈ (−1, 0).
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Obrázek 4.6: Některé vlastńı funkce pro parametry p > 1.

4.1.2 Fixńı parametr p = 1

Dále se budeme zabývat situaćı, kdy zafixujeme parametr p = 1. Nejprve
opět převedeme úlohu na vlastńı č́ısla na problém řešitelnosti transcendentńı
rovnice.

Lemma 4.13 (O ekvivalentńı úloze pro p = 1, q ∈ R \ {0})
Necht’ p = 1, q ∈ R\{0}. Potom existence prvńıho vlastńıho č́ısla úlohy (4.3)
je ekvivalentńı existenci řešeńı rovnice

f(y, q) = g(y, q), y ∈ (1, 2), (4.22)

kde jsme označili

f(y, q) := 2q · y1−q,

g(y, q) :=

∫ πy

π
| sin z|q dz.

(4.23)

Důkaz. Rovnice (4.22) plyne po dosazeńı hodnoty p = 1 do podmı́nky
(4.14), integraci levé strany po zavedeńı substituce z =

√
λx a následné

úpravě po přeznačeńı y =
√
λ.

Věta 4.14 (O neřešitelnosti úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p = 1, q ≤ −1)
Necht’ q ≤ −1. Potom neexistuje řešeńı rovnice (4.22).

Důkaz. Funkci g(y, q) lze s využit́ım vlastnost́ı funkce sinus přepsat na

g(y, q) =

∫ πy

π
| sin z|q dz =

∫ π(y−1)

0
| sin z|q dz. (4.24)

Horńı mez tohoto integrálu je tedy v intervalu (0, π). Z lemmatu 4.4 v́ıme,
že se jedná o divergentńı integrál a rovnice (4.22) nemá smysl.
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Věta 4.15 (O řešitelnosti úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p = 1, q ∈ (−1, 0))
Necht’ q ∈ (−1, 0). Potom existuje jednoznačné řešeńı rovnice (4.22).

Důkaz. Posuneme-li opět integračńı obor integrálu na pravé straně (4.22),
zjist́ıme na základě lemmatu 4.5, že integrál konverguje a má smysl se
zabývat řešitelnost́ı rovnice

f(y, q) = g(y, q), (4.25)

definované předpisy (4.23). Nejprve vyšetřeme, jak se funkce chovaj́ı na
okraji intervalu (1, 2). Protože plat́ı (sin z)q ≥ 1 pro q ∈ (−1, 0), máme

f(1, q) = 2q >
1

2
> 0 = g(1, q),

f(2, q) = 2 < π <

∫ 2π

π
| sin z|q dz =

∫ π

0
| sin z|q dz = g(2, q) < +∞.

Funkce g(y, q) je pro pevné q rostoućı, nebot’ integrand je kladný. Je
také konkávńı na intervalu (1, 3/2), respektive konvexńı na (3/2, 2) , což
plyne z faktu, že integrand je rostoućı na (π, 3π/2), respektive klesaj́ıćı na
(3π/2, 2π).

Funkce f(y, q) je v proměnné y mocninná s exponentem z intervalu (1, 2).
Je tedy rostoućı a konvexńı pro y ∈ (1, 2).

Na okoĺı bodu y = 1 je tedy funkčńı hodnota funkce g(y, q) pro pevné
q menš́ı než funkčńı hodnota funkce f(y, q). Na okoĺı bodu y = 2 je tomu
naopak. Z ostré monotonie a daľśıch vlastnost́ı (konvexita, konkavita), které
jsme uvedli výše, plyne jednoznačnost nalezeného řešeńı.
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Obrázek 4.7: Ilustrace d̊ukazu věty 4.15 pro některé hodnoty q ∈ (−1, 0).

Ukazuje se, že tato úloha pro q > 0 sd́ıĺı s úlohou v předchoźı sekci
zaj́ımavou vlastnost. Chovaj́ı se totiž symetricky. Tam, kde minulá úloha
řešitelná byla, nyńı řešitelná neńı a naopak.

29



Věta 4.16 (O řešitelnosti úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p = 1, q ∈ (0, 1))
Necht’ q ∈ (0, 1). Potom existuje jednoznačné řešeńı (4.22).

Důkaz. Pro q ∈ (0, 1) máme ukázat existenci jednoznačného řešeńı rovnice

f(y, q) = g(y, q), y ∈ (1, 2),

kde obě funkce jsou definovány předpisy (4.23).
Funkce f(y, q) je mocninná v y, jej́ı exponent je z intervalu (0, 1), je tedy

rostoućı a konkávńı v proměnné y.
Funkce g(y, q) je rostoućı v prvńı proměnné, nebot’ | sin z|q je kladná.

V této proměnné je také konvexńı na intervalu (1, 3/2), respektive konkávńı
na (3/2, 2) , což plyne z faktu, že integrand je rostoućı na (π, 3π/2π), re-
spektive klesaj́ıćı na (3π/2, 2π).

Nav́ıc plat́ı odhad

g(y, q) =

∫ πy

π
| sin z|q dz >

∫ πy

π
| sin z| dz = cosπy + 1,

který plyne z toho, že pro q ∈ (0, 1) je

| sin z| ≤ | sin z|q ≤ 1, z ∈ [π, 2π]. (4.26)

Pro krajńı hodnoty intervalu (1, 2) plat́ı

g(1, q) = 0 < 2q = f(1, q),

g(2, q) >

∫ 2π

π
| sin z| dz = 2 = f(2, q),

kde druhá nerovnost plyne opět z (4.26). Rovnice (4.22) má tedy právě jedno
řešeńı pro y ∈ (1, 2).
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Obrázek 4.8: Ilustrace d̊ukazu věty 4.16 pro některé hodnoty q ∈ (0, 1).
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Věta 4.17 (O neřešitelnosti úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro p = 1, q ≥ 1)
Necht’ q ≥ 1. Potom neexistuje řešeńı rovnice (4.22).

Důkaz. Pro q ≥ 1 opět řeš́ıme rovnici

f(y, q) = g(y, q), y ∈ (1, 2),

kde

f(y, q) = 2q · y1−q ≥ 2q · 21−q = 2,

g(y, q) =

∫ πy

π
| sin z|q dz ≤

∫ πy

π
| sin z| dz = cosπy + 1 < 2,

kde odhad f(y, q) ≥ 2 plyne z faktu, že f je klesaj́ıćı v proměnné y. Odhad
funkce g(y, q) z toho, že pro q ≥ 1 plat́ı

1 ≥ | sin z| ≥ | sin z|q, z ∈ [π, 2π] . (4.27)

Z toho plyne, že rovnost (4.22) nemůže nastat a věta je dokázána.
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Obrázek 4.9: Ilustrace d̊ukazu věty 4.17 pro některé hodnoty q ≥ 1.

Nyńı opět pro přehlednost shrneme dosažené výsledky pro pevné p = 1
následuj́ıćı větou.

Věta 4.18 (Řešitelnost úlohy na prvńı vlastńı č́ıslo pro q ∈ R \ {0}, p = 1)
Necht’ p = 1. Potom prvńı vlastńı č́ıslo úlohy (4.3) existuje právě tehdy,
když q ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1).

Důkaz. Existence prvńıho vlastńıho č́ısla záviśı na hodnotách parametru
q.

1. q ≤ −1 :
Z věty 4.14 plyne neřešitelnost této úlohy.
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2. q ∈ (−1, 0) :
Existence prvńıch vlastńıch č́ısel je zaručena větou 4.15.

3. q ∈ (0, 1) :
O tomto př́ıpadu hovoř́ı věta 4.16 – prvńı vlastńı č́ısla existuj́ı.

4. q ∈ [1,+∞) :
Prvńı vlastńı č́ısla neexistuj́ı – viz. věta 4.17.

Na následuj́ıćıch obrázćıch uvád́ıme vlastńı funkce pro některé hodnoty
p = 1, q ∈ (−1, 0), respektive q ∈ (0, 1).
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Obrázek 4.10: Některé vlastńı funkce pro hodnoty q ∈ (−1, 0).
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Obrázek 4.11: Některé vlastńı funkce pro hodnoty q ∈ (0, 1).
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4.2 Bodové spektrum nelokálńı úlohy s parametry

Pokuśıme-li se odvozovat analytické předpisy pro hledáńı vyšš́ıch vlastńıch
č́ısel, tj. pro ty, jejichž index je roven alespoň č́ıslu dvě, ukazuje se, že tento
problém povede opět na otázku existence a jednoznačnosti řešeńı transcen-
dentńıch rovnic.

Konstrukci vlastńıch funkćı a následně i bodového spektra založ́ıme na
myšlence, kterou poprvé uvedl Fuč́ık v [3] pro úlohu s dvěma parametry.
Fuč́ık ale ve svém článku uvažoval pouze dvoubodovou úlohu s podmı́nkou
Dirichletova typu. Bĺıže k naš́ı situaci má článek [6], kde se autorka zabývala
konstrukćı Fuč́ıkova spektra pro úlohu s integrálńı podmı́nkou. Myšlenka je
založena na vkládáńı kladných a záporných část́ı vlastńı funkce do intervalu
konečné délky s ohledem na splněńı okrajových podmı́nek a objasńıme ji již
v této sekci.

Na základě pozorováńı lze tvrdit, že některé kombinace parametr̊u p, q
neumožňuj́ı vznik vyšš́ıch vlastńıch č́ısel. Lze je učinit na základě chováńı
vlastńıch funkćı pro tyto parametry. Uváž́ıme-li pro názornost, že např.
kladná vlna má mnohonásobně menš́ı

”
mı́ru“ než záporná a pokuśıme-li se

postupovat již zmı́něným zp̊usobem při konstrukci vyšš́ıho vlastńıho č́ısla,
tj. vkládáńım vln do intervalu (0, π], potom je zřejmé, že rovnost obou

”
měr“

nikdy nemůže nastat, protože velikost kladné vlny zkrátka nedokáže vykom-
penzovat velikost té záporné. Podrobněji tento jev objasńıme dále.

Nyńı zobecńıme postupy, kterými jsme se zabývali v předchoźım textu,
a poṕı̌seme bodové spektrum úlohy (4.3).

Poznámka 4.19 (O předpokladu)
Pro potřeby daľśıho odvozeńı předpokládejme, že všechny integrály, které se
v daľśı větě, respektive jej́ım d̊ukazu, objev́ı, jsou konvergentńı.

Věta 4.20 (O ekvivalentńı úloze pro hledáńı n-tého vlastńıho č́ısla úlohy
(4.3))
Jsou-li p, q ∈ R \ {0}, potom hledáńı n-tého vlastńıho č́ıslo je ekvivalentńı
řešeńı rovnice



(
n+ 1

2
· µ(p)

) 1
p

=

(
n− 1

2
· µ(q) +

∫ π

xn

| sin
√
λx|q dx

) 1
q

pro n liché,

(
n

2
· µ(p) +

∫ π

xn

| sin
√
λx|p dx

) 1
p

=
(n

2
· µ(q)

) 1
q

pro n sudé,

(4.28)
pro λ ∈

[
n2, (n+ 1)2

)
,
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kde jsme označili

µ(p) :=

∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx,

µ(q) :=

∫ x1

0
| sin
√
λx|q dx,

(4.29)

a xn =
nπ√
λ

je n-tý nulový bod funkce sin
√
λx.

Důkaz. Důkaz je založen na vkládáńı kladných a záporných vln do intervalu
(0, π]. Věnujme se tedy nejprve situaci, kdy vlastńı funkce má lichý počet
nulových bod̊u.

• n = 1 :
Konstruujeme prvńı vlastńı č́ıslo, požadujeme tedy, aby vlastńı funkce
př́ıslušná tomuto vlastńımu č́ıslu, měla právě jeden nulový bod. To
zajist́ıme podmı́nkou λ ∈ [1, 4) při řešeńı rovnice(∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx

) 1
p

=

(∫ π

x1

| sin
√
λx|q dx

) 1
q

. (4.30)

Hodnotu λ = 1 nav́ıc dodatečně vylouč́ıme – vlastńı funkce by v tomto
př́ıpadě neměla zápornou část.
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Obrázek 4.12: Vlastńı funkce př́ıslušná prvńımu vlastńımu č́ıslu pro
hodnoty p = 10, q = 1.

• n = 3 :
Hledáme třet́ı vlastńı č́ıslo, z podmı́nky úlohy (4.3) dostáváme rovnici(∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx+

∫ x3

x2

| sin
√
λx|p

) 1
p

=(∫ x2

x1

| sin
√
λx|q dx+

∫ π

x3

| sin
√
λx|q dx

) 1
q

. (4.31)
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Nyńı požadujeme, aby λ ∈ [9, 16). Integrály chápeme ve smyslu mı́ry
sinových vln. Na levé straně rovnice (4.31) jsou tedy mı́ry kladných si-
nových vln, na pravé těch záporných. Uvědomı́me-li si nyńı, že všechny

”
dokončené“ části maj́ı stejnou mı́ru (muśıme ovšem rozlǐsovat kladné

a záporné, nebot’ každou z nich
”
měř́ıme“ jinou mocninou), rovnici

je možné zjednodušit tak, že v úvahu vezmeme pouze integrál, který
př́ısluš́ı prvńı kladné, respektive prvńı záporné vlně. Tento integrál pak
vynásob́ıme počtem př́ıslušných dokončených vln na intervalu (0, π].
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Obrázek 4.13: Vlastńı funkce př́ıslušná třet́ımu vlastńımu č́ıslu pro
hodnoty p = 50, q = 1.

Dostaneme

(
2

∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx

) 1
p

=(∫ x2

x1

| sin
√
λx|q dx+

∫ π

x3

| sin
√
λx|q dx

) 1
q

, (4.32)

nebot’ pro n = 3 se vlastńı funkce muśı skládat z dvou
”
dokončených“

kladných vln. Poznamenejme, že v daľśım kroku, tj. pro n = 5, lze
zjednodušit i pravou stranu - opět by se zde objevily členy, které maj́ı
stejnou

”
mı́ru“.

• Zobecněńı pro n liché:
Nyńı předchoźı postupy zobecńıme. Je-li n liché, muśıme mı́t
λ ∈ [n2, (n+ 1)2), což znamená, že vlastńı funkce bude mı́t (n+ 1)/2
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kladných a (n− 1)/2 záporných vln. Celkově tedy dostaneme

(
n+ 1

2

∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx

) 1
p

= (4.33)(
n− 1

2

∫ x2

x1

| sin
√
λx|q dx+

∫ π

xn

| sin
√
λx|q dx

) 1
q

.

Nav́ıc si lze uvědomit, že z geometrie úlohy plyne daľśı zjednodušeńı.
Každou dokončenou vlnu funkce sinus lze totiž posunout do intervalu
(0, x1). Je tedy

∫ x2

x1

| sin
√
λx|q dx =

∫ x1

0
| sin
√
λx|q dx. (4.34)

Po tomto nahrazeńı dostaneme

(
n+ 1

2

∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx

) 1
p

= (4.35)(
n− 1

2

∫ x1

0
| sin
√
λx|q dx+

∫ π

xn

| sin
√
λx|q dx

) 1
q

.

Zavedeme-li nyńı označeńı dle předpis̊u v (4.29), dostaneme dokazo-
vané tvrzeńı.

Věnujme se nyńı situaci, kdy vlastńı funkce má sudý počet nulových bod̊u.
Postupujeme analogicky jako v předchoźım př́ıpadě. Rozd́ıl bude nyńı v tom,
že vlna, která bude pokračovat za lichým nulovým bodem bude kladná.

• n = 2 :
Pro n = 2 požadujeme, aby λ ∈ [4, 9). Druhé vlastńı č́ıslo potom
dostaneme jako řešeńı rovnice

(∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx+

∫ π

x2

| sin
√
λx|p dx

) 1
p

= (4.36)(∫ x2

x1

| sin
√
λx|q dx

) 1
q

.
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Obrázek 4.14: Vlastńı funkce př́ıslušná druhému vlastńımu č́ıslu pro
parametry p = 500, q = 1.

• Zobecněńı pro n sudé:
Pokud zobecńıme postup i pro sudý počet nulových bod̊u, vlastńı
funkce bude mı́t stejný počet dokončených kladných i záporných vln,
konkrétně n/2. Dostaneme tedy(

n

2

∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx+

∫ π

xn

| sin
√
λx|p dx

) 1
p

= (4.37)(
n

2

∫ x1

0
| sin
√
λx|q dx

) 1
q

,

kde jsme opět využili vztah (4.34). Po přeznačeńı pomoćı funkce µ
źıskáme to, co jsme měli dokázat.

Předchoźı věta tedy udává zp̊usob, jak vlastńı č́ısla naj́ıt, ale neř́ıká nic
o tom, zda má rovnice (4.28) pro konkrétńı hodnoty parametr̊u nějaké řešeńı.
Opět lze ovšem určit hodnoty parametr̊u, které neposkytuj́ı žádné výsledky.

Věta 4.21 (O nepř́ıpustných parametrech p, q)
Necht’ n ∈ N, p ≤ −1 a zároveň q ≤ −1. Potom rovnici (4.28) vyhovuj́ı
všechny kladné hodnoty λ.

Důkaz. Uprav́ıme-li integrál µ(p) v (4.28) substitućı z =
√
λx, dostaneme

µ(p) =

∫ x1

0
| sin
√
λx|p dx =

1√
λ

∫ π

0
| sin z|p dz. (4.38)

Tento integrál je tedy divergentńı, na základě lemmatu 4.4. Stejné úpravy
lze provést i pro integrál µ(q).

37



Stejnou substitućı upravme zbývaj́ıćı integrály v (4.28). Dostaneme tedy

∫ π

xn

| sin
√
λx|p dx =

1√
λ

∫ π
√
λ

nπ
| sin z|p dz =

1√
λ

∫ π
√
λ−nπ

0
| sin z|p dz,

kde v posledńım integrálu jsme využili vlastnosti funkce sinus a posunuli
obor integrace do bodu 0. Uváž́ıme-li, že

√
λ ∈ [n, n+ 1), potom i horńı mez

tohoto integrálu nálež́ı intervalu (0, π] (respektive je nulová pro
√
λ = n).

Tedy i tento integrál je divergentńı (respektive nulový). Pro integrál s q−tou
mocninou lze postupovat stejně. Na obou stranách (4.28) tedy dostaneme
výraz

“ 1

+∞
”

= 0,

což znamená, že rovnici vyhovuj́ı všechny kladné hodnoty λ.

Touto kombinaćı parametr̊u se dále nebudeme zabývat. Vlivem volby
parametr̊u totiž nemůžeme hovořit např. o jednoznačnosti vlastńıho č́ısla
apod.

Poznámka 4.22 (O přepisu pro p, q > −1)
Jsou-li p, q > −1, lze využ́ıt lemma 4.3 k přepisu funkćı µ(p), respektive
µ(q). V (4.28) tedy bude

µ(p) =

√
π · Γ(p+1

2 )
√
λ · Γ(p2 + 1)

, (4.39)

µ(q) =

√
π · Γ( q+1

2 )
√
λ · Γ( q2 + 1)

. (4.40)

4.2.1 Fixńı parametr q = 1

Analogicky jako v minulé sekci, kde jsme se zabývali prvńımi vlastńımi č́ısly,
vybereme specifické parametry, kterými se budeme dále zabývat. Zaměřme
se tedy na hodnoty p ∈ Rr {0}, q = 1.

Lemma 4.23 (O ekvivalentńı úloze pro p ∈ Rr {0}, q = 1 )
Jsou-li p ∈ Rr {0}, q = 1, potom existence n-tého vlastńıho č́ısla je ekviva-
lentńı existenci řešeńı rovnice{

f(y, p) = g(y) pro n liché,

h(y, p) = v(y, p) pro n sudé,
(4.41)
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pro y ∈ [n, n+ 1) , kde jednotlivé funkce jsou definovány předpisy

f(y, p) =

(
n+ 1

2

∫ π

0
| sin z|p dz

) 1
p

· y
p−1
p , (4.42)

g(y) = n+ cosπy, (4.43)

h(y, p) =

(
n

2

∫ π

0
| sin z|p dz +

∫ πy

nπ
| sin z|p dz

) 1
p

, (4.44)

v(y, p) = n · y
1−p
p . (4.45)

Důkaz. Spoč́ıvá v dosazeńı hodnoty q = 1 do (4.28), úpravě všech integrál̊u
pomoćı substituce z =

√
λx a př́ımém výpočtu integrál̊u na pravé straně.

Finálńı podoba rovnic (4.41) potom vznikne po přeznačeńı y =
√
λ.

Stejně jako v sekci pro prvńı vlastńı č́ısla bychom se mohli podrobně
zabývat řešitelnost́ı rovnic (4.41). To zde již dělat nebudeme, odkážeme však
na některé numerické výsledky, objasńıme, proč vyšš́ı vlastńı č́ısla mohou
či nemohou vzniknout a uvedeme obrázky vyšš́ıch vlastńıch funkćı pro ty
parametry, pro které je to možné.

Jako v př́ıpadě prvńıch vlastńıch č́ısel jsou i zde některé
”
kritické“ hod-

noty parametr̊u p, kde úloha źıská, respektive ztrat́ı řešitelnost. Jedná se
opět o hodnoty −1, 0 a 1.

• p ≤ −1 :
Prvńı vlastńı č́ıslo pro tyto hodnoty parametru neexistovalo z d̊uvodu
divergentńıch integrál̊u v př́ıslušných rovnićıch. Naprosto stejná situ-
ace nastane i při konstrukci vyšš́ıch vlastńıch č́ısel. Integrály v rov-
nićıch (4.41) jsou divergentńı (viz. lemma 4.4) a rovnice nemaj́ı řešeńı.

• p ∈ (−1, 0) :
Pro tyto hodnoty se objevuje zaj́ımavá vlastnost. Prvńı vlastńı č́ısla
existuj́ı, jak v́ıme z věty 4.10. Úloha na vyšš́ı vlastńı č́ısla ale řešitelnost
ztráćı. Z existence prvńıho vlastńıho č́ısla totiž plyne, že prvńı nulový
bod vlastńı funkce muśı být

”
dostatečně“ bĺızko bodu π (pro ilustraci

viz. obrázek 4.5). Pro vyšš́ı vlastńı č́ısla nastává to, o čem jsme hovořili
na začátku sekce 4.3. Zkonstruujeme-li prvńı vlastńı č́ıslo a pokuśıme-li
se vložit daľśı kladnou vlnu do intervalu (0, π), postup selže kv̊uli tomu,
že záporná vlna má moc velkou velikost a kladné části to nedokáž́ı
vyrovnat.

• p ∈ (0, 1) :
Numerické experimenty ukazuj́ı, že vyšš́ı vlastńı č́ısla, stejně jako prvńı
(dle věty 4.11), neexistuj́ı.

• p = 1:
Hodnota p = 1 je v jistém smyslu výjimečná. Zprostředkovává totiž
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přechod mezi třemi, kvalitativně naprosto odlǐsnými, situacemi – pro
p ∈ (0, 1) vlastńı č́ısla neexistuj́ı, pro p = 1 existuj́ı pouze ta vlastńı
č́ısla, která maj́ı sudý index (viz. věta 3.3). Pro hodnoty p > 1 všechna
vlastńı č́ısla existuj́ı.

Přejděme opět k situaci, kdy zafixujeme parametr p = 1.

4.2.2 Fixńı parametr p = 1

Lemma 4.24 (O ekvivalentńı úloze pro p = 1, q ∈ Rr {0})
Jsou-li p = 1, q ∈ Rr {0}, potom existence n-tého vlastńıho č́ısla je ekviva-
lentńı existenci řešeńı rovnice{

f(y, q) = g(y, q) pro n liché,

h(y) = v(y, q) pro n sudé,
(4.46)

pro y ∈ [n, n+ 1) , kde jsme označili

f(y, q) = (n+ 1) · y
1−q
q , (4.47)

g(y, q) =

(
n− 1

2

∫ π

0
| sin z|q dz +

∫ πy

nπ
| sin z|q dz

) 1
q

, (4.48)

h(y) = n+ 1− cosπy, (4.49)

v(y, q) = y
q−1
q

(
n

2

∫ π

0
| sin z|q dz

) 1
q

. (4.50)

Důkaz. Spoč́ıvá v př́ımém výpočtu př́ıslušných integrál̊u po dosazeńı p = 1,
obdobně jako pro minulý př́ıpad.

Obdobně jako v předchoźım př́ıpadě vysvětĺıme, proč rovnice (4.46) mo-
hou, př́ıpadně nemohou být řešitelné.

Úloha opět zachovává podobnou vlastnost – intervaly řešitelnosti maj́ı
stejnou strukturu jako v

”
symetrickém“ př́ıpadě, kdy jsme zvolili q = 1.

• q ≤ −1
Projev́ı se stejná vlastnost integrál̊u v rovnićıch (4.46), tj. jejich di-
vergence. Tyto rovnice tedy nejsou řešitelné a bodové spektrum úlohy
neobsahuje žádný prvek.

• q ∈ (−1, 0)
Pro tyto hodnoty existuje prvńı vlastńı č́ıslo (dle věty 4.15), vyšš́ı
vlastńı č́ısla už ale neexistuj́ı. Prvńı vlastńı č́ıslo lze chápat jako mezńı
řešitelnost úlohy. Pokud vhodně umı́st́ıme prvńı nulový bod, mohou
vzniknout prvńı vlastńı č́ısla. Pro vyšš́ı vlastńı č́ısla už má ale kladná
vlna moc velkou mı́ru a takové vhodné umı́stěńı nulových bodu neńı
možné naj́ıt.
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• q ∈ (0, 1)
Prvńı vlastńı č́ısla existuj́ı na základě věty 4.16. Úloha na vyšš́ı vlastńı
č́ıslo ale od určitého indexu a určitého parametru řešitelnost ztrat́ı. Pro
pevné p = 1 má totiž kladná vlna oproti té záporné menš́ı velikost.

• q = 1
Hodnota q = 1 je stejně výjimečná jako jej́ı protěǰsek, tj. p = 1.
Nastává totiž opět zaj́ımavá situace – při přechodu hodnotou q = 1
spektrum źıská ta vlastńı č́ısla, která maj́ı lichý index. Pro q > 1 už
ale opět bodové spektrum úlohy neobsahuje žádnou hodnotu.

• q > 1
Jak již bylo řečeno, úloha ztráćı svou řešitelnost. Je ji možno chápat
jako symetrický př́ıpad volby parametr̊u p ∈ (0, 1), q = 1. Nyńı má
naopak kladná vlna moc velkou velikost, záporná už tuto vlastnost
nedokáže vykompenzovat. To je d̊uvod, proč neexistuj́ı prvńı vlastńı
č́ısla. Postupným vkládáńım daľśıch vln opět jen zvětšujeme rozd́ıl,
mezi velikostmi kladné a záporné vlny. Ty se pak nemohou rovnat.

4.3 Limitńı chováńı vlastńıch č́ısel

V této sekci budeme zkoumat limitńı chováńı vlastńıch č́ısel. Při detailněǰśım
studiu bodového spektra situace, kdy ponecháme parametr q = 1 a p vyšleme
nade všechny meze, se totiž ukazuj́ı zaj́ımavá propojeńı s některými prozkou-
manými úlohami na vlastńı č́ısla.

Věta 4.25 (Limitńı chováńı vlastńıch č́ısel pro q = 1)
Necht’ parametr p→ +∞, q = 1 a n ∈ N. Potom vlastńı č́ısla λn jsou dána
řešeńım rovnice

√
λ = n+ cosπ

√
λ je-li n liché (4.51)

pro λ ∈ [n2, (n+ 1)2), respektive předpisem

λn = n2 je-li n sudé. (4.52)

Důkaz. Vyjdeme z (4.41), kde jsme integrály nahradili pod́ılem funkćı Ga-
mma dle lemmatu 4.3. Př́ıslušné rovnice tedy jsou{

f(y, p) = g(y) pro n liché,

h(y, p) = v(y, p) pro n sudé,
(4.53)
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pro y ∈ [n, n+ 1) a jednotlivé funkce maj́ı tvar

f(y, p) =

(
n+ 1

2

√
π · Γ(p+1

2 )

Γ(p2 + 1)

) 1
p

· y
p−1
p , (4.54)

g(y) = n+ cosπy, (4.55)

h(y, p) =

(
n

2

√
π · Γ(p+1

2 )

Γ(p2 + 1)
+

∫ πy

nπ
| sin z|p dz

) 1
p

, (4.56)

v(y, p) = n · y
1−p
p . (4.57)

Tyto funkce nyńı upravme podle vztahu (1.6) a pro limitńı přechod použijme
větu 1.4. Pro p→ +∞ a funkci f(y, p) tedy plat́ı

lim
p→+∞

f(y, p) = lim
p→+∞

(
n+ 1

2
·
√
π · Γ(p+1

2 )

Γ(p2 + 1)

) 1
p

· y
p−1
p =

y · lim
p→+∞

(
n+ 1

p
·
√
π · Γ(p+1

2 )

Γ(p2)

) 1
p

= y · lim
p→+∞

(
π
n+ 1√

2p

) 1
p

= y.

Dosad́ıme-li zpět, dostaneme (po zohledněńı substituce y =
√
λ) rovnici

(4.51). Pro n sudé lze analogickými kroky ukázat, že plat́ı lim
p→+∞

h(y, p) = 1 a

také je lim
p→+∞

v(y, p) = n ·y−1. Po úpravě a opětovném zohledněńı substituce

y =
√
λ dostaneme dokazované tvrzeńı.

Předchoźı věta udává zp̊usob, jak nalézt hodnoty, k nimž konverguj́ı
vlastńı č́ısla. Jsou to tedy hromadné body vlastńıch č́ısel. Předpis (4.52)
ukazuje, že bodové spektrum úlohy pro tyto parametry obsahuje jako svou
podmnožinu spektrum Dirichletovy okrajové úlohy.

Ilustraci limitńıch vlastńıch funkćı spolu s hodnotami limitńıch vlastńıch
č́ısel uvád́ıme v př́ıloze B na konci této práce.

Poznámka 4.26 (O limitńıch přechodech)
Pro př́ıpad, kdy q = 1, p → −∞, respektive p = 1 a q → ±∞ vlastńı č́ısla
neexistuj́ı, nemá tedy smysl uvažovat limitńı přechod.

4.4 Některé daľśı speciálńı př́ıpady parametr̊u

Zaměřme se pozorněji na speciálńı př́ıpady ve volbě parametr̊u. Uvažujme
nejprve p = q = 2 a rozepǐsme podmı́nku v úloze (4.3). Po dosazeńı p = q = 2
dostaneme ∫ π

0

(
u+
)2

dx =

∫ π

0

(
u−
)2

dx. (4.58)
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Pro kladnou a zápornou část reálné funkce plat́ı vztahy

u+ =
|u|+ u

2
, (4.59)

u− =
|u| − u

2
. (4.60)

Dosad́ıme-li tato vyjádřeńı do (4.58), dostaneme

1

4

∫ π

0
2u2 + 2|u|u dx =

1

4

∫ π

0
2u2 − 2|u|u dx,

a po úpravě ∫ π

0
|u|u dx = 0,

což lze s využit́ım u(x) = sin
√
λx zapsat ekvivalentně jako∫ x1

0
(sin
√
λx)2 dx−

∫ x2

x1

(sin
√
λx)2 dx+ · · ·+∫ xn

xn−1

(sin
√
λx)2 dx−

∫ π

xn

(sin
√
λx)2 dx = 0,

kde xn =
nπ√
λ

je n-tý nulový bod funkce u(x). Tato rovnice může být splněna

jen tehdy, pokud λ2n = 4n2, kde n ∈ N.
Nyńı se nab́ıźı otázka – existuj́ı daľśı parametry, které maj́ı stejnou vlast-

nost? Odpověd’ dává následuj́ıćı věta.

Věta 4.27 (O bodovém spektru (4.3) pro p = q ∈ R+ ∪ (−1, 0))
Necht’ p = q ∈ R+ ∪ (−1, 0). Potom bodové spektrum úlohy (4.3) je tvořeno
rostoućı posloupnost́ı λ2n = 4n2, kde n ∈ N.

Důkaz. Protože je p = q, je také µ(p) = µ(q). Dosad́ıme-li do (4.28), do-
staneme po úpravě rovnice

µ(p) =

∫ π

xn

| sin
√
λx|p dx pro n liché,

∫ π

xn

| sin
√
λx|p dx = 0 pro n sudé,

(4.61)

pro λ ∈
[
n2, (n+ 1)2

)
.

Využijeme-li definici funkce µ(p), pro n liché má být splněna rovnost

µ(p) =

∫ π√
λ

0
| sin
√
λx|p dx =

∫ π

xn

| sin
√
λx|p dx =

∫ π− nπ√
λ

0
| sin
√
λx|p dx,
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kde jsme využili vlastnosti integrandu a posunuli integračńı obor integrálu
na pravé straně do bodu 0. Tato rovnost může nastat jen, když bude platit

π − nπ√
λ

=
π√
λ
, (4.62)

což bude pouze tehdy, když λ = (n+ 1)2. To je ale mimo interval, pro který
tuto rovnici řeš́ıme a tedy vlastńı č́ısla s lichými indexy neexistuj́ı.

Pro n sudé máme ∫ π

xn

| sin
√
λx|p dx = 0.

Na integračńım oboru je integrand nezáporný. Integrál tedy může být nulový
jen tehdy, bude-li splněna rovnost

xn =
nπ√
λ

= π, (4.63)

tedy muśı být λ = n2. Vzhledem k tomu, že uvažujeme n sudé, lze psát
λ2n = 4n2, kde n ∈ N, což je v souladu se zněńım věty.
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KAPITOLA 5

FUČÍKOVO SPEKTRUM

V minulých sekćıch bylo několikrát zmı́něno tzv. Fuč́ıkovo spektrum. Jedná
se o strukturu, kterou je možno chápat jako zobecněńı bodového spektra. Je
pojmenováno po českém matematikovi Svatopluku Fuč́ıkovi, který při jeho
studiu dosáhl významných výsledk̊u a stal se tak jeho pr̊ukopńıkem.

Zobecněńı, o kterém jsme hovořili, spoč́ıvá v tom, že mı́sto úlohy s jedńım
parametrem λ zavedeme předpis, ve kterém vystupuj́ı dva parametry α a β.
Samotná myšlenka přechodu od úlohy s jedńım parametrem k dvouparame-
trické prob́ıhá následuj́ıćım zp̊usobem.

Mějme úlohu na vlastńı č́ısla ve tvaru

Lu = λu, u = u(x), (5.1)

kde L je obecný lineárńı diferenciálńı operátor, x ∈ (a, b) a k rovnici jsou
připojeny vhodné okrajové podmı́nky. Rozděĺıme-li funkci u na jej́ı kladnou
a zápornou část, dostaneme

Lu = λ
(
u+ − u−

)
. (5.2)

Nyńı parametr λ nahrad́ıme dvojićı α, β

Lu = αu+ − βu−, (5.3)

což umožńı lépe kontrolovat kladnou, respektive zápornou část řešeńı a
umožńı vznik nové struktury.

Obdobně jako v př́ıpadě jednoparametrické úlohy, nyńı dvojici
(α, β) ∈ R2, pro kterou má úloha (5.3) netriviálńı řešeńı, nazveme Fuč́ıkovým
vlastńım č́ıslem. Někdy se lze také setkat s pojmem vlastńı dvojice. Množinu
všech vlastńıch dvojic potom nazveme Fuč́ıkovým spektrem úlohy (5.3).
Funkci u, která vyhovuje rovnici (5.3) bodově pro x ∈ (a, b) a nav́ıc splňuje
dodané okrajové podmı́nky, nazveme vlastńı funkćı úlohy (5.3).

45



Oproti úloze s jedńım parametrem se objevuj́ı některé nové vlastnosti.
Tato úloha již neńı lineárńı – někdy se lze setkat s termı́nem po částech
lineárńı úloha. Dále Fuč́ıkovo spektrum obsahuje jako svou podmnožinu bo-
dové spektrum jednoparametrické úlohy.

Fuč́ıkovo spektrum je tvořeno systémem křivek, tzv. Fuč́ıkových větv́ı.
Lze ukázat, že tyto větve jsou symetrické dle diagonály v rovině αβ, což
je výhodné např. z hlediska numerického studia tohoto problému – stač́ı
uvažovat a studovat oblast pod diagonálou a źıskané výsledky poté jen

”
překlopit“ dle př́ımky α = β.

Bohužel se ukazuje, že studium Fuč́ıkova spektra je značně náročněǰśı
než studium jednoparametrických úloh. Nové výsledky z této oblasti se
většinou soustřed́ı na studium jednoho konkrétńıho operátoru, který je vyba-
ven určitými okrajovými podmı́nkami (Dirichletovy, Neumannovy, smı́̌sené
podmı́nky, . . . ), př́ıpadně na studium Fuč́ıkových větv́ı – jejich omezenost,
asymptotické chováńı větv́ı apod.

Nyńı již představme dva známé výsledky, které souviśı s minulými kapi-
tolami.

5.1 Fuč́ıkova úloha s Dirichletovou podmı́nkou

Výsledky, které uvedeme dále, se poprvé objevily v článku [3].

Uvažujme úlohu {
Lu = αu+ − βu−,
u(π) = 0.

(5.4)

kde L je definovaný v (2.1). Úlohu (5.4) lze ekvivalentně přepsat na dvojici
jednoparametrických úloh ve tvaru

−u′′ = αu, u(x) ≥ 0,

−u′′ = βu, u(x) ≤ 0,

u(0) = u(π) = 0.

(5.5)

Z tohoto zápisu a věty 3.1 je zřejmé, že úloha může mı́t netriviálńı řešeńı
pouze v př́ıpadě α > 0 a zároveň β > 0. Řešeńım takové úlohy bude tedy
funkce

u(x) =

{
c1 sin

√
αx+ c2 cos

√
αx, u(x) ≥ 0,

c3 sin
√
βx+ c4 cos

√
βx, u(x) ≤ 0,

(5.6)

kde c1, c2, c3, c4 ∈ R.
Nyńı je možné aplikovat myšlenku, kterou jsme uvedli již v sekci 4.3 – do

intervalu (0, π) budeme vkládat funkce, které řeš́ı tuto dvojici jednoparame-
trických úloh (s ohledem na okrajové podmı́nky). Provedeme konstrukci pro
př́ıpad, kdy vlastńı funkce má v intervalu (0, π) jeden nulový bod. V př́ıpadě
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konečného počtu nulových bod̊u v tomto intervalu źıskáme daľśı výsledky
pouhým opakováńım tohoto procesu.

Zač́ınáme kladnou vlnou řešeńı, okrajová úloha tedy bude mı́t tvar{
−u′′ = αu, u(x) ≥ 0,

u(0) = u(x1) = 0,
(5.7)

kde x1 je prvńı nulový bod konstruované vlastńı funkce.
Po dosazeńı okrajových podmı́nek do předpisu řešeńı pro tuto vlnu do-

staneme

u(0) = c2 = 0,

u(x1) = c1 sin
√
αx1 = 0.

Z požadavku na netriviálńı řešeńı muśı být x1 =
π√
α

.

Nyńı uvažujeme zápornou vlnu řešeńı – úloha bude tedy ve tvaru{
−u′′ = βu, u(x) ≤ 0,

u(x1) = u(π) = 0.
(5.8)

Dosad́ıme-li okrajové podmı́nky opět do obecného řešeńı výše, dostaneme
systém dvou rovnic(

cos
√
βx1 sin

√
βx1

cos
√
βπ sin

√
βπ

)
·
(
c3
c4

)
=

(
0
0

)
(5.9)

Požadujeme-li netriviálńı řešeńı, muśı být determinant matice soustavy (5.9)
nulový, tedy

cos
√
βx1 sin

√
βπ − sin

√
βx1 cos

√
βπ = sin

√
β(π − x1) = 0,

a to nastane jen tehdy, bude-li

π =
π√
α

+
π√
β
, (5.10)

což neńı nic jiného, než předpis prvńı Fuč́ıkovy větve.
Dále budeme požadovat hladké napojeńı kladné a záporné vlny – v

bodě napojeńı se muśı shodovat funkčńı hodnoty prvńı derivace. Z tohoto
požadavku potom vyplyne vzájemný vztah mezi př́ıslušnými konstantami
c1, c2, c3, c4.

Opakováńım procesu pro n nulových bod̊u v intervalu (0, π) dostaneme
implicitńı popis Fuč́ıkových větv́ı ve tvaru

π =
nπ√
α

+
nπ√
β
. (5.11)
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Prvńı čtyři Fuč́ıkovy větve úlohy (5.4) uvád́ıme na obrázku 5.1.

4 16 36 64
α

4

16

36

64

β

Obrázek 5.1: Fuč́ıkovo spektrum Dirichletovy úlohy (5.4).

5.2 Fuč́ıkova nelokálńı úloha

O Fuč́ıkově nelokálńı úloze pojednává článek [6]. Autorka se zde zabývá
úlohou typu  Lu = αu+ − βu−, x ∈ (0, π)∫ π

0
u dx = 0,

(5.12)

kde L je opět operátor definovaný v (2.1).

Z tvaru integrálńı podmı́nky v (5.12) je vidět, že vlastńı funkce muśı
mı́t nulové body (jinak neńı možné splnit nulovost daného integrálu). Jej́ı
kladná a záporná vlna se tedy bude konstruovat s ohledem na splněńı této
podmı́nky. Obecné řešeńı úlohy bude mı́t opět stejný tvar jako v (5.6). Po
zohledněńı podmı́nky u(0) = 0 dostaneme, že vlastńı funkćı této úlohy bude
opět funkce sinus s vhodným argumentem. Nulové body vlastńı funkce bu-
dou stejné jako ty, které jsme odvodili v minulé sekci. Také je nutné zajistit
hladké napojeńı v nulových bodech – muśı se zde shodovat funkčńı hodnoty
prvńıch derivaćı kladné a záporné vlny. Odvozeńı spolu s předpisy větv́ı
Fuč́ıkova spektra v závislosti na počtu nulových bodu vlastńı funkce jsou k
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nalezeńı v článku [6]. Zde uvedeme pouze obrázek Fuč́ıkova spektra, který
je taktéž k nalezeńı v již citovaném článku.

Obrázek 5.2: Fuč́ıkovo spektrum úlohy s integrálńı podmı́nkou (převzato
z [6]).

5.3 Kombinace předchoźıch úloh

V článku [6] se autorka zabývala také úlohou, která propojuje Dirichletovu
podmı́nku s tou integrálńı. Je zde studováno Fuč́ıkovo spektrum úlohy, která
má tvar

 Lu = αu+ − βu−, x ∈ (0, π),

(1− η)u(π) + η

∫ π

0
u dx = 0, η ∈ [0, 1],

(5.13)

kde L je opět operátor, která jsme definovali předpisem (2.1). Speciálńı
volbou η = 0 dostaneme Dirichletovu úlohu (5.4). Změnou parametru se
projev́ı spojitá deformace Fuč́ıkova spektra. Dosáhneme-li hodnoty η = 1,
źıskáme nelokálńı úlohu (5.12). Fuč́ıkovo spektrum je konstruováno analo-
gickými kroky jako v předchoźıch př́ıpadech. Na závěr ještě uvedeme obrázek

Fuč́ıkova spektra úlohy (5.13) pro hodnoty η =
1

2
a η =

3

4
.

49



Obrázek 5.3: Fuč́ıkovo spektrum kombinované úlohy pro parametry η =
1

2
,

respektive η =
3

4
(převzato z [6]).

5.4 Fuč́ıkova nelokálńı úloha s parametry

Dále je možné uvažovat zobecněńı úlohy (4.3) do Fuč́ıkova typu. Úloha bude
mı́t tvar 

Lu = αu+ − βu−,(∫ π

0

(
u+
)p

dx

) 1
p

=

(∫ π

0

(
u−
)q

dx

) 1
q

,
(5.14)

kde L je operátor definovaný v (2.1) a p, q ∈ R \ {0}.
V této práci bohužel již neńı prostor pro detailńı analýzu tak rozsáhlé

úlohy, proto ji ponechme jako vhodný námět pro daľśı výzkum.
Už nyńı lze ale ř́ıci, že při konstrukci Fuč́ıkova spektra by se v mnoha

př́ıpadech prováděly obdobné kroky, jaké jsme již uvedli. Rovnice, které by
popisovaly Fuč́ıkovo spektrum úlohy (5.14) by měly obdobnou strukturu
jako ty, které jsme odvodili v sekci 4.3. Opět bychom museli zkoumat jejich
řešitelnost v závislosti na hodnotách parametr̊u. Některé výsledky, které
jsou platné pro př́ıpad bodového spektra takové úlohy by ale neztratily na
platnosti (např. situace, kdy př́ıslušné integrály diverguj́ı apod.).
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PŘ́ILOHA A

OBRÁZKY VYŠŠÍCH VLASTNÍCH FUNKCÍ
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Obrázek A.1: Několik vlastńıch funkćı pro 1. až 6. vlastńı č́ıslo pro p > 1.
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PŘ́ILOHA B

LIMITNÍ VLASTNÍ ČÍSLA
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Obrázek B.1: Prvńıch šest limitńıch vlastńıch funkćı.
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Pro ilustraci uvedeme ještě některé hodnoty vlastńıch č́ısel pro hodnoty
p ≥ 1, q = 1.

p 1. vl.č 2. vlč. 3.vl. č. 4.vl. č 5.vl. č

1 - 4 - 16 -

2 2.96959 5.17983 13.1168 19.3921 30.6255

3 2.85528 5.33927 12.8062 19.909 30.0169

10 2.85761 4.93945 12.9575 19.413 30.4644

20 2.931311 4.57914 13.2643 18.3161 31.1531

50 3.02966 4.29357 13.6513 17.1743 31.9831

100 3.08878 4.1716 13.8835 16.6864 32.474

+∞ ≈ 3.2035 4 ≈ 14.3628 16 ≈ 33.5222
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PŘ́ILOHA C

VZTAHY MEZI FUNKCEMI

Integrálńı podmı́nka úlohy (4.3) umožňuje pro diskrétńı hodnoty parametr̊u
propojeńı s daľśı funkćı – dvojným faktoriálem.

Lemma C.1 (O vztahu funkce Gamma a dvojného faktoriálu)
Necht’ n ∈ N, potom

Γ(n+
1

2
) =

(2n− 1)!!

2n
√
π. (C.1)

Důkaz. Větu, která hovoř́ı o tomto vztahu, lze nalézt v [1].

Obdobně jako to bylo nutné v celém textu, muśıme uvažovat liché a sudé
hodnoty zvlášt’. Zabývejme se tedy nejprve sudými.

Lemma C.2 (O přepisu integrál̊u pro sudé mocniny)
Necht’ p = 2n, n ∈ N, potom∫ π√

λ

0

(
sin
√
λx
)p

dx =
π(2n− 1)!!√
λ · (2n)!!

. (C.2)

Důkaz. Využijeme-li (4.5), dostaneme∫ π√
λ

0

(
sin
√
λx
)2n

dx =

√
π · Γ(n+ 1

2)
√
λ · Γ(n+ 1)

,

kde jsme dosadili p = 2n. Z lemmatu 1.6 plyne, že Γ(n + 1) = n!, dále z

lemmatu C.1 je Γ(n+
1

2
) =

(2n− 1)!!

2n
√
π. Použijeme-li tyto výsledky, potom

lze psát √
π · Γ(n+ 1

2)
√
λ · Γ(n+ 1)

=
π(2n− 1)!!√
λ · 2nn!

=
π(2n− 1)!!√
λ · (2n)!!

,
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nebot’

(2n)!! = 2n(2n− 2)(2n− 4)(2n− 6) · · · 2 = 2nn!.

Obdobně lze nyńı postupovat i pro liché hodnoty.

Lemma C.3 (O přepisu integrál̊u pro liché mocniny)
Necht’ p = 2n+ 1, n ∈ N ∪ {0}. Potom∫ π√

λ

0

(
sin
√
λx
)p

dx =
2 · (2n)!!√
λ · (2n+ 1)!!

. (C.3)

Důkaz. Opět využijeme (4.5) a dosad́ıme p = 2n+ 1. Máme tedy∫ π√
λ

0

(
sin
√
λx
)2n+1

dx =

√
π · Γ(n+ 1)√
λ · Γ(n+ 3

2)
.

S využit́ım vztahu Γ(n+ 1) = n! a dále pomoćı (1.6) uprav́ıme

Γ(n+
3

2
) = (n+

1

2
)Γ(n+

1

2
).

Lze tedy psát
√
π · Γ(n+ 1)√
λ · Γ(n+ 3

2)
=

√
π · n!√

λ · (n+ 1
2)Γ(n+ 1

2)
.

Nyńı opět využijeme vztah (C.1) a po úpravě dostaneme dokazované tvrzeńı
√
π · 2nn!√

λ · (n+ 1
2)(2n− 1)!!

√
π

=
2 · (2n)!!√

λ · (2n+ 1)(2n− 1)!!
=

2 · (2n)!!√
λ · (2n+ 1)!!

Je zřejmé, že při studiu vlivu diskrétńıch parametr̊u na řešitelnost úlohy
(4.3) je možné využ́ıt tyto výsledky. V předpisech bodového spektra (4.28)
lze potom př́ıslušné integrály nahradit těmito vztahy.

Poznámka C.4 (O jiném odvozeńı vztah̊u pro diskrétńı parametry)
Předchoźı vztahy lze odvodit také nezávisle na funkci Gamma, využijeme-li
vztah pro redukci mocniny v integrálu

∫ π√
λ

0

(
sin
√
λx
)p

dx =

− cos
√
λx
(

sin
√
λx
)p−1

√
λp


π√
λ

0

+

p− 1

p

∫ π√
λ

0

(
sin
√
λx
)p−2

dx =

p− 1

p

∫ π√
λ

0

(
sin
√
λx
)p−2

dx, (C.4)
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který lze snadno źıskat integrováńım levé strany (C.4) pomoćı per partes.
Postupnou opakovanou redukćı mocniny lze odvodit při dosazeńı p = 2n,
respektive p = 2n+ 1 vztahy, které se vyskytuj́ı na pravých stranách rovnost́ı
(C.2) a (C.3).
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SHRNUTÍ

Na závěr, z d̊uvodu přehlednosti, shrneme dosažené výsledky. Pokud jsme
zvolili fixně q = 1 dostali jsme výsledky, o kterých hovoř́ı následuj́ıćı tabulka.

Tabulka C.1: Řešitelnost úlohy (4.3) pro q = 1.

p p ≤ −1 p ∈ (−1, 0) p ∈ (0, 1) p > 1

q = 1 × †1 ×

Pokud jsme naopak zvolili opačně p = 1, źıskali jsme výsledky vyjádřené
touto tabulkou:

Tabulka C.2: Řešitelnost úlohy (4.3) pro p = 1.

q q ≤ −1 q ∈ (−1, 0) q ∈ (0, 1) q > 1

p = 1 × †1 ‡2 ×
1

Existuj́ı pouze prvńı vlastńı č́ısla.
2

Existuj́ı i některá vyšš́ı vlastńı č́ısla.

Hodnota p = q = 1 je, jak jsme zjistili, zaj́ımavá z toho pohledu, že
existuj́ı pouze vlastńı č́ısla se sudým indexem.
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