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Abstrakt

Cilem této préace je predstaveni jevi, které vznikly samoorganizaci
a matematickych modeli, které se pouzivaji pro jejich popis. Dale pak zkou-
méani podminek vzniku nestability systému pro jeden z matematickych mo-
deltt a numerickd simulace chovani jednoho konkrétniho nelinearizovaného
modelu. Nésledné probéhne porovnani ziskanych vysledki.

Klicova skolva: samoorganizace, matematicky model, nestabilita, sta-
bilita, difuze, difuzni rovnice, struktura, podminky vzniku nestability, fluk-
tuace

Abstract

The goal of this thesis is presentation of self-organization which can
be visible around us and the presentation of mathematical models, which
are used to describe such systems. In second part of this thesis we will find
conditions, which have to be fullfilled for appearance of the self-organisation.
Finally we will create a numerical simulation of one particular unlinear sys-
tem’s behaviour. All results will be presented and compared.

Keywords: self-organisation, mathematical model, unstability, stabi-
lity, difusion, difusion equation, structure, unstability appearance condition,
fluktuation



Obsah

1

2

3

Uvod 1
Znaceni 2
Vyskyt samoorganizovanych struktur 3
3.1 Motyliefekt . . . . . . .o 3
3.2 Turbulentni proudéni . . . . . ... ..o 4
3.3 Sdileni tepla v tekutinach . . . .. ... ... 5
3.4 Styk dvou riiznych tekutin . . . . ... o000 7
35 Vlnyaduny . . .. ... ... 8
3.6 Hvézdy a galaxie . . . . . . .. .. ... ... 9
3.7 Krystalizace . . . .. . ... 9
3.8 Chemické oscila¢ni reakce a chemické vlny . . . . . . ... .. 10
3.9 Fraktalni struktury . . . . .. ... ..o 12
3.10 Chovani kolonie zivo¢ichu . . . . . .. .. ... .. ... ... 13
3.11 Zivotni cykly . . . 13
3.12 Biorytmy . . . ... . 15
3.13 Skvrny na zvifeci srsti . . . . . .. .. ... 16
3.14 Vyskyt Voronoi struktur v ptirodé . . . . . . . . ... ... .. 17
3.15 Ekonomie . . . .. ..o 17
Vybrané matematické modely 19
4.1 Reakéné-difuzni model . . . . . . ..o 19
4.2 Navierovy-Stokesovy rovnice . . . . . . . .. ... 21
4.3 Lorenziv model . . . . . ... ... 22
Podminky vzniku samoorganizace 24
5.1 Pocéatecni a okrajové podminky . . . . ... ... 24
5.2 Linearizace modelu . . . . . . . .. ... 25
5.3 Porucha vyjadiené jako Fourierova fada . . . . .. .. .. .. 26
5.4 Prfechod k ptuvodnim prostorovym soufadnicim . . . . . . . . . 28
5.5 Vypocet pro dvé prostorové proménné . . . . . . . . ... .. 29
Problém stability v konkrétnim piipadé 33
6.1 Numericky model . . . . . .. ... ..o 33
6.2 Simulace chovani modelu . . . . . . .. .. ... ... 35
6.3 Porovnéni vysledka . . . . . .. ... 40

Zavér 42



8 Seznam pouzité literatury

9 Seznam priloh

44

46



1 Uvod

Jev samoorganizace muzeme sledovat vSude kolem nés, at uz se jedna
o pfirodni jevy, socidlni struktury, ¢i ekonomické jevy. Samoorganizace mize
byt zavisla na mnoha faktorech, které determinuji jak jeji samotny vznik
a existenci, tak i jeji vzhled.

Cilem této prace je ve strucnosti predstavit, kde se samoorganizace
vyskytuje a jaké jevy s jeji pomoci vznikaji. Zaroven s tim budou i predsta-
veny nékteré matematické modely, které se pro popis systému, ve kterych
mize vzniknout samoorganizace, pouzivaji. Druha ¢ast této prace je zamé-
fena na zjisténi podminek (pro jednu i dvé prostorové proménné), pii jejichz
splnéni samoorganizace vznikne. Tento vypocet bude proveden pro jeden
z matematickych modelt. V posledni ¢asti pak bude provedena numericki
simulace chovani jednoho konkrétniho nelinearizovaného modelu a vSechny
vysledky budou porovnany.



2 Znaceni

Z—JZ derivace funkce f(t) podle ¢asu
% parcialni derivace funkce f(x) podle proménné x

Af(x) Laplacetv operator
Ax diference x
Jo pocatecéni podminka

h(z,y,t)  porucha zavedena do pocateéni podminky

D koeficient difuze
C integrac¢ni konstanta
Re Reynoldsovo ¢islo



3 Vyskyt samoorganizovanych struktur

Vsude kolem nés se vyskytuje velké mnozstvi struktur. Mohou byt na-
padné, ale i na prvni pohled nepatrné a v mistech, kde bychom je necekali.
Nékteré struktury jsou vytvareny zameérné, existuji ale i takové, které vzni-
kaji samovolné — samoorganizaci. Vyvinuti struktury v néjakém systému
je umoznéno zpravidla jeho nestabilitou, to znamena, Ze mala fluktuace se
vlivem nestability neutlumi, ale naopak se rozsiii po celém systému. Hra-
nice, kdy se ze stabilniho systému stéava nestabilni, byva urcena kritickou
hodnotou bezrozmérného ¢isla charakterizujiciho systém (napf. Reynoldsova,
Taylorova). Samoorganizaci muzeme sledovat ve fyzikalnich, chemickych, bi-
ologickych, ale naptiklad i v ekonomickych ¢i socialnich systémech. Je to jev,
ktery spojuje takika veskeré oblasti védy, prirody i zivota. V této Gvodni ka-
pitole bych rada uvedla nékteré priklady jejiho vyskytu, které poslouzi jako
motivace pro celou praci.

3.1 DMotyli efekt

Edward Lorenz byl asi prvni, kdo formuloval teorii chaosu'. P¥i své
praci meteorologa se zajimal o to, proc¢ je tak slozité vytvorit dobrou pied-
poveéd pocasi. Pii svych vyzkumech na matematickych modelech atmosféry
objevil nestabilni chovani, kdy i mala odchylka na po¢atku (v jeho pripadé
zaokrouhleni ze 6 na 3 platné ¢islice) muZze mit na vyvoj dynamického sys-
tému zasadni vliv. Pozdéji pro tento jev formuloval termin motyli efekt.

Lorenztuv model atmosféry byla soustava celkem dvanacti diferenci-
alnich rovnic, které reprezentovaly zmény tlaku, teploty, sily vétru apod.
V roce 1963 byl tento model zjednoduSen na tiidimenzionalni Lorenztv mo-
del. V ném rovnice popisuji zékladni vlastnosti proudéni tekutiny se sdilenim
tepla — Rayleigh-Bénardovu nestabilitu (je detailnéji uvedena dale), tedy ro-
ta¢ni pohyb element, kdy teplé elementy tekutiny stoupaji od povrchu zemé
vzhiiru, kde se zchladi a pak opét klesaji doli, aby se znovu ohtaly a stoupaly
(viz obrazek 1).

Jednotlivé proménné v rovnicich charakterizuji vlastnosti elementi,
jako jsou rychlost rotace, rozdil a rozlozeni teplot, hodnoty parametra ur-
¢uji stabilitu systému (zemska atmosféra je systém nestabilni). VSechny dy-
namické systémy jsou charakterizoviny limitnim stavem, tzv. atraktorem,

1V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujici literatura: URUBA,
Vaclav. Nahoda v exaktni védé [online]. 2005 [cit. 2014-11-15]. Dostupné z:
http://www.it.cas.cz/truba/docs/lit /Nahoda.pdf



Studena sténa

Tepla sténa

Obrazek 1: Rayleigh-Bénardova buiika'

do kterého se systém po uplynuti urc¢itého ¢asu dostane. Atraktory jsou riz-
nych druht — miize jim byt bod ¢i uzaviena krivka. Pro Lorenziv systém
prislusi atraktor, pro ktery se vzil ndzev podivny. Jedné se o kiivku, kteréd
mé jisty pocatecni bod, ale nekonecnou délku a se nikdy neustali, nikdy
sama sebe neprotne ani se neopakuje, ale pritom nikdy nevyboci z presné
vymezeného prostoru. Ma fraktalni vlastnosti a jeji pribéh je nepfedpo-
véditelny. Lorenzuv atraktor byl prvnim objevenym podivnym atraktorem,
sklada se ze dvou vétvi (kazda reprezentuje jeden smér rotace valci v atmo-
sféte) a prave podle jeho tvaru dostal motyli efekt sviij nazev. Systém limitné
smétruje k podivnému atraktoru, pokud prekroc¢i kritickou mez a stane se ne-
stabilnim.

3.2 Turbulentni proudéni

Turbulence jsou projevy samoorganizace dynamického charakteru!. Tur-
bulentni proudéni (tzn. nestabilni systém) vznika v tekutinach tehdy, pokud
Reynoldsovo ¢islo prekroc¢i kritickou hranici. Pokud ji neptekro¢i, proudéni
zustava laminarni (systém je stabilni). Turbulentni proudéni je charakteris-
tické vznikem struktur. Vznikajici struktury se sklddaji z jednotlivych virt,
jejichz tvar a velikost jsou dany urcéitymi zakonitostmi, jejich orientace a oka-
mzita poloha se v8ak jevi jako ndhodna. Turbulentni proudéni se stalo prvnim
dynamickym systémem, ve kterém se objevuje chaos, ktery zacala véda sys-
tematicky zkoumat a to zejména kviili jeho dilezitosti v praxi. Modeluje
se pomoci Navier-Stokesovych rovnic spolu s rovnici kontinuity. Jedna se o
nelinedrni matematicky model, pro které je typické, Ze s jejich pomoci lze po-
pisovat jak stabilni stavy systému, to znamena, zZe pokud se v ném vyskytne
mala porucha, tak bude utlumena, tak i nestabilni stavy systému, kdy bude
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mala porucha zesilena a rozsitena po celém systému. Dilezitym problémem,
ktery se v oblasti turbulenci Tesi, je spravné urc¢eni meznich podminek, kdy
systém prechézi ze stabilniho na nestabilni. Proudici tekutina je velmi slozity
systém s velkym mnozstvim stupni volnosti a v soucasnosti neni prakticky
mozné ho primo numericky simulovat, proto se v praxi obvykle modeluje
pomoci statistického pristupu. Turbulentni proudéni c¢asto nastava i v kom-
binaci s dalsimi faktory, jako je naptiklad tepelna vymeéna.

Konkrétnimi priklady vyskytu turbulentniho proudéni jsou tplavy, ne-
boli turbulence vznikajici za §patné obtékanymi télesy?. Kriticka hranice Rey-
noldsova ¢isla zavisi v tomto pripadé i na tvaru obtékaného télesa. Vznikéa
virova struktura, ktera se nazyva Karmanova-Bénardova virova fada (viz ob-
razek 2). Dalsimi piiklady jsou Taylorova-Couettova nestabilita, ktera vznika
pri proudéni kapaliny v mezefe mezi souosymi valci, které se vii¢i sobé pohy-
buji. Déle pak vznik turbulenci v meznich vrstvach, miizkova turbulence nebo
turbulence ve volnych smykovych vrstvach, ktera je velmi casta a vyskytuje
se prakticky v8ude, kde se objevuje paprsek tekutiny vyfukovany do klidného
prostiedi a nebo pti odtrzeni mezni vrstvy.

Obrazek 2: Virovéa fada vznikla v tplavu za ostrovem?

3.3 Sdileni tepla v tekutinach

Charakteristicka samoorganizace se objevuje pii proudéni tekutin spo-
jeném se sdilenim tepla. Prvni z nich je Rayleigh-Bénardova nestabilita a

2V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuZita nésledujici literatura: URUBA, Vaclav.
Turbulence |online]. CVUT v Praze, Fakulta strojni, 2009 [cit. 2014-11-15|. Dostupné z:
http://www.it.cas.cz/aruba/docs/Aero/Turbulence 45.pdf



nastava v kapaling, kterd je umisténa mezi dvéma deskami®. Spodni deska
mé teplotu 7T a je pozvolna zahiivana zahiivana, horni deska se udrzuje na
stalé teploté Ty, pricemz po celou dobu plati, ze T} > T;. Teplo se vede-
nim pozvolna §ifi tekutinou. Vlivem vyssi teploty se ve spodnich vrstvach
kapaliny snizuje hustota a vzniké vztlakova sila a po prekroceni kritické hra-
nice zacne prevazovat tiha hornich vrstev nad viskéznimi silami, které piisobi
stabiliza¢né. Dusledkem je, Ze kapalina za¢ne v systému proudit, spodni tep-
lejsi vrstvy budou stoupat vzhiru a chladnéjsi vrchni vrstvy budou klesat
ke dnu. Vysledné proudéni ma tvar valct, kdy se vzdy dva sousedni valce
otaceji v opatném sméru (viz obrazek 1). Stabilitu systému charakterizuje
Rayleighovo ¢islo. Pokud prekroci kritickou hranici, systém se stane nesta-
bilnim. Rayleigh-Bénardova nestabilita se modeluje pomoci tii zakladnich
rovnic hydrodynamiky, Navier-Stokesovy rovnice, rovnice kontinuity a rov-
nice vedeni tepla.

Obrazek 3: Bénardovy buiiky?

Podobné predchozi uvedené je Bénardova-Marangoniova nestabilita.
Tenka vrstva kapaliny je taktéz umisténa na desce, ktera je pozvolna zahii-
vana, avSak v tomto piipadé je kapalina s volnym povrchem. Teplé spodni a
chladné vrchni vrstvy za¢nou opét pti prekroceni kritické hranice rozdilu tep-
lot proudit. Kvtli teplotnim rozdilim v kapaliné se navic na povrchu za¢nou
objevovat fluktuace v povrchovém napéti, které podporuji vznik nestability.
Pro jejich vznik musi byt rozdil teplot na dné a u hladiny tak velky, aby byla
stoupajici teplé kapalina schopna udrzet gradient povrchového napéti. Tyto
fluktuace umoznuji vznik charakteristickych obrazci, zndmych jako Bénar-
dovy buiiky, které maji nejcastéji tvar Sestithelnika (viz obrazek 3). V jed-

3V  této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujici literatura:
PROKSOVA, Jitka a Jan DURSPEK. Tepelna konvekce. In: Nerovnovazné
termodynamika a jeji aplikace [online]. 2007 [cit. 2014-11-15]. Dostupné z:
http://nelterm.kof.zcu.cz/hydrodynamiika/tepelnakonvekee /tepelnakonvekce.htm



notlivych bunkéch kapalina proudi vzdy stfedem vzhiiru a podél okrajua doli.
Cela bunka je v podstaté slozena z valcu popsanych v predchozim piipadé,
které jsou usporadany po jejich okrajich. Stabilitu systému vyjadiuje Maran-
goniovo ¢islo, ve kterém je vyjadiena bilance protichiidnych stabilizacnich a
destabilizac¢nich sil.

3.4 Styk dvou rtiznych tekutin

Nestability se mohou vyskytnout i za specialniho piipadu styku dvou
tekutin s rozdilnymi vlastnostmi. Kelvinova-Helmholtzova nestabilita vznikéa
na rozhrani dvou tekutin riznych hustot*. Tekutiny uvazujeme ve dvou para-
lelnich horizontalnich vrstvéch, které se vici sobé pohybuji (resp. kazda z vrs-
tev ma jinou rychlost). Tim na jejich rozhrani vznikéa tenka smykova vrstva.
V ni se za¢nou objevovat periodicky poruchy tlaku kvili tomu, Ze mezni
vrstva za¢ne kmitat — v konkavitach se objevi pretlak, v konvexitach pod-
tlak. Tyto tlakové poruchy zpisobuji, ze se amplituda stale zvétsuje a vy-
klenuté casti se klenou stéle vice, naopak vpadlé ¢ésti se stale vice prohlu-
buji. Vzniklé vystupky se postupné staceji ve sméru proudéni a pii dosta-
tecné velkém zavinuti se odtrhnou a existuji déle jako samostatné viry. Tento
jev muzeme pozorovat napiiklad v obla¢nosti (viz obrazek 4). Jako dvoji-
tou Kelvinovu-Helmholtzovu nestabilitu lze chapat proud tekutiny vtékajici
do prostiedi s jinou rychlosti, popf. i hustotou. Taktéz vznikaji charakteris-
tické obrazce, které jsou pozorovatelné napf. na pise¢nych dnech rezervoartu
s vtokem.

Styk dvou rozdilnych proudicich vrstev tekutiny nastava i u jiz vyse
zminéného tplavu. Za prekazkou je rychlost tekutiny nizsi nez v okoli a tak
se zde setkavaji vrstvy s rozdilnymi vlastnostmi. Smykové vrstvy se opét
rozkmitaji a zacnou vznikat postupné se uvoliujici viry se stridajicim se
smérem otaceni. Jejich tvar zavisi na tvaru prekazky a frekvence jejich oddé-
lovani na rychlosti obtékajici tekutiny.

Nestabilnim systémem, tzv. Rayleighovou-Taylorovou nestabilitou, je
i situace, kdy se nad sebou nachézi ve vrstvach dvé tekutiny, pricemz vrchni
vrstva ma vétsi hustotou, nez spodni. Diky piisobici tize vrchni tekutiny je
spodni vrstva nestabilni a pfi malé fluktuaci (napf. v disledku teplotni vy-
chylky) zacnou vrstvy proudit. Jako stabiliza¢ni sily zde pusobi viskozita
a povrchové napéti tekutin.

4V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujicf literatura: PROKSOVA,
Jitka a Jan DURSPEK. Nestability vznikajici na styku dvou tekutin rizné hustoty. In:
Nerovnovaznéa termodynamika a jeji aplikace [online]. 2007 [cit. 2014-11-15]. Dostupné z:
http://nelterm.kof.zcu.cz/hydrodynamiika/styktekutin /styktekutin.html



Obrézek 4: Vznik viri v obla¢nosti®

3.5 Vlny a duny

Viny na oteviené vodni hladiné jsou zptsobovany predevsim vétrem.
P1i vodni hladiné s sebou vanouci vitr strhava vodu na povrchu a tim zapri-
¢inuje jeji pohyb. Pii vzniku vin je v podstaté aplikovan vyse popsany piipad
Kelvinovy-Helmholtzovy nestability, kdy ve dvou vrstvach nad sebou proudi
dvé tekutiny rozdilnych hustot a rychlosti*. ProtoZe voda ma nepomérné vétsi
hustotu, nez vzduch, neni schopna vytvaret dlouhotrvajici svinuté viry, jaké
je mozno vidét napiiklad v obla¢nosti (pokud se objevi, ihned padaji zpét
k hladiné). Rozkmitanim mezni vrstvy vznikne ale mechanické vinéni, které
je schopno se po vodni hladiné §ifit i na vzdalenosti mnoha kilometrii.

Pisecné a snéhové duny jsou svym charakterem vodnim vinam velmi
podobné. Jejich vznik je taktéz zptisoben vétrem (popiipadé proudici vodou,
pokud se jedna o duny na pise¢ném dné), ktery zachytéava jednotlivé ¢astecky
a strhéva je s sebou. Protoze pisek i snih jsou tvoreny velkym mnozstvim
drobnych castecek, které se mohou rozptylovat v médiu, jejich chovani je
znacné podobné chovani tekutiny. Proto i v pfipadé pisku a snéhu strzenych
vétrem ¢i proudem miizeme vznik dun pripisovat Kelvinové-Helmholtzoveé ne-
stabilité. I v tomto pripadé je tiha spodni vrstvy natolik velka, Ze nemohou
vznikat svinuté viry. Ptesto, Ze pisek a snih ve vétru mizeme povazovat za
tekutinu, na povrchu se nemohou §ifit viny, jako tomu bylo na vodé. Vzniklé
struktury jsou proto témér nehybné a jejich pohyb zévisi na pohybu vétru
(popf. vody). Na usporadani dun je mozno obéas sledovat i vliv Bénardovy-
Marangoniovy nestability, ktera zptusobuje vznik Bénardovych bunék v at-



mosfére. Vitr, ktery se pohybuje v ramci jednotlivych bunék vytvari duny
opisujici jejich hexagonalni tvar.

3.6 Hveézdy a galaxie

Galaxie jsou jednémi z nejvétsich kompaktnich uskupeni ve vesmiru
a lze u nich pozorovat stavbu a vyvoj®. Vznikaly po Velkém tfesku, kdy
hmota postupné ztricela své pivodni vlastnosti a vlivem gravitace se za-
cala shlukovat v jednotlivé hvézdy, které se staly centry budoucich galaxii.
V dnesni dobé jiz nové galaxie nevznikaji, protoze v mistech, kde by bylo
dostatek hmoty, jiz vznikly. Presto ale mizeme sledovat vyvoj galaxii i dnes
a to diky tomu, Ze pohled do vzdaleného vesmiru je v podstaté pohled do
jeho minulosti. Pii sledovani velkého mnozstvi galaxii v riznych vzdalenos-
tech od Zemé pak miizeme sestavit model vyvoje ,typické* galaxie.

Vétsina galaxii ve vesmiru mé spiralni tvar®. Ten muZe byt porusen
napiiklad jejich srdzkami, ale pozorovani ukazuji, ze spiralni tvar galaxii mé
tendenci se i po poruseni znovu obnovovat. Takovéto virové utvary podobné
tém, které se vyskytuji u turbulenci, zde lze pozorovat, protoze, podobné
jako u predchozich piikladi, i vesmirnou hmotu lze povazovat za tekutinu
(stejné jako pisek ve vétru) a mé nékteré jeji typické vlastnosti. Proto se
v ném objevuji i podobné struktury.

3.7 Krystalizace

Vyraznym piikladem samoorganizace je krystalizace latek”. Kdyz latka
prechézi do pevného stavu, jeji atomy ¢i molekuly vétsinou nezaujimaji své
pozice ndhodné, ale usporadavaji se do krystalové miizky, ktera je pro danou
latku typicka. Toto usporadani je zékladnim stavem latky, ktery odpovidéa
(lokdlnimu) minimu energie. Sklada z béazi, které jsou umistény v uzlech nebo
1 mimo uzly mrizky. V krystalech se objevuje také nekolik druht symetrii —
translace, zrcadleni podle roviny, inverze, rotace kolem osy i jejich vzajemné
kombinace. Pro popis krystalové struktury se vyuziva teorie grup a Schrodin-
gerova rovnice. Celkem existuje 32 bodovych grup, pfi aplikaci vS§ech moznych

5V této pasézi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujici literatura: FUCHS, Martin.
Kdy a jak vznikly spirdlnf galaxie?. Stefanikova hvézdarna [online]. 3.3.2005 [cit. 2014-12-
05]. Dostupné z: http://observatory.cz/news/kdy-a-jak-vznikly-spiralni-galaxie-.html

6V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujici literatura: URUBA, Vaclav.
Turbulence [online]. CVUT v Praze, Fakulta strojni, 2009 [cit. 2014-11-25]. Dostupné z:
http://www.it.cas.cz/truba/docs/Aero/Turbulence 45.pdf

"V této pasazi byly jako zdroj informaci vyuZity materialy ziskané béhem studia pfed-
métu KFY /FPL1



kombinaci symetrickych zobrazeni lze dosahnout 230 rtznych prostorovych
grup. V piirodé bylo pozorovano 177 z nich. V praxi se pouziva déleni krys-
talickych struktur podle Bravaise, které rozlisuje ¢trnact typt prostorovych
miizek usporadanych v sedmi soustavach. Jsou to:

e krychlova (kubickd) — celkem 3 typy
e Sesterecna (hexagonalni) — 1 typy

e Ctveretné (tetragonalni) — 2 typy

e kosoc¢tvereéna (rombickd) — 4 typy

e klencova (trigonalni) — 1 typ

e jednoklonna (monoklinickd) — 2 typy
e trojklonna (triklinickd) — 1 typ

Latka muze krystalizovat bud pouze v jedné krystalové miiZzce,
nebo, pokud se jedna o slouc¢eninu nékolika prvki, mize byt krystal latky
slozen z vice krystalovych miizek (pro kazdy prvek jedna), které sebou pro-
stupuji a tvorii tak slozitou strukturu.

3.8 Chemické oscila¢ni reakce a chemické viny

Vyznamnym piikladem samoorganizace v oblasti chemie je Bélousova-
Zabotinského reakced. Jedn4 se o cyklickou chemickou reakci, ve které se
pravidelné stiidaji tii stavy — oxidace katalyzatoru, jeho zpétna redukce a
vzajemna reakce a spotieba vzniklych produkti. Tento jev poprvé objevil Bo-
ris Pavlovi¢ Bélousov, ktery zkoumal Krebstiv cyklus a vznik chemické energie
v metabolismu organismu a chtél je napodobit v laboratornich podminkéch.
Pro sviij pokus pouzil jiné latky, nez jaké se reakce tucastni v metabolismu
(kyselinu citronovou, bromid draselny, kyselinu sirovou a katalyzator na bazi
iontii ceru). Po spusténi reakce zacal roztok oscilovat mezi bezbarvym a Zlu-
tym stavem. Tento objev ztstal dlouho bez odezvy a az o vice nez deset let
pozdéji Anatolij Zabotinskij pokus zopakoval a zménami iontovych ¢inidel
objevil velké mnozstvi variant.

8V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujici literatura: BALUCH, Pavel.
Synergetika a samoorganizace v ekonomice [online]. Brno, 2012 [cit. 2014-11-18]. Dostupné
z: https:/ /www.vutbr.cz/www_base/zav_prace soubor verejne.php?file id=51504. Di-
plomova prace. VUT v Brné.
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K oscilaci v chemické reakci dochazi samovoln&®. Vliv na pritbéh os-
cila¢ni reakce mize mit michéni, i kdyz se v pohledu na néj autofi razni.
Vyskytuji se nazory, zZe mechanické michani oscilace nijak neovliviuji, ale
existuji i opac¢né, Ze michani oscila¢ni jevy zmensuji, jelikoz se ovliviiuji disi-
pativni jevy a pri prudkém michani pak mohou oscilace zcela zanikat vlivem
turbulence. Dal$im nézorem je, Ze michani (ani vzniklé turbulence) samo
o0 sobé oscila¢ni reakci neovliviji, ale pisobi sekundérné zvysenim kontaktu
reagujici smési se vzdusnym kyslikem. Vliv kysliku na pribéh oscila¢nich re-
akei zavisi predevsim na pouzitych slouc¢eninéach a jejich koncentracich a nelze
obecné formulovat pravidlo chovani pii vyssi a nizsi koncentraci kysliku. Po-
kud se narusi pribéh reakce pridanim reagujicich slozek, systém zareaguje
bud zastavenim reakce a nebo naopak boufrlivou turbulentni reakei.

Obrazek 5: Chemické viny'?

Vznikajici struktury mohou byt jak dynamického charakteru (tur-
bulence), tak i statického charakteru, kdy vznikaji Turingovy struktury!®.
Takzvané chemické viny muzeme pozorovat v tenké vrstvé roztoku, v némz

9V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nésledujici literatura: PROK-
SOVA, Jitka a Jan DURSPEK. Chemické oscilatni reakce. In: Nerovnovazna
termodynamika a jeji aplikace [online]. 2007 [cit. 2014-11-20]. Dostupné z:
http://nelterm.kof.zcu.cz/chemie /oscilace/oscilace.html

0V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuZita nasledujici literatura:
PROKSOVA, Jitka a Jan DURSPEK. Chemické vlny. In: NerovnovaZni ter-
modynamika a jeji aplikace [online]. 2007 [cit. 2014-11-20]. Dostupné z:
http://nelterm.kof.zcu.cz/chemie /viny /viny.htm; COVENEY, Peter V a Roger HIGH-
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probiha Bélousova-Zabotinského reakce (viz obrazek 5). Jednotlivé viny se
projevuji jako lokalni zmény koncentrace sifici se prostfedim. Vznikajici sa-
moorganizace je disledkem reakéné-difuzniho systému — chemické reakce,
kterd je spojena se zakonitostmi difuze. Vlny vychézeji ze samovolné vzni-
kajicich ¢i uméle vyvolanych (pomoci stiibrného dratku) inicia¢nich center a
mohou mit rizné podoby. Pti Bélousove-Zabotinského reakei maji viny tvar
koncentrickych kruznic kolem center. V nehomogennich prostfedich vznikaji
dvouramenné spiralni viny (reverbatory). Vlivem nehomogenity dojde totiz
k preruseni soustfedné viny a ta se nemize na vzniklych koncich dale Sifit.
Cela vlna mé ale tendenci dale rust a prodluzovat se a proto dochazi na obou
volnych koncich k jejimu staceni. Pokud je nehomogenita zaroven i inicia¢nim
centrem, pak vznikaji pouze jednoramenné spiraly. Pii setkani dvou rostou-
cich vIn se obé vzajemné propoji a vytvori jednu velkou vinu. Dalo by se Tici,
ze chemické viny jsou v podstaté samoudrzujici se signély, které indukuji lo-
kalni uvolhovani energie v oblastech kolem jejich zdroju. Indukovana energie
se spotfebovava pri iniciaci stejnych procesti v sousednich oblastech. Podobné
signély se objevuji nejen v chemickych systémech, ale napt. i v srdci, sitnici,
¢i ekologickych systémech.

V poslednich letech se zac¢inaji objevovat zptsoby vyuziti Bélousovy-
Zabotinského reakce jako zdroje energie, kdy v periodicky pulzujicim gelu
jednotlivé polymery opakované prodluzuji a zkracuji svoji délku. Jev byva
prirovnavan k pulsovani srdce, ale odezni po nékolika hodinach. Je zajimavé,
ze velmi podobné struktury (i kdyZ vzniklé na jiném principu), jaké se obje-
vuji u chemickych vln lze pozorovat napiiklad u vinéni povrchu kapaliny ¢i
rustu kolonie jednobunéénych organismii.

3.9 Fraktalni struktury

Fraktalové struktury nalézame prakticky ve vSech oblastech. Zakladni
vlastnost fraktali je sobépodobnost, to znamena, Ze pfi libovolném zvétsent je
dana ¢ast fraktalu podobna celku!!. Fraktaly mohou byt vysledkem matema-
tické konstrukce. Jejich struktura je potom naprosto presné a pii libovolném

FIELD. Mezi chaosem a fadem: hranice komplexity: hledani fadu v chaotickém svété.
Vyd. 1. Praha: Mlada fronta, 2003, 428 s., [8] s. barev. obr. piil. Kolumbus. ISBN
80-204-0989-0.

YV této pasazi  byla jako zdroj informaci vyuZzita nésledujici  li-
teratura: ~ VILIMEK, Radek. Deterministicky chaos v  prostiedi ~ Web-
Mathematica [online]. Zlin, 2007 [cit. 2014-12-07]. Dostupné z
https://dspace.k.utb.cz/bitstream /handle/10563 /3911 /vil%C3%ADmek 2007 _dp.pdf?
sequence=1. Diplomové prace. Univerzita TomaSe Bati ve Zling.
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zvétseni nejen podobna, ale totozné s celkem, jejich dimenze je necelo¢iselné
a mohou mit zajimavé vlastnosti, jako je napiiklad nekonecné délka ¢i po-
vrch pricemz zabrany prostor je jednoznacéné vymezen. Fraktélni vlastnosti
vykazuji kuptikladu i podivné atraktory, o kterych byla zminka vyse, nebo bi-
furka¢ni diagram, ktery znazornuje chovéani logistické rovnice. Kromé téchto
presnych matematickymi rovnicemi vyjadritelnych fraktala existuje cela fada
struktur, které by se daly oznacit jako priblizné ¢i nahodné fraktaly, tedy
struktury, které pfi libovolném zvétSeni nejsou s celkem zcela totozné, ale
jsou mu statisticky podobné. Uspotadani do takovychto struktur miizeme
pozorovat hojné v prirodé, napiiklad u vétveni stromi, kvétenstvi rostlin,
usporadani list1, rostouci kolonie bakterii, koralovych ttest, zilnatiny listi,
ulit hlemyzda, snéhovych vlocek ¢i struktury plic. Pokud nechceme modelo-
vat systém jako takovy, ktery by zahrnoval veskeré fyzikalni, chemické ¢i bi-
ologické zékonitosti piisobici v systému, problém se znacné zjednodusi. Diky
fraktalnim vlastnostem je mozno vzhled nékterych prirodnich ttvara i pres
jejich velkou slozitost relativné jednoduse a presné modelovat. Pro tento zpt-
sob modelovéani se vzil nazev fraktalova komprese, protoze mnozstvi dat po-
tfebnych pro vytvoreni modelu se radikalné redukuje.

3.10 Chovani kolonie Zivocichu

U pocetnych kolonii zivoc¢ichii lze pozorovat samoorganizované cho-
vani'!. Pohyb jednotlivce v hejnu neni fizen Z4dnou nadiazenou autoritou
¢i globalnim planem, 7idi se pouze nékolika jednoduchymi pravidly, jako je
soudrznost, zafazeni nebo oddéleni, které maji sviij biologicky vyznam. Mo-
dely zalozené na téchto pravidlech byvaji velmi presné a lze jimi dosahnout
popisu i velmi slozitého a komplexniho chovani. Toto chovani lze pozorovat
napiiklad u hejna ryb, ptdka nebo kolonie mravenci, ale i u kolektivniho
chovéni lidi, na akciovém trhu nebo u zmén v orientaci spini ve feromagne-
tickych latkéach.

3.11 Zivotni cykly

Jednim z nejjednodussich popisi chaotického chovani je logisticka rov-
nice, ktera byla vytvorena pro modelovani chovani Zivocisnych druht v pii-
rodé!?. Rovnice predpokladd uzavieny systém (v navaznosti na uzaviené te-
ritorium obyvané danymi spoleCenstvimi), ve kterém se vyskytuji na sobé

12y této pasazi byla jako zdroj informaci vyuZzita néasledujici literatura:

PROKSOVA, Jitka a Jan DURSPEK. Zivotni cyklus hlenek. In: Nerovno-
vazna termodynamika a jeji aplikace [online]. 2007 [cit. 2014-12-09]. Dostupné z:
http://nelterm.kof.zcu.cz/biologie/rds/rds.htm
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zavislé druhy. Nejjednodussi pripad predstavuje zavislost dvou druhit — pre-
datoru a koristi. Situace bude nasledujici — po nasazeni predéatoru i koristi
do prostiedi se za¢nou oba druhy mnozit. Vzrustajici pocet predatori ale
Po prekroceni kritické hranice jiz nestac¢i populace kotisti uspokojit potiebu
predatori a ti proto zac¢nou hladovét a vymirat. Z toho divodu se zacne
populace kofisti opét mnozit, protoze jiz nebude tolik lovena. Nova hojnost
koristi zplisobi opétovny nérist poctu predatort. Tento cyklus se bude stéle
periodicky opakovat a bude mit podobu dvou po sobé jdoucich vIn, kazdé
predstavujici populaci jednoho z druhti. Logistickou rovnici poprvé sestavil
a zkoumal biolog Robert May a objevil, Ze s jeji pomoci lze modelovat jak
takto jednoduché, tak i velmi slozité chaotické systémy. Chovani logistické
rovnice lze znazornit pomoci bifurka¢niho grafu, ktery méa vlastnosti fraktalu.

Zivotni cykly v ramci jednoho druhu miiZzeme sledovat v ptirodé na riz-
nych piikladech, mezi néz patii napiiklad mechorosty nebo kapradiny (cykly
s uplatnénim rodozmény — stiidani pohlavni a nepohlavni generace). Velmi
zajimavy zivotni cyklus maji hlenky, jednobunécné organismy radici se do tiSe
hub, které ziji v piidé nebo na rozkladajicich se organickych zbytcich. Sklada
se ze dvou fazi. Prvni z nich je faze troficka, kdy hlenky existuji ve formé jed-
notlivych bunék, které mohou byt bud nezéavislé nebo se shlukovat v tésné
skupiny ¢i vytvorit mnohojaderné bunky. Druhé féze je reprodukéni a nastava
vétsinou pii nedostatku potravy. Shluky bunék se zacnou zvétSovat, az do-
sahuji poc¢tu okolo 100 000 jedincti. V téchto pocetnych skupinach se za¢nou
bunky diferencovat na t¥i funkéné odlisné typy. Timto zpisobem vznikne
jedinec”, ktery je schopen koordinovaného pohybu, takzvany stav ,slimaka‘.
Pokud ,slimék* nalezne misto s idealnimi zivotnimi podminkami, dochéazi
k usednuti a k vytvoreni plodnicky, ve které za¢nou vznikat spory. Spory
se zatnou uvolhovat a vznika z nich nova generace bunék v trofické fazi.

Z pohledu samoorganizace je nejzajimavéjsi ¢asti cyklu vytvoreni je-
dince z jednotlivych bunék tak, Ze je schopen koordinovaného pohybu a cile-
ného jednéani. Proces shlukovani je fizen katalyzatorem cAMP, ktery bunky
zacnou produkovat z ATP (adenosin trifostat slouzici jako zdroj energie
v bufice) pii nedostatku potravy. Zvysené koncentrace cAMP vyvolava po-
hyb okolnich bunék k tomuto mistu a navic produkci dalstho cAMP v nich.
Zaroven se zpétné obnovuje ATP v buiikdch. Jedna se tedy o autokatalytic-
kou cyklickou reakci, ktera se sifi prostfedim v koncentrac¢nich vinéch. Tyto
vlny jsou analogickym piikladem vysSe zminénych chemickych vin a zptso-
buji i stejny vizualni efekt. Dalsimi autokatalytickymi reakcemi se ve vznik-
lém shluku objevi funkéni diferenciace bunék, ktera spociva v tvorbé riznych
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gend. Ty poté odpovidaji za vytvoreni riznych casti plodnicky a spor.

3.12 Biorytmy

Samoorganizaci muzeme sledovat i sami na sobé a to ve formé riznych
biorytmii, kterymi se nas organismus tidi. Ve vétsiné pripadu se jedné o os-
cilace hladin enzymt, které nasledné vyvolavaji pozorovatelné projevy*?.

Poprvé byla oscilace u zivocisnych druhu sledovana pii glykolyze (bu-
nécné dychani). Kazda buitka méa svij cyklus dychani, ve skupinach bunék se
ale periodické projevy oscilace pii glykolytické reakci vsech bunék dokonale
synchronizuji. Tyto reakce byly pozorovany na riznych bunkach a za rozdil-
nych podminek, pfedpoklada se tedy, Ze glykolytické oscilace nejsou zévislé
na biologickém stavu bunék. Enzym uplatiujici se pii glykolyze je fosfofruk-
tokinaza.

Vnitini rytmy organismii, ¢asto nazyvané biologické hodiny, mohou byt
velmi riznorodé, s rozdilnymi periodami (nejcastéji ale cirkadialni) a pro-
jevuji se opakovanim specifickych déju a funkei. Zaklad téchto periodickych
déju je az u genetické informace v DNA, podle které se pomoci transkripce
a posléze translace vytvaii proteiny. Oscilace se objevuji pii produkei kolisa-
jictho mnozstvi proteint odpovidajicich uréitym gentim, coz pak zptisobi ony
zmény funkei ¢ struktury. Aby byly oscilace mozné, musi vSechny organismy
obsahovat takzvany pacemaker, nositele oscilaci s danou periodou, podle né-
hoz se biorytmy 1idi. Pacemaker osciluje i kdyz se nachazi v prostredi bez
pravidelnych zmén a jeho chovani vétsinou nezavisi na vykyvech prostiedi,
muze ale byt ovlivnén vyjimeénymi silnéjsimi podnéty, jako je tfeba osvit. Pti
jeho zniceni se organismus stane arytmickym, miize vSak byt znova obnoven
napi. implantaci. U clovéka se pacemaker nachézi v hypotalamu.

Kvli velké slozitosti se oscilace v zivych systémech zkoumaji na jedno-
dussich organismech s kratkym zivotnim cyklem, jako je octomilka ¢i chlebové
pliseni. U octomilek byly pozorovany cirkadidlni rytmy v pohybové aktivité
a pii lihnuti kukel, které probih& vzdy v rannich hodinéch, u chlebové plisné
cyklickd produkce spor. U ¢lovéka se projevuje velké mnozstvi cykld s riz-
nymi délkami period od roki (starnuti, sezonni cykly), pfes mésice (menstru-
acni cyklus zen), dny (spanek, télesna teplota, produkce nékterych hormont)

13V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuZita nasledujici literatura:

PROKSOVA, Jitka a Jan DURSPEK. Biochemické oscilace. In: Nerovnovazna
termodynamika a jeji aplikace [online|. 2007 [cit. 2014-12-12|. Dostupné z:
http://nelterm.kof.zcu.cz/biologie/eo/eo.htm
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az po zlomky sekund (biochemické a neurofyziologické dé&je).

3.13 Skvrny na zvitreci srsti

V zivé prirodé je pro mé jednim z nejzajimavéjsich pripadi samoorga-
nizace vznik struktur na zviteci ktizi ¢i srsti nebo na schrankach mekkys,
takzvana morfogeneze (viz obrazek 6). Vznik téchto struktur z matematic-
kého hlediska zkoumal Alan Turing!®. Jedna se (podobné jako u chemickych
oscilaci) o reakéné-difuzni systém. Diky tomu, ze Alan Turing nebyl biolog,
ale matematik, mél na celou problematiku jiny tihel pohledu, nez jeho pred-
chtidci snazici se objasnit mechanismy vzniku vzort na kuzi zvitat. Véril, ze
cely problém lze vyjadrit matematickymi rovnicemi. Zékladnim predpokla-
dem je pritomnost dvou rozdilnych chemickych latek (aktivatoru a inhibi-
toru) rovnomérné rozlozenych v ur¢itém prostoru vlivem difuze, tzv. mor-
fogent. Vzajemné reakce aktiviatoru a inhibitoru je schopné vyvolat mistni
zmény v koncentraci obou latek a je zavisla na ¢tyrech proménnych pro kaz-
dou z nich — rychlosti produkce, rychlosti zaniku, rychlosti difuze a sile
aktivacni respektive inhibi¢ni reakce. Turingiv model je schopen popisovat
vznik a vyvoj vzort, aniz by musel nutné znat jejich vyslednou podobu,
kterd po urcitém casovém tuseku vznikne, nebo konkrétni pocateéni fluktu-
aci. Pouhymi zménami parametri v tomto jediném modelu lze docilit velmi
odlisnych vzort, které silné evokuji ty, které mizeme pozorovat v prirodé. Né-
kteri biologové povazuji Turingtiv model za nespravny, protoze nema zaklad
v biologickych faktech a neni dostacujici pro nékteré pripady, u nichz nelze
predpokladat, ze se skutecné chovaji jako reakéné-difuzni systémy. Nicméné
obecné panuje nazor, ze i kdyz takové pripady existuji a neni ani zcela jasné,
zda reakéné-difuzni systémy viibec jsou biologicky relevantni, pro modelovani
mnoha prirodnich vzort Turingtv model pouzit lze a shoduje se i s experi-
mentalnimi vysledky. Turingtiv model byl zkouméan po dlouhou dobu a byly
navrzeny i jeho variace, napiiklad s pfidanou proménnou odpovidajici zmé-
nam velikosti prostoru nebo modely systémii na principu aktivator-aktivator.

14V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujici literatura: CA-
BLE, Kele W. Alan Turing’s Reaction-Diffusion Model — Simplification of the Com-
plex. Kestrels and Cerevisiae [online]. December 1, 2010 [cit. 2014-12-13]. Dostupné
z: http://phylogenous.wordpress.com/2010,/12/01 /alan-turings-reaction-diffusion-model-
simplification-of-the-complex//; COVENEY, Peter V a Roger HIGHFIELD. Mezi cha-
osem a Fadem: hranice komplexity: hledani fadu v chaotickém svété. Vyd. 1. Praha: Mlada
fronta, 2003, 428 s., [8] s. barev. obr. pfil. Kolumbus. ISBN 80-204-0989-0.
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Case V| (Turing pattern)

Obrazek 6: Turingovy struktury na zvifeci srstil4

3.14 Vyskyt Voronoi struktur v prirodé

Jednim z nejcastéjsich vzort, které v prirodé vznikaji, je Voronoi struk-
tura!®. Nalezneme ji napiiklad u Zziraf a Zelv, ale i na mnoha dalsich mis-
tech, jako jsou kiidla vazek, zilnatina listi, praskliny ve vysusené pudé, véeli
plastve, pavuc¢iny, Bénardova-Marangoniova nestabilita a dalsi. Vznik téchto
struktur miize mit rizné fyzikalni, chemické ¢i biologické pri¢iny a modely
systému, kde vznikaji, mohou byt rizné (nékteré z nich byly popsany vyse).
Ovsem pokud nechceme modelovat systém jako takovy, ale pouze vyslednou
strukturu, problém se zna¢né zjednodusi. Podobné jako u fraktala, i Voro-
noi struktury lze generovat pomoci jednoduchych pravidel, jejichz zakladem
je soubor generatori. Kazdy bod nachazejici se uvniti buiiky ma nejkratsi
vzdélenost pravé k jejimu generatoru, kazdy bod tvofici hranici bunék mé
nejkratsi vzdéalenost praveé ke dvéma generatorim a uzlové body maji nej-
kratsi vzdalenost ke tfem a vice bodtum, které lezi na kruznici se stfedem
v uzlovém bodé. Mnozstvi potiebnych dat pro vytvoreni modelu (vzhledu)
se ak velmi redukuje.

3.15 Ekonomie

Stejné jako v jinych védnich oborech, i v ekonomii existuji systémy
s dostate¢nou energii pro vznik a Sifeni vin a cyklického chovani, jsou jimi
kapitalové a finanéni trhy, riist a konkurencni boj spole¢nosti, burza!'. V
kazdém hospodaiském cyklu se objevuji vzdy ¢tyfi faze — dno (deprese),
expanze, vrchol a recese. Elliotovu vinu, ktera popisuje vyvoj ekonomiky, se-

15V této pasazi byly jako zdroj informaci vyuzity materialy ziskané béhem studia pred-
métu KIV/VAM

16V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujici literatura: BALUCH, Pavel.
Synergetika a samoorganizace v ekonomice [online|. Brno, 2012 [cit. 2015-02-06]. Dostupné
z: https://www.vutbr.cz/www__base/zav_prace soubor verejne.php?file id=51504. Di-
plomova prace. VUT v Brné.
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stavil R. N. Elliot po zkoumani dat ziskanych z New Yorské burzy ve 30. a 40.
letech minulého stoleti a pozdé&ji se u ni zjistil fraktalni charakter. Spoustéci
faktory ekonomickych cykli jsou zejména vnéjstho charakteru, jako naprt.
valky, politické a finan¢ni krize ¢i surovinové krize. Mezi vnitini spoustéci
faktory patfi napr. nedostateéna spotieba, nadmérné investice, technologie,
nedostratek ¢i prebytek penéz v ekonomice.

V minulosti bylo predstaveno mnozstvi riznych teorii o cykli¢nosti hos-
podafskych systémi, nejstarsi jiz ve Starém Zakoné. Psychologicka teorie
pracuje s myslenkou toho, Ze se ve spole¢nosti objevuje optimistickd ¢i pe-
simistickd néalada, ktera reaguje na predikce vyvoje ekonomiky a tim je za-
¢ne naplinovat. Teorie J. M. Keynesse zcela vylu¢uje samoorganizaci s tim,
ze kazda ekonomika miize z vnitinich pri¢in upadnout do krize, ale samoorga-
niza¢ni procesy ji nejsou schopny uvést zpét do stabilniho stavu a musi tedy
cilené zasdhnout vlada. Teorie o politickém hospodarském cyklu zkoumé silu
vlivu krokt vlady na pocéatku funkéniho obdobi, kdy se snazi splnit své pred-
volebni sliby, a na konci, kdy pak nastanou jejich dusledky. Nejzndméjsi a
nejucelenéjsi je teorie Josefa Aloise Schumpetera, ktera je zaloZena na dyna-
mickém pristupu k hospodairskym cyklim. Poukazuje na funkci podnikatele
na trhu, ktery narusi rovnovahu systému tim, Ze ne za vidinou inovace, ale za
vidinou zisku, vyuZzije mezeru na trhu a zacne distribuovat novy artikl a tim
Po case se systém opét ustali na vyssi trovni. Schumpeter tak vyrkl teorii,
ze za kazdym ekonomickym cyklem stoji inovace, na jejiz vyznamnosti také
zévisi mira jejiho vlivu. A protoze kazdé inovace je jedineéna, nemohou byt
ani zadné dva ekonomické cykly zcela totozné.
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4 Vybrané matematické modely

V této kapitole bych rdda struéné predstavila nékteré rovnice, které
se pouzivaji pro modelovani systému, v nichz miiZze nastat samoorganizace.
O nékterych z nich byla zminka jiz v pfedchozi kapitole.

4.1 Reakéné-difuzni model

Jednim ze zakladnich zakoni, podle kterych se ridi prirodni procesy, je
difuzni zdkon popsany difuzni rovnici. Tato rovnice popisuje prirozenou ten-
denci latek, ¢astic ¢i energie rozptylovat veskeré shluky rovnomérné po pro-
storu a dosahnout tak rovnovazného stavu. Zakladni tvar difuzni rovnice je

df
dt —»l)ZXj}

kde D je difuzni koeficient a A je Laplaceuv operator. V praxi se di-
fuzni rovnice vétsinou nevyskytuje v tomto tvaru, ale v kombinaci s dalSimi
funkcemi popisujicimi dalsi vlastnosti jevu. To lze obecné zapsat jako
;Z]; = DAf + F(f).

Funkce F(f) muze difuzi bud podporovat a nebo mit protichidny
efekt. Aby mohla vzniknout samoorganizace, je nutné, aby F'(f) byla struk-
turotvotnym ¢initelem. Podle tvaru funkce F(f) mizeme rozliSovat mnozstvi
specialnich modelu, jejichz zaklad tvori difuzni rovnice. Jednim z nejznamé;j-
sich modeli zalozenych na difuzni rovnici je Turingtiv model, ktery se vyuziva
pro popis vzniku struktur na kiizi a srsti zivocichu. Sklada se ze dvou diferen-
cidlnich rovnic, které popisuji vzajemny vztah dvou chemickych ¢initeli —
aktivatoru a inhibitoru — pfitomnych v kuzi ¢i srsti zivocicht. Tvar modelu

jel7
(f;; = F(u,v) — dyv + D,Au
d
d—: = G(u,v) — dyu + D,Av,

kde F(u,v) a G(u,v) popisuji produkci chemickych ¢initeli a d,v a
d,u jejich degradaci (dohromady tvoii strukturotvorny ¢initel modelu). Cleny

17V této pasadzi byla jako zdroj informaci vyuzita nasledujici literatura: CA-
BLE, Kele W. Alan Turing’s Reaction-Diffusion Model — Simplification of the Com-
plex. Kestrels and Cerevisiae [online]. December 1, 2010 [cit. 2015-07-08]. Dostupné
z: http://phylogenous.wordpress.com/2010/12/01/alan-turings-reaction-diffusion-model-
simplification-of-the-complex/ /

19



d,v, dyu, D, a D, jsou konstanty.

Dalsim modelem, ktery mé zéklad v difuzni rovnici je Gray-Scottuv
model, ktery se pouziva pro modelovani nékterych chemickych reakei vytva-
fejicich zajimavé struktury. Jeho tvar je

%:DMAU—UUZ-i—H(l—U)
dt

dv 9

pn = D,Av +uv” + (H + k)v,

kde H je konstanta. Gray-Scottiv model se podoba Turingovu mo-
delu, opét se jedna o vzajemné pusobeni dvou chemickych ¢initelia. Struktu-
rotvorny ¢initel je v tomto pripadé tvofen ¢leny —uv? + F(1 — u) respektive
w? + (F + k)v.

Velmi casto se difuzni rovnice pouziva pii sestavovani modeli popi-
sujicich popula¢ni dynamiku. V téchto modelech je reakéni ¢len zastoupen
vyrazem popisujicim riist populace a difuzni ¢len pak popisuje jeji rozptyl®®.
Rist populace miize byt popsan riuzné, avSak nejcastéji se pouziva model
exponencialniho ristu populace, kde f(u) = au, nebo logistického riistu po-
pulace f(u) = au(l — %), kdy je nastavena horni mez. Popula¢ni modely
se mohou sestavovat nejen pro jeden druh, ale existuji i modely popisujici
vzajemny vliv a souziti vice druhti. Nejznaméjsimi takovymi modely jsou
soutézivost, kdy dva druhy bojuji o stejny druh potravy, dale symbiéza po-
pisujici vzajemné prospésné souziti dvou druhii a v neposledni fadé model
predatora a koristi, ktery popisuje narist a ubytek populace jednoho druhu v
zéavislosti na nartstu a ubytku populace druhého druhu. Posledni jmenovany

model ma tvar

d
d—f:ax—bxt
d
d—gt/:czy—dy

Existuje mnoho dalsich specialnich modelii, které obsahuji difuzni ¢len,
v této praci jsem uvedla jen nékteré z nejznaméjsich modeli.

18V této pasazi byla jako zdroj informaci vyuzita nésledujici literatura: KUTTLER
Christina. Reaction-Diffusion equations with aplications|online]. Sommersemester 2011
[cit. 2015-07-08]. Dostupné z: http://www-m6.ma.tum.de/kuttler/script _reaktdiff.pdf
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4.2 Nayvierovy-Stokesovy rovnice

Mezi vyznamné matematické modely patii bezesporu rovnice popisu-
jici proudéni tekutin®. Jedn4 se o systém s velkym poctem stupiii volnosti.
Kvli velké slozitosti bylo studium takovych systémi v minulosti velmi slo-
7ité, protoze studovat je pomoci linearnich modeli (které byly v minulosti
témér vyhradné pouzivany) lze jen velmi obtizné a s velkymi nepfesnostmi.
K dikladnému studiu je potfeba popsat systém pomoci nelinearniho modelu.
Veskeré dynamické (nikoliv termodynamické) déje probihajici v tekutinach
je mozné popsat systémem nelinearnich rovnic, které se nazyvaji Navierovy-
Stokesovy rovnice. Jsou aplikovatelné na tekutiny, které splhuji predpoklady,
ze tekutina, se kterou pracujeme, je spojita a Newtonovska. Jedné se o mate-
maticky model, ktery se skladé z nelinearnich parcialnich diferencialnich rov-
nic a ktery neumime presné fesit i pres jeho forméni jednoduchost. Ale pokud
pfijmeme vhodna zjednoduseni, je mozno model fesit jen s relativné malou
nepresnosti. Pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic mizeme popisovat jak
klidné laminarni proudéni, tak i proudéni, pfi kterém vznikaji turbulence.
N-S rovnice muzeme napsat ve tvaru

881; + (uV)u = —;Vp + vV?u,
kde vV?u je vliv vazkosti (v je kinematicka vazkost), —%Vp je gradient
tlaku a (uV)u charakterizuje konvekei a jedné se také o ¢len, ktery zpuso-
buje nestabilitu modelu. Proti nému pusobi i v rovnici pritomny difuzni ¢len.
Pravé nelinearni ¢leny jsou odpovédné za vlastnosti feSeni, které mizeme
charakterizovat jako fraktalni a pfi jeho popisu se vyuzivaji terminy jako de-
terministicky chaos a samoorganizace ¢i vznik koherentnich struktur. Dalsimi
dilezitymi vlastnostmi feSeni jsou jeho lokalnst a symetrie. Hranice, kdy se
ze stabilnfho systému stava nestabilni, tedy kdy bude proudéni laminérni a
kdy se jiz za¢nou objevovat turbulence, je ur¢ena hodnotou bezrozmérného
Reynoldsova ¢isla. Mtzeme ho vyjadrit jako
Re = vb
v
a charakterizuje vztah mezi rychlosti proudéni a kinematickou viskozi-
tou tekutiny. Pokud je Re malé (fadové Re < 2000), je proudéni laminérni.
Pokud je Re velké (Re > 4000), je proudéni turbulentni. V pfechodové ob-
lasti se objevuji jen malo vyrazné viry.

Uplného popsani proudéni nestlacitelné tekutiny dosahneme pomoci
soustavy N-S rovnic spolu s rovnici kontinuity. Vzhledem k tomu, Ze v praxi
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jsou tyto soustavy velmi tézko fesitelné, pristupuje se k riiznym zjednoduse-
nim. Jednim z nich je Gprava matematického modelu pro vypocet statisticky
stfednich stavi®. Poprvé provedl tato zjednoduseni v roce 1894 Reynolds a
proto jsou rovnice oznacovany jako Reynoldsovy. Ziskaji se tak, Ze se jednot-
livé ¢leny N-S rovnice ve slozkovém tvaru rozlozi na ¢asové stiedovou slozku
a fluktuaci (tzv. Reynoldsiv rozklad). Po upravach dostaneme Reynoldsovy
rovnice ve tvaru
Dw; 0%*u; 8u;u}€ 10p

= — -
kde ¢arkované ¢leny jsou fluktuace a ¢leny s pruhem jsou casové stredni
slozky (¢arkovany ¢len s pruhem je ¢asové stiedni slozka fluktuace).

4.3 Lorenzuv model

Jednim z prvnich vyznamnych problémi tykajicich se proudéni tekutin
(konkrétné vzduchu) a vzniku turbulenci, ktery se stal pfedmétem studia, byl
tzv. Lorenziiv systémy®. Edward Lorenz vytvoiil v 60. letech minulého stoleti
matematicky model zemské atmosféry, na kterém zkoumal vyvoj pocasi. Bé-
hem svych vypoctu narazil na efekt, ktery pozdéji dostal nazev efekt motylich
kiidel. V jeho pripadé se jednalo o to, ze pouhé zaokrouhleni pocateéni pod-
minky na 3 platn& mista méla na vysledek simulace vyrazny vliv a objevil tak
nelinedrni chovani matematického modelu. Lorenziv model atmosféry byla
soustava celkem dvanacti diferencialnich rovnic, které reprezentovaly zmény
tlaku, teploty, sily vétru apod. V roce 1963 byl tento model zjednodusen na
tridimenzionalni Lorenziiv systém, ktery mé tvar

d
d—i:Ra(y—x)
d
d—i:—xz—i-Prx—y
d
d—'z:xy—bz.

Tento matematicky model zachycuje ve zjednodusené formé zékladni
vlastnosti konvektivniho proudéni v atmosfétre, kterd je zahiivina zespodu
zemskym povrchem a svrchu je ochlazovana. Tento model tedy zahrnuje i jev
znamy jako Rayleigh-Bénardova nestabilita, ktery byl popsan v predchozi
kapitole. Kviili zjednoduSeni modelu je ovSem model i zna¢né idealizovany
(naptiklad pokud se jedna o okrajové podminky). V modelu = predstavuje
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rotaci ¢astice tekutiny, y rozdil teplot stoupajici a klesajici tekutiny a z od-
chylku svislého profilu teploty od linedrntho. Ra a Pr jsou parametry, Ray-
leighovo a Prandtlovo ¢islo, a b predstavuje $ifku jedné bénardovy bunky.

Matematickych modeli existuje nespocetné mnozstvi a mnoho z nich
je vyznamnych. Pro tuto praci jsem vybrala a struc¢né popsala dilezité ma-
tematické modely, ve kterych mize nastat samoorganizace, jez je predmétem
zajmu této prace. Nésledujici kapitoly se jiz budou vénovat jen jednomu
ze zde pfedstavenych modelt, konkrétné reakéné-difuznimu modelu, a jevu
vzniku nestability a samoorganizace v tomto systému.
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5 Podminky vzniku samoorganizace

Zakladni mechanismus vzniku samoorganizace je spoleény vSem dyna-
mickym systémuim bez ohledu na jejich slozitost. Proto se v této kapitole
zaméiim na jeden obecny model, se kterym budu pracovat. Jak jiz bylo Te-
¢eno vyse, hranice, kdy se ze stabilniho systému stava nestabilni, byva urcena
kritickou hodnotou bezrozmérného ¢isla charakterizujictho systém. Mym ci-
lem bude tuto hranici nalézt, neboli urc¢it podminky, za kterych se vytvori
samoorganizace v systému.

Ke vzniku samoorganizace je v systému potieba tcast dvou ciniteld,
destrukturaliza¢niho a strukturotvorného. Prvni jmenovany je v systémech
zastoupen vétsinou difuzi, druhym byva sila ptisobici na vSechny subsystémy
daného systému a muze byt velice rizny (gravitacni sila, mechanicka sila, che-
mické reaktivni sily apod.). Obecny model, se kterym budu v nésledujicich
vypoctech pracovat, je urcen rovnici

daf

%:DAf+F(f),

kde DAf je difuzni ¢len s difuznim koeficientem D a Laplaceovym
operatorem A a F'(f) je prislusna strukturotvorna funkce. Cely vypocet budu
provadét pro f(z,y,t) zavislé na dvou prostorovych a jedné ¢asové proménné.

5.1 Pocatec¢ni a okrajové podminky

Pocateéni podminka muze byt velmi ruzné, jeji konkrétni tvar zavisi
na daném systému. Obecné ji miZeme oznacit jako fo(x,y,0). Okrajové
podminky systému zajistuji napojeni systému na okoli. Pomoci okrajovych
podminek by bylo mozné systému vnutit usporadani. V tomto piipadé ale
predpoklddédme, Ze tomu tak neni, protoze chceme zkoumat spontanni vznik
samoorganizace. V nasem piipadé budeme piedpokladat existenci homogen-
niho feSeni. Toto TFeSeni muze byt stabilni nebo nestabilni. Protoze nasim
cilem v této praci bude zkoumat stabilitu daného feSeni, zvolime pocatecni
podminku jako homogenni funkci, tzn.

d
Yo~ Dafy+ F()

Pokud prijmeme ptredpoklad, Ze pocatecni podminka je konstantni
v prostoru (v systému nejsou v ¢ase t = 0 struktury), potom pro diléi ¢leny
modelu plati
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dfy

=0
dt ’
Z toho plyne, ze i
F(fo) = 0.

Z toho muzeme usuzovat, ze libovolné konstantni funkce je reSenim
a tedy ze kazda konstantni funkce miize byt poc¢ateéni podminkou.

5.2 Linearizace modelu

Vyvinuti struktury v néjakém systému je umoznéno zpravidla jeho ne-
stabilitou, to znamené, zZe mala fluktuace se vlivem nestability neutlumi, ale
naopak se rozsifi po celém systému. Budeme zkoumat, zda je homogenni
feSeni, které jsme si zvolili jako pocateéni podminku fo(x,y,0) stabilni ¢i
nikoliv. To, jestli je poc¢ateéni podminka stabilnim FeSenim zjistime tak, Ze
do systému zavedeme malou poruchu vyjadrenou funkei h(x,y,t), pro kterou
plati

1A

— < L
| fol

Za proménnou f potom dosadime pocatecni podminku s poruchou h
a sledujeme vyvoj v case. Rovnice systému po zavedeni poruchy bude mit
tvar

d(fo + h)

It = DA(fo +h) + F(fo+ h),

kde

flx,y,t) = fo(z,y,0) + h(z,y,1)

je pocatecni podminka se zavedenou poruchou h. Diky tomu, Ze pracu-
jeme s konstantni poc¢atecni podminkou fy, muzeme jednotlivé ¢leny rovnice
vyjadrit nésledujicim zptusobem:

d(fo+h) dfy dh dh
dt _dt+dt_0+dt’

A(fo+h)=Afy+Ah =0+ Ah.
Model systému pak bude mit tvar
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dh
= = DA+ F(fo +h),

kde F'(fo + h) je nelinearni ¢len systému. Abychom ziskali linearni
model systému, je tfeba linearizovat tento nelinedrni c¢len. Pro linearizaci
pouzijeme Tayloruv rozvoj prvniho stupné. Linearizaci provedeme v okoli
rovnovazné polohy fy a jako odchylku Af si zvolime h.

aF(f)
= o)

kde A je ptislusna derivace. Protoze F(fy) = 0 a f — fo = h, ziskdvame

F(fo+h) = F(fo) +

F(fo + h) ~ Ah.

Po dosazeni do ptuvodni rovnice tak dostavame linearizovany model
systému, ktery popisuje vyvoj zavedené poruchy h v Case
dh

N _ pAh + Ah.
dt +

5.3 Porucha vyjadrena jako Fourierova rada

Pro nalezeni podminek vzniku nestability je tfeba sledovat vyvoj zis-
kané linearizované rovnice v cCase a hledat TeSeni v zévislosti na riznych
parametrech. Nejprve provedeme cely vypocet pouze pro jednu prostorovou
proménnou. Obdobnym zptisobem pak budeme postupovat pii vypocétu pro
dvé prostorové proménné.

Nejprve musime zvolit tvar funkce h vyjadiujici poruchu. Budeme uva-
zovat, Ze funkce h je obecné periodicka funkce (nad oblasti jedné periody tak
lze uvazovat libovolny tvar h). V jedné prostorové proménné lze libovolnou
periodickou funkci, ktera spliuje Dirichletovy podminky, vyjadrit jako kom-
binaci funkci sinus a cosinus. Toto vyjadieni se nazyva Fourierova rfada a mé
tvar

a > .
f(x) = 50 +3 (akcos(kac) + bksm(k:x)),
k=1
kde ay a by jsou amplitudy funkci sinus a cosinus. Vzhledem k tomu,
ze funkce h vyjadrujici poruchu je zavisla také na cCase, je tieba do predpisu
zahrnout i ¢asovou proménnou. Toho dosdhneme tim, Ze budeme uvazovat
koeficienty ag(t), ax(t) a by(t) zavislé na ¢ase. Funkci h tedy zvolime takto
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f(z,

(ak cos(kx) + by (t )sm(k:x))

Po dosazeni funkce h v tomto tvaru do linearizované rovnice muzeme
rovnici zac¢it Tesit. Jednotlivé ¢leny vyjadiime jako

Ah = gx}; - lg (= Ka(t)cos(ke) - kak(t)Sm(kx))]’

dj . lda()(t)
dt 2 dt

+ i <da§§t) cos(kx) + dbgt(t) sm(k;x))

k=1
Po dosazeni zpét do linearizované rovnice dostaneme

05 (858 o (B0 -

k=1 k=1

o0

=-D Z (l{:Zak cos(kx) ) - D Z (k?Qbk sin k:x))
t)

(ak cos k:z:)) + A Z (bk(t)sm(kx))

Rovnici mizeme uprav1t do ptehlednéjsiho tvaru

(;d“;ft) - Aao (t) ) i K darll) | pizau ) — Aaw(t) ) cos(k:x)} +

/ /
(10 ak

i K dbi(t + DE2b(t) — Aby(t) )sm(kx)] =0,

b,

kde jsme si oznacili nékteré vyrazy carkovanymi koeficienty. Pomoci
nich 1ze rovnici prepsat nasledovné

o0
ag+ Y (a;cos(kx) + b;sm(k;x)) = 0.
Jak je vidét, ziskali jsme Fourieriiv rozvoj nulové funkce. Tato rovnost
miuZze nastat pouze tehdy, jsou-li vSechny koeficienty rovny nule. Ziskavame
tedy celkem tfi podminky, za nichz bude vyse uvedena rovnost platit

1 dao (t) ao (t) dao (t)
/
= — A =
T > VT

= Aao(t)
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a, = da:;t(t) + DE?ai(t) — Aap(t) =0 = da;t(t) = ai(t)(A — Dk?),
by, = dbc’f) + DE?bi(t) — Abi(t) =0 = dbc’;t(t) = b (t)(A — DK?).

Zadné z podminek neni zavisla na prostorovych soutradnicich, sledu-
jeme jiz pouhy vyvoj amplitud v case. ReSeni podminek hleddme ve tvaru
exponencialy

aO(t> = CeAt7
ap(t) = b(t) = CeA=PEIE

Aby nastala nestabilita, nesmi dojit k utlumeni amplitud, to znamena,
ze obé vyse uvedené exponencialni funkce musi byt rostouci. Exponencialni
funkce je rostouci, pokud je jeji exponent kladny. Pro prvni podminku toto
zjevné nastane pro A > 0. Pro druhou podminku bude exponent kladny,
pokud

A A
P2 2
A-DE* >0 = k"< = = |k <y =.

Ziskali jsme dvé podminky, pfi jejichz splnéni se zavedena poruchova
funkce h(z,t) neutlumi, ale naopak se rozsifi po celém systému a vznikne
samoorganizace. Musime ale myslet na to, Ze jsme pracovali s poruchou vy-
jadfenou pomoci Fourierova rozvoje. Pocitali jsme tedy pouze s piipadem,
kdy je chybova funkce periodickd. Nicméné, pokud se zaméfime pouze na
oblast jedné periody, muzeme na této oblasti pomoci Fourierovy trady, jak
jiz bylo feteno drive, popsat libovolny tvar funkce. Vzhledem k tomu, ze
jsme ve vypoctu pouzivali funkce sinus a cosinus, pracovali jsme s periodou
< —m,T >

5.4 Prtechod k piivodnim prostorovym souradnicim

V predchozi podkapitole byl proveden vypocet podminek vzniku sa-
moorganizace na intervalu < —m, 7 > pro jednu prostorovou promeénnou.
Jelikoz obecné aplikujeme model na urcitém intervalu < a,b > | ktery lze
po posunu pocatku soustavy souradnic vyjadrit jako < —é, % >, kde L udava
velikost plochy, na které model aplikujeme, musi se po vyreSeni tlohy na in-
tervalu < —m,m > provést transformace do piuvodnich soufadnic. Jedna se
v podstaté pouze o zménu méfitka. Po prechodu k ptvodnim prostorovym
soufadnicim dostaneme podminky pro vznik samoorganizace na oblasti o ve-

likosti L pro libovolnou poruchu vyjadienou funkei h(x,t) nad touto oblasti.
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Oznacime si 2’ jako prostorovou proménnou uzivanou pii vypoctu nad in-
tervalem < —m, 7w > a x jako prostorovou proménnou v puvodnim intervalu

< —%, % >. Transformace mezi témito proménnymi je
L /
r=—x.
2m
Obdobné ozna¢ime i £’ nad intervalem < —m, 7 > a k nad intervalem
< —g, % >. Jejich transformac¢ni vztah mizeme odvodit jako

N 2m i
cos(k::r)—cos(k:L:B) = k —k‘L.

Pomoci ziskanych transformacnich vztahtu jiz miZeme pfevést pod-
minky vzniku nestability nad oblast o velikosti L

A 2 A D
/ o - o -
K| < o= ‘k‘Lz< 5= L, > |k|2m\[—.

Po prechodu k pivodnim prostorovym souradnicim jsme dostali pod-
minku (u podminky A > 0 nebyla transformace nutné) pro vznik nestability
na oblasti o velikosti L pro libovolny tvar funkce h(z,t) nad touto oblasti.
Ziskali jsme vztah, ktery urcuje vzajemnou zavislost mezi vznikem nestability
a velikosti oblasti. Velikost oblasti potfebna pro vznik nestability je omezené
zdola, to znamena, ze pokud nebude L dostatecné velké, nestabilita se ne-
rozvine. To mizeme pozorovat napiiklad pii vzniku struktur na zvireci srsti.
Pokud je zvife prilis malé, struktura se nevytvori, ale pokud je dostatecné
velké, struktura se vytvori. Nejlépe patrny je tento jev na ocasech kockovi-
tych Selem, kdy v podélném sméru je velikost dostatecné a tak se struktura
vytvori. V pricném sméru je ale oblast pro vytvoreni struktur ptilis mala.
Vysledkem je vznik pruhi.

5.5 Vypocet pro dvé prostorové proménné

V pfedchozim vypoctu jsme zjistovali podminky vzniku nestability pro
piipad modelu zavislého pouze na jedné prostorové proménné. Obdobné mii-
zeme postupovat, pokud chceme tyto podminky zjistit pro model, kde f(z,y, t)
je zéavisla na dvou prostorovych proménnych. Musime pritom piislusné upra-
vit funkci h, kterda vyjadiuje vnesenou poruchu. Funkci h budeme opét vy-
jadfovat pomoci Fourierovy rady, ovsem tentokrat nebudou jednotlivé koefi-
cienty zavislé pouze na cCase, ale i na druhé prostorové proménné. Zavedeme
pritom zjednodusujici podminku a budeme predpokladat, ze funkce h obsa-
huje pouze sinovou slozku Fourierovy fady

29



ag(y,t > .

h(z,y,t) = 0(2 ) +3 (bk(y,t)sm(kx)).
k=1

Koeficienty ag(y,t) a bi(y,t) muzeme taktéz vyjadiit jako Fourierovy

fady, tentokrat podle proménné y. Jejich koeficienty budou zavislé jiz pouze

na case. Opét predpokladame nulové okrajové podminky na okrajich periody

bi(y,t) Coét + Z (dz sin(ly) )

t)

ap(y,t) =

(fm sin my))

Po dosazeni ziskame poruchu VyJadrenou funkei h(z,y,t) v nasleduji-
cim tvaru (poznamka: pokud bychom napiiklad predpokladali Ze mé funkce
h nulova okrajové podminky, pak by byly ¢leny ag, co a go nulové)

sin(io) ) +

o0

h(z,y,t

3= (fom(0psinony)) + 3 (242

+ Z Z (dkl sin ly)sm(kx))

k=11=1

Po vypocitani derivace h podle ¢asu a Laplaceova operatoru mizeme
dosadit do linearizovaného modelu systému a po tpravé dostaneme rovnici
ve tvaru

(;dgc‘;f) - Ago ®) ) s K on®) | D2 g (1) — A me(t)>sz'n(my)] +

m=1

90 f(/)m

dj;

Podobné jako ve vypoctu pro jednu prostorovou proménnou, i zde jsme
si nékteré vyrazy oznacili ¢arkovanymi proménnymi. Pomoci nich mtuzeme
rovnici prepsat jako
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g0+ i (f(’)m( sin(my ) i (Cko sin kx))
m=1 k=1

+ Z Z (dkl sin ly)sm(ka:)) = 0.

k=11=1

MiiZzeme pozorovat, ze jsme ziskali Fourieruv rozvoj nulové funkce, je-
hoz koeficienty jsou taktéz Fourierovy rozvoje. Aby tato rovnost platila, musi
byt vSechny ¢arkované koeficienty rovny nule. Dostavame tedy ¢tyfi rovnice,
ze kterych budeme schopni vyjadrit podminky vzniku nestability v systému.
Stejnym zpusobem jako ve vypoctu pro jednu prostorovou proménnou resime

tyto ¢tyfi rovnice a dostavame TeSeni ve tvaru exponencialy

go(t) = Ce,

fom(t) = CelA=Pm!
cor(t) = CelA=PR,

iy (t) _ Ce(A_D(k2+l2))t.

Z nich pak jiz ziskdme ¢tyti podminky pro vznik nestability

Y

A>0,

m| <

o=

[A
k _
Ikl <15
A
K% < .
(k" +0) < 5

Stejné jako v piipadé vypoctu pro jednu prostorovou proménnou, i zde
jsme vypocet provadéli nad intervalem < —m,m > pro obé& prostorové pro-
ménné. Musime proto rovnez provést zpétnou transformaci nad intervaly
< —%, % > respektive < ——y Qy >. Transformacni vztahy budou obdobné.
Ziskdme celkem Ctyfti podmmky pro vznik nestability na oblasti o velikosti

L, x L, pro libovolny tvar funkce h(z,y,t) nad touto oblasti

A>0,
|D
L, >m2n T
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6 Problém stability v konkrétnim pripadé

Poté, co jsme ziskali podminky vzniku nestability v systému, je zapo-
tfebi oveérit, zda je vysledek relevantni, jelikoZ jsme pracovali s linearizova-
nym modelem a do vypoc¢tu tak byla vnesena chyba. Ovéreni na specialnim
pripadé provedeme pomoci vypoctu a poté budeme porovnavat vysledky zis-
kané feSenim nelinearizovaného modelu s podminkami vzniku nestability zis-
kanymi v predchozi kapitole. Nelinearizovany model budeme feSit pomoci
numerické metody s vyuzitim diskretizace prostoru. Kviili narocnosti vypoc-
tu na mnozstvi dat a kvuli prehlednéjsimu zobrazeni vysledki budeme fesit
model jen pro jednu prostorovou proménnou. Okrajové podminky volime
nulové a protoze pocateéni podminka fy je konstantni, bude taktéz nulova.
Budeme pracovat s modelem systému, kde zvolime strukturotvorny ¢len jako

F(f) = In(]1+ f1).

Tvar funkce se musi zvolit tak, aby po vyjadieni nebyl parametr A
(ktery se rovna derivaci funkce F'(f) v bodé fy) zaporny a nevylouéila se tak
moznost zisku nestabilniho feseni. V nasem piipadé bude parametr

B 1
C fotl

a vzhledem k tomu, ze fy = 0, tak A = 1. Ziskdme tedy podminku
vzniku nestability, kde je vyjadien vztah mezi velikosti prostoru a koeficien-
tem difuze D

L, > |k]2nVD.

6.1 Numericky model

Nelinearizovany model budeme fesit pomoci metody kone¢nych dife-
renci. Nejprve je tfeba diskretizovat prostor, na kterém budeme model apli-
kovat, v nasem pripadé podél prostorové osy = a podél casové osy t. V neli-
nearizované rovnici, ktera mé tvar

df

p7ie DAf +In(|1+ f])

pak vyjadiime ¢leny obsahujici derivaci pomoci diferenci. Prostorovou
derivaci nahradime centralnim diferen¢nim podilem druhého radu

A !

A =507 A

(fo + fo = 2fa).
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Casovou derivaci vyjadiime pomoci diferenci jako

df . Ja—Ja
. At
Ax a At udavaji parametry miize vzniklé diskretizaci prostoru ve sméru
osy x respektive t a f,, fi, fo & f4 jsou body na mfiizi, jejichz vzajemna poloha
je vidét na obrazku 7.

t A A X
>
ofd
fc fa fb ]At
o o o
> X

Obrazek 7: Rozdéleni prostoru a oznaceni bodu mfize

Po dosazeni ziskavame

e D L fo 28 (L4 f)
Tento numericky model nam umoznuje vypocitat vzdy jeden bod miize
pomoci t¥f bodi z piedchézejiciho Gasového kroku. Upravou tak ziskévame
itera¢ni rovnici ve tvaru

fd = fa + Dﬁ;(fb + fc - 2fa> + Atln(‘l + fa‘)-

Pomoci této rovnice mizeme po zadani pocatecni podminky s vnese-
nou fluktuaci (ktera predstavuje prvni iteraci) vypocitat dalsi ¢asové kroky
(kazdy po jednotlivych bodech) a pozorovat tak chovani modelu v koneném
mnozstvi ¢asovych krokt. Po ziskéni itera¢ni rovnice je jiz mozno pristoupit
k vytvofeni algoritmu a samotné simulaci. Pro vytvofeni programu jsem vy-
uzila matematicky software Octave, ktery se svym vypocetnim prostiedim
podoba programu Matlab. Octave jsem zvolila zejména proto, ze je volné
dostupny a svou funkcénosti se témér plné vyrovna Matlabu, ke kterému ne-
mam pristup. Algoritmus vypoctu se sklada ze dvou vnotfenych for cyklu,
v prvinim z nich se krokuje ¢as, ve druhém poloha v daném ¢asovém kroku.
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Miiz, ve které je provadén vypocet, je reprezentovina matici M, do které
se zapisuji vysledky. Matice M je inicializovana samymi nulami. Prvni slou-
pec matice predstavuje poc¢ateéni podminku, do které byla vnesena porucha.
Kviili tomu, Ze jsou zavedeny nulové okrajové podminky, krokovani polohy
probiha od indexu 2 do N — 1. Po ukonc¢eni vypoctu se vysledky zapsané
v matici M vykresli do grafu. Zdrojovy kod programu je mozno nalézt v pri-
loze 1.

6.2 Simulace chovani modelu

Pred spusténim simulace je nutno vhodné zvolit parametry Az a At,
aby bylo mozno jeji vysledek dobre analyzovat. Taktéz je tfeba zvolit pocet
casovych kroki, ve kterych budeme chovani modelu sledovat. Po nalezeni
vyhovujici diskretizace mizeme model spustit a sledovat jeho chovani pro
rizné hodnoty parametru L a D. Ziskané vysledky budeme nasledné porov-
navat s podminkou vzniku nestability ziskanou v predchozich vypoctech. Pri
pozorovani chovani modelu postupujeme tak, ze vzdy jeden z parametru L
nebo D zafixujeme a poté ménime hodnotu druhého z nich. Pfitom se sna-
zime nalézt kritickou hodnotu, kdy se chovani modelu méni a ze stabilniho
systému se stava systém nestabilni.

Po sérii testovacich vypoctl, kdy jsem se snazila nalézt nejvhodnéjsi
déleni prostoru tak, aby model spravné a bezproblémové pracoval, jsem pro
simulaci zvolila parametry Az = 1 a At = 0,01. Chovani modelu budeme
sledovat v rozmezi 1000 ¢asovych kroki. Na pocatku je model inicializovan
pocatecni podminkou s malou fluktuaci, jejiz mira je na nasledujicich grafech
znézornéna hodnotou na ose z. Podle toho, zda se pocate¢ni fluktuace utlumi
(to znamen4, Ze s pribyvajicimi ¢asovymi kroky se bude odchylka od rovno-
vazného — tedy v nasem pripadé od nulového— stavu znazornéna hodnotou
na ose z zmensovat ) nebo zda se pocate¢ni fluktuace neutlumi (s piibyvajicimi
casovymi kroky se bude odchylka od nulového stavu znézornéna hodnotou
na ose z zvétSovat), budeme rozhodovat, zda je systém stabilni ¢i nikoliv. Na
nasledujicich grafech miizeme pozorovat vysledky jedné ze simulaci. V tomto
pripadé byl v modelu fixovan parametr L na hodnoté L = 10. Pfi zménach
hodnoty parametru D pak muzeme sledovat zmény v chovani modelu. Na
grafu 1 muzeme vidét, Ze zavedend porucha se velmi rychle utlumi a tedy
ze pro hodnotu D = 10 je systém stabilni. Na grafech 2 a 3 pozorujeme, Ze
zavedenda porucha se v rozmezi 1000 casovych kroki neutlumi zcela, avsak
dle jejiho vyvoje (a hodnot v matici M) je zfejmé, Ze k jejimu utlumeni v dal-
sich ¢asovych krocich dojde. Pro hodnoty D =9 a D = 8,5 je tedy systém
také stabilni. Na grafu 4 poprvé sledujeme, Ze se zavedend porucha neutlumi.
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Jeji rozvoj je sice jesté velmi pomaly, avak lze z ného usuzovat (stejné jako
z hodnot v matici M), Ze k utlumeni poruchy nedojde ani v dalsich ¢asovych
krocich. Pro hodnotu D = 8 je tedy systém jiz nestabilni. Na grafech 5 a 6
jiz mizeme jasné pozorovat, ze zavedenda porucha se neutlumi, ale naopak se
rozvine. Pro hodnoty D =7 a D = 5 je tedy systém jisté nestabilni. Z téchto
vysledki muzeme usuzovat, ze pro fixované L = 10 se kritickd hodnota D
pro vznik nestability nachézi v intervalu (8;8,5). Pro hodnoty D > 8,5 bude
systém stabilni a zavedend porucha se utlumi. Pro hodnoty D < 8 bude
systém nestabilni.

01 — ~_

008 —
0.06

0.04

0.02

Mira odchylky od rovnovazneho stavu

=
1000

Graf 1: Chovani systému pro parametry Az =1, At =0,01,L =10,D =10
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Graf 2: Chovani systému pro parametry Az =1, At =0,01,L =10,D =9
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Graf 3: Chovani systému pro parametry
Ar=1,At=0,01,L =10,D =8,5
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Graf 4: Chovani systému pro parametry Az =1, At =0,01,L =10,D =8
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Graf 5: Chovani systému pro parametry Az =1, At =0,01,L =10,D =7

Mira odchylky od rovnovazného stavu

L—
1000

Graf 6: Chovani systému pro parametry de = 1,dt = 0,01, L =10,D =5
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Obdobnym zpiisobem miizeme zafixovat parametr D a sledovat vyvoj
chovani systému pro zmény parametru L. V piiloze 2 jsou uvedeny grafy,
na nichz mizeme sledovat vysledky simulace, kdy byla hodnota parametru D
zafixovana na hodnoté D = 10. Podobné jako v predchozim piipadé muizeme
pozorovat stabilni stavy systému, kdy se na poc¢atku zavedené porucha utlumi
(grafy 7 a 8) a stavy nestabilni, kdy se porucha neutlumi, ale rozvine se
v systému (grafy 9 a 10). Z vysledkii 1ze usuzovat, Ze pro fixované D = 10
se kriticka hodnota L nachéazi v blizkém okoli hodnoty L = 11.

6.3 Porovnani vysledki

Vysledky ziskané z nelinearizovaného modelu, ktery jsme fesili pomoci
numerické metody, nyni miizeme porovnat s podminkou, kterou jsme zis-
kali pomoci analytického vypoctu s vyuzitim linearizace, a zjistit, jak se lisi.
Podminku vzniku nestability jsme ziskali ve tvaru

L, > |k|2nV/D.

Pokud zaménime znaménko nerovnosti za rovnitko, ziskdme mezni hod-
notu, pri jejimz prekroceni se ze stabilniho systému stéava systém nestabilni
a naopak.

V této praci byly uvedeny dvé simulace, s jejichz vysledky nyni bu-
deme pracovat. V prvnim pfipadé byl zkouman systém s fixovanou hodnotou
L = 10. Pomoci numerické simulace jsme nasli kritickou hodnotu D v inter-
valu (8;8,5). Pomoci analytického vypoctu ziskdme kritickou hodnotu tak,
ze dosadime do vySe zminéné rovnice hodnotu L = 10 a poté vyjadiime D.
Vypoétem ziskame D = 2,53k~ 2. Pokud porovname oba, vysledky, zjistime,
ze si odpovidaji, pokud & nalezi intervalu (0, 55; 0, 56). V druhé uvedené simu-
laci byl zkouman systém s fixovanou hodnotou D = 10 a pomoci numerické
simulace jsme ziskali kritickou hodnotu lezici v okoli bodu L = 11. Analy-
ticky ziskana kritickd hodnota je po dosazeni a vyjadieni L = 19, 89%. Pokud
opét oba vysledky porovnéme, zjistime, Ze si odpovidaji pro k£ = 0, 55.

7 toho muzeme usuzovat, ze linearizovany model odpovida nelineari-
zovanému numericky feSenému modelu, pokud k& = 0,55. k je parametr vy-
skytujici se ve Fourierové radé, kterou jsme vyuzili pro vyjadieni poruchy
h(z,t) a mize nabyvat pouze celociselnych hodnot. Ze ziskanych vysledki
vyplyva, ze ¢im vzdalenéjsi bude parametr & od hodnoty 0,55, tim vice se
bude lisit linearizovany model od nelinearizovaného (a numericky reSeného)
modelu. Napiiklad pokud zvolime k£ = 1 bude se pro D = 10 kritickd hodnota
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L platici pro linearizovany model lisit od té, ktera plati pro nelinearizovany
model, pfiblizné o 45% (coz lze pozorovat na vysledcich ziskanych pii druhé
ze zde uvedenych simulaci).
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7 Zavér

V této préaci jsme se zabyvali jevem samoorganizace, ktery se objevuje
v systémech popisovanych nelinearnimi diferencialnimi rovnicemi. Celé prace
je pomyslné rozdélena na dva celky, které se lisi zptisobem, jakym jsme k jevu
samoorganizace pristupovali.

V prvni ¢asti prace je samoorganizace predstavena jako jev vyskytu-
jici se témér ve vSech védeckych odvétvich a na ktery miiZzeme narazit témér
vSude kolem néas. Byly predstaveny jevy v proudicich kapalinidch a plynech,
k jejichz popisu se vyuziva Navierova-Stokesova rovnice, termodynamické
jevy a vznik Bénardovy-Marangoniovy nestability v plynech a kapalinéach,
vznik struktur a oscilaci pii chemickych reakcich, vznik krystalickych a frak-
talnich struktur v prirodé, struktury na srsti zvirat, rizné Zivotni, socialni
a ekonomické cykly a dalsi. Kromé toho byly stru¢né predstaveny nékteré
z vyznamnych matematickych modelt, které se pro popis systémi, v nichz
miiZze samoorganizace vzniknout, pouzivaji.

V druhé ¢asti prace jsme se vénovali samoorganizaci z hlediska jejiho
vzniku. Na piikladu reakéné-difuzniho modelu jsme se pokouseli nalézt pod-
minky vzniku samoorganizace ve smyslu nalezeni meznich hodnot, pii jejichz
prekroceni by se stal ze stabilniho systému systém nestabilni (pii zavedeni
malé fluktuace do pocatecni podminky modelu by nedoslo k jejimu utlument,
ale naopak k rozsifeni po celém systému). K feSeni tohoto problému jsme vy-
uzili model linearizovany pomoci Taylorova rozvoje prvniho fadu a fluktuaci
jsme obecné vyjadrili jako Fourierovu fadu. Tento problém jsme fesili pro
jednu a nésledné i pro dvé prostorové proménné a ziskali jsme vztahy, které
urcéuji mezni hodnotu, pfi jejimz prekroceni bude systém nestabilni.

Pro ilustraci jsme porovnali vysledky ziskané numerickou simulaci kon-
krétniho nelinearniho modelu s linearizovanym odhadem. K feSeni nelineari-
zovaného modelu jsme pouzili numerickou metodu konecnych diferenci. Nu-
mericky vypocet jsme provadéli pouze pro jednu prostorovou proménnou a
pro vypocet jsme si zvolili vhodné déleni prostoru (Az) a ¢asu (At) na pro-
storové a casové kroky. Na osu z se pak v prislusnych grafech vykreslovala
mira odchylky od nulového stavu v jednotlivych ¢asovych krocich. V praci
jsou uvedeny dvé simulace, kazdé z nich provedena pro jeden fixovany a jeden
pohyblivy parametr. Z prezentovanych vysledkt jsme ziskali priblizné hod-
noty parametri, které predstavuji onu mezni hranici, kdy se systém stava
nestabilnim. PTi porovnani vysledki jsme zjistili, Ze mezni hodnoty para-
metru ziskané pomoci linearizovaného modelu se od hodnot ziskanych pri
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numerické simulaci lisi, vzhledem k tomu, Ze mira jejich rozdilu byla charak-
terizovana hodnotou parametru k (koeficient Fourierovy tady), ktery mize
nabyvat pouze celociselnych hodnot, avsak aby se oba ziskané vysledky rov-
naly, muselo by k byt necelo¢iselné. Protoze rovnost obou vysledki by nastala
pro k = 0,55, mizeme diky tvaru vztahu

D
L, k|2 —.
> | ]m/A

tvrdit, ze ¢im vétsi bude hodnota k, tim vice se bude mezni hodnota
pro vznik nestability ziskan&d pomoci numerického vypoctu nelinearizované
rovnice ligit od té, kterou ziskAme pomoci linearizovaného modelu (pozn.
v nasem piipadé bylo A = 1). Z téch samych divodi ale muzeme ¥ici, ze pro
libovolnou hodnotu & ziskdme (pokud uvazujeme vysledek ziskany pomoci
numerického vypoctu nelinearizované rovnice jako relevantni) vzdy posta-
¢ujici (nikoli ale nutnou) podminku pro vznik nestability v daném systému.
A protoze ¢im vice se k blizi jedné, tim mensi rozdil je mezi obéma ziskanymi
vysledky, mtuzeme tvrdit, Ze pomoci vztahu

D
L, > 2wy —.
™ a

ziskavame postacujici (nikoliv nutnou) podminku pro vznik nestability
v systému.

Simulace, ktera byla v této praci predstavena, byla provedena ve velmi
zjednodusené formé, pouze pro jednu prostorovou proménnou. Avsak i presto
prinesla zajimavé vysledky a miize se stat zékladem pro dalsi a detailnéjsi
praci na toto téma.
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Seznam priloh

Priloha 1
Zdrojovy kod pro vypocet numerického modelu v jazyce Octave

Priloha 2
Grafy zobrazujici chovani numerického modelu pro hodnotu D = 10
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Priloha 1

dx = 2;

dt = 0.01;

steps = 1000;

L = 20;

f =0;

D =50;

A=1/(f + 1);

M = zeros ((L/dx), steps);

M(3,1) = 0.1;

for j = 2:1:steps
for i = 2:1:((L/dx)-1)

Zdrojovy kod pro vypocet numerického modelu v jazyce Octave.

#inicializace

#krokovani casu
#krokovani proménné x

M(i,j) = M(i, j-1) + D * (dt/(dx = 2 )) * (M(i+1, j-1)
+ M(i-1, j-1) - 2 * M(i, j-1))
+ dt * log(abs(1l + M(i, j-1)));

endfor
endfor

disp (M)
surf (M)
xlabel ("dt");
ylabel ("dx");



Priloha 2

Na grafech 7 az 10 mtzeme pozorovat zmény v chovani modelu pro fixo-
vanou hodnotu parametru D = 10. Z grafi je patrno, Ze kritickd hodnota se
nachézi v okoli hodnoty L = 11.
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Graf 7: Chovani systému pro parametry Az = 1,At =0,01, L =10,D =10
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Graf 9: Chovani systému pro parametry Az = 1,At =0,01,L =12, D =10
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Graf 10: Chovéani systému pro parametry
Ar=1,At=0,01,L=13,D =10




