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SEZNAM ZKRATEK

SEZNAM ZKRATEK

Znacka a jeji vyznam:

R, N
< <
> 2>
<>

Xo # X%
min(a; b)

max (a; b)

obor realnych, resp. ptirozenych cCisel

je mensi, resp. je mensi nebo rovno

je vetsi, resp. je vétsi nebo rovno

je mnohem mensi, resp. je mnohem vétsi
je po zaokrouhleni rovno

krat (pfi nasobeni); Casto se vynechava, napt. misto a-b piseme ab

« ~ a
déleno; v textu piseme B misto a:b

kulata, resp. hranata, resp. slozena zavorka
polooteviena zleva, resp. polooteviend zprava zadvorka

Nn-t4 odmocnina z ¢isla a (znacka \/_ se nazyva odmocnitko)
absolutni (prosta) hodnota ¢isla a

N-t4 mocnina

1

3"
n-faktorial (1-2-3-...-n)

je prvkem, patii do; napt. X e (a; b> znamena: X patfi do intervalu (a; b>
sjednoceni; napf. N U {0} znamena: nula patii do oboru ptirozenych &isel

inkluze, ,,je podmnozinou‘; napf. (a; b>c R znamena: interval (a; b> je
podmnoZinou v oboru realnych ¢isel

X, S€ nerovna X,
minimum v intervalu (@; b), nejmensi z ¢isel aa b

maximum v intervalu (&; b), nejvétsi z ¢isel aa b
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lima, =a

n—oo

lima, =

n—oo

limsupa,

n—o

lima

n
n—0*

lima,

n—0"

Ina

posloupnost

o0
soucet, suma; Z a, je nekone¢nd fada utvorfena z ¢lenti posloupnosti {an}
n=1

posloupnost {a,} ma limitu a

posloupnost {a,} mé nevlastni limitu oo

limes superior posloupnosti {a,}, jeji omezeni seshora ,,v nekone¢nu*
posloupnost {an} ma v bod¢ 0 limitu zprava

posloupnost {a,} méa v bodé 0 limitu zleva

prvni derivace funkce f(x) podle x

druha derivace funkce f(x) podle x

neurcity integral

urcity integral od ado b

matematicka konstanta s hodnotou 7 =3,1415 zvana jako Ludolfovo ¢islo

matematicka konstanta s hodnotou e = 2,7182 zvana jako Eulerovo cislo

ptirozeny logaritmus cisla a (pfi zékladu e)



Uvop

Uvob

Obsahovou naplni pfedmétu Matematickd analyza 1 (KMA/MA1) vyucCovany na
Zapadoceské univerzité v Plzni jsou posloupnosti (a jeji divergence, konvergence, kritéria),
limity, derivace a integraly, ¢iselné fady a posloupnosti ¢asteCnych soucti. Popisuje, co to
fady jsou, kdy jsou konvergentni, jakd maji kritéria (srovndvaci, limitni, podilové,
odmocninové, Leibnizovo). Studenti zde ziskaji zéklady k tomuto tématu. Navazujici
predmét Matematickd analyza 2 (KMA/MA?2) pojednava vice o téchto fadach, zejména
funk¢nich a dale mocninnych.

Téma Mocninné fady — feSené priklady obsahuje pro mé dvé diilezita slova, pro¢ jsem si
toto téma vybrala: Fady a priklady. O fadach jsem se dozvédéla hodné z pfedmétu
KMA/MALI a staly se mym oblibenym tématem. J& jsem toho ndzoru, Ze libovolny obor
matematiky je lepsi ukazat i na ptikladech nez pouze na teoriich a definicich. Bez vét§iho
mnozstvi ptiklada se studenti v teorii neorientuji zcela spravné a ztrati pojem kde, co a jak
dostali, vyvodili. Pouzitim ptikladd mohou ledacos pochopit, naptiklad jak byla néjaka
véta ¢i definice myslena.

Mym cilem je vysvétlit, co mocninné fady jsou a vymyslet k nim nékolik feSenych
prikladt sefazenych od nejlehéi po tézsi obtiznost. Chtéla bych, aby tato bakalaiska prace

pomohla pochopit 1épe ucivo, piipadné pomohla k zapoctovym a zkousSkovym testim.
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1 MOCNINNE RADY

1.1 DEFINICE

Definice: Mocninné fada

Mgjme fadu ian(x—xo)n =ay+a (X—%) +8,(Xx=% ) +8 (X=X ) +.rr ,

n=0
kde x,,a,,8,,8,,8,,...€ R. Uvedeny vyraz se nazyva mocninna fada se stiedem X, .
Cisla a, se nazyvaji koeficienty mocninné fady.
Mame-li mocninnou fadu se stfedem vpocatku x,=0, pak je ve tvaru

D a X" =ag+ax+ax +a;x +....
n=0

1.1.1 URCETE STRED A KOEFICIENTY MOCNINNE RADY.

a) 3 (n+1)(x-5)
n=0
Resent.
Pro lepsi ptehled si fadu nejprve rozepiSeme. Vzdy zaciname od prvniho ¢lenu,
tudiz od nuly.
S (n+1)F (x=5)" =12+ 22 (x~5)° +3° (Xx=5)° +...

n=0
Dand mocninné fada ma stted x,=5 a koeficienty a, =(n+1)? pro vsechna

n € N U {0}.

(x+1)"

o0
b) 2.

n=2

Reseni.

Tuto fadu rozepiSeme od prvniho ¢lenu, ktery je roven dvéma.

= (x+1)" (x+1)2 +(x+1)3 +(x+1)4 .\

2 Y 3l 41

~ nl

Mocninna fada ma stfed x, =—1 a koeficienty a,, a, =0 a a, =£| pron = 2.
n:
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c)

d)

- 1 2n
— X
20
Resent.
6

Zi x2" :1x2+0x3+ix4+0x5+ix _—
= Jn

V2 3
Kdyz tadu rozepiSeme, zjistime, Ze zde chybi ¢leny s lichou mocninou. Pro takové
pripady pouZijeme substituci U= X*, jinak se koeficienty d&li na a, =0 pro n liché
aa = 1 pro n sudé. Stred mocninné fady je x, =0.

"~

i n+2 2n+1

O

Reseni.

o0

n + 2 2n+1
:0

=2x* +0x% +3x3 +0x* +4x° +0x® +5x" +....

>

Po rozepsani fady na ¢leny hned zjistime, ze chybi ¢leny se sudou mocninou. Proto

o0 0

ji upravime, aby sudé mocniny obsahovala: > (n+2)x*™ =x>(n+2)
n=0 n=0

Obdobné jako v piikladé predchazejicim, miizeme pouzit substituci u = x*, tak aby
dana mocninna fada obsahovala v§echny ¢leny. Jinak se koeficienty déli pro n sudé,

kde a, =0 apro n liché je a, =(n+2). Jde o mocninnou fadu se stiedem x, =0.

Reseni.

Nejprve si fadu upravime na tvar Zan(x—xo)n vytknutim 2". Tim ziskame
n=0

samostatné X V (X+ XO)n a pak fadu mlzeme rozepsat na jednotlivé cleny.

n

Zi (2x+4)" :22— (x+2)"=2 (x+2)+1 (x+2)‘2+E (X+2)°+....
~n" ~n" 27

n

. - 2
Mocninnd fada ma stfed x, =—2 a koeficienty a, =— pro vSechnan € N.
n
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1.2 POLOMER KONVERGENCE MOCNINNE RADY

Definice: Polomér konvergence

Pro kazdou mocninnou fadu » a, (x—X, )" existuje pravé jedno &islo R e <O; ) takové,
n=0

ze plati:
0] mocninna fada konverguje na celém oboru pro R =

(1)  mocninna fada konverguje pouze ve svém stiedu, pak pokladime R =0

(I11)  pro R =00 mocninna fada konverguje pro J € (XO —R; X, + R)

(IV)  pro R =00 mocninna fada diverguje pro J € (—oo; Xg — R)u(x0 +R; oo) .

Cislo R se nazyva polomér konvergence mocninné fady a otevieny interval

J e(%,—R; X, +R) se nazyva interval konvergence mocninné fady.

Véta: O uréeni poloméru konvergence

JestliZe pro mocninnou fadu Y a, (x—x,)" existuje nékterd z limit:
n=0

an +1 an +1

g=Iim

n—oo a

, resp. q= !]iipcsup

n

q= Iim,nf|an| ,resp. q= Iimsup,nj|an| :
n—o nN—o

potom pro polomér konvergence R a interval konvergence J této mocninné fady plati:

e progq=0je R=o0a J=(—o0; ),
e prog=wje R=0a J={XO},

e prog=0 je Rzé a J=(%—R; x+R).
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1.2.1

b)

URCETE POLOMER A INTERVAL KONVERGENCE MOCNINNE RADY

Reseni.

Dana mocninna fada ma stied x, =0 a koeficienty a, =1 pro vSechnan € N.

Pro uréeni poloméru pouzijeme odmocninové kritérium: lim ﬂ"f|an| =lim{y1=1.
n—oo n—oo

Polomér konvergence R vysel 1. Mocninna fada tedy konverguje uvniti intervalu

s krajnimi body -1 a 1 a nekonverguje vné tohoto intervalu. Proto interval
konvergence je J =(-1 1).

0

> onix"
n=1
Resent.
Stfed mocninné fady je x, =0 a koeficienty a, =n! pro vSechna n € N. Vzhledem
k vyskytu n!je vhodné pouzit podilové kritérium
n+1)! .
lim |t | — Iimu =lim(n+1) =o0. Jelikoz q=o0, pak polomér konvergence
n—o0 an Nn—oo n 1 n—oo
R=0 ainterval je roven svému stiedu J ={0}.
i)
= 2n+1
Reseni

Ly . .. 1 .
Tato mocninna fada ma stfed x,=1 a koeficienty a, =il pro vSechna

neNU{0}. Zde se nam  hodi pouzit podilové  kritérium:

1
2(n+1)+1
lim| ot — jim 2D+ 20l
n—o an n—o 1 n—o 2n _|_3
2n+1

Vyslo q=1, coz znamena, ze polomér konvergence je R=1. Interval konvergence

mocninné fady uréime podle vzorce J =(XO—R; X0+R), tudiz vysledkem je

interval J = (0; 2).
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0 > ixs2)

n= N
Reseni.

N , C . . . 1 .
Stfed této mocninné fady je x,=-2 a Koeficienty a, =— pro vSechna n € N.
n

1
y oy Tirds Lol (8| o n+l n
KdyZ pouzijeme podilové kritérium lim =lim =lim——=1, zjistime,
n—m‘ an ‘ noe L n-o n+1
n

ze zase vychazi polomér konvergence mocninné fady R=1. Interval konvergence

ze vzorce J =(X%,—R; X, +R) vychdzi J =(-3; -1).

< 2n—1 2(n-1)
2

ReSeni.

VypiSme si nékolik prvnich ¢lenti mocninné fady az napiiklad do mocniny x1°
Dostdvame  —1+2x° —4x* +8x°-16x*+32x°. Nyni je zfejmé, Zze fada
Z 2”_1 Y vibec neobsahuje ¢leny s lichou mocninou proménné X. Pro
n=1

koeficienty a, , této fady tedy plati &, ,=0. Dile je

a,=-1 a,=2 a,=-4, a,=8 a,=-16, a,=32, ..., =(-1)" 2"

U takovéto mocninné fady nemlzZzeme uzit Zadny z dosud uvedenych vzorct pro

vypocet €isla . Pokud bychom chtéli psat podlly L, pak jich ,,polovina“ viibec

n

neexistuje. Je-li totiz n liché, je ve jmenovateli zlomku 0. Neexistuje tudiz

a,
lim|—2L

=( a nejsme schopni urcit ani polomér konvergence R.
n—oo a
n

Zcela stejné dopadne i pokus o vypocet limity lim «”f|an| . Ani tato limita neexistuje.
n—oo

Vybrana posloupnost lichych ¢lenti ma totiz limitu 0 a vybrana posloupnost sudych
¢lenu 2. Piimy postup tedy nevede k cili, nejsme schopni urcit ¢islo g a tedy ani

polomér konvergence R dané tady.
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f)

o0

Oznatme proto X* =u. Dostavame fadu ) (-1)
n=1

"2"u"* . Tato fada jiz obsahuje

vSechny mocniny proménné u, je a, =-1, a, =2, a, =—4, a, =8, a, =-16,

a,=32, ..a,=(-1)"2".

2n+l
=lim

n—oo 2

Nyni jiz muZzeme spocitat q=lim|—=

N—o0

=2. Tudiz R= 1 a mocninna
an 2

fada konverguje pro u e (—%; %) :

Ovsem nyni je tfeba urcit polomér konvergence puvodni fady. Ta konverguje pro

x? nélezejici do intervalu (—%; %j Vzhledem k tomu, ze x? > 0 pro vSechna

1as . . . 1 . : , ,
realna X, hledame ta X, pro néz plati 0< x* < > To je ale ekvivalentni s nerovnosti

1 . ..
> t]. Xe[—ﬂ; %J:J, coz je interval konvergence a polomér

\/E .

konvergence je R = >

© 3"+

>3

Reseni.

x+1)"

Pro tento piiklad je stfed oboru konvergence x,=-1, ale Kkoeficienty

a = ?ﬁr# pro vSechna n € N jsou o néco slozit€jsi. Proto si je rozdélime na
dvé jednodussi casti: a, 2% a a,= (—r2])” a pokusime se najit polomér
konvergence zvlast.

1. M¢&me fadu i— (x+1)". Pouzijeme zde odmocninové kritérium

a

Wik

n=1
Ilm,/ = Ilmp’— \/_ = 3. Polomé&r konvergence dané fady je R, =

interval konvergence je J, =(x, —R;; x0+R1):(_g; _gj

10
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v & (2) n D y it 1 ...
2. Dalsi tfada je Z— (x+1)". Stejn¢ jako v predchozim piikladé pouzijeme
n

n=1
(= 2)” 3
odmocninové kritérium limg/la | =limp \/_ =2. Zde polomér
- 1 _. 3. 1
konvergence vychazi R, = > ainterval J, = (X0 —R,; X+ RZ) = _E; —5 )

Jelikoz polomér konvergence souctu dvou fad je dan jako minimum jednotlivych

. (11
polomért konvergence R=min(R;; Rz):mln[é; Ej, pak mocninnd fada

2—3 +(=2) (x+1)" ma polomér konvergence R 2% a tudiz interval
n=1 n

4

Nebo mizeme vypocet provést jednoduseji. MeEme mocninnou fadu

n

iB X+1)n a podle podilového kritéria zjistime rovnou polomér
konvergence.
3"y (-2)" ( 2)”
_— n 9).(_9) 3+(—2) -
lim [Z222] = Jim nn+1n:|im33:( 2) (n2) " _lim n3 1=3
Hla T s T e T
n

Je tedy R =% a vzhledem k tomu, Ze jde o mocninnou fadu se stfedem v bodé

X, =—1, je interval konvergence J =(—%; —gj

3

11
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o= " (5n)!
Resent.
5 . e (6n)! o .
Stfed mocninné fady je x, =4 a koeficient je a, = "(5m)1” Jelikoz zde pievazuje
n(n)!

faktorial nad n", bude lepsi pouzit podilové kritérium.

(6(n+1))!
(n+1)”*1(5(n+1))!:"m (6n+6)!  n"(5n)!
N (6n)! > (n+1)" (5n+5)! (6n)!

n"(5n)!

_ (6n+6)(6n+5)(6n+4)(6n+3)(6n+2)(6n+1)n"
= (n+1)" (n+1)(5n+5)(5n+4)(5n+3)(5n+2)(5n+1) .

Uzijme vétu o limit€ soucinu:
6n+5 6n+4 Iim6n+3 6n+1 n"

. _bn+6 . . . 6bn+2 .. .
lim -lim lim . lim -lim lim =
n>oJN+5 noedn+4 n>ebn43 neebn42 noe SN+l n-oe N+l n»w(n+1)”

6 n 6°1
:6—5-Iim ! —. Oviem Iim(1+1] =e a tedy vyslednd limita je q = ——.
5 n—o0 (1_'_1 n—o n 5 e

n

o . . 5° .
Polomér konvergence mocninné tady vychdzi R= 5 e a interval

5 5
J=(X%—-R; xO+R):(4—5— €; 4+5— eJ:(

4.6°—5% 4-66+55ej
6° 6° '

6° ’ 6°

12
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h) Z (2x+4)"

=n"
Resent.
Nejprve si mocninnou fadu upravime na tvar Zan(x—xo)n. Toho dosdhneme

n=0

n

. y . oy . - 2 y
vytknutim 2" pted zavorku. Mocninna fada ma tvar Z—n (x+2)" se stiedem
n=1

n

- 2 y y .
=-2 a koeficienty a, =— pro vSechna n € N. Pro tuto fadu mohu pouzit
n

,2” .2
odmocninové kritérium. lim? = I|m f—=Ilim==0.
n

n—o N—o0 n
Pro danou mocninnou fadu vychazi q=0, proto je jeji polomér konvergence je

roven R =oo0 ainterval je J = ( -o0; ).

—,a>0ab>0

ER
le cY
Resent.

V tomto piikladu bude ziejmé polomér konvergence R dané tady zaviset na

parametrech a, b a nasim tkolem bude provést diskuzi. Rada ma stfed x,=0 a

1
a,. n+1 n+l . a"+p"
pouzijeme podilové kritérium lim |- =lim a’+b™ _ _—.
n—w an n—w 1 n—wo gt L Mt
a"+b"

Zkoumame situace:

1)) Je-li a>b, vydélime Citatel i jmenovatel a™.

1+(b)n
n n N n l
mal;bl = Iim—an :1’ nebot’ |im(9j =0. Pak q =— 2 polomér
nwo gt L pt n—o (b a n>o| g a
a+b| —
a
konvergence je R = a.

. 1 .
2.) Je-linyni a<b, vyjde zfejmé (= b a polomér konvergence je R = b. Polomér

konvergence této mocninné fady je roven maximu z ¢isel a, b jejich poloméri, tj.
R =max(a; b).

13
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1.3 OBOR KONVERGENCE

Véta: Abelova véta o absolutni konvergenci

Je-li mocninna fada Y a,(X—X,)" se sttedem v bod¢ x, konvergentni v n&kterém bodg
n=0

X, #X,, jehoz vzdalenost od Xx, jJe ,0:=|X1—XO|>O, pak ve vSech bodech

Xe (X0 - X+ p) konverguje absolutné.

Dusledek Abelovy véty

Diverguje-li mocninna fada » a, (X —X, )n v n¢kterém bodé x, e R, kde x, #X,, pak je
n=0

také divergentni na mnozing (—o0; X, —5)U(XO +0; o) kde 5Z:|X2 —XO| a plati

X—=X,|> &, tedy v bodech {X & &:[x—X,|>[%, =X} -

divergentni absolutné konvergentni konvergentni
P=X1 Xy
U | | U a dal diverguje
o f_& . &
X X1 Xo X X
5=|x, - x,|
konvergentni LT ,
divergentni

Obr.1. Abelova véta o absolutni konvergenci a jeji disledek

Véta: Abelova véta o stejnomérné konvergenci

Necht mocninna fada ».a,(Xx—X,)" konverguje v bodé x #X, a ma polomér
n=0

konvergence R>0. Potom tato fada konverguje stejnomérné¢ na kazdém uzavieném

intervalu (a, b) = J =(%, —R; X, +R).

14
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Véta: Absolutni a stejnomérnd konvergence mocninné fady

Necht je mocninna fada » a, (x—X, )" s kone¢nym a kladnym polomérem konvergence R,
n=0

potom plati jestlize:
e mocninna tada konverguje, piipadné absolutné, na <X0 —R; X, + R> , pak
K=K, =(%~R; % +R)
e mocninnd ftada konverguje, pfipadné¢ absolutné, na kazdém intervalu
(%-R;a), kde x,—R<a<x+R, pak K=(x,—R;%+R), ale
K, =(%—R; X, +R)
e mocninna fada konverguje, ptipadné¢ absolutné¢, na kazdém intervalu
(b; %, +R), kde x —-R<b<x+R, pak K=(x-R;x+R), ale
K, =(%—R; %, +R)
e mocninna fada konverguje i absolutné na kazdém intervalu (a; b> , kde
X —R<a<b<x,+R,pak K=K, =(x—R; X +R)
Cislo K se nazyva obor konvergence mocninné fady a K, se nazyva obor absolutni

konvergence.

Pro polomér, obor konvergence a obor absolutni konvergence plati vztah: J c K, c K.

1.3.1 URCETE OBOR KONVERGENCE MOCNINNE RADY

a) >.x'
n=0
Reseni.
V piikladu 1.2.1 a) na strané 8 jsme zjistili, ze dana mocninna fada stied x, =0,

polomér konvergence R=1 a interval J=(-11). Nyni rozhodneme o

konvergenci v krajnich bodech tohoto intervalu konvergence dosazenim do zadané

mocninné fady.

15
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b)

Do fady dosadime hodnotu x=-1: Z:(—l)n a pak hodnotu x=1: »'1". Tyto
n=0

n=0

Ciselné fady nesplfiuji nutnou podminku konvergence lima, =0, a proto

n—o
dostavame divergentni fady.

Hodnoty -1 a 1 nepatii do oboru konvergence fady ani do oboru absolutni

konvergence fady a plati K=K, =J = (—l; 1) :

Reseni.

Tato mocninnd fada ma stfed x, =0 a koeficienty a, =n pro vSechna n € N. Jeji

polomér ur¢ime pouzitim odmocninového kritéria Iim,nf|ah| =1limYn =1. Tedy
Nn—oo n—oo

polomér konvergence je R=1 a interval konvergence se rovna J=(—1; 1).

Nyni dosadime hodnotu x=-1, ¢imz dostavame »_(-1)'n. Jelikoz neni spln¢na

n=1

nutnd podminka konvergence, je tato fada divergentni.

Pro hodnotu X =1 dostavame fadu Z n, ktera je také divergentni.
n=1

Protoze hodnoty x=-1 a x=1 nepatii ani do oboru konvergence fady ani do

oboru absolutni konvergence fady, zapisujeme K=K, =J = (—1; l).

S (x4

n=t N
Reseni.

. oy C .- 1 y
Dana mocninna fada ma stfed x, =—1 a koeficienty a, == pro vSechna n € N.
n

PouzZijeme odmocninové kritérium: limp/—=1. Tim jsme wur¢ili polomér
n

n—o

konvergence R=1 a interval konvergence vychazi podle vzorce
J=(%—-R; % +R)=(-2 0).

Nyni rozhodneme o konvergenci krajnich bodl tohoto intervalu.

16
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d)

, . S > 1 , y o ,
Dosadime-li Xx=-2, dostavame fadu Z—(—l)n . Jedna se o tadu alternujici, ktera
n N

ma lima, =Iim1=0 a posloupnost {an}::l je klesajici. Ta spliiuje podminky

nN—o0 nN—o0 n

o s - =1 , o
Leibnizova kritéria a proto je fada —(—1)n konvergentni. Hodnota -2 patii do
n-1 N

oboru konvergence mocninné fady.
0 1n

Po dosazeni x=0 do fady, vyjde fada Z—, tedy harmonicka fada a ta je
n-1 N

divergentni. Tedy hodnota 0 nepatii do oboru konvergence fady.

Tato fada ma obor konvergence K =<—2; 0), ale obor absolutni konvergence je

roven K, =(-2; 0).

1 A/N%+2n

Resent.

(x-10)"

Jn?+2n

o . . g . . 2" .
pouzit odmocninové kritérium lim ﬂ”f|an| =limp/[———== =2, odkud polomér
n—oo

>\l n? +2n

konvergence R = 1 . Interval konvergence vyjde podle vzorce

Koeficienty mocninné fady jsou a, = a stted x, =10. Zde miiZeme

J=(%—-R; x0+R)=(?; 2?1)

© n n . 1 n
Pro hodnotu x :%, vyjde ¢iselna fada 2—(—1j = Z ( )

nz_llxln2+2n 2) SHdnt+on
Tato fada je konvergentni spliujici podminky Leibnizova kritéria.
: 21 o 2 (1)“ o1
Dosadime-li hodnotu x=—, dostavame fadu —_— | =) Y——.
2 nz_:'x/n2+2n 2 nz_:'\/n2+2n

Danou fadu vySetfime srovnavacim kritériem:

17
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f)

0 n 0 0

1
> = . Nalezli jsme divergentni minorantu, proto
nz—llx/n2+2n nz—llx/n2+2n+1 nZ:;nJrl

. . . . 19 21
i vySetfovana tada diverguje. Obor konvergence je roven K =<?; ?j a obor

absolutni konvergence K, :(%; 2—21j

0 4I’1

> —(x+2)"

N

Reseni.
n

V této mocninné fadé mame koeficienty a, =— pro vSechna n € N a stied
n

konvergence x, =-2.

4n+l
vis e . la . (n+1)r 4
Pouzijeme zde podilové kritérium lim|—2 =I|m( ) =lim——=0, odkud
ool g nowo 4" n—on4+1
n!

dostavame polomér konvergence R =oo. Vychazi nam interval J = (—OO; OO) atoje

zarovenn obor konvergence tady a obor absolutni konvergence ftady

Nejprve si fadu upravime do zékladniho tvaru " a, (x=%,)", tim Ze vytkneme
n=0

C 1 1 . . . y = Inn .,
pied zavorku o Dostavame tim mocninnou fadu » (-1)" 2T(X— 2)", ktera ma
n=2 n

nlnn

n

stted x,=2 a koeficienty a, =(-1) pro viechna n € N. PouZijeme-li

) e, . Inn \”/In 1 .
odmocninové Kritérium Ilmpﬂa = Ilm ==, dostavame
n—o n n—>oo 2 / 2

polomér konvergence R=2 ainterval J = (0 4

Obor konvergence uréime dosazenim krajnich bodi 0 a 4 do fady.

18
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9)

h)

o y - nIn n = Inn -
Pro hodnotu x=0 dostaneme &iselnou fadu »_(-1)" o "= ——, kterd je
n=2 n=2 n

0

: PN 1 o
majorantou harmonické tady Z—. Proto tato hodnota nepatii do oboru
n=2

konvergence.

Kdyz dosadime hodnotu x =4 do fady, dostaneme

Z In n Z n In—n . Je to Ciselna fada alternujici spliujici podminky
n=

n=

Leibnizova kritéria, ktera konverguje.

Tato hodnota patii do oboru konvergence, proto mohu zapsat K :(0; 4). Obor

absolutni konvergence se rovna intervalu fady K, =J = (0; 4) :

n—o N+
Resent.

. . y y . n! y
Méme mocninnou fadu se sttedem x, =0 a koeficienty a, = pro vSechna
n+

n € N. Polomér konvergence ur¢ime podilovym kritériem

(n+1)!
2
fim| 2t — fi (1H242) _p (041)(042) 0243042 dkem e
n—w an n—w n! n—»oo n+3 n—w n+3
n+2

R =0, ¢imz dostavame degenerovany interval rovny svému stfedu J = {0} . To je

zaroven obor konvergence a obor absolutni konvergence fady K=K, =J = {0} .

> 1 2n+1
2 4n? +1(4Jr 2x)

n=0
Resent.
Pro lepsi piehled si fadu rozepiSeme do zakladniho tvaru Zan(x—xo)n.

n=0

2n+1

Vytkneme 2" ze zavorky a pak dostavame fadu Zz—l(x +2)" =
n=0 +
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X+2 Z T X+2 . VySetfeme obor konvergence tady jen pro sudé
n=0

) n+1

2 y 2 ,, . y
mocniny: Z X + 2) " Ozname (X+ 2) =U a dostavdme mocninnou fadu
3 4n’ +1

0 2n+1
Z s un . Tato mocninna fada jiz ma u vSech mocnin u™ nenulové koeficienty
n=0

n+1

a, = Il a proto lze uzit vzorec pro vypocet
n"+
2n+2
a| .o 4(n+1f+1r o 20-2%(4nP+1) gn2i2
q=lim—=|=lim ———=Ilim =lim—; =
- ">+ 2".2.(4n7 +8n+1) ">~ 4n”+8n+1
4n* +1
Je tedy R—l a fada konverguje pro ue J, = —1 1
2 2" 2
0 n+l
Rada 24 - 1(x+2)2n pak konverguje pro ta X, pro n&z plati —%<(x+2)2 <=
n—o 4N~ +

Nerovnost vlevo plati pro vSechna x € R. Zjistime, pro ktera x plati (X+ 2)2 <=

1 2
Je |X+ 2| <—== % a to plati pro ta X, jejichz vzdalenost od -2 je mensi nez 72 ,

NA

. xe (—2—%; —2+%J . Tim jsme nalezli interval konvergence ptivodni fady

., y 2 : L, y
a jeji polomér konvergence R = B3 Tento interval konvergence je zaroven obor

2, 8

konvergence J =K =| -2——; -2+
2 2

Nyni rozhodneme o absolutni konvergence dosazenim krajnich hodnot do fady

2 72

X+ZZ Y X+2 . Pro ob¢ hodnoty X:—2—7 a X:—2+7
n=0

N7

2 2 2 2 1
dostaneme | +— . Hledame, pro které n plati < = .
( 2 an(; 4n” +1 P P a1 S an? " o
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)

0 1 o0
Pak fada —— je konvergentni majorantou fad
nzz(; 2n? ) & ) y §4nz +1

E. 3

konvergentni. Obor absolutni konvergence je K, = <—2 — 7; -2+ —> :

, kterda je tedy

2

. . ) n+1)" )
Mocninnd fada ma stfed vbodé x,=0 a a, =(—j pro vSechna n € N.
n

Vzhledem K vyskytu mocniny n? bude vhodnéjsi pouzit odmocninové kritérium.

n—o0o n n—o0 n

Iimx"/|an|:limn(n+1j =Iim(1+ij =e. Polomér konvergence R=1 a tim
n—o0 e

padem interval konvergence je roven J :(—E; lj
e e

Po dosazeni X:—l dostaneme fadu Z(n—ﬂ'] (—Ej Abychom zjistili
€ n=1 n €

konvergenci, vyuZijeme nutnou podminku konvergence. Limita n-tého clenu
neexistuje a proto fada diverguje.

= (n+1) (1Y
Pro hodnotu x=1 dostavame fadu Z(—J (—j . Pouzijme opét nutnou
e n €

n=1
, ()" (1) L
podminku konvergence lim| —— | | = | =1. Jelikoz hodnota vysla jina nez nula,
n—oo n e

pak podminka neni splnéna a fada je divergentni.
Obor konvergence fady a obor absolutni konvergence tady je roven intervalu

K=K, =J =£—1; lj.
e e

S50 (cray

n=0

Reseni:
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K)

Tato mocninné fada se stfedem x, =—3 a koeficientem a, =

pro vSechna
n

2—-m
n € N, obsahuje jak n!, tak i n-tou mocninu a to celé je v n-té mocniné. Proto bude
lepsi pouzit odmocninové kritérium.

n!

Pficemz hodnota n! je mnohem vét§i nez hodnota ©"

a proto limita se rovna
nekoneénu. Znac¢ime n!> n". Polomér konvergence se tedy rovna R=0 a interval
g y

konvergence se nachazi ve svém stiedu J = {—3}. Tato hodnota plati i pro obor

konvergence a pro obor absolutni konvergence K =K, = {—3} .

0

> (x-2)

n=1

Reseni.

Stfed této mocninné fady je x, =2 a koeficienty a =— pro vSechna n € N.
n

1
2
o v v ’ r fL L H a'n+l H (n+1) 1 nz
Muzeme pouzit podilové kritérium lim|—=|=lim = lim— =1,
n—w an n—w i n»on°+2n+1
nZ

pficemz nam vyjde polomér konvergence R=1. Interval konvergence se rovna

J=(% 3).

© _1 n
Pro hodnotu Xx=1 dostdvime d&iselnou fadu ZQ

n=.

. Ta konverguje podle

Leibnizova kritéria - je alternujici, posloupnost {— ¢ je nerostouci a jeji limita
n

lima, =0.

N—oo

o0

Pro hodnotu X =3 obdrzime fadu Ziz , ktera konverguje absolutné.
n=1

Hodnoty 1 a 3 patii jak do oboru konvergence, tak 1 do oboru absolutni

konvergence. Proto plati K=K, =J :< 1 3).
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n=1 aﬁ
Resent.
V dané mocninné fadé se vyskytuje parametr a a jde o fadu se stfedem v pocatku

X, = 0. Pouzijeme odmocninové kritérium s koeficientem a, = -

a
Iimﬂf =limp =1. Tedy polomér konvergence R=1 a interval J = ( 11)
Pro hodnotu X =-1 dostavame fadu i(_l)n apro x=1 radu i L
n=1 a\/ﬁ n=1 a-\/ﬁ .

Abychom ur¢ili obor konvergence, musime provést diskusi pro parametr a.

Bude-li a <1, pak ob¢ dvé fady budou divergentni, protoze nespliiuji nutnou
podminku konvergence. Obor konvergence a obor absolutni konvergence je
K=K,=1J =(—l; l).

Pro a > 1 budou ob¢ dv¢ fady konvergentni. Pro prvni fadu lze uzit Leibnizovo

kritérium a pro druhou srovnavaci kritérium, kdy jeji majoranta Z—n je vzdy
n=1 a

konvergentni. Tudiz obor konvergence a obor absolutni konvergence se rovna

K=K,=(-11).

s} an bn .

m Y |—+=|x",a>0ab>0
n=\ N n
Resent.

jeste ve spole¢ném souctu. Proto danou mocninnou fadu mizeme rozlozit na soucet

P kS - b" NIV P
dvou fad: E —x" a E — X", se spole¢nym stfedem X, =0. Pro kazdou fadu
n n

n=1 n=1

uré¢ime zvlast’ polomér konvergence, interval a obor konvergence.
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0 n
a oy o T
1. Méjme fadu Z— X", na kterou mizeme pouZit odmocninové kritérium:
n
n=

Ilmﬂj _IImJ =a. Dostavdme tak polomér konvergence
n—oo n—o0 n—>oo\/_

R1:1 a interval J —(—E ij
a

a a

. , 1 . , , .
Dosadime ted hodnotu x=-= do ftady, tim padem dostdvame
a

o0 an o0 1 ) ] )
Z—( ] Z . O t¢ vime, ze je konvergentni podle Leibnizova
~ n

n=1

kritéria. Tato hodnota patii do oboru konvergence.

1, o, a1l &r C ,
Pro hodnotu x == dostavame fadu E —(—) = E —, ktera je divergentni.
a 1 Nia n=1

. 1 1 :
Obor konvergence je roven K, = <—a; g], ale obor absolutni konvergence je

roven intervalu konvergence K, =J, = (—1 lj

a a

. y b, . y L e ...

2. Nyni méme ftadu Z_z X". Stejné¢ jako v pfedchozi tad¢ pouzijeme
o1 N
n ) b 5
odmocninové kritérium: IImﬁf | =limp|=| =lim =b. Zde polomér
nN—oo N—o0 n n*)OOQ/n_z
- 1 . 11
konvergence vychazi R, =5 ainterval J, = _B; b

, % 0 1) & (_1)“
Dosadime-li hodnotu x=-= do fady, dostavame 2—2 _B :Z -,

n=1 n=1 n

konvergentni fadu podle Leibnizova kritéria.

S hodnotou x = % dostavame fadu Zb—z [l) = Zl—z , ktera je konvergentni.
n n

n=1 n=1

Interval patii do oboru konvergence i do oboru absolutni konvergence fady
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1.3.2

P S(a" b . 3 3 , N
Mocninnd tada E(—+—2 X" vznikla souétem dvou fad ma polomér
2\ N n
n=1

konvergence  jako  minimum  jednotlivych ~ polomérd  konvergence

R=min(R; R,). Nyni zkoumame situaci, kdy a=>Db, pak je polomér

1 1 1
konvergence R = 3 Obor konvergence se rovna K = <—g; gj Pro ptipad a<b

. 1
je polomér konvergence RZB a obor konvergence soborem absolutni

konvergence vychazi K =K, = <—%; %> .

UDEJTE PRIKLAD MOCNINNE RADY, KTERA MA OBOR KONVERGENCE

K= (ZL' 3)

Reseni.

Nejprve si vypiSeme vSe, co miizeme o mocninné fad€ napsat. Vidime, Ze jeji stfed

se nachazi v x, =2 apolomér konvergence je roven R=1. Hledame takovou fadu,

ve které vyjde po uziti odmocninového ¢i podilového kritéria q=1.

Vezmeme-li fadu i%(x —2)", zjistime, ze polomér konvergence vyjde jedna.
n=1

Bohuzel, tato fada nema zadany obor konvergence. Pro hodnotu x=1, podle

Leibnizova kritéria vyjde fada konvergentni, ale my potfebujeme fadu divergentni.

Proto miizeme vzit bud’ a, =n: in(x —2)", nebo jen a, =1: il(x —2)". Ob¢ dv¢

n=1 n=1

mocninné fady jsou divergentni pro kazdou z hodnot x=1, x=-1. Neni pro n¢

splnéna nutnd podminka konvergence.
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b) K=(-; ©)s x,=15

Resent.

Jelikoz polomér konvergence se nachazi v celém svém oboru R =o0, pak dany
stfed konvergence x, =15 je tu jako dodatek k fad€. Nyni zkoumame limitu, ktera
se musi rovnat q=0. Stejné jako v pfedchozim ptikladé pouzijeme podilové
kritérium. Pro tento piipad hledame zlomek, kde v ¢itateli je neznama s mocninou
menSi nez ve jmenovateli. Piiklad na obor konvergence (—oo; OO) je

iin(x—ﬁ)”.

n=0 n

2 2
Reseni.
Stted fady se nachazi Xx,=1 Spolomérem konvergence R:%, tim péadem

vysledkem z nékterého z kritérii musi byt q=2.

Vyberme nejprve takovou fadu, pro niz vyjde interval J = (; zj .

Mohla by to byt »' 2" (x—1)" ? Kdyz pouzijeme odmocninové kritérium, pak dany
n=0
interval vychazi. Dosadime-li krajni body do fady, vyjdou nam divergentni fady.
Musime ji tedy poupravit.
= 2" n e
Zkusme tedy fadu Z— X— 1) , pro kterou vychazi spravny interval konvergence.
o N
n=|

Po dosazeni hodnot X—; x:g zjistime, Zze se uz u jedné z nich objevuje

konvergentnost podle Leibnizova kritéria. Bohuzel se nachazi na Spatné strané a
. 1 , . . n

obor konvergence je K = >i o) Tedy musime do ¢itatele pridat (~1), aby se

konvergence prohodila. Vyslednd mocninna fada, pro niz plati obor konvergence

ma tvar: i(— X— 1

26



MOCNINNE RADY

d) K={11)

Resent.
Obor konvergence je roven stiedu konvergence fady, ktery se nachazi v x, =11.
Aby polomér konvergence byl R=0, musi dana limita vyjit q=o00. TO miZeme

zjistit podilovym kritériem, kde dostaneme zlomek. Takovou podminku spliuje

napiiklad mocninna fada z ni(x-11)".

n=1

=(-16; -8)
Resent.

Z oboru konvergence je zfejmé, Ze stied je x,=-12 a polomér konvergence
, g .o g i 1

R =4. Vysledkem nékterého z uzivanych kritérii musi byt q = 2

Najit mocninnou fadu pro tento obor hodnot je jednoduché. Staci vyuzit formulace

z prikladu b), ktera ma obracené zavorky. Vezmeme-li tedy fadu Z X+12
n:O

e . fp . /4n ..
vypoéteme jeji limitu s odmocninovym kritériem limp/— , zjistime, Zze se q=4.
n—oo n

8

Musime tedy hodnoty obratit a nasledna fada vypada: 1 X +12 . Tato tada jiz

n=0 4n
ma interval J =(-16; —8) a nyni zjistime, zda se rovna i oboru konvergence.
Dosadime hodnotu X =-16 do fady a vychazi nam divergentni fada. Musime tedy
=1

hodnotu n vratit zpatky do jmenovatele. Rada z 4n
n=0 n

X +12 ma stejny interval a

i obor konvergence. Ciselna fada vznikla dosazenim X =—16 uz konverguje podle

Leibnizova kritéria a hodnota X =—8 diverguje.
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Reseni.

Nevadi ani, ze tento obor konvergence obsahuje zlomky s vétsimi Cisly. Lehce

zjistime, Ze ma stfed x, =—4 a polomér konvergence ma byt R = % Tedy musi

vyjit limita q=>5. Nejprve si najdeme fadu s intervalem J = (——; —%j a pak ji
ptipadné pozménime jako v pfedchozich piikladech.

Vezméme si jednoduchou fadu 25”(X+4)“. Po pouziti odmocninového kritéria
n=0

lim{/5" =5 zjistime, Ze se rovna poloméru konvergence a dale intervalu, ale oboru

n—oo

konvergence ne. Pro ob¢ krajni hodnoty dana fada diverguje.

. . : = 5" N
Pfidame-li neznamou n do jmenovatele ve zlomku, pak fada vypada: Z—(X +4)".
n=0 n

, s ] 21 L .
Stale ma stejny interval. Dosadim hodnotu x =—— a dostadvam konvergentni fadu

podle Leibnizova kritéria. Jiz je jasné, ze pro hodnotu x=—% bude fada

divergentni.
Musime tedy jesté¢ jednou upravit fadu, a to tak, Ze pfiddme druhou mocninu
. o0 5!’1
k neznamé n. Rada ZF(XJFLW je koneénym vysledkem pro tento obor
n=0
konvergence. Rovna se intervalu konvergence a ob& dvé€ krajni hodnoty jsou

vzniklé ¢iselné fady konvergentni.
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Poznamka.

Vsechny tyto fady jsou jen jednoduchym piikladem k danému oboru konvergence.

Do fady mizeme piidat dalsi ¢isla ¢i nezndmé jako napf.: Z > 1(X +4)"
o N +N+
n=0

MiuZeme pozmeénit tvar stiedu. Pro tento piiklad by mohl mit tvar Z%(Sx +20)".
n=0

Pro toho, kdo si mysli, Ze je to moc jednoduché, mize pouZit substituci. Rada

0 2n+1
s velmi jednoduchou substituci miize vypadat takto: z > ~(X+4)",
n=0 2n +1)
Tu si nejprve upravime do tvaru
0 52n+1 ] 52n+l
Z 7 (X+4)"" =(x+4 Z 7 (x+4)>". Do substituce bychom dali
n= 0 n:O

u= (X + 4)2 a dostaneme mocninnou fadu i
n:O 2n +1)
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2 VLASTNOSTI MOCNINNYCH RAD

Véta: O spojitosti sou¢tové funkce

Uvazujme mocninnou fadu » a, (Xx—X,)" majici souttovou funkci s =s(x), definovanou
n=0

predpisem S(X) = Z:anxn =a,+aX+a,X’+... Pak s(x) je spojitou funkci na svém
n=0
intervalu konvergence J =(%,—R; X, +R).
e Jestlize tada Zan(x—xo)” konverguje Vv krajnim bodé¢ x=x,+R intervalu
n=0

konvergence, pak souctova funkce je spojitd vbodé¢ x=x,+R zleva, tj. plati

ian(x0 +R)" = lim (ian(x—xo)”].

n=0 X200 +R)" n=0
e Konverguje-li tada Y a,(x-%) Vkrajnim bodd x=x,—-R intervalu
n=0

konvergence, pak souctova funkce je spojitd vbodé x=x,—R zprava a plati:

S8, (6-R) = fim (38, (%) |

=0 X—>(%—R)"

Definice: Operace s mocninnymi fadami

Mgjme fady: s, (x) = ian(x—xo)n =a,+a, (X=X )+a, (X=X ) +... s polomérem
n=0
konvergence R, >0 as,(x)= ibn(x—xo)” = by +b, (X=X )+, (X =%, )" +...
n=0
spolomérem konvergence R,>0. Oznatme R=min(R;R,). Pak vintervalu
konvergence J =(%, —R; X, +R) definujeme:

1. Soucet a rozdil mocninnych fad

o0

S, (x—%)" £ 3 b, (x~%)" = > (a, £b, )(X—%)" a pro souctovou funkei
n=0 n=0

n=0

s, (X)%s,(x)=(a,£hy ) +(a, b ) (x—%, ) +(a, J_rbz)(x—xo)2+...
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2. Soucin mocninnych fad

38, (%) - 2, (=) =5, (x)-, (x) = (3 by )+ (3 +aby ) (x—,)+

+(a,b, +ab, +a2b0)(x—x0)2 +...

3. C-ndsobek mocninné fady, ¢ € R

C-Z;an(x—xo)” =Z(;c-an(x—xo)”
n=l n=|

Véta: Integrovani mocninné fady

M¢éjme mocninnou fadu Zan (X — X, )n s polomérem konvergence R >0 a necht’ S(X) je
n=0

jeji souctova funkce na intervalu konvergence J = (X0 -R; x,+ R) :

e Pak neurdity integral souc¢tu mocninné fady je roven souctu neurcitych integralii

jednotlivych ¢lenti fady:

IS(X)dX:iIan(X_XO)n dX:ianM+C:ao(x_xo)+a1M+

s n+1

(x=%)’

+azT+...+c, ceR.

e Pro ur¢ity integral souctu mocninné fady od x, do x vznikne souctem urcitych

integrald ¢len po ¢lenu fady, kde xe J:

_X[s(t)dt =iian(t—x0)" dt :ianquc, ceR.

%o n=0 x, n=0 n+1

Proménnd X miize nabyt i hodnoty R(—R), jestlize vtomto bodé¢ mocninna fada
> a,(x—x,)" konverguje.
n=0

Rady vzniklé integrovanim maji stejny polomér konvergence jako fada ptivodni.
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Véta: Derivovani mocninné fady

Mgjme mocninnou fadu » a, (x—X, )" s polomérem konvergence R>0 a necht’ s(x) je
n=0

jeji souétova funkce na intervalu konvergence J = (X0 -R; x,+ R) .

Pak derivace souctu fady je rovna souctu derivaci jednotlivych ¢lent fady:
)= (a,(x=%)")Y=D"na, (x—x )" =a, +2a,(X—X,)+3a (X=X, ) +...
n=0 n=1

Jestlize mocninna fada konverguje v nékterém krajnim bodé intervalu konvergence, pak

V tomto bod¢ existuje jednostranna derivace funkce s(X) .

Rady vzniklé derivovanim maji stejny polomér konvergence jako fada ptivodni.

Poznamka:
Mocninnou fadu lze postupnym integrovanim, ptipadné postupnym derivovanim clen po
Clenu prevést na fadu geometrickou. Pak tuto fadu secist a derivovanim piipadné

integrovanim tohoto souctu ziskat soucet fady ptivodni.

2.1.1 NAJDETE PREDPIS PRO SOUCTOVOU FUNKCI RADY

Reseni.

Nejprve si stanovime interval konvergence dané mocninné tady. Pouzijeme

—1. Interval konvergence je

n—o n—w n—oo n

odmocninové kritérium limp =lim ,n,— = Ilm

roven J =(-1 1).
Nyni najdeme obor konvergence této fady.

0 _1 n
Dosadime hodnotu X=-1 do fady: Zu Vznikléd ¢iselna fada konverguje
n

n=

0 n

podle Leibnizova kritéria. Pro hodnotu X=1 dostavame fadu Z—, ktera
n-1 N

diverguje.

Obor konvergence je K =<—1; 1).
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b)

V intervalu konvergence existuje soucet fady s(x) a fadu lze ¢len po ¢lenu

. . R < . 1 ,
integrovat nebo derivovat. Je zfejmé, Ze odstranéni koeficientu — dosdhneme
n

! !

w n 2V 3 -
derivovanim: s’(x):Z(XF] =(x) +(X?J +(X§] +...=1+x+x2+...:Zx”’1.
n=1

Tato fada je geometricka fada, jejiz prvni Clen je a, =1 a kvocient g = x. Jeji soucet

1
je tudiz roven L a tedy s'(x)=i pro vsechna Xe(—l; 1). Odtud
1-qg 1-x 1-x

dostavame  integrovanim IS’(X)dX =s(x)= 1 dx=—In(1-x)+c. Zbyva
—X

stanovit konstantu ¢ a tu vypocteme po dosazeni X=0 do piedchozi rovnice:

s(0)=—In(l-0)+c=c atedy c=0.

Vintervalu (-1 1) tedy plati $(x)=—In(1-x).

> (n+1)x"

n=1

Reseni.

Interval konvergence tentokrat vypoéteme podle podilového  kritéria:

. n+1+1 . n+2
=lim =lim =1. Dostavame J :(—1; 1) a po dosazeni
e N4l noen4l

a‘n+l

an

lim

n—oo

krajnich bodi do mocninné tady zjistime, Ze obé dvé hodnoty jsou divergentni.
Obor konvergence je K =(-1; 1).

o0

Vintervalu (-1 1) existuje soudtovd funkce s(x)= D (n+1) x". JelikoZ se v fadg
n=1

vyskytuje (n +l), budeme ji tedy integrovat ¢len po  ¢lenu.

J.s(x)dx =J'i(n +1) x"dx =

n=1

n+l

j2x dx+I3x2dx+I4x3dx+...:x2+x3+x4+...+c=x +cC.
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Dostavame tedy ZJ. (n+1) x"dx = Z:x”+1 geometrickou fadu s prvnim ¢&lenem
n=1 n=1

a =x* a skvocientem q=x. Jeji souttova funkce vintervalu (-1; 1) je

2 2

s’(x)zﬁzlix a tedy J.s(x)dx=1x +C.

Soucet pivodni fady vypocteme derivovanim:

S(X’:[ - +"J,=ZX(1‘X>—X2<—1> 2 ¥

1-x B

@

Vintervalu (—1; 1) je soucet fady roven s(x)=

Z n2n

n=1

<

Reseni.

Pro tuto mocninou fadu vyuZijeme odmocninové kritérium k urceni intervalu

konvergence: Iimp/|an| =i
n—w

Tim dostdvame interval

konvergence J =(-2; 2).

Obor konvergence ur¢ime dosazenim hodnoty X=-2 a X=2 do mocninné fady.

o0

Dostavame fadu Z 2n Z , kterd je divergentni a konvergentni fadu
n-1 n n-1

- n 2n = o s
Z Z podle Leibnizova kritéria.

n=1 n=1

Obor konvergence je roven K = (—2; 2) .

Nejprve budeme danou fadu derivovat v intervalu (~2; 2).

!

(0| S o | =SS

n=1 n=1
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d)

Tato geometricka fada ma prvni ¢len této fady a, = —% a kvocient g = —g. Tedy

1
.. . ) 1
jeji soucet je S (X):—2X=—2—.
1+§ +X

Hledéme ale ptivodni souctovou funkci a tu dostaneme integrovanim.

d ——d =—In(2
js X = o X n(2+x)+c.

Konstantu ¢ vypocteme po dosazeni X =0 do pfedchozi rovnice.
$(0)=—In(2+0)+c aztoho vyplyvd, ze c=1In2.

Soudet fady v intervalu (—2; 2) serovna s(X)=—In(2+x)+In2= In2—2X.
+

M

(2n+1)x*"

>
Il
o

Reseni.
Jelikoz se v mocninné fadé objevuje x*", znamen4 to, e zde chybi ¢leny s lichou

mocninou. Musime proto vyuZit substituci X* =u a dostdvdme mocninou Fadu

s

(2n+1)u", ktera jiz ma vSechny Cleny.

I
o

n

V této mocninné fadé urCime interval konvergence pomoci podilového kritéria:

1 jim 2(n+1)+1_Iim 2n+3

a,,
lim |2 =
n—o 2041 n—o 2n+1

n—o0 a
n

=1. Polomér konvergence je R=1 a fada

konverguje pro Ue (—l‘ 1). Pivodni fada pak konverguje pro ta X, pro néz
—1< x* <1. Nerovnost vlevo plati pro viechna X € R. Zkoumame, pro ktera X plati

x* <1. Tedy |X| =1 a interval konvergence ptvodni fady je J =(—1; 1). Tim jsme

nalezli i obor konvergence K =(-1 1) s polomérem konvergence R=1.

V tomto intervalu existuje soucet fady S :z 2n +l . Integrovanim tady
n=0

¢len po €lenu dostadvame fadu geometrickou.

2n+l

. S 2n _w S 2nl 3 5
J's(x)dx_J.nZ_;‘(Znﬂ)x dx_Z(2n+1 P =D XM =X+ X+ X+ C

n=0 n=0
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Prvni ¢len je a=x a kvocient qg=x*, ¢&imz dostavame soudet

Is(x)dx=%:l_x2 +cC.

Soucet plivodni tady  vypoCteme  derivovanim  pfedchozi  rovnice:

’ ! w2 _y(— 2
(_[s(x) dx) :[1_sz+0) _IXoX(2) | 1 > vintervalu (-1 1),

) )

- l 4n+1
Z4n+1

n=0

Resent.

Nejprve fadu upravime, pro kterou plati: Z ! Xt = z ! x*" .
an+ San+1

o0

Vysetieme obor konvergence fady jen pro sudé mocniny: Z

4n e
. Pouzijeme
o 4n+ 1

0

substituci x* =u a dostavame novou mocninou fadu Z il
— 4n +
n=0

u", ktera jiz ma u

. . , : 1 ... -
vSech mocnin u" nenulové koeficienty a, = PR VyuZzijeme vzorec pro urceni
n

1
a,, 4(n+1)+1 . 4n+1
loméru k : =lim|—=2| = [im =[im =1. Je ted
poloméru konvergence: ( wa | 1 s y
dn+1

R=1 a fada konverguje pro interval U e(—ZL' 1)=J. Nyni musime vyiesit

konvergenci V krajnich bodech. Dosazenim bodi X=-1 a x=1 do fady

00

1 , L DUITTE T oy
z 2 x*" dostaneme pomoci srovnavaciho kritéria Z— divergentni fady. Obor
n=0 n=0

konvergence se rovna K = (—1; 1) :
Tento interval konvergence a obor konvergence plati i pro fadu pivodni, pro kterou

plati nerovnost —1< x* <1.

Soucet fady hledame ve tvaru funkce s( 24 ! x*™* . Funkci $(x) budeme
n=0

nejprve derivovat na intervalu (—1; 1).
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' < 1 4n+l - 1 - 4n
D 4 1
ostaneme s'(x)= (Z 4n+1 j Z4n+1 n+ Zx

n=0

Mame geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a, =1 a kvocientem q = x*, jejiz soucet

S’(x):l_lx . Soudet S(X) mocninné fady Zﬁlﬂ_ x*" vypoéteme zp&tnym
n=0

integrovanim ziskané funkce s'(x)= .
1-x*

4

Dostaneme s( Is I i

1 L D
L dx= —j 1 dx . Musime integrovat racionalni

lomenou funkci, ktera je ,,ryze* lomena. Pouzijeme tedy metodu rozkladu na
parcialni zlomky.
1 a b C

x*—1 x2+41 x—-1 x+1

1=a(x* =1)+b(X* +1)(x+1)+c(x* +1)(x-1)

Koeficienty b, ¢ najdeme metodou dosazovanim kofenti do rovnice, ¢imz vychazi

b:1 ac
4

1 . o vt v e 1o
e Koeficient a ur¢ime metodou neurcitych soudiniteld, kde

o , 1
dostavame 0 =a+b—c a se rovna a=—5.

Dosazenim koeficientii zpatky do integralu dostavame

1 1 1

[ 2 +-4 _ j Linx-g4 dinjxry=
x? +1 X— 1 x+1 xX*+1 4 4

%arctg x+%lnx—+l+c. Konstantu ¢ uréime z s(O):% arctg 0+%In1+c a

x—1

odtud ¢ =0.

X+1
x—1

Soucet mocninné fady ZL x""* je funkce s(x) :% arctg X+Z|n

= 4an+1

vintervalu (-1; 1).
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n

n >

= n+1
Resent.

Pro  urceni intervalu  konvergence  pouzijeme  podilové  kritérium

1
. |a . (n+1)+1 . n+1 ,
lim a“—” = ImQ: Ilan=l. Interval konvergence je J =(—1; l). Obor
nN—oo n nN—o0 n—oo _|_
n+1

n

o (o . . . > X
konvergence vysetiime tim, Ze dosadime krajni body do fady Z h
o N+

o0 _1 n
Pro hodnotu x=-1 dostavame ftadu Z%, ktera je konvergentni podle
n=1
Leibnizova kritéria. Ciselna fada vznikld dosazenim x=1diverguje. Obor
konvergence je tedy K =<—L‘ l).

n

. ‘. - X G v .
M¢jme soucet fady ve tvaru funkce S(X)=Z . Jelikoz tato tfada by nam

= n+1
nikterak nepomohla pfi derivovani, ani pfi integrovani, musime si fadu upravit.
Xn 1 © XI'\+1

l o0
Vytkneme vyraz — a plati: S(X)= = . VySetfujme soucet fad
" Y X P ( ) ; n+l x&3n+1 Y ! Y

1 ) o0 Xn+1
bez konstanty = a oznacme si dalsi soucet fady t(x)=)_ T
X ~n+

'
0 Xn+1 0 (n +1) Xn 0
n=1 N +1 n=1 n+l n=1

Tu mizeme derivovat t’(X):(Z => = X=X+ XA
Prvni ¢len geometrické fady je a =x, kvocient q=x. Dostavame soucet fady

t'(x) :% v intervalu <—l; 1). Abychom dostali soucet ptivodni fady, musime
—X
pfedchozi rovnici integrovat.

J't’(x)dx = & dx :—J' x-1+1

x-1

dx:—j(1+xi_1j dx=-x—In|x-1]+c

Konstantu ¢ vyfesime S(O)=—0—|n1, coz je nula. Dostavame soucet fady

0 n+1
t(x)=—x—In|x- i i .
(X) X=In |X 1| pro mocninnou fadu HZ:;‘ il
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n
Ten ma tvar

= X
My ale hleddme soucet pivodni fady s(x)=) I
o N+

s(x):i t(x):—l—w v intervalu (—1; 1).

9 2V

Reseni.

2n

Ur¢ime obor konvergence fady Z:(—l)n*l - (an 0
n=1 -
2

»hema vSechny ¢Cleny”, provedeme nejprve substituci X" =u. Z fady

Protoze tato mocninna tada

Z(—l) - (2u 1) ur¢ime polomér konvergence podilovym  kritériem.
n{Zn-—

( 1)n+11
i (n+1)[2(n+1)-1] _jim__(2n-1)
N0 (- ) e (n+1)(2n+1)
n(2n-1)

I|m

nN—oo

=1. Polomér konvergence
a,

je R=1 a interval konvergence je (-1 1). Z nerovnosti —1<x* <1 dostdvdme
interval konvergence pro péivodni fadu J =(-1 1).

Zbyva rozhodnout o bodech x=-1, x=1. V obou piipadech dostdvame tutéz

ciselnou fadu 3 (=1)"*
¢iselnou tadu ;( ) n(2n—1)

Obor konvergence je K =(-1, 1).

, ktera konverguje podle Leibnizova kritéria.

- 2n
Oznatme souctovou funkei S(X)= nzzll(_l)nl m

nejprve tuto souctovou funkci derivovat. Musime jesté provést jednu Gpravu, aby se

. Jak jist¢ vidime, budeme

0 X2n e 2n

nam Iépe derivovala: s(x)= nzzl:(—l)nl n(2n-1) = znzzl:(_l)nl on ();n 1)

0 2n-1

~ (" 2n();2r:—1)J -2y 2Xn -1

n=. n=1

Po derivovani s'(x)= [2
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stale nedostavame geometrickou fadu, a proto ji musime jesté jednou derivovat.

"

© 2n-1 ©
s"(x)= (22(—1)"_l an J = 22(—1)”_1 x3"2 = 2(1— X%+ x* — x5 +)
n=1 -

n=1

Toto jiz geometricka fada je a jeji prvni €len je a =1 a kvocient q=-x. Jeji

soudet je s"(X)=2 vintervalu (-1, 1).

1+ X2

2n

Soudet s(X) mocninné fady 2§:(—1)n*l

———————  vypocitame zp€tny
£ 2n(zn-1) 7 petnym

integrovanim ziskané funkce s"(x)z 2 Jelikoz jsme ji dvakrat derivovali,

1+x%°

musime ji 1 dvakrat integrovat, abychom ziskali kone¢ny soucet  S(X).

js”(x)dx:zj

souttové funkce prvni derivace §'(0)=2arctg0+c,. Ta vychdzi ¢, =0 a

1
1+ x?

dx =2 arctg x +c,. Konstantu c, ur¢ime dosazenim nuly do

dostavame souétovou funkei S'(X)=2 arctg x.
Ted musime je$té podruhé integrovat: js’(x)dx = ZI arctg x dx. Vypocet tohoto
integralu provedeme metodou per partes:

u'=1 v=arctgx

, 1
u=x V=—o
1+x
X
Po dosazeni mame 2x arctg x—ZJ‘1 ~dx = 2x arctg x—In‘1+ x2‘+c2.
+X

Protoze S(0)=0, je konstanta c, =0. MiZeme psat, Ze soucet mocninné fad
] 2 p y

) 2n

n_1(—1)"1m je funkce s(x)=2x arctg x—In[L+x*| v intervalu (-1 1).
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h) i(—l)“ (4n? +6n+2)x*"?

=2

>

<

Reseni.

Abychom mohli vyfesit obor konvergence, musime si mocninnou fadu nejprve

upravit. Plati i(—1)” (4n +6n+2)x°"* = x° > (1)’ (4n+6n+2)x°" .
n=2 =2

n

Nyni vySetieme obor konvergence fady Z(—l)n(4n2+6n+2) x*" . Vidime, Ze

n=2

fada obsahuje jen sudé mocniny. VyuZijme substituce x° =u, kde dostdvame

mocninnou fadu Z(—l)n(4n2+6n+2)u". Pro tuto fadu lIze uzit podilové
n=2

()[4 +6( ) +2] g sransaz

an +1

an

=lim

kritérium: lim - =lim—
N> (-2) (4n2+6n+2) ‘ oo AN® +6Nn+2

nN—o0

Polomér konvergence je roven R=1 a tato fada tedy konverguje pro Ue (—l; 1).

o0

Rada Z(—l)n(4n2+6n+2)un pak konverguje pro ta X, pro kterou plati
n=2
—1<x*<1. Tato nerovnost zaruduje, ze interval konvergence plvodni Fady

> (-1’ (4n® +6n+2)x*" je také (-1 1).
=2

n

Dosadime-li krajni body x=-1, x=1 do fady i(—l)”(4n2+6n+2)x2“,

n=2

dostavame pro oba ptipady tutéz &iselnou fadu Z:(—l)n(4n2 +6n+2). Jelikoz
n=2

nespliiuji nutnou podminku konvergence lim(-1)" (4n2 +6n+ 2) =0, jsou

divergentni. Dostavame obor konvergence K = (—1; l).
Stanovme soudet fady s(x)=>_(-1)" (4n2 +6n+ 2) x*"? . Vidime, Ze kvadraticky
n=2

trojclen (4n2 +6n+ 2) mizeme zapsat ve tvaru (2n +1)(2n + 2).
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Jelikoz tada -1 ! 4n2 +6n+2 X2n+2 nam nepomuze ani pro derivovémi, ani
P p
n=2

pro integrovani, musime souctovou funkci nejprve upravit:

s(x):i(—l)n (4n”+6n+2) x> :xzi "(2n+1)(2n+2)x*
n=2

n=2

Hledejme nyni souctovou funkci t(x):i(—l)n(2n+1)(2n+2)xzn, kterou

n=2
o0

budeme integrovat v intervalu (=1 1). [t(x)=[>"(~1)"(2n+1)(2n+2)x""dx =
=2

n

2n+l 0

_ _1\" 2n+1
2n+1+c_n222:( 1)’ (2n+2)x™ +c.

s

(-1)"(2n+1)(2n+2)

||
N

n

Tuto fadu musime jesté jednou integrovat

0 2n+2 0

[ (1) (2n+2)xdk = 3 (~1)' (2n+2) 2+ ¢ = 3(-1) ¥ .
n=2

o 2n+2 o

Jiz dostavame geometrickou fadu s prvnim &lenem a, = x° a kvocientem q = —x?.

6

Dvojitym integrovanim jsme dosahli souctu T +C.
+ X

Pro ziskani souétu pivodni fady ted’ musime zpétné dvakrat po sob¢ derivovat.

o [ x '_6x5(1+x2)—x62x_4)(7+6X5
t(X)_(ercj ) (1+X2)2 B (1+x2)2

e [4x7 1 6x%° }l _ (28x6 +30x4)(1+ 2x° + x“)—(4x7 +6x5)(4x+4x3)
(1+ X2 )2 (1+ X2 )4
(28x10 +86x° +88x° +30x“)—(16x10 +40x° + 24x6) 1252 4+ 46%8 + 64x° +30%*
i (L+x)’ i (L+x)’ i
2x* (x* +1)(6x" +17x° +15)  2x*(6x* +17x" +15)
) (1467 T (e

Tohle je koneCny soucet pro t(X). Soucet fady pro s(x) je

, 2x (6x4 +17x? +15) ~ 2x° (6x4 +17x? +15)

= intervalu (-1 1).
™ x2)3 o )3 vintervalu (-1; 1)

S(X) =x
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3  VYUZITI MOCNINNYCH RAD

Vyuzivame je pro rozvoj funkci v mocninné fady, takzvanou Taylorovu fadu a
Maclaurinovu fadu.
Mocninné fady se vyuzivaji k pfibliznému vypoctu integrald nebo numerickych hodnot

vyrazu.

3.1 TAYLOROVA A MACLAURINOVA RADA

Definice: Taylorova fada

Méjme funkei f (X), kterd ma v okoli bodu x, derivace viech fadi.

] . ) f(n)(xo) n
Mocninna fada T(X):ZT(X_Xo) _

n=0

=f(%)+ f'i;(o)(x_xo)+ f”gz(‘))(x—xo)z+%!X°)(x—xo)3+...,

se nazyva Taylorova fada funkce f (X) se sttedem X, .

Definice: Maclaurinova fada

M¢jme funkci f(X), ktera mé v okoli bodu x, =0 derivace viech fadu.

0 f (n)
Mocninna fada T (X) = Z n|(0) X" =
-0 .

>

se nazyva Maclaurinova fada funkce f (X) se sttedem X, =0.

Véta: Lagrangeuv tvar zbytku

Ma-li funkce f (X) derivace az do fadu n+1 v uzavieném intervalu s krajnimi body x, a

X. Pak je mozno zbytek RM(X) vyjadfit mezi funkéni hodnotou f(X) a hodnotou

f (n+1) (5)

Taylorova rozvoje T, (X) ve tvaru: R, (X)= (nr1)! (x=%)"",
n+1)!

se nazyva Lagrangeiiv tvar zbytku, kde & je jisté Cislo z otevieného intervalu s krajnimi

body x, ax.

43



VYUZITI MOCNINNYCH RAD

3.2 R0Ozv0J ZAKLADNICH FUNKCI

Bylo na matematicich, aby nalezli rozvoje nékterych elementarnich funkci do mocninnych

fad a zaroven nalezli intervaly konvergence téchto fad. Uvadime dale dosti bohaty, ale

stejn€ neuplny piehled vysledkd.

1. i:lixixzix?’i
1+x
2. L - =1£2x+3x* £4x° +
(1+x)
1 1.3 1.3-5
3. Jlrx=1+=x— X% + - x* +
2 24 2-4.6 2-4.6-8
1 1 1.3 , 135 , 1.3.57 ,
4. =1-—X- X" — X"+ X" —
J1+x 2 24 2-4-6 2-4-6-8
2 3
5. e =1t 4i 4 Xy
1 21 3
2 3
6. e*=1-2 X X,
1 21 3l
Ina)’ Ina)’
7. aX:1+|nax+( )x2+( )x3+...
1! 21 3!
2 3 4
8. In(1+x):x—X—+X——X—+...
2 3 4
2 3 4
9 In(l—x)=—x———X——X——
3 4
3 5
10. In1+—x—2 X X—+—+
1-x 3
11. In“—xzz(l+i3+i5+...j
1-x X 3x° 5x
3 5
12. Inx=2 X—_1+E(X—_1J +l£X—_lj +...
Xx+1 3\ x+1 5\ x+1
3 5 7
13. sinx=x——+X——X—+...
31 51 71
2 4 6
14. cosx=1——+x——x—+
21 41 ¢l

(-1<x<1)

(-1<x<1)

(a>0, —0<x<)
(-1<x<1)
(-15x<1)
(1<x<1)

(14>1)

(x>0)

(—oo<X<oo)

(—oo<X<oo)
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15. sin’x = x° 1—£x2+£x“— ! X% + 2 X8 —... (—oo<x<oo)
3 45 315 14175
16. coszx=1—x2+1x4—£x6+ix8—i 10 (—oo<x<oo)
3 45 315 14175
17. sin3x=x3(1—1x2+ 13 x*— 4l x® + 671 X8 — J (—oo<x<oo)
2 120 3024 604800
18. cos3x=1—§x2+zx“— 61 X8 + 547 X8 — 703 X + (—oo<x<oo)
2 8 240 13440 172800
19. tgx:x+£x3+£x5+£x7+... (—£<X<£J
3 15 315 2 2

20. cotgx:l—lx—ixe’—ixs—... (O<|x|<7r)
x 3 45 945

1x* 1.3 xX* 1.3.5%

21. arcsinX =X+= -+ ——+——+... (-1<x<1)
23 2°.215 2°.317
3 X5 X7
22. arctg X = X ——+——"—+... (-1<x<1)
3 5 7
3 5 7
23. sinhx=£+x—+x—+x—+... (—oo<x<oo)
11 31 51 71
X2 4 X6
24. cosh X =14+ —+—+—+... (—oo<x<oo)
21 41 6l
25. tgx:x—lx3+£x5—£x7+... (—£<X<£J
3 15 315 2 2

3.2.1 VYPOCTETE PRIBLIZNY VYPOCET INTEGRALU
1 2
a) Vypoctéte I e dx s chybou mensinez 10™*.
0

Reseni.

Pro uvedeny integral uvazujme rozvoj funkce f(X)zet, ¢imz jsme nahradili

. 2 . . t t*
funkci f(x)=e™. Rozvoj této funkce je € =1+—+—+—+.. a dosadme
1 21 3l
) . " x> xt Xt
t =—x°. Dostaneme rozvoj funkce ¢ =1-—+——-—+
1 21 3!
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1 2
Nyni miizeme vypocitat integral J.e‘X dx clen po ¢lenu a pfibliznou hodnotu najit.

DT [T [T [T [
3| |25 |317) |49] |511
1 1 1 1 1
+ + +
3 10 317 419 511
Dostavame fadu alternujici a tak vyuzijme toto tvrzeni:

Mame-li alternujici fadu konvergentni a jeji posloupnost {an}::l klesajici, pak pro

souCet S plati: a —a, <s<a,. Obecné pro souCet s fady spliujici uvedené

podminky plati: |ak+l - ak+2| < |S - Sk| < |ak+l| :
Je zfejmé, ze dana tada spliiuje oba predpoklady. Mame-li urcit soucet S tady

s chybou mensi nez 107, tak hledame takové k, aby platilo [s—s,|<107*. Stagi

najit takovy k, aby platilo a_, <10 a tedy volime k +1=5. Dosadime za k=5 do

|a.;—a,,,|] <10 a dostavame |a; —a,| = 5l_11_£ 6,507-10* <107,

Vychazi ndm, Ze staci vzit jako posledni ¢len sedmy, aby chyba byla mensi nez
107,
Pro kontrolu si vypiSme postupné Cleny, kolik ndm daji hodnotu. Prvni ¢len je

jedna, druhy c¢len 1=O,333 a dalsi i:0,1, i:0,0238, i:4,629~1O_3,
3 10 317 419

1 =7,575-107", 1 =1,068 10 *a L =1,323 10 °.
5111 613 7115
Vidime, Ze osmy ¢&len je uz mensi nez 107 . Proto staéi vzit soucet prvnich sedmi

¢lent této fady s, —1—1 i—iJri—ijLi =0,7468 pro dany integral,
3 10 3!7 419 5111 6113

ktery ma chybu mensi nez 107*.
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1
b) Vypoététe j cos xdx s chybou mensi nez 107°.
0

Resent.
Vyraz cosx” je funkce cost s funkéni hodnotou t = x*.

4 8 12 16
cost =1——+———+——..., kde pak cosx? =l-— 42X X
21 41 61 8! 21 41 61 8!

Integral této funkce je:

1 1 4 8 12 16 51 9 T 13 Tt
_[cosxzdx:j L x x X dx:[xz_ XX X 4
0 0 21 41 6! 8! 10 419 6113 o

0 0

X 1 1 1 1 : .
+ —.=1-—+————+———_... Tato tada je alternujici, a abychom
8117 |, 10 4!'9 613 817

vypocetli dany integral s chybou mensi nez 10™°, stadi urcit s,. Paty ¢len fady je

L 1,458-10°° a je tedy mensinez 10°°.
8117
h 1. 1 1
Dostavame soucet prvnich Ctyf clenti: jcos x2dx =1—-—+—————=0,90452.
) 10 419 6013
0,1
Vypodtéte j V1+x3dx s chybou mensi nez 10°°.
0
Resent.
.. : 1 1 1.3 1.3-5
Vyuzijeme rozvoje 1+t =1+=t— t% + t— t*+..., kde t = x°.
A ! 2 2.4 246 2468

Dosadime-li zpatky, dostaneme rozvoj

1 X8 + 1-3 x° — 1-3-5 x? + ..., ktery miizeme integrovat.
24" "2.46 2468

01 01
J.\/1+x3dx=_[ 1+%x3— 1 x® 1-3 x° 1-3-5 x12+...jdx=
0 0

Tex =1+ 25—
2

+ —
24" 246" 2468

o [T [Tx T 3 o 1 1
[x], +|=| - + | -.=01+=0,1"——0,1" +...
0 8 _8-7 2-4-6 10 8 56

0 0 0

Soucet prvnich ¢lent z hledaného integralu vezmeme z alternujici fady, které maji

chybu mensi nez 107°. Prvni ¢len je 0,1, druhy ¢len a, je roven %0,14 =1,25-10"° a
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3.2.2

tieti ¢len je a, :5—];30,17 =1,7857-10"°. Vidime, Ze tieti ¢len je mensi nez 10°.
0,1

Proto bereme soucet prvnich dvou ¢lenti z hledaného integralu J. V1+x3dx, coZ je
0

S, = 0,1+%o,14 =0,1000125.

URCETE PRIBLIZNOU HODNOTU
Vypod&téte € s chybou mensinez 107°.
Resent.

2 X3 X4 X5 6

: X
Vezméme rozvoj funkce e =1+—+—+—+

—+—+—+... a za X dosadime 1.
11 21 31 41 51 6l

Dostavame rozvoj funkce e=1+1+l+£+£+1+1+....
21 31 41 51 ¢!

Hledame prvni s¢itanec a, takovy, Ze bude platit a, <10°. Tato fada neni
alternujici a tak musime pouzit jiny postup.
Vypiseme si hodnoty prvnich ¢lenti této funkce:

e=1+1+£+£+1+ 1+ 1 + 1 + 1+ 1+ 1 + 1 + 1 +..=2+0,5+0,166 +

21731 41 51 6l 71 8 91 10! 111 12!
+0,0416+8,33-10°+1,38-10° +1,984-10* +2,48-10° +2,755-10° +
+2,755-107" +2,5052-10° +2,08-10° +1,605-10 7" +...

Dostaneme se k ¢lenu a,,, ktery je zfejmé posledni co ma chybu vétsi nez 10°°.

1 1 1
Zbylé Cleny zanedbavame —+—+—+.... Ale co kdyz jejich spole¢ny soucet
yie cleny 131" 141" 151 Y2 JEJIER spoteeny

mé chybu vétsi nez 10~ ? Tento nekone¢ny soucet odhadneme pomoci geometrické

fady s prvnim ¢lenem a, = 1 a kvocientem q = L
13! 147

, 1 1 1 1 1 1 .
Plati: —+—+—+...<—|1+—+—+... |, tedy soucet je roven
13! 14! 15! 13! 14 14

& 18 114 =1,7294-107"° a ten ma chybu jesté mensi nez 10°°.

1-q , 1 13113
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b)

Jak vidime po dlouhém vypoctu, staci ndm vzit prvnich dvanact ¢lent, které jsou

mensi nez 107°. Soucet je s, = 2,718281828.

Nebo mizeme vypocet provést pres Maclaurinovu tadu stzv. Lagrangeovym

(n+1)

(n+1)!

Je-li xe(0; 1), je x"* <1 a £e(0; 1), proto e° <3 apro zhytek R, (X) plati:

tvarem zbytku R, (x) = e, kde & (0; x).

3
(n+1)1

zvoj funkee R, (x)<

X 2 X3 X4 XS 6 n
Mgjimero € =1+ —+—+—+—+—+—+..—+R (X)

i 21 31 41 51 6! n!
Jelikoz mame X =1, pak rozvoj funkce je ve tvaru:

e:1+1+£+l+i+£+l+...i+Rn(l), kde a 0< & <1.
21 31 41 51 6l n!

Kuréeni ptesnosti potiebujeme, aby platilo RM(X) <107, tj. takové n, pro které

plati nerovnost <107°. Tato vlastnost plati pro n=12.

3
(n+1)!

Soucet prvnich dvanicti ¢lenil dostava s, =2,718281828.

Vypoététe €0s19° s chybou mensi nez 10™°.
Resent.
. . Poxt X . 7
Mg¢jme rozvoj funkce COSX=1-—+———+..., pficemz 1°=—.
2! 41 6! 180

Do funkce dosadime X =19° a dostavame

197 1(192Y 1(197)" 1(197)° L
cosl9°=cos——=1-—| — | +—| — | ——| — | +..., ktera je fadou
180 2l180 ) 411180 ) 61\ 180

alternujici. Nyni musime najit prvni s¢itanec a, takovy, Ze |an| <107,

<10°.

Vermeme elen & =51 180 ) “6118710° 6118 10°  6110° 10°

1(197[]6 119°.10° 1 19° 1 19°
6!
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Tento ¢len ma hodnotu mnohem niZsi nez 10™° a proto jej i nésledujici ¢leny

alternujici fady zanedbame. Budeme brat Clen a,, ktery je jist€ mensi nez hledana

180

>107°.

chyba: & =, SH18 10 4118107 4110° 107

1(1%]“ 119100 1 19 1 19°
41

2 4
Staci secist prvni tfi leny c0s19°=1— 1(197 + 1(197 =0,94552.
21180 411 180

Vypottste $/36 s chybou mensinez 2-107°.
Reseni.
Rozvoj f(X)=»\5/1+X plati pouze v (—1; 1) a tedy nesmime dosadit x=35.

Muzeme ale pracovat s rozvojem této funkce v bod¢, ktery je ,,blizko* k ¢islu 36 a

to je 2° =32. Toho vyuZijeme /36 = i/32(1+3izj =2 §/1+% .

Nyni rozepiSeme rozvoj

1 4 36 4.9.13
MA+x=1+=x— X2 + X3 — x* +... a dosadime x =
5 52.21 53.31 5%.41

1 1 4 1 36 4.9.13 s y
Sl+—=1+—————+——————+... Jde o alternujici Ciselnou fadu a
8 40 5°-2164 40°-3! 40"-4!

sta¢i seCist tolik prvnich ¢lenti této tady, aby absolutni hodnota prvniho
vynechaného ¢lenu byla mensi nez 107°.
VypiSeme-li hodnoty €lend, zjistime, Ze ndm staci Ctyii Cleny:

1 4 1 36 4-9-13

I+ ———5——+——————+..=1+0,025-1,25-10° +9,375-10° —
40 5°-2164 40°-3! 40°-4!

7,617-10°° +.... Zbylé ¢leny miizeme zanedbat pro jejich velikost, neZ uvazujeme.

Soucet hodnoty %/36, ktera ma chybu mensi nez 2-10° je

54=2[1+i— 24 i+ 3;6 j=2-1,02384=2,04768.
40 5°-2164 40°-3!
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ZAVER

ZAVER

Cilem bakalaiské prace bylo vytvofit sbirku feSenych piikladii tykajicich se
mocninnych fad, které pak mohou pomoct pochopit Iépe ucivo, piipadné pomoct
k zapoctovym a zkouskovym testim. Kromé piikladi obsahuje také teorii s potfebnymi
zakladnimi pojmy, ktera je nezbytna k pochopeni dané problematiky. Pro vytvoreni sbirky
jsme pouzili program MathType, ktery pomohl vypsat vSechny fady, limity, derivace,
integraly apod.

Prace je rozdélena do tii kapitol, které jsou dale ¢lenény na podkapitoly. V jednotlivych
kapitolach je nejprve uvedena potiebna teorie a pak ptiklady.

Prvni kapitola pojednava o zakladnich pojmech mocninné fady a je rozd€lena do tii
podkapitol. Prvni uddva, jak mocninna fada vypada, jaky ma stied a koeficienty. Ve druhé
podkapitole je feSen polomér konvergence a nasledné interval konvergence, ktery je s nim
spjat. Tteti kapitola se zabyvd oboru konvergence a oboru absolutni konvergence
mocninnych fad. V této podkapitole jsou dva druhy ptikladi. U prvnich mame uréit obor
konvergence. U druhého zplsobu mame obor konvergence a ktomu najit danou
Mocninnou fadu.

Druha kapitola se vénuje vlastnostem mocninnych tfad (o spojitosti funkce, operace
S mocninnymi fadami, integrovani a derivovani). Zde se nachézeji ptiklady, kdy hleddme
funkéni predpis pro souctovou funkei fady pomoci téchto vlastnosti.

Tteti kapitola je zaméfena na vyuZiti mocninnych fad. Tato kapitola je rozdélena do
dvou podkapitol. V prvni je definovana Taylorova a Maclaurinova fada s Lagrangeovym
tvarem zbytkt.. Druha podkapitola dava prednost rozvoji zakladnich funkci do mocninnych
fad, které pomiiZou najit pfiblizny vypocet integrali nebo urcit ptibliznou hodnotu vyrazu.

Tato bakalarska prace je zamétena prevazné na praktickou ¢ast, ve které jsou podrobné
vysvétleny postupy k feseni ptikladt. Pro kazdou kapitolu jsme hledali takové piiklady,
aby se od sebe lisili jak vypoctem, tak 1 vysledkem, tak i obtiZnosti. V teoretické ¢asti jsou

zminény jen nejdulezitéjsi definice a véty, které staci k pochopeni daného problému.
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RESUME

RESUME

The aim of this thesis is solve examples of power series. In addition it also contains
theory with the necessary basic concepts. The thesis is divided into three chapters.

The first chapter discusses the basic concepts of power series. Is indicated how of power
series looks like, what is the middle and coefficients. Farther is solved radius of
convergence and interval of convergence. Is also included the domain of convergence and
domain of absolute convergence of power series in this chapter.

The second chapter is devoted to properties of power series. There are examples of
when we are looking for functional prescription for totalizing function of series.

The third chapter focuses on the use of power series. We define Taylor and Maclaurin
series with Lagrange shape residues. There is dedicated to the development of basic
functions in power series, which will then help to find an approximate calculation of
integrals or determine an approximate value of the expression.

This thesis is focused primarily on the practical part - explains the procedures to solve
problems in detail. In the theoretical part are mentioned only the most important definitions

and theorems. It is enough to understand the problem.
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Obr.1. Abelova véta o absolutni konvergenci a jeji disledek.....................oooi. 14
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