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Aplikace Lévyho procesii ve finanénim modelovani
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1 Uvod

Pted vice nez ¢tyfmi dekadami, v roce 1973, Fisher Black a Myron Scholes piedstavili
prelomovy model finan¢niho trhu vhodného k ocefiovani finan¢nich derivata (opce, forwardy,
etc.), ktery je dnes celosvétoveé znam jako Black-Scholestiiv model. Tento model je zalozen na
Brownové pohybu a pozdéji, v roce 1997, za n¢j Myron Scholes obdrzel Nobelovu cenu za
ekonomii.

Browniv pohyb je spojity nahodny proces se stacionarnimi a nezavislymi piirustky,
ktery ma v kazdém c¢ase t > 0 normalni rozdéleni. To v dasledku znamena, ze s Black-
Scholesovym modelem je inherentné spjat piedpoklad normality logaritmickych vynost
podkladovych finan¢nich aktiv. Bezpocet empirickych studii i 1éta praktického uzivani ovSem
ukazali, Ze normalni rozdéleni neni pro modelovani finan¢nich aktiv pfili§ vhodné, jelikoz
rozdéleni logaritmickych vynost ma zpravidla zapornou Sikmost a tézké konce. UZiti Black-
Scholesova modelu ma pak za nasledek nespravné ocenéni financnich derivati a to zejména
téch, jejichz realizacni cena je relativné vzdalend od aktudlni (spotové) ceny podkladového
aktiva. Vice o finan¢nich derivatech, jejich ocenovani a Black-Scholesové modelu 1ze najit ve
standardni literatufe.

Nicmén¢ Browniiv pohyb je pouze jednim zrodiny stochastickych procesi se
stacionarnimi a nezavislymi pfirGstky. Takové procesy jsou souhrnn€ zndmé jako Lévyho
procesy. V poslednich né€kolika letech se tak zacali objevovat modely zaloZené na jinych,
exotictéjSich Lévyho procesech, které jsou pro modelovani finan¢nich trhli vhodnéjsi nez
Browntiv pohyb.

2 Lévyho procesy a nekonec¢né délitelna rozdéleni

Definice 1.1 (Lévyho proces) Stochasticky proces {X;: t = 0} definovany na
pravdépodobnostnim prostoru ({2, F, P) nazveme Lévyho proces, pokud splituje nasleduyjici:

I.  X¢ps — X; ma stejné rozdéleni jako X pro s, t = 0, (staciondrni priristky);
ii.  X;—Xsjenezavisléna {X, : u < s}prot =s >0, (nezdvisié priristky);
iii. PX,=0)=1;
iv. Realizace ndhodného procesu {X;} je zprava spojiti a ma limitou zleva
(‘cadlag ‘ viastnost).

Z definice Lévyho procesu je ihned ziejmé, Ze pokud {X,} je Lévyho proces, pak X; je
nekonecné delitelnd ndhodna veli¢ina pro vSechna t > 0. Velmi dilezity je ovSem fakt, ze pro
kazdé nekonecn¢ délitelné rozdéleni na R existuje Lévyho proces, jehoz pfirtstky se tidi
pfislusnym rozdélenim, coz ndm davad jednoduchy navod, jak konstruovat nové Lévyho
procesy. Vice informaci o Lévyho procesech a nekone¢né délitelnych rozdé€lenich Ize nalézt
v Panos (2014).
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Pro porovnani jejich vhodnosti pro aplikace ve finan¢nim modelovani byly zvoleny Ctyfi
rtuzné Lévyho procesy (vice informaci o téchto procesech opét v Panos (2014)):

i. Brownilv pohyb {B,:t>0}; B, ~N(ut,c%t), kde N je normalni rozdéleni

(odpovida Black-Scholesové modelu, zvolen pro referenci);

ii.  Proces skokové difuze {D; : t > 0}; rozdéleni D, je smési normalniho rozdéleni a
slozeného Poissonova rozdéleni s normalné rozdélenymi skoky;

iii. “Variance gamma‘ (VG) proces {V, : t > 0}; V, ~ VG (ut, 0t,aVt,v/t), kde VG je
rozsifené ‘variance gamma‘ rozdéleni;

iv.  ‘Normal inverse Gaussian‘ (NIG) proces {I; : t = 0}; I, ~ NIG(ut,y,B,t), kde
NIG je rozsifené ‘normal inverse Gaussian ‘ rozdéleni.
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Obrazek 1: FTSE 100 Index fit; Q—Q grafy (Panos (2014))

Vybrané modely byly kalibrovany na mésic¢ni logaritmické vynosy indexu FTSE 100 od
29. 8. 2004 do 28. 8. 2014. Na obr. 1 vidime grafické porovnani kvality shody modelu
s realnymi daty v podobé Q—Q grafli. Pfipomeiime, Ze v Q—Q grafu by data méla idealné lezet
na ose I. kvadrantu (modra pfimka). Je patrné, ze modely ii., iii. a iv. vyznamné 1épe vystihuji
charakter vybranych dat, zejména pak chovani v koncich rozdé¢leni. Kvalita shody byla dale
testovana y2-testem dobré shody, jenz v ani jednom ze tii vy$e zminénych modelti nezamitnul
hypotézu o tom, Ze data pochazi z daného rozdéleni.

V druhé fazi jsme se pak zaméfili na ocetiovani opci evropského typu v ramci
vybranych modelid. Vyuzili jsme techniku ocefiovani zalozenou na zpétné Fourieroveé
transformaci charakteristickych funkci a odvodili jsme tak semianalyticky vzorec pro cenu
evropskeé call opce. To nam umoznilo kalibrovat modely v martingalové mife ze sady trznich
cen evropskych call opci na FTSE 100 index ze 4. srpna 2014. Opét bylo potvrzeno vyznamné
zlepSeni oproti Black-Scholesové modelu. Takovymto zpisobem V martingalové mite
kalibrované modely je mozné nasledné vyuzit k oceniovani exotickych derivati napiiklad
metodami typu Monte Carlo.
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