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Fučı́kovo spektrum diferenčnı́ch operátorů druhého řádu

Iveta Looseová1, Petr Nečesal2

1 Úvod
Našı́m cı́lem je studium kvalitativnı́ch vlastnostı́ Fučı́kova spektra reálných čtvercových

matic. Pro čtvercovou matici A rozumı́me jejı́m Fučı́kovým spektrem množinu Σ(A) všech
uspořádaných dvojic (α, β) ∈ R2, pro které existuje netriviálnı́ řešenı́ u rovnice

Au = αu+ − βu−, (1)

kde A je matice řádu n, n ∈ N, n ≥ 2, u je sloupcový vektor [u1, . . . , un]t, u+ a u− jsou
sloupcové vektory tvaru

u+ = [max{u1, 0}, . . . ,max{un, 0}]t, u− = [max{−u1, 0}, . . . ,max{−un, 0}]t.

Uvažujeme-li α = β, potom úloha (1) je úlohou na reálná vlastnı́ čı́sla matice A, nebot’ α(u+−
u−) = αu. Je-li tedy λk reálné vlastnı́ čı́slo matice A, potom dvojice (λk, λk) patřı́ do Fučı́kova
spektra.

2 Okrajová úloha s Neumannovými okrajovými podmı́nkami
Popsat strukturu Fučı́kova spektra pro obecnou reálnou čtvercovou matici je složitý problém.

V tomto přı́spěvku budeme uvažovat pouze třı́diagonálnı́ matici řádu n

A =


2 −2
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−2 2

 .

V takovém přı́padě úloha (1) představuje okrajovou úlohu pro diferenčnı́ rovnici druhého řádu
s Neumannovými okrajovými podmı́nkami.

Podařilo se zı́skat následujı́cı́ nové výsledky:

1. úplný analytický implicitnı́ popis všech větvı́ tvořı́cı́ Fučı́kovo spektrum Σ(A),

2. analytické odhady pro jednotlivé větve Fučı́kova spektra Σ(A),

3. části některých větvı́ Fučı́kova spektra Σ(A) lze popsat explicitně β = β(α).
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Obrázek 1: Odhady pro větve Fučı́kova spektra (šedé regiony) pro matici A řádu 6, 7 a 8.
Černé křivky znázorňujı́ Fučı́kovy větve a patřı́ do Fučı́kova spektra Σ(A).

Pro každou větev Fučı́kova spektra Σ(A) umı́me vymezit region, ve kterém se větev
nacházı́ (viz šedé regiony na obrázku 1). Hranice regionu je popsána pomocı́ Čebyševových
polynomů druhého druhu. Zı́skané odhady jsou svým způsobem optimálnı́, nebot’ některé větve
Fučı́kova splývajı́ s hranicı́ našich regionů (viz obrázek 1 pro n = 7). Poznamenejme dále, že
náročnost numerické realizace těchto odhadů je nezávislá na velikosti řádu n matice A.

3 Závěr
Zı́skané výsledky lze snadno rozšı́řit i pro přı́pad okrajové úlohy s Dirichletovými okra-

jovými podmı́nkami, tj. pro třı́diagonálnı́ symetrickou matici A ve tvaru

A =


2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 2

 .
Popisem Fučı́kova spektra pro tuto matici se zabývali autoři Stehlı́k (2013) a Ma et al. (2010).
Našı́m postupem lze jejich výsledky značně rozšı́řit a doplnit.
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