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ABSTRAKT

Prace se vénuje problematice matematického modelovani a vypoctové analyzy vibraci
rotoru turbodmychadel. V teoretické cCasti je odvozen komplexni linearizovany
matematicky model rotoru turbodmychadla, ktery je ulozen na kluznych loziscich
s plovoucimi pouzdry. Pro zjisténi zakladnich dynamickych vlastnosti rotoru
turbodmychadla je provedena modalni analyza a dale je zkoumana dynamicka odezva
vyvolana zbytkovymi nevyvahami rotoru. Metodika vypoctového modelovani a
dynamické analyzy je aplikovana na rotor turbodmychadla typu C12 ¢eského vyrobce
CZ, as. Implementace vytvofené metodiky modelovani je provedena V prostiedi

MATLAB.

Kli¢ova slova: Turbodmychadlo, Rotor, Lozisko s plovoucimi pouzdry, Modalni

analyza, Campbelltiv diagram, Nevyvaha

ABSTRACT

This diploma thesis is concerned with an issue of mathematical modelling and
computational analysis of turbochargers vibration. In the theoretical part of the thesis,
complex linearized mathematical model of a turbocharger rotor which is mounted on
fluid-film bearings with floating rings, is derived. For investigation of elementary
dynamic properties of the turbocharger rotor the modal analysis is performed and
dynamic response to residual unbalances of the rotor is investigated. The derived
methods of computational modelling and dynamic analysis are applied to the specific
turbocharger type C12 produced by Czech company CZ, a.s. Implementation of derived
methods of modelling is performed using MATLAB.

Key words: Turbocharger, Rotor, Fluid-film bearing, Modal analysis, Campbell

diagram, Unbalance
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1. Kapitola

Uvod

1.1. Historie a obecny princip turbodmychadel

Je tomu jiz vice jak sto let, kdy prvotni mySlenka turbodmychadla spattila svétlo svéta.
Konkrétné v roce 1905 si nechal §védsky inzenyr Alfred Biichi (viz Obr. 1.1 vlevo),
tfeditel stfediska pro vyvoj dieselovych motord firmy Gebriider Sulzer ve Winterthuru,
patentovat tento vynalez. OvSem na tu dobu se jednalo o prozatim nerealizovatelnou
mySlenku. Proto prvni aplikace turbodmychadel jsou zndmy az z prvni svétové valky,
kdy francouzsky inzenyr Auguste Rateau zakomponoval turbodmychadlo do motort
Renault, které v t& dob& pohanély francouzska valecna letadla. Ve dvacatych letech se
pak objevily prvni lodé¢ a lokomotivy pohdnéné dieselovymi motory

s turbodmychadlem.

Obr. 1.1 Alfred Biichi (vievo), Mercedes-Benz 300SD (vpravo)[12]

Béhem druhé svétové valky jiz motory vylepsené o turbodmychadlo bylo mozné nalézt
v celé¢ tadé letadel jako napiiklad v letadlech P-47 Thunderbolt a B-17 Flying

Fortress [7]. V automobilovém primyslu se prvni benzinovy motor s turbodmychadlem
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objevil az vroce 1962 v modelu Oldsmobile Jetfire ptipadn¢ v Chevroletu Monza
Spyder [12]. Prvni dieselovy motor s turbodmychadlem pfisel az o Sestnact let pozdéji a
to konkrétné s modelem Mercedes Benz 300SD (viz Obr. 1.1 vpravo) v roce 1978.
Postupem Casu vyznamné nardstd zastoupeni motoru s turbodmychadlem a to nejen
Vv automobilovém pramyslu, ale i v letectvi a lodnim primyslu. Méni se také samotna
filozofie vyuziti turbodmychadla, kdy pted nékolika desitkami let nalepka ,, TURBO* na
kapoté automobilu symbolizovala dynamiku, silu, vykon a rychlost. Naopak v dne$ni
dob¢ tuto nalepku spiSe vystihuji slova jako ucinnost, efektivita a je pfimo spojena
s trendem tzv. downsizingu® dnesnich pohonnych jednotek.

Turbodmychadla jsou koncipovéna jako samostatnd soustroji, kterd jsou zpravidla
slozena z jednostupiiové osové turbiny a jednostupiiového odstiedivého dmychadla [4].
Obézna kola turbiny a dmychadla maji spolecny htidel ulozeny ve skiini soustroji
(viz Obr. 1.2). Ulozeni hiidele byva velmi kvalitni, protoze otac¢ky turbodmychadla jsou
vyznamné vysokeé, a proto je potieba zajistit co nejvyssi miru stability rotoru v pribchu
celého pracovniho cyklu a také co nejdel$i provozuschopnost turbodmychadla. Podle
druhu ptepliiovaného motoru a rezimu prace je celkovy rozsah otaek soucasnych
turbodmychadel v §irokém rozmezi 10 000 az 250 000 otaéek za minutu. Samotny
rozsah provoznich otacek turbodmychadel je tmérny jejich velikosti a tvaru. Obecné
vetsi turbodmychadla vykazuji podstatné vétsi setrvacné U€inky, a proto nedosahuji tak
vysokych maximalnich hodnot provoznich otacek. Jejich uplatnéni je v tepelnych
motorech vétSich rozmért, jakymi jsou motory stavebnich stroji nebo zaoceanskych
lodi. Opakem jsou turbodmychadla, jejichz rozsah otacek pracovniho cyklu dosahuje
hodnot az 250 000 ot/min. V tomto ptipadé se jedna o vcelku mala turbodmychadla,
ktera vykazuji mnohem lepsi dynamickou odezvu na zménu provozniho zatiZeni, avSak
nevynikaji vysokou uc¢innosti jako nizkootackova turbodmychadla, nebot’ kvili malym
rozmérim nezajisti dostatecny pritok vzduchu turbodmychadlem. Proto je miZeme
najit naptiklad v motorech s tzv. dvojitym prepliiovanim (obchodni oznaceni ,,biturbo*
nebo ,twin-turbo*), kdy se v motoru nachazi dvé rizné velkd sériové fazena
turbodmychadla, kde mensi zajiStuje vykon v nizSich otackach motoru a naopak vétsi

turbodmychadlo ve vyssich otackach motoru.

! Pojem downsizing znamena pouziti technologii jako napiiklad prepliiovani ¢i piimé vstiikovani paliva
k ziskani stejného vykonu z objemové mensich motori. To ma za nasledek zvy$eni u€innosti motoru a
sniZeni jeho emisi [13].

-6-



axialni loZiskova
lozisko :

dmychadlova '
skfin { radiaini
k i loziska

Obr. 1.2 Stavba turbodmychadla [8]

Zéakladnim a nejcastéji vyuzivanym druhem ulozeni htidele je tzv. plovouci uloZeni
pomoci olejovych kluznych lozisek s plovoucimi pouzdry. Jednim z jeho typu je plné
plovouci ulozeni, které je realizovano pomoci dvou radialnich kluznych lozisek a
jednoho axidlniho loziska, kdy se loziskova pouzdra kluznych lozisek otaceji zhruba
Sestinovou az tfetinovou rychlosti otaceni hiidele [14].

Déle je znam pfiipad tzv. ¢astecné plovouciho uloZeni, které se vyznacuje uloZenim
rotoru turbodmychadla ve spolecném plovoucim pouzdie, kdy loziskové téleso je
zajisténo proti pootoceni ¢epem a pozadovand poloha loziska je déna pojistnymi
Krouzky.

Jinym typem ulozeni je tzv. radidlné axidlni ulozeni, které je uskute¢néno jednim
radialn¢ axialnim sdruzenym pouzdrem, které je zastavené pomoci cepu, ktery je vlozen
do otvoru na stran¢€ pouzdra. Mluvime zde o tzv. Z-lozisku, které mé tvar duté¢ho valce
S vybranim ve vnitini valcové ploSe. Vyhodou tohoto uskupeni je vynechani axialniho
loziska.

Na rozdil od plovouciho ulozeni se v praxi mizeme setkat také s ulozenim htidele
pomoci kulickovych lozisek, kdy tato loziska mohou byt opét zastavéna oddélené,
pfipadné mohou byt sdruZzend do spole¢ného pouzdra. Kulickova loZiska obecné
vykazuji nizké ztraty a vySsi odolnost vici zatiZzeni ve srovnani s plovoucimi lozisky.
Pro uplnost jesté muzeme zminit také typ aerodynamickych lozisek, kterd se od

plovoucich lozisek 1isi tim, Ze procesnim médiem je zde namisto kapaliny plyn [I5].
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plynii. Na druhou stranu je potieba pocitat s vyrazn€¢ niz§i unosnosti a tuhosti
aerodynamickych lozisek.

Samotny princip turbodmychadla je vcelku jednoduchy. Vyfukové plyny jsou vedeny
z vyfukového systému motoru co nejkrat$im tepelné izolovanym potrubim k lopatkdm
turbiny a po expanzi odchazeji pies vyfukové potrubi do atmosféry. Vzduch nasavany
dmychadlem z atmosféry se pres Cisti¢ vzduchu a tlumi¢ hluku stla¢i a rovnéz je co

nejkratsi cestou veden do plniciho systému motoru [4].
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Obr. 1.3 Pracovni cyklus turbodmychadla [8]

Pocet otacek turbodmychadla, na nichz zévisi mnozstvi a tlak napln€, se reguluje
samoc¢inng¢ podle mnozstvi, tlaku a teploty spalin, tedy podle zatizeni motoru.
S rostoucim zatiZenim motoru rostou i otacky turbodmychadla a tim i mnoZzstvi a tlak
naplné. Schéma celého pracovniho cyklu turbodmychadla je patrné z Obr. 1.3.

Z ptedchozich odstavcii Ize obecné wusoudit, ze automobilova turbodmychadla
predstavuji relativné jednoduchd strojni zatizeni, ktera jsou vSak vystavena extrémnim
pracovnim podminkdm. Zaprvé lze jmenovat znacn€ Siroké spektrum provoznich
otaCek, kdy rychlost rotoru se muze dramaticky ménit v zavislosti na proménlivych
pozadavcich plnéni motoru. Dal$im vyznamnym negativnim faktorem pii provozu
turbodmychadla je jeho znacnd teplotni rozmanitost. Pracovni teploty dieselovych
motorti se pohybuji vrozmezi 650-800 °C (resp. 950-1030 °C pro benzinové
motory) [I6]. Jako ptiklad muze uvést nasledujici studii [I7] provedenou na

dvoulitrovém dieselovém motoru pfi zatizeni 250 Nm pii 2000 ot/min, pii kterém byla
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naméfena teplota vyfukovych plynt vstupujicich do turbodmychadla o hodnoté 685 °C,
teplota oleje 121 °C, teplota na turbinové skiini na piivracené strané k motoru 552 °C a
teplota na kompresorové skiini na odlehlé strané od motoru 94 °C.

Z pohledu samotné dynamiky rotoru turbodmychadla se jako zasadni jevi konstrukéni
navrh loziskového uzlu, nebot’ musi byt schopen pienaSet veskerd provozni zatizeni a
navic je zadouci, aby rotor v daném loziskovém uzlu vykazoval stabilni chovani
Vv celém provoznim spektru otdek rotoru. Z diivodu nepfesnosti pii vyrobé¢ a
sestavovani turbodmychadla je rotor disledné dovyvazovan. I relativné malé zbytkové
nevyvahy mohou zplsobit pfi maximalnich otaCkach stroje nezanedbatelné silové
ucinky, které maji dopad na intenzitu vyzatovaného hluku skiini turbodmychadla. Na
zakladé¢ provedenych experimentli se ukazuje, Ze pro stabilitu loziskového uzlu je urcita

mira zbytkové nevyvahy Zadouci [9].

1.2. Cile prace

Cile ptedkladané diplomové prace byly stanoveny v kontextu s vySetfovanim
dynamické odezvy turbodmychadel a s celkovym piehledem této problematiky
popsanym v piredchozi podkapitole. Zamérem je zpracovat uceleny pichled teoretického
zdkladu potifebného k sestaveni komplexniho vypoétového modelu rotoru
turbodmychadla uloZeného na kluznych loZiscich a popsat zakladni metody vySetfovani
dynamické odezvy takovéhoto mechanického systému. Verifikace odvozenych
teoretickych postupti bude provedena na konkrétnim turbodmychadle typu C12 ¢eského
vyrobce CZ, a. s.
Konkrétné byly stanoveny nasledujici cile:
e Shrnuti soucasného stavu feSené problematiky (vypoctové modelovani
turbodmychadel, konstruk¢ni aspekty turbodmychadel).
e Formulace matematickych modelti kmitani rotor uloZenych na loZiskach
S plovoucimi pouzdry.
e Metody pro vySetfovani kmitani studovanych soustav.
e Aplikace: vytvofeni vypoctového modelu rotoru turbodmychadla vyrobce
CZ, a.s.
e Provedeni vypoctové analyzy chovani rotoru turbodmychadla pro vybrané

provozni parametry (vliv nevyvahy rotoru)



1.3.  Clenéni prace

V duchu stanovenych cild je prace ¢lenéna (vyjma tvodni kapitoly) celkové na dvé
teoretické a dvé aplikacni kapitoly. V teoretickych kapitolach je detailné popsan
diskretiza¢ni piistup aplikovany na obecny model turbodmychadla, kdy hiidel rotorové
¢asti turbodmychadla je nahrazen hiidelovymi elementy, na nichz jsou v diskretiza¢nich
uzlech pfifazeny Cinky dokonale tuhych Kkotouc¢t aproximujicich turbinové
resp. kompresorové kolo a utahovaci matici. Dalsi teoretickou c¢asti této prace je
kapitola vénovana linearizaci loziskovych vazeb plovoucich kluznych lozisek. Zbylé
teoretické pasaze se zabyvaji sestavenim komplexniho vypoctového modelu a dale
popisem elementarnich dynamickych analyz pro vySetfovani odezvy rotorovych
soustav — jmenovité se jednd o modalni analyzu a dynamickou odezvu na nevyvahu
rotoru.

Z dliivodu vétsiho rozsahu prace a pro piehlednosti je prvni aplikacni kapitola zatazena
hned za prvni teoretickou. V aplikanich kapitolach jsou uplatnény diskutované
teoretické postupy, které¢ byly pouzity pro vySetfeni dynamickych vlastnosti
turbodmychadla typu C12 &eského vyrobce CZ, a.s. Veskeré vypoéty byly provadény a
odladény ve vypocetnim prostedi programu MATLAB (verze R2013a).
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2. Kapitola

Modelovani rotoru turbodmychadla

Modelovani? predstavuje stéZzejni proces pro sestaveni matematického modelu
zkoumaného objektu, soustavy nebo systému. V takovémto procesu jsou zohlednéna
predem urcend zjednoduSeni, ktera znamenaji piechod od redlného modelu k
fyzikalnimu modelu. Pfifazeni matematického popisu fyzikalnimu modelu ptredstavuje
ptechod od fyzikalniho modelu k obecnému matematickému modelu.

Cilem této kapitoly je odvozeni komplexniho matematického modelu rotoru
turbodmychadla, ktery se sklada z hiidele, olopatkovanych kol, ktera jsou pevné
prichycena na hiidel, a déle lozZisek, jenZ tvofi propojeni mezi rotorovou a statorovou
¢asti turbodmychadla (turbodmychadlova skfii).

Kapitola je rozdélena do nasledujicich celkli. Prvni cast je veénovand odvozeni
matematického modelu izolované rotorové casti turbodmychadla. Dalsi cast této
kapitoly se zabyva odvozenim matematického modelu lozisek. Je zde odvozen
matematicky model kluznych loZisek s plovoucimi krouzky, které jsou neseny dvéma
olejovymi filmy s uvazovanim nelinearnich loziskovych vazebnych ucinkt. Z toho
divodu je zde nastinéno feSeni modelu proudiciho oleje popsaného Reynoldsovou
rovnici a dale model uloZeni ¢epu loziska a panve loziska za ptredpokladu linearizace

loziskovych sil v okoli staticky rovnovazné polohy loziska.

2 Pro jednoznagnost bude pojmem realny model oznatovan vybrany model strojni soucastky se viemi
jeho nalezitostmi (geometrické, materidloveé, dynamické atd.), pojmem fyzikalni model bude oznacovan
zjednoduSeny realny model (zanedbané rozméry, piedpoklad izotropniho materidlu apod.), pojmem
matematicky model bude oznaCovadn obecny matematicky popis fyzikdlniho modelu a pojmem
vypoctovy model bude ozna¢ovana konkrétni realizace matematického modelu
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

Separatné je v této kapitole feSena otazka tlumicich ucinki fyzikalniho modelu
turbodmychadla a zavér kapitoly je pak vénovan sestaveni komplexniho matematického

modelu rotoru v maticovém tvaru.

2.1. Matematicky model diskrétni mechanické soustavy

Pro sestaveni vypoc¢tového modelu diskrétni mechanické rotujici soustavy lze vyuzit
Lagrangeovy rovnice druhého druhu v maticovém tvaru [2]

d (0E,\ O0E, O0E, OR
7(5a) " Fa t Fe 5z = F@an, @)

kde Ex znac¢i kinetickou energii soustavy, E, je potencidlni (deformacni) energie

pfifazena linearnim konzervativnim (elastickym) silam a R je disipa¢ni (Rayleighova)

funkce piifazena linearnim (viskdznim) tlumicim silam definovana vztahem

1
R@ =34"Bid, 22)

kde B; € R™" je matice vnitiniho viskdzniho tlumeni, ktera je symetricka a pozitivné
definitni nebo semidefinitni (u izolovaného télesa). V rovnici (2.1) oznacuje
q = [q;(t)] € R™ vektor zobecnénych soufadnic, které vyjadifuji nezavislé malé
vychylky uzli kolem dané rovnovazné polohy. Pravou stranu rovnice (2.1) obecné tvoii
sily jako napfiklad nelinearni elastické sily, tlumici sily, pfipadné nekonzervativni
vazebni sily v€etné sil budicich a jejich vyslednice, které jsou zahrnuty do vektoru
zobecnénych sil f = [f;(t)] € R™. Kinetickou energii diskrétni mechanické soustavy
rotujici thlovou rychlosti @ lze obecné vyjadiit ve tvaru [2]
Ex(q,q) = %qTMq + 0§ Cq+wqie + %wququ +
(2.3)
+w?q’c, + %wzl.

V této rovnici M € R™" oznacuje matici hmotnosti diskrétni mechanické soustavy a
K, € R*" je symetrickA matice vyjadfujici ,,zmékceni“ za rotace. Dale C je
antisymetricka Coriolisova matice [10], c;znaci globalni vektor gyroskopickych sil, ¢,
je globalni vektor odstfedivych sil a posledni ¢len rovnice (2.3) vyjadiuje kinetickou
energii nedeformovaného télesa o momentu setrvacnosti | k 0se rotace, které rotuje

uhlovou rychlosti w.
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

Stejné tak potencialni energii soustavy je mozné vyjadfit vztahem

1
E,(q) = > 9" Kq, (2.4)

kde K € R™"™ je matice tuhosti soustavy. Tato matice je pozitivn¢ definitni, respektive
pozitivné semidefinitni pro pfipad izolované soustavy. Dosazenim vztahd (2.2), (2.3) a
(2.4) a do rovnice (2.1) a po provedeni naznaCenych derivaci dostaneme pohybové
rovnice pro nami zkoumanou rotujici diskrétni mechanickou soustavu v maticovém
tvaru [2]

Mg+ (B, + wG)q + (K — w?’K,)q = w?c, + f(q,q,1), (2.5)
ve kterém G oznacujeme antisymetrickou matici popisujici gyroskopické ucinky, pro

kterou plati G = C — CT, a &len w?c, charakterizuje odstiedivé sily.

2.2. Matematicky model hiidele a tuhého kotouce

Nasledujici podkapitola se nejprve zabyva matematickym modelem hiidele, ktery je
odvozen pomoci metody koneénych prvki, kdy je diskretizovan realny model hiidele na
jednotlivé hiidelové elementy.

Uvazujme hiidelovy konecny prvek e, u kterého je obecné piedpokladan nekruhovy
prifez. Koncové uzly elementu jsou oznaceny jako i a i + 1, jejichz vzdalenost udava
délku | elementu (viz Obr. 2.1). Za vztazny soufadny systém je zvolen systém
kartézskych soufadnic Xyz s pocatkem v uzlu i rotujici thlovou rychlosti wq. Deformace
fezu hiidelového prvku, ktery byl pted deformaci kolmy k ose tohoto prvku v misté
daném soufadnici X, je definovana pomoci podélné vychylky u(x.t) tézisté fezu Sa
pomoci piiénych vychylek v(x,t) ve sméru osy y a w(x,t) ve sméru osy z. K popisu jsou
dale pouzity Eulerovy uhly natoCeni roviny fezu ¥(x,t),9(x,t) a thel torzniho

natoceni @ (x, t).

ol _y
Y A

Obr. 2.1 Deformovany hiidelovy element

-13-



2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

Uvazujeme-li v nasich ptredpokladech platnost Mindlinovy hypotézy [11], podle které
zustavaji fezy hiidelového prvku po jeho deformaci rovinnymi, pak mizeme vyjadfit
jednotlivé uhly natoceni s ohledem na Timosenkovovu teorii [11] ve tvaru

v ow
= v = — V 2.6
Y o Ve Y 7 T Ve (2.6)

V téchto rovnicich oznacuji symboly y¢, a yz; primérné zkosy vyvolané posouvajicimi
silami. Takto definované prumérné zkosy lze dale dosadit do vztaht

. 9%y _ 9%9
keGYenA =EJe o7, kyGYVecA = —E]y 53, 2.7)

kde E a G jsou moduly pruznosti v tahu a smyku, A oznacuje plochu priifezu, J; a J,

znaci kvadratické momenty prafezu k piisluSnym osam.

Vv

aproximovana polynomy tietiho fadu nasledovné

v(x,t) = ®(x)c (), w(x,t) = P(x)c,(t),

(2.8)
kde ®(x) = [1 x x? x3].
Uhly nato&eni fezii jsou aproximovany polynomy druhého #adu jako
Y(x, t) = 0(x)by(t), I(x,t) = O(x)by (D), 2.9)
kde ®(x) = [1 x x?].
PodéIné a torzni deformace jsou aproximovany polynomy prvniho fadu
ulx, t) =P)es(t), @x,t) =Px)ey(t), (2.10)

kde ¥(x) = [1 x].
Vytknutim pramérnych zkost zrovnic (2.6) a jejich dosazenim do rovnic (2.7)

dostaneme vztahy

[ E]( " I _ /
O(x) +7—=0"(x)[b1(t) = @' (x)cy(0),

k¢ AG
£ (2.12)
l@(X) + kn—AnG@”(x)l b,(t) = —®@'(x)c,(0),
ve kterych Ize zavést takzvané smykové parametry jako
_ 6E]; . 919

Nyni je mozné porovnat koeficienty u stejnych mocnin X na levé a pravé strané rovnic
(2.11) a tim dostaneme vztahy mezi vektory koeficienti aproximac¢nich polynomi

b, (t) = Hyci(t), by(t) = —H,c,(0), (2.13)

-14 -



2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

ve kterych jsou zavedeny matice H; nasledovné

0 1 0 —xl?
H;=10 0 2 0o |, i=4¢n. (2.14)
0 0 0 3
Diky vztahtim (2.13) je mozné rovnice (2.9) piepsat do tvaru
Y(x,t) = 0(x)Hyc (1), 9(x,t) = —0(x)H,c,(t). (2.15)

Pro popis deformacniho stavu hiidelového prvku v zavedeném soufadnicovém

systému Xyz lze vyuzit vektorii zobecnénych posuvi uzltu i (prox =0)ai+ 1 (prox =1)

ve tvaru
T T T T T
qO® =g ® 0 © ¢ ©® ¢ ©], (2.16)
ve kterém jsou definovany nasledujici vektory
[v(o, ) w (0, t)]

(e) _ |1,l1(0, t) (e) _ 19(0, t)
=gl 2 T |wanl
Y1) L9, P) (2.17)

(e) _ [u(O, t)] e _ [9(0,8)]
3 T lun)] 1 Tleq ol

Dale pouzitim aproximacénich vztaht (2.8), (2.10) a (2.15) diky ¢emu dostaneme

rovnice
qg.e)(t) =Sici(t), kdej=1,.. 4 (2.18)
Matice Sj maji tvar
Lo o 0 [t o 0 0
01 0 —kgl? 0 -1 O Ky I?
51=[1 Lo "Szzll Lo . 2.19
0 1 20 (3—1)2 0 -1 =21 —(3—1,)l? (219)

1
53 = 54 = [1 (l):l'
Nyni jiz je mozné vyjadiit aproximacéni vztahy mezi deformacemi a zobecnénymi
posuvy uzli vyloucenim vektorti koeficient cj(t) ze vztahti (2.8), (2.10) a (2.15) a

pouzitim inverznich tvari matic (2.19) [2]
u(x,t) = ¥()851¢ (1), v(x,t) = ®(x)S71¢9 (),
w(x, t) = ®(x)S;149 (1), o(xt) = ¥(x)S3¢9 (), (2.20)

9(x,t) = —@(X)H,S31q2 (), Ww(x,t) = O()H ST ¢ (®).
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

2.2.1. Kineticka a potencialni energie hifidelového elementu
Pro stanoveni kinetické energie hiidelového elementu se vyjde ze zakladniho rozkladu
posuvného pohybu v rotujicim souradnicovém systému Xxyz jako

u(x,t)
v.(x,t) = [v(x, t) — wew(x,t)|. (2.21)
w(x, t) + wov(x,t)

Stejné tak mize byt vyjadiena okamzita thlova rychlost relativniho sférického pohybu
htidelového prvku v soutadnicovém systému énd ve tvaru

wo cos(9) cos(y) + I sin(y) + ¢
w(x,t) =] 9cos(}) — wycos(®)sin(y) |, (2.22)
Y + wesin(Y)
coz lze zjednodusit pti uvazovani malych thli deformace 1, 9 na tvar
wo + @(x, 1) + 9(x, )P (x, t)
w(x,t) = I(x,t) — woP(x,t) : (2.23)
Y(x, t) + wed(x,t)

Celkova kineticka energie hiidelového elementu e je definovana jako soucet energie od
unasivého posuvného pohybu a energie od relativniho sférického pohybu, kdy je

nasledné tento soucet integrovan po celé délce elementu
1 l
B =5 [ WG 0w, (0,0 + 07 G OJ @ Olpds,  (224)
0

kde symbolem p je ozna¢ena hustota materialu. J(X) zna¢i matici setrvacnosti, ktera je
definovana pomoci kvadratickych momentt J, (x),/;(x) K pfisluSnym osdm a pomoci

devia¢niho momentu D, (x) prifezu hiidelového elementu jako

]n(x)'-l_]((x) 0 O
J(x) = 0 Ja(x)  —Dp (). (2.25)
0 —Dype(x)  Jo(x)

Struktura matice J(x) odrazi fakt, Ze devia¢ni momenty ke dvojicim os &, a &,{ jsou
nulové, nebot’ € je hlavni centralni osou setrvacnosti hidelového elementu. Nyni je jiz
mozné dosadit vztahy (2.21) a (2.23) do rovnice (2.24), ¢imz dostaneme vzorec pro

kinetickou energii hiidelového elementu ve tvaru
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

1 l
E® = Ef A[U? + 02 + W2 + 20, (0w — wv) + w2(v? + w?)]pdx +
0

+5f (o0 + 90+ 18 4 S — 2D, + (2.26)
+2wo[J,¢ + J: (W9 + 9%) — Dy (99 — Yip)] +
+03(J, + Jg¥? + J;0% + 2Dy 9) } pdx.
Ve vztahu (2.26) je Jp polarni moment prufezu hiidelového elementu. Na zavér jsou do
rovnice (2.26) dosazeny aproximacni vztahy pro deformace (pfipadné jejich derivace)

(2.20), ¢imz dostaneme

2
+2w,(q]S;" T DS q, — 458" PT DS q,) +
+wi(q1S;TPT®ST g, + q5 ST PT DS q,)]pdx +

O
EQ =2 f ALGLS5TYTYS5 4y + qLSTTRT DS, + GLS;T®T ST g, +
0

+% fo l{lpqlngtthpS;lm + /54282 Hy 07 OH,, ;g +
(2.27)
+]5qIS;TH§@T0H55;1q1 + ZD,,{(]?SZ'TH,T)@T@H{Sflql +
+2wo [, S5 4y — J;(q1ST"H]O"OH, S3 q, + q5S;"H,0"OH 5714, ) —
~D,¢(q3S;"H O OH, 54, — q7S;THI®TOH 571 q,)] +
+wi(J, + /1,41 STTH;0"OH ST q, + J;q5S;"H,0"OH, S;'q, —
—2DyJ;q%S;TH)®TOH ST q, ) }pdx.
Pro stanoveni potencialni energie hiidelového elementu nejprve vyjadieme posuvy
libovolného bodu Lo 0 soufadnicich X, y a z vyjadienych ve sméru rotujicich
soufadnicovych os X, y a z pied jeho deformaci (pfi uvazovani malych thla ¥, 9) jako
u, = ulx,t) —yp(x,t) + z9(x,t),
u, = v(x, t) —zp(x,t), (2.28)
u, = w(x,t) + yp(x,t).
Poté pro pomérna prodlouzeni a zkosy v bodé L ( po deformaci) plati
du, OJdu oY a9
T %x “ox Yox ox
ou, OJu, . 0v do
T =G Ty Tox Cox v
du, OJu, . 0w dp

€y = 0,e, =0,

(2.29)

Pr = Yoz Tax Yox
ou, OJu,
yyz_ay E_q)_(p_o'
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

Vztahy (2.29) Ize upravit pomoci aproximacnich vztahu (2.20) nasledovné
ex =W'S3'q3 —1O'H ST q, — (O'H, 83" q,,
Yay = ®'S7'q — (W'S3'q, — OH(SI%IL (2.30)
Vxz = ‘D'551¢Iz + 77‘1"551114 - OHnsgqu-
Potencialni energie hiidelového elementu e je definovéana jako
@ _1 1o
E, == AdV, kde A =—¢"De. (2.31)
p 2 2
Q)
V rovnici (2.31) symbol 4 oznacuje hustotu deformacni energie, ktera je pii uvazovani

malych deformaci v oblasti platnosti Hookeova zakona definovana vektorem deformace

€= [ex Yy yxz] a redukovanou matici tuhosti pro homogenni izotropni material[2]

1-v 0 0
__E 0 =(1-2v) 0
(1+v)(1—2v) 2 )
0 2 (1 - ZU)

kde E zna¢i Youngiv modul pruznosti vtahu a » Poissonovu konstantu. Dosazenim

vySe zminénych vztahti do rovnice (2.31) dostaneme

1 l
O =2 f j [E°€2 + G(y,? + 72,2)]dAdx, (232)
0 J(4)

kde bylo definovano
—E 1-v = E
“fa+rva-20 *"T200+v

oznacuje modul pruznosti ve smyku. Nyni mizeme dosadit aproximaéni vztahy (2.30)

E*

do rovnice pro potencialni energii (2.32) a po Upravach mizeme vyjadfit potencialni
energii hiidelového elementu pomoci zobecnénych posuvi i-tého a i+1-iho uzlu ve

tvaru

1 l
B =5 f [E*Aq5S5™ 9" ¥'S5 a5 + E'Jcqi ST"H{®T®'H, S1qy +
0
+E*],q5S;"H;®'"®'H,S;"q, + 2ED,;q] S;"H;®'"®'H, S;"q, + (2.33)
— ! Ic— - ! T ! —
+GJ,q5 83" "Y' S5 q, + GAqTSTT (@' — OH;) (@' — OH,)ST'q, +

+GAqLS;" (@' — OH,)" (' — OH,)S;'q,]dx.
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

2.2.2. Matice hiidelového elementu

Pfi vytvareni matic hiidelového elementu vychazime z podminky ekvivalence
Lagrangeovych rovnic druhého druhu s obvyklym maticovym tvarem obecné rotujici
struktury [2]

d (0EP\ 9E® 0EY
I G CRETC

= M@4 + 064 + (K — 2K ) q@.  (2.34)

V této rovnici jsou na pravé strané oznaceny M) matice hmotnosti elementu,

matice gyroskopickych G&inkd elementu, K matice statické tuhosti elementu a K¢
matice zmé&kcéeni za rotace elementu. Dosazenim vztahu (2.27) a (2.33) do rovnice

(2.34) dostaneme konkrétni tvar jednotlivych matic

rag(e) (e)
M1,1 M 0

1,2 0 _
(e) (e) 0 0
M M
Me =1 21 22 ' (2.35)

(e)
0 0 M 3,3 0
(e)
0 0 0 M:4_

kde
M) = 577 (Aple + JopH IoH)STY | M) = MY) = §77D,.pHYIoH, 57",

MS) = 577 (Aply + JypHIH,)S7 , M) = S5 ApL, S5, M) = S57],p1,S3".

a dale
0 —S7T24p1pS3t 0 0
GO = SETZA(;))IcpSIl 8 8 8 (2.36)
0 0 0 0
SiT(Aply + JypH7IgH)ST! —S:"DpepH7IgH, S5 0 0
Kﬁf)ﬂ _SETDnngglestfl SET(AP1¢+1<OPH5’®H77)52_1 0 8‘, (2.37)
0 0 0 0
K§e1)1 Kg.e1),2 0 0 ]
K = Kl Kis (S) " (2.38)
0 0 K3 0
000 K,
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

kde
K, = s (B HII H, + GALy) ST,
K9 —K© —sTgp H'I,H S;
51,2 — Mg21 =921 n¢ttgtetind2
K, = S;7(E*J,H g Hy + GAl,,)S7 Y,

Q)
Kss

= §3TE* AL, S5Y,  KS), =S37G),1y,S5%
Ve vySe zminénych vtazich byl navic zaveden moment odporu v krutu Ji, ktery lze pro
A

4
téméf kruhovy profil vyjadfit jako[12] J, = 207 kde Jp znaci polarni moment prifezu.
D

Dale byly zavedeny nasledujici matice

L Lo
2 3 4
R ERNT
l LEe e
2 3
I, = f HOTIGEEE] l‘ﬁ 155, (2.39)
0 — — — —
3 4 5
B s
4 5 6 7
l
l 1 E
= [ wrewear =1, Z| (240
0 — —
2 3
_1 l l2_
2 3
- N CIE 5
Io=1] 0"(x)Ox)dx=1]—- — ]| A1
o j weedx=1|1 L L (2.41)
CENERT
3 4 5
o 0 0 0
l 0 1 l [?
I¢,=J¢’T(x)d>’(x)dx=l 4 3 | (2.42)
0 o 1 2 S
3" 2
3.9
2 —_ 13 714
0 2 P ol
l
_ IT ! _ O O
Iy, = fo WY dx =1 ] (2.43)
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

00 0
: 01 I
I, = f 0T ()0’ (x)dx = | L (2.44)
0 0 [ =I?
3
! T
Iy = f ('™ —0()H;) (@™ — O(x)H;)dx =
0
00 00 (2.45)
_q00 0o f . _
000 o[ t=nS
0 0 0 k’*

2.2.3. Matice tuhého kotouce

Model tuhého kotouce lze vyuzit jako zjednoduSeny model ozubenych kol, spojek,
ventilatort, diski olopatkovanych kol, kol kolejovych vozidel a podobné. Poddajné
kotouce lze pomoci tuhého télesa (kotouce) modelovat Vv piipadé, kdy modelovany
kotou¢ je vyrazné tuzsi nez hiidel, na kterém je nasazen, a dale v pfipadé, kdy
pfedpokladané buzeni zkoumaného mechanického systému je frekvencné niz$i nez
tuhého kotouce v rotujicim souradnicovém systému.

w,t _ Y
Y A

1'(0)‘\:

2 ¥

Obr. 2.2 Tuhy kotouc

Uvazujme kotou¢ o hmotnosti m, ktery je rotaéné symetricky a ktery ma stfed
hmotnosti S. Dale piredpokladejme kartézsky soufadnicovy systém &ny s pocatkem ve
sttedu hmotnosti kotouce S, kdy tento soufadnicovy systém je pevné spojen s kotoucem.
Pak rozlozeni hmotnosti kotouce 1ze popsat matici setrvacnosti Is = diag(lp,l,1), ve které

byly definovany tyto momenty setrva¢nosti kolem jednotlivych os lp = I, 1=1, =l
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

Dale uvazujeme druhy kartézsky soufadnicovy systém Xyz, ktery rotuje kolem osy X
konstantni tthlovou rychlosti wo, ktera odpovida jmenovité tthlové rychlosti télesa w.
Kmitavy pohyb kotouce je popsan posuvy u, va w ve smérech os X, y a z a Eulerovymi
uhly ¢, 3 a w. Obecny prostorovy pohyb télesa je rozlozen na unéasivy posuvny pohyb,
Ktery je popsan vektorem rychlosti se slozkami v rotujicim soufadnicovém systému Xyz
jako
u(t)
vs(6) = |9(6) — wew(®)|, (2.46)
w(t) + wov(t)

a na relativni sféricky pohyb kolem stfedu hmotnosti kotouce S, ktery je definovan
Vv soufadnicovém systému &n¢ pomoci vektoru thlové rychlosti
wo cos(9(8)) cos(P()) + I (&) sin( (1)) + @ (t)
w(@®)=| 9 cos(p(t)) — wy cos(I(®)) sin(W(®)) | (2.47)
P(8) + wosin(I(t))

Vztah (2.47) 1ze zjednodusit pti uvazovani malych thli natoceni na tvar

wo +IOYP(E) + ¢(t)

w(t) = I() —wep(t) | (2.48)
P(0) + wod(t)
Pro vySe zminény rozklad pohybu je stanovena kinetické energie kotouce nédsledovné
E, = %mvgvs + %wTISw. (2.49)
Dosazenim vztahii (2.46) a (2.48) do ptedchozi rovnice a po Gipravach dostaneme
E, = %muz + Em(l'? —wew)? + %m(v’v + wov)? +
(2.50)

1 . 1 . 1 .
+5 [lo(wo + 9)? + 2008y] +51(8 - wop)” + S+ wo9)".
Vysledné matice tuhého kotouce obdrzime dosazenim vztahu (2.50) do Lagrangeovych
rovnic tentokrat ve tvaru
d (aEk> J0E;

dt\oq,) dqp = Mydp + 0oGpdp — W5KpwAp, (2.51)

kde jsme zavedli vektor zobecnénych soufadnic tuhého kotouce jako
ao(t) = [u, v, w, ¢, 3, w]". Ve vztahu (2.51) byly odvozeny nasledujici matice tuhého
kotouce

My = diag(m,m,m, 1, 1,1), (2.52)
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

kterd ma vyznam matice hmotnosti tuhého kotouce. Dale byla odvozena matice

0 O 0 0 0 0

0 0 -Z2m O 0 0

0 2Zm 0 0 0 0
o0 o 0 0 I,—2I
lo o0 o 0 2-I O

kterd oznacCuje matici gyroskopickych uc¢inkti tuhého kotouce. Posledni matice, ktera
byla odvozena, je matice zmékceni za rotace Kp,, tuhého kotouce, ktera je diagonalni a
ma tvar

Kp, = diag(0,m,m,0,1,1). (2.54)

2.2.4. Globalni matice izolovaného rotoru

Izolovanou rotorovou soustavu turbodmychadla si mizeme piedstavit jako hiidel, ktery
je diskretizovan pomoci pfedem zvoleného poctu hiidelovych elementi, na némz je
nasazen dany pocet dokonale tuhych kotoucd. Jak pro hiidelové prvky, tak pro tuhé
kotouce byly v ptedchozich podkapitolach odvozeny jejich matice. Piedpokladejme
nejprve n-1 hiidelovych kone¢nych prvka, kde n je pocet uzla diskretizace hiidele. Pro
tyto elementy byl zaveden rovnici (2.16) vektor zobecnénych soufadnic q(©(t). Je
vyhodné pieskupit elementy tohoto vektoru ve smyslu

q.(t) = [u(0,t),v(0,t),w(0, 1), 9(0,1),9(0,¢),¥(0, ),
u(,t), v, t),w(l,t), o), 9 ), v ).

Pro pteskupeni jednotlivych matic elementi dle pfedchoziho 1ze pouzit transformacni

(2.55)

vztah

q@ () = Pq. (1), (2.56)
kde symbolem P byla ozna¢ena permuta¢ni matice ve tvaru

0100 0 0 0O O O O O
0 00001 0O0OO0OO0OO0OTPO
0 0000 0 0O 1T O0O0O0O0
0 0 00O O O0OOOTO0OTUO0OT1
0 0100 0 O0O0OOUOO0OTPO
0 0001 0 O0O0OO0OO0OO0OTO 0
P = 0 0000 O0OO0OOT1TO0 0 OF (2.57)
0 0000 O O O0OOOTI1TO0
10 0 00 0 0 OO O0OO0OTPO
0 0000 O0O1TO0O0UO0O0O0
0 001 00 0 O0OOOO0OTPO
‘0 0 0 0 0OOO O O 1 0 O



2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

Transformacni vztah pro matice hiidelovych prvka z prostoru definovaného vektorem
q®(t) (viz rovnice (2.16)) do prostoru definovaného vektorem q,(t) (podle vztahu
(2.55)) je dan jako

X, = PTX@p, (2.58)
X zde znaci libovolnou matici hiidelového elementu — tedy matici hmotnosti elementu

M@ definovanou vztahem (2.35), matici gyroskopickych G¢inkd G danou rovnici
(2.36), matici zm¢kceni za rotace Kff), kterou uréuje rovnice (2.37) a nebo matici

statické tuhosti ng), kterou popisuje vztah (2.38).
Nyni jiz muzeme zavést globalni vektor vychylek uzld rotoru turbodmychadla.
Ozna¢me tyto uzly vzestupné indexem i = 1, 2, ..., n. Pak globalni vektor vychylek uzli
rotoru bude mit tvar

Qrot(t) = [, ui (8), v (), wi (1), @i (6), 9; (1), P (2), ... 1" (2.59)
V souladu s pohybovou rovnici htidelového elementu odvozenou rovnici (2.34)
muzeme napsat matematicky model netlumeného htidele v rotujicim prostoru jako

M@t (t) + 0Groe () + (Ks + 0°K () qroe () = 0. (2.60)

Globalni matice ve vztahu (2.60), které jsou sefazeny podle globalniho vektoru
vychylek (2.59), maji tu vyhodu, Ze jsou blokové diagonalni. Kazdy blok je tvofen
submatici fadu 12 a sam o sob& je pfifazen zobecnénym vychylkdm jednoho
hiidelového elementu. Pro celkové sestaveni téchto globalnich matic tedy staci pficist
jiz diive odvozené matice htidelového prvku, napiiklad matici hmotnosti elementu M(®)
definovanou rovnici (2.35), ke globalni matici hmotnosti M na mista piisluSejici
zobecnénym soufadnicim uzll, které definuji dany hiidelovy prvek. Timto zplGsobem
postupujeme 1 u sestaveni ostatnich globdlnich matic izolované rotorové soustavy
turbodmychadla, jmenovité matice gyroskopickych ucinkit G, matice statické tuhosti K
a matice zmekceni za rotace K .
Model tuhého kotouce lze do globalniho modelu zaélenit tak, ze na pfisluSna mista
globalnich matic pfi¢teme matice daného tuhého kotouce. Konkrétné matici hmotnosti
tuhého kotouce Mp (2.52), matici gyroskopickych téinku tuhého kotouce Gp (2.53) a
matici zmekceni za rotace tuhého kotouce Kp,, (2.54). Na rozdil od matic htidelového
prvku jsou matice tuhého kotouce fadu 6. Jejich fazeni odpovida fazeni vektoru
zobecnénych soutradnic tuhého kotouce qp, a proto je jiz nemusime nijak transformovat

a muzeme jejich prvky rovnou pii¢ist K odpovidajicim prvkim globalnich matic
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

izolované rotorové ¢asti turbodmychadla. Vysledna struktura takovéto globalni matice

je pak vidét na Obr. 2.3.

.................. . o koeficientova matice

I:I hiidelového elementu

q. @ piekryti koeficientovych

matic sousednich elementi

q[ O koeficientova matice
- tuhého kotouce

Obr. 2.3 Diagondlni struktura globalnich matic izolovaného hridele s nasazenymi

kotouci

2.3. Matematicky model kluznych lozisek

Hlavnim tkolem lozisek je zajistit stabilitu rotoru za jakychkoliv provoznich podminek
turbodmychadla, cemuz dopomaha i ur¢itd mira zbytkové nevyvahy rotoru, jak jiz bylo
zminéno v ivodu. V opacném piipad¢ by mohlo dochazet k nezadoucim vibracim nebo
nadmérnému hluku pii provozu. Tyto nezddouci efekty mohou byt eliminovany diky
vhodné geometrii loZiska, pfipadné pomoci dobie navrzenych viili v ulozeni samotného
loziska na rotoru turbodmychadla. Druhym dilezitym aspektem lozisek je snaha o co
nejvetsi snizeni treni v loZiscich a tim zvySeni G€innosti turbodmychadla, ¢imz dojde 1
ke snizeni emisi CO, a NOy motoru. Za tieti je nutné zohlednit pozadavky na Zivotnost
stroje. Navic je v dnesni dob¢ bran ohled také na ekonomické hledisko, aby adekvatné
navrzené lozisko spliujici veSkeré pozadavky bylo vyrobitelné s pfijatelnymi naklady
na vyrobu. Vysledny design lozZisek tak byva casto kompromisem pii splnéni vysSe
zminénych pozadavku.

K vyjadieni pracovniho cyklu radidlniho kluzného lozZiska uvazujme hiidel, jehoz
okamzita rychlost stiedu je Vj, a dale kluzné lozisko s plovoucim pouzdrem, kde
pouzdro rotuje kolem ¢epu hiidele okamzitou rychlosti v;. Pak hydrodynamické efekty
od proudiciho oleje Vv lozisku probihajici mezi rotujicim cepem hiidele a rotujicim
pouzdrem loziska mizeme popsat pomoci Reynoldsovi rovnice za piedpokladu

nestlacitelného a nekavitujiciho olejového filmu jako [5]
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

9/ .op\ 8/ .0p oh _oh
(2P 4 Z(p32P) = v )%t 261
ax(h aX)Jrax(h ax) o1 [(”1 to) gt 2a) (261)

kde h znaci tloustku olejového filmu, p je tlak olejového média,  oznacuje dynamickou
viskozitu oleje, y znaci soufadnici v obvodovém sméru definovanou jako y = RO
(viz Obr. 2.5) a x je soufadnice v axidlnim sméru loziska. V piipadé kdy hiidel nerotuje
je rozlozeni tlaku v olejovém filmu tmérné tloust’ce olejové vrstvy mezi ¢epem hiidele
a pouzdrem loziska, které ma klinovity pribéh pti vykresleni tloustky olejové vrstvy
Vv zavislosti na polohovém thlu 6 (viz Obr. 2.4).

h(0)

h(0,t) = ¢ + e(0)cos(0)

h,,=c+e

&ep hiidele

xxxxxx

MV

¢asti turbodmychadla. V ptipadé, kdy je rotor v pohybu, maji na tloustku olejového
filmu vliv také hydrodynamické efekty vznikajici v dtsledku rotace htidele a pouzdra
loziska. Diky témto efektim je rozloZeni tlaku v olejové vrstvé vychyleno vzhledem
k aktualni poloze loziska ve smyslu, kdy maximalni hodnota tlaku v olejovém filmu

neni v misté, kde je olejova vrstva nejtenci (viz Obr. 2.5).

Obr. 2.5 Rozlozeni tlaku v olejové vrstve mezi hiideli a loZiskem
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

Tento tlak néasledné generuje loziskové sily, které ptisobi proti hiideli a tim tak udrzuji
rotor ve stabilni poloze. Ozna¢me vyslednou loziskovou silu jako Fg, kterou je mozné
spocitat jako integral rozlozeni tlaku ptes ¢ast plochy ¢epu hiidele.
Samotnou tloustku olejové vrstvy v lozisku Ize spocitat na zakladé polohového uhlu 6,
excentricity hiidele vici lozisku e a vile v uloZeni loziska ¢ ze vztahu [5]

h(0,t) = c —e(t) cos(p) = ¢ + e(t) cos(6), (2.62)
ve kterém je navic zaveden thel ¢ jako doplitkovy thel k rovinnému uhlu 6. Z rovnice

(2.62) na prvni pohled vyplyvaji extrémni hodnoty pro tloustku olejové vrstvy

&’Zﬁ = (C: i i Ziﬁ 3 - 2_“ o (2.63)
Dosazenim geometrickych zavislosti
X = R0,
{h(t) =c +e(t)cos(f) — % = é cos(0) = cécos(0), (2.64)

kde R znaci polomér ¢epu hiidele, do rovnice (2.61) dostaneme po upravach jeji tvar pro

cylindrické soutadnice, tedy

66_9 ((1 + e cos(0))3 Z—Z) + R? aa_x((l + £ cos(0))3 Z—Z) =

2

= —67 (g) [(wyer — 28)e sin(0) — 2¢ cos(8))],

(2.65)

kde byla oznacena symbolem e relativni uhlova rychlost, definovana v tomto pfipadé
jako rozdil rychlosti rotace hiidele w a rychlosti rotace pouzdra loZiska wg, Symbolem
8 rychlost excentrického krouzeni hiidele kolem geometrického stiedu loziska, kde
definici thlu ¢ lze vycist z Obr. 2.5, a symbolem ¢ ¢asova zména pomérné excentricity
htidele vzhledem ke sttedu loziska. K Uplné definici vySe nastinéného matematického
problému je nutné dodefinovat okrajové podminky ve tvaru

vstup: p(60 = 0,x) = p(0 = 2m,x) = p;,

vystup: p(6,x =L/2) =p(0,x =—L/2 =p,).

Reseni takto zadané ulohy lze odvodit za pomoci zjednoduseni, kde rozdélujeme dva

(2.66)

ptipady [5] a to, kdy pomér Sitky loziska L k priméru loziska D (viz Obr. 2.8) je
podstatné vétsi nez 1 (tzv. dlouha loZiska) a za druhé, kdyz je tento pomér mensi nez 1.
Uvazujme druhy piipad, ktery byva oznaCovan jako krdtké loZisko. V takovémto
ptipad¢ je tlakovy gradient v obvodovém sméru € vyznamné mensi nez v axidlnim

sméru X, proto je mozné prvni ¢len rovnice (2.65) zanedbat ¢imz dostaneme
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

(;ix ((1 + £ cos(0))3 Z—Z) = _6—?7 [(‘Drez - 28)8 sin(9) — 2¢ cos(@)]. (2.67)

Resenim této rovnice s pfedem danymi okrajovymi podminkami (2.66) je rozlozeni
tlaku na povrchu htidele ve tvaru [5]
LZ

(wrer — 28)e sin(0) — 2£ cos(8) <Z — zz>. (2.68)

+ >
c?(1+ ecos(0))3

p(6,x) = py

Loziskové sily nekavitujiciho olejového filmu kratkého loziska ziskame integraci
rozlozeni tlaku pies povrch ¢ep htidele, kde po rozepsani do radidlniho a tecného sméru

dostaneme

R

o (R)Z L3 [232(%1 —26) N mé(1 + 2¢€?)
C

¢ =€’ Ja-eyl 269)
P R\* L3 [me(wye; — 28) 4eé @
Lt‘i(_) R J2(0—e?) +<1—82>Zl'

c
Ptipadné je miizeme zapsat ve tvaru

F = Frorfi(6,6,6) , Fy = Frosfi(€6,6), (2.70)
kde
NWye (R 218
R =5 (2) % &

je tzv. referencni sila. Pak bezrozmérné funkce pro radialni f; a tenou f; slozku sily maji

tvar [6]

26 262 & 14 2¢e?
fr=|1- +r

Wyel (1 - 52)2 Wyl \/ (1 — 82)5’
) (2.72)
T 28 £ é

ft N _E<1 - wrel) \/2(1 - 82)3 - wrel.

Nyni zkoumejme stav staticky rovnovazné polohy, ve kterém plati, Ze ¢asové derivace

ve vztahu (2.72) jsou rovny nule a celkova sila Fg pfenasena olejovym filmem se musi
rovnat z principu akce a reakce statickému zatizeni izolovaného rotoru Fsr. Celkovou

silu pfenasenou olejovou vrstvou lze vyjadfit ve tvaru

Fp = ,E‘Z'l'FtZ:Fref,’ﬁ'z-l'ﬁZ:FST’ (2.73)

coz miiZeme upravit do rovnice

me j l—e24 (E) _ Fsr (2.74)

-28-



2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

kde po dosazeni vztahu (2.71) dostaneme

me 1—s24 (E)Z L (2.75)
2(1 — £2)2 T Ol (3)2 E .
2 \c/ R

Tim byla odvozena obecna nelinearni rovnice pro vypocet pomérné excentricity ¢ ve
staticky rovnovazné poloze loziska.
Nyni je potieba si uvédomit, ze olejovy film se nenachdzi pouze mezi Cepem hiidele a

pouzdrem loziska, ale také mezi pouzdrem loziska a nehybnou panvi loziska.

Cep hiidele

vnitini olejovy film

plovouci pouzdro loziska (krouzek)

vnéjsi olejovy film

 panev loziska (soucast statoru turbodmychadla)

OomE0Om

Q, ... stied turbodmychadlové skiiné
O, ... stied loziska
O, ... stied hidele

e, = 0,0,
cll = OBOR

Obr. 2.7 Schéma systému hridel-loZisko-turbodmychadlova skrin

Pro nésledné rozliSeni budeme znacit prvni zminénou olejovou vrstvu indexem | a
vrstvu mezi pouzdrem loziska a turbodmychadlovou skiini indexem O. Obecné vztahy
jako takové plati pro oba olejové filmy. Pro vnitini olejovy film uvazujeme ve vztahu
(2.75) nasledujici substituce:

o Fsr = F; (statické zatizeni izolované rotorové Casti turbodmychadla)

®  wre = @ — wg (rozdil Ghlové rychlosti hiidele a thlové rychlosti pouzdra)

e R =R (polomér ¢epu htidele)

e C=¢ (vlle mezi ¢epem htidele a vnitini stranou pouzdra loziska)

e L =L, (délka vnitini strany pouzdra loziska v axialnim sméru)

o 7 =1(T)) kde T, je teplota vnitiniho olejového filmu,
¢imz dostaneme rovnici pro vypofet pomérné excentricity & mezi stfedem pouzdra
loziska a stfedem excentricky vychyleného ¢epu hiidele. Obdobné pro vnéjsi olejovy
film dosazujeme do vztahu (2.75) hodnoty:

e gt = Fg (statické zatizeni izolovaného rotoru v¢etné tihy loziska)

® e = wg (hlova rychlost rotace pouzdra loziska)

e R =D (vngjsi polomér pouzdra loziska)
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

® C=Co (vile mezi krouzkem a vnitini stranou panve loziska)
o L = Lo (délka vnéjsi strany pouzdra loziska v axiadlnim sméru)
e 7 =7n(To) kde To je teplota vnéjsiho olejového filmu,
¢imz dostaneme rovnici pro vypocet pomérné excentricity & mezi stiedem panve

loziska a sttedem excentricky vychylené¢ho pouzdra loziska.

L

i L, ... axialni délka vné&j$i strany krouzku
L, ... axialni délka vnitini strany krouzku
... polomér ¢epu hiidele

, o Ty,
| E N
D ... vngj3i polomér pouzdra loZiska
H ¢, ... vnitini ville mezi ¢epem loZiska a krouzkem
! a ¢y ... vnéjsi vile mezi krouzkem a panvi loziska

‘ Ll ’i

/77

Obr. 2.8 Charakteristické rozmeéry loZiska a jeho ulozeni

Tyto dvé konkrétni nelinedrni algebraické rovnice tvofi provazanou soustavu rovnic

e 4e\? F
—122 1_€fz+(?]) - , RN\ 13
21 -4) () #

SO (2.76)
2

TER 4en Fr
— 5= 1_€2+( > = )
20-ep?y  F ()4 (Re) Lo

Mo 2°\¢,) Ry

kde vzajemné provazani rovnic je zapti¢inéno ¢lenem wg. Tomu odpovida i fyzikalni
vyznam ulozeni loziska, kdy hydrodynamické sily generované pohybem ¢epu htidele a
vnitinim olejovym filmem maji vliv na pohyb krouzku loZiska, které svym pohybem
nasledné ovliviiuje chovani vngj$i olejové vrstvy. Rychlosti ¢epu hiidele a krouzku
loZiska jsou spolu vazany nasledujici vazbou

wg = RSRw;, (2.77)
kde RSR oznaduje tzv. Ring-Speed-Ratio®, pro ktery plati vztah [6]

% neboli rychlostni pomér krouzku a ¢epu hiidele
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1

C ’1 —&? 2.78
n(T;) Ly COJ1_g§ R,

Pokud tento vztah dosadime do rovnice (2.77), dojde k vySe zminénému provazani

RSR =

jednotlivych rovnic soustavy. Symbol # vyskytujici se ve vztahu (2.78) a v rovnicich
(2.76) definuje dynamickou viskozitu daného olejového filmu v zavislosti na jeho
teploté T. Pro zpiesnéni vypoctu Ize hodnotu dynamické viskozity vypocitat pomoci

Cameronova-Vogelova vztahu [5]

b
n(T) =a-exp (m), (2.79)

ve kterém a, b a ¢ znadi charakteristické parametry jednotlivych typd oleju a lze je
nalézt v tabulce 9.2 v [5]. Piipadné zname-li hodnoty dynamické viskozity pro tii rizné
hodnoty teploty (71, T1), (72, T2), (73, T3), je mozné koeficienty a, b a ¢ vypocitat

nasledovné [5]

RN (s Sl )
" n(E)
b= (T~ e)T; — in (Z_i) R S
e o (5

Konstanta a pfedchoziho vztahu méa rozmér Nsm™ a konstanty b a ¢ maji rozmér teploty
v Kelvinovych stupnich. Zname-li pomé€mé excentricity & a & mizeme snadno
dopocitat samotné excentricity €; a er (viz Obr. 2.7) podle vztahd

e; = gy, er = EgCo, (2.80)
potazmo muzeme vyjadfit soufadnice statické rovnovazné polohy stfedu hiidele O; a
soufadnice statické rovnovazné polohy stiedu loziska Og

0, = [—ercos(ag) — e]cos(a]), egsin(ag) + e]sin(a])], 281)
Or = [—ercos(ag), ersin(az)] |
Ve vztazich (2.81) jsme navic zavedli thel a, pro ktery obecné plati s pfihlédnutim ke

vztahtim (2.69), resp. (2.72)
F; E

t‘g(a)z_sz'
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Po dosazeni a pti uvazovani staticky rovnovazného stavu dostaneme konkrétné
s s
a; = arctg <4—£]\/T£]> , Qg = arctg (EM) (2.82)
Znéme-li staticky rovnovazné polohy cepu hiidele a krouzku loziska, je mozné
Vv blizkém okoli téchto poloh linearizovat loziskové sily od ptislusnych olejovych filmua
pomoci uvazovani linearnich ¢lent Taylorova rozvoje a tim je nasledné vyjadtit pomoci

koeficientd tuhosti.

W cep hridel
B pouzdro lozisko
B panev loziska

Obr. 2.9 Linearizovany model loZiskovych vazeb

Je vhodné mit tento model vyjadieny v pevném nerotujicim soufadnicovém systému.
Vyjaditeme proto nejprve slozky loziskovych sil transformované z rotujiciho
soutfadnicového systému do pevného jako
Fy = E.sin(8) + F; cos(8) , F; = E.cos(6) — Fsin(6). (2.83)
Pak zavedeme-li oznaceni sil Fy, Fz s indexem i =1, 2, a radialnich vychylek v, w jako
Aring = [v,W]". (2.84)
obecné sindexem j = 1, 2 muzeme lozZiskové sily linearizovat pomoci Taylorova
rozvoje (pro jednoduchost vynechame indexy | a O)
OF; J0F; O¢ JdF; 06
aqring,j B Ea%’ing,j * %a(hing,j'

(2.85)

dF;

¢imZ jsme dostali linearizované tuhostni koeficienty k;; = 30
j

olejové vrstvy. Po

dosazeni, provedeni parcidlnich derivaci a po upravé obdrzime vztahy pro tuhostni
koeficienty linearizované soustavy v pevném soufadnicovém systému YZ (viz Obr. 2.9)

F
kijz’cij%t ,i=Y,Z ,j=Y,Z (2.86)
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Tuhostni konstanty k;; maji tvar [6]

w4+ (32 +m?)e? +2(16 — m?)e*

A
KYY 1 _ 82 (8)'
nr?+ (32 +m?)e? +2(16 —m?)e*
KYZ = — = A(&'),
4 eVl — g2
nm?(l—2e%) — (16 — n?)e* 2.87
Kzy =— A(e), ( )
4 eVl — g2
Kyzz; = [2m? + (16 — m?)e?]A(e),
4
A(e) =

V2 + (16 — w2)e?]3
Vztahy (2.87) jsou obecnymi vztahy, kde konkrétné pro vnitini olejovy film dosazujeme
Fst=F,, ¢ =¢j, € = & apro vngjsi olejovy film Fst = Fg, C = Co, € = &.
Na zavér zavedme matici tuhosti Kg linearizovanych loZiskovych vazeb lozisek ve

tvaru

Ky = [l k”], (2.88)

kZY kZZ
které obecné obsahuji vypocitané tuhostni koeficienty linearizovanych loziskovych
vazeb podle vztahi (2.86). Tyto matice nasledné vyuZzijeme pro implementaci

loziskovych vazeb do celkového vypoctového modelu turbodmychadla v kapitole 2.5.

2.4. Vliv tlumeni

Pti uvazovani diskrétnich mechanickych soustav nelze opomijet tlumici ¢leny, abychom
dostate¢né interpretovali redlné chovani modelovanych soustav. U htidelii rotorovych
soustav jsou tlumici ucinky zptsobeny odporem prostiedi, ve kterém hiidel rotuje
(tzv. vngjsi tlumeni), a dale samotnym materialovym tlumenim (tzv. vnitini tltumenti) pti
kmitavém pohybu takovychto soustav. U obou piipadl tlumeni Ize pfiblizné
predpokladat viskozni charakter, tedy kdy tlumeni je imérné rychlosti deformace.

V dalsim ptedpokladame, ze vliv vngjSiho tlumeni (zejména aerodynamické sily
vyvolané proudénim vzduchu/spalin v kompresoru/turbin€) nemé dominantni vliv na
dynamické chovani rotoru turbodmychadla a lze jej zanedbat.

Vnitini materialové tlumeni jako takové ovsem zanedbat nelze. Tento typ tlumeni lze
modelovat pomoci Kelvin-Voightova materialového modelu. V takovémto modelu je

mozné normalové napéti od normalovych tlumicich sil ve sméru osy rotace vyjadfit
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proporcidlné k tahovému (piip. tlakovému) deformacnimu napéti o; = b,E¢€, a stejné
tak smykova napéti od tlumicich sil pfi krutu proporciondlné ke smykovym
deformacnim nap&tim Ty, = b;GVyy & Tixz = b GYy,. V téchto vztazich byly symboly
b, a b; [S] oznaceny koeficienty proporcionalniho materidlového tlumeni. Rayleighova
disipa¢ni funkce, ktera byla prvné pouzita ve vztahu (2.1), popisuje vykon disipa¢nich
sil, konkrétné jejich zaporné vzatou polovinu. Celkovou Rayleighovu disipacni funkci

pro materidlové tlumeni hiidelového elementu pak mizeme zapsat ve tvaru

1 l
R = 5 f f [boE€2 + b G(V2, +7%)]dAdx. (2.89)
0 /)

Jiz diive v této praci byla vztahem (2.2) definovana Rayleghova disipa¢ni funkce

pomoci kvadratické formy. Z toho diivodu musi také platit nasledujici identita

©
R, @) .(e)
aq@ ~ °1 oz

(2.90)
ve které jsme oznacili symbolem Bge) matici vnitiniho tlumeni hiidelového prvku. Dale
je uvazovano vyjadieni této matice v rotujicim soufadnicovém systému, kdy je tato
matice konstantni v ¢ase. Zanedbanim vlivu zkost dojde ke znaénému zjednoduseni

této matice. Pii uvazovani vztaht (2.19) a matice (2.43) bude mit matice Bge)

nasledujici tvar

[ bo-Sl_TE]{I(ﬁ,,Sl—l bO-S]__TEDn{I(ﬁ,,SZ_l 0 0 ]
B ibUSZTED,,{I(/,,,Sll baSTEDpST 0 0 |' (2.91)
0 0 byS3TEAL,S3 0
0 0 0 bsS3TGJily S5t
kde je zavedena matice s pfihlédnutim ke (2.8)
l 0 0 O 0
— nT " _ 0 0 0 0
Ly = jo " ()P (x)dx =1 00 4 6l (2.92)
0 0 6l 1217

2.4.1.  Vliv tlumeni kluzného loZiska
V kapitole 2.3. byl odvozen linearizovany model loziskovych vazeb modelu plovouciho
kluzného loziska definovany pomoci tuhostnich koeficientli. Analogickym zpiisobem

Ize odvodit tlumici koeficienty linearizovaného modelu loziskovych vazeb.
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2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

B gep loziska
B pouzdro loziska
/// panev loziska

Obr. 2.10 Linearizovany model loZiskovych vazeb s uvazZovanim tlumicich ucinki

V analogii s (2.85) lze pro koeficienty tlumeni psat
OF,  0F; 0¢ F, 96

u= 0qring; EGQTing,j ﬁaqwng,j g (2.93)

respektive ve srovnani s (2.86)
bi;‘%‘i ,L=Y,Z, j=Y,Z (2.94)
CWrel
Pro koeficienty B;; plati nasledujici vztahy [6]
nn? + 224 — n?)e? + n?et

Byy = P N — &2 A(e),

Byz = Bzy = —2[n? + 2(n? — 8)e?]A(e), (2.95)

Bzz = L—gz [m2 + 2(m? — 8)£2]A(e).

2¢e
Rovnice (2.95) jsou obecnymi vztahy a pro jejich konkretizaci se definuji obdobné

substituce jako u vztaht (2.87), tedy pro vnitini olejovy film dosazujeme Fst=F;,
C=C, £€=¢), Wreg =w— wg a pro vngjsi olejovy film Fst=Fg, C=Co, € =€ a
Wrel = WR-

Nakonec i1 zde jako u matice tuhostnich koeficienti linearizovaného modelu
loziskovych vazeb loziska (2.88) lze linearizované tlumici sily v jedné vrstvé olejového
filmu vyjadfit pomoci matice tlumicich koeficientii linearizovanych loziskovych vazeb
loziska Bg ve tvaru

_ bYY bYZ
Bs=1p,, by

]_ (2.96)

-35-



2. KAPITOLA — Modelovani rotoru turbodmychadla

2.5. Komplexni matematicky model rotoru turbodmychadla

Dosavadni vypoc¢tovy model dany rovnici (2.60) popisujici netlumenou izolovanou
rotorovou ¢ast turbodmychadla ve tvaru

M@t (t) + 0Gqroe () + (Ks + 0’ K ) qroe(t) = 0
rozsifime o vliv tlumeni a zahrneme linearizovany model loziskovych vazeb
uvazovanych lozisek. Komplexni matematicky model rotoru turbodmychadla budeme

formulovat v prostoru zobecnénych soufadnic ve tvaru

4= [@rot: Gring] (2.97)
kde q,,; predstavuje vektor zobecnénych soufadnic hiidele (2.59) a q,i,g Vektor
piiénych vychylek va w stiedu krouzku loziska. Jelikoz plati g,y € R**?, tak pfi
uvazovani dalSiho loziska by doSlo k nardstu poctu stupiit volnosti celkového
vypoc¢tového modelu turbodmychadla o 2, coz odpovidéa radialnim vychylkam loziska
va w (pii uvazovani radidlniho typu loziska). Komplexni matematicky model rotoru
turbodmychadla pti uvazovani vnitiniho tlumeni hfidelovych elementd a
linearizovanych loziskovych vazeb bude mit tvar

Mqg(t) + (B + wG)q(t) + (K + w’K,)q(t) = 0. (2.98)
Pro sestaveni globdlnich matic hmotnosti, tlumeni, gyroskopickych ucinki, tuhosti a
tuhosti za rotace postupujeme obdobné jako v kapitole 2.2.4. Piiklad struktury vysledné
globalni matice tuhosti K je patrny z Obr. 2.11.

O matice tuhosti hii-

. delového elementu

O ] @ ptekryti matic tuhosti
sousednich elementi

O matice tuhosti
tuhého kotouce

B kladna matice tuhosti loziska
(vnitini olejovy film)

O zaporna matice tuhosti loZiska
(vnitini olejovy film)

A matice tuhosti loziska
(vné&jdi olejovy film)

L O A

Obr. 2.11 Schéma globalni matice tuhosti matematického modelu rotoru

turbodmychadla
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3. Kapitola

Turbodmychadlo C12

V piredchozi kapitole byla popsana metodika matematického modelovani rotorové ¢asti
turbodmychadla véetné kluznych lozisek. Ve tieti kapitole je aplikovana odvozena
metodika K vytvofeni matematického a vypoctového modelu turbodmychadla,
konkrétnd modelu C12 vyrobce CZ, a.s. Uvodni &ast kapitoly je vénovéana popisu
zkoumaného turbodmychadla a samotné diskretizaci redlného modelu. Druha polovina
této kapitoly se pak zabyva popisem ziskaného konkrétniho vypoctového modelu
turbodmychadla C12, ktery byl za timto ucelem vytvofen a implementovan ve
vypoctovém prostiedi MATLAB. Zavér kapitoly je soustfedén na stanoveni statického
zatizeni rotoru, které je nezbytné pro stanoveni parametrti linearizovan¢ho modelu

kluznych loZisek s plovoucimi pouzdry.

3.1. Zakladni parametry turbodmychadla C12

Pfedmétem praktické aplikace spojené s touto praci je turbodmychadlo ¢eského vyrobee
CZ, a. s. divize Turbo, ktery majiz vice jak tficetiletou zkuSenost s vyrobou
turbodmychadel pro spalovaci motory. Konkrétnim zkoumanym modelem bylo
turbodmychadlo typu C12 [I8]. Tento typ spada do modelové fady C1 a je urcen do
nizko-vykonovych spalovacich motora (20 — 80 kW) pohanénych dieselovou smési,
nebo LPG o objemu valct 2 — 4 litry. Toto turbodmychadlo ma primér turbinového
kola 50 mm a dokaze tak zajistit prutok vzduchu o hodnotach 0,02 — 0,13 kg/s. Rozsah

provoznich otacek tohoto modelu je 0 — 170000 ot/min.
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3. KAPITOLA - Turbodmychadlo C12

Obr. 3.1 Kompletni zdstavba turbodmychadla modelu C12

Zpohledu zkoumani dynamické odezvy nas zajima predevSim rotorova Cast
turbodmychadla a jeji ulozeni vzhledem ke statorové ¢asti turbodmychadla, kterd je
tvofena turbodmychadlovou skiini. Rotor zkoumaného turbodmychadla jako takovy
sestava z hiidele, na kterém je napevno pfivarené turbinové kolo. Na druhé strané
htidele je umisténo kompresorové kolo (viz Obr. 3.2), které je nasazeno na hiidel a

zajisténo pomoci utahovaci matice.

m

TURBINOVE KOMPRESOROV
KOLO S HRIDELI KOLO ™\

UTAHOVACI
MATICE

POUZDRA  DISTANCNI
LOZISEK_  KROUZKY,

Obr. 3.2 Rotor turbodmychadla C12 s lozZisky

Nalevo od kompresorového kola jsou umistény distan¢ni krouzky, které slouzi
k uchyceni axialniho loziska. Cely rotor turbodmychadla je uloZzen na dvou kluznych

loziscich s plovoucimi pouzdry. Olejovy film se nachazi jak uvniti (mezi ¢epy hiidele a

- 38 -



3. KAPITOLA - Turbodmychadlo C12

vnitifkem pouzder lozisek), tak vné loZisek (mezi vnéj§i stranou pouzder lozisek a panvi
lozisek) a béhem provozu turbodmychadla protékd radidlnimi otvory v plovoucich
pouzdrech smérem k hiideli a pak je sbérnym kandlem odvadén zpét do olejového

okruhu motoru.

3.2.  Vypoctovy model turbodmychadla

Jak jiz zaznélo vavodu druhé kapitoly, je potieba nejprve pirevést redlny model
zkoumaného turbodmychadla na fyzikalni, ktery nasledné popiSeme matematickymi
rovnicemi a obdrzime tak matematicky model. Piechod z fyzikalniho na matematicky
model byl podrobné popsan ve 2. kapitole. Piechod z realného modelu, kdy je tato
realnd soustava tvofena nekonecné mnoha hmotnymi body (kontinuum), na fyzikalni
(diskrétni) model, ktery je tvofen kone¢nym poctem hmotnych bodi (diskretizacnich
uzli), je proveden pro hiidel rotoru pomoci metody diskretizace a pouzitim diive
odvozenych hiidelovych elementl. Na takto ziskany fyzikalni model hiidele jsou dale
pfitazeny ucinky dal§ich ¢asti turbodmychadla, konkrétné turbinového a
kompresorového kola a utahovaci matice, které vztdhneme vzdy ke konkrétnimu
diskretizaénimu uzlu pfedem vytvofeného fyzikalniho modelu hiidele, a to ve smyslu

modelu dokonale tuhych kotouct.

3.2.1. Diskretizace rotoru turbodmychadla

Pro sestaveni odpovidajicitho vypoctového modelu vysetfovaného turbodmychadla
nejprve diskretizujeme htidel rotoru turbodmychadla na zakladni hiidelové elementy,
které byly odvozeny ve 2. kapitole. To provedeme rozdélenim hiidele na tiinact (dale
jen NEL = 13) homogennich sériové fazenych izotropnich htidelovych elementl
neménného kruhového prifezu s danymi parametry (viz Tab. 3.1), které kopiruji realné

geometrické rozméry hiidele zkoumaného turbodmychadla.

¢islo prvku 1 2 3 4 5 6 7
oD [mm] [12,701| 8,723 | 8,723 | 8,723 | 8,160 | 8,160 | 5,700
| [mm] 10,365 | 8,305 | 9,950 | 11,000| 9,950 | 6,773 | 5,000

¢islo prvku 8 9 10 11 12 13
O D [mm] 5,700 | 5,700 | 5,700 | 5,700 | 4,398 | 4,398
| [mm] 6,155 | 8,000 |10,000| 5,173 | 6,134 | 6,134

Tab. 3.1 Stanovené charakteristické rozméry hridelovych elementii
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3. KAPITOLA - Turbodmychadlo C12

Kazdy i-ty hiidelovy element je spojen se sousednim hiidelovym elementem spoleénym
diskretiza¢nim uzlem (viz Obr. 3.3). Takovyto diskretizacni uzel mé 6 stupna volnosti,
tudiz dohromady ma celd soustava 84 stupiii volnosti. Z tabulky 3.1. jsou patrné
charakteristické rozméry kazdého htidelového prvku a to jeho primér kruhového
prufezu D a jeho délka I. Jako referen¢ni material pro hiidelové elementy byla zvolena
konstrukéni ocel o hustotd p = 7860 kg/m*, s modulem pruznosti v tahu E = 2,1-10" a
Poissonove ¢isle v = 0,3.

Turbodmychadlové kolo, kompresorové kolo a utahovaci matici lze modelovat jako
dokonale tuhé kotouce obecného nekruhového priifezu, jejichz parametry jsou patrné

z Tab. 3.2.

m [g] lo = Ix [10° kgm?] | Iy [10° kgm?] | 12 [10° kgm’]
turbinové kolo 144,290 23,554 20,134 20,293
kompresorové kolo 36,760 7,341 5,169 5,149
utahovaci matice 5,601 0,151 0,181 0,177
Dxy [10°kgm?] | Dyz[10° kgm?] | Dxz [10° kgm?]
turbinové kolo 8,140 122,220 4,170
kompresorové kolo -4,360 0,405 0,023
utahovaci matice 0 0 0

Tab. 3.2 Hmotnostni parametry tuhych kotouci
Hodnoty pro dokonale tuhé kotouce v Tab. 3.2 definuji hmotnost daného kotouce m,
kvadratické momenty | prifezu k patficné ose j a deviacni momenty Dj; pfislusejici

osami aj.

® DISKRETIZACNI BOD
[~ — HRIDELOVY ELEMENT
0 TUHY KOTOUC

L

. OOWETY %
%% e w@“‘m§@ o

Obr. 3.3 Schéma vysledné diskretizace rotoru turbodmychadla
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3. KAPITOLA - Turbodmychadlo C12

3.2.2. Parametry kluznych lozZisek

Rotorovou ¢ast turbodmychadla uvazujeme uloZenou ve statorové Casti pomoci dvou
(dale jen NR = 2) radialnich kluznych olejovych lozisek. Charakteristické rozméry obou
lozisek jsou v analogii s Obr. 2.8 dany v Tab. 3.3.

m.[g] | ¢[mm] | co[mm] | D[mm] | L [mm] | Lo [mm]
1. loZisko 580 |1,3010°(4,0510%|4,3610%| 7,60 8,60
2. lozisko 580 |1,7510%|5,2010°|4,3610%| 7,60 8,60

Tab. 3.3 Parametry zkoumanych loZisek

Olejové filmy v loziscich definujeme pomoci fyzikalnich veli¢in[9] v Tab. 3.4.

ni [Nsm-2] | no [Nsm-2] T, [°C] To [°C]
1. lozisko | 2,5510° | 4,6010° 120 80
2. logisko | 5,5010° | 6,7010° 120 80

Tab 3.4 Parametry predpokladanych olejovych filmu

kde symbol 7 zna¢i dynamickou viskozitu vnitiniho ,,I nebo vnéjsiho ,,0“ olejového

filmu a T oznacuje teplotu vnitini piipadné vnéjsi olejové vrstvy.

3.3. Vypoctovy model

Na zakladé¢ metodiky matematického modelovéani rotoru turbodmychadla odvozené
v 2. kapitole byl vytvofen plné parametricky vypoctovy model v prostiedi MATLAB
verze R2013a. Vstupni data htidelovych elementt (viz. Tab. 3.1), dokonale tuhych
kotouct (Tab. 3.2) a lozisek (Tab. 3.3 a 3.4) jsou pouzita K sestaveni vyslednych
globalnich matic vypoctového modelu v souladu s rovnici (2.98).

Vyhodou zvoleného predpokladu pravidelného kruhového prifezu hiidelovych
elementll je fakt, ze matice hfidelovych prvkd (2.35), (2.37) a (2.38) budou mit
nenulové vSechny Cleny, které obsahuji deviaéni momenty Djj, nebot’ v tomto piipadé€ se
stanou osy # a ¢ (viz Obr. 2.1) hlavnimi osami prafezu, a tyto matice se tak stanou
blokoveé diagonalnimi. Tim se znacné zjednodusi tvar vyslednych globalnich matic.
Struktura takovychto matic je patrna z Obr. 3.4, kdy napiiklad ptedpokladanou

strukturu globalni matice tuhosti 1ze srovnat s Obr. 2.11.
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Struktura globalni matice hmotnosti Struktura globalni matice tuhosti

30+ 30F

40+ 40+
50r 501
60 so}
0+ 70k

a0+ a0k

" .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Obr. 3.4 Struktura globadlni matice hmotnosti rotoru turbodmychadla (vlevo) a matice

tuhosti (vpravo)

3.3.1. Stanoveni statického zatiZeni rotoru

Pii sestavovani komplexniho vypoctového modelu rotoru turbodmychadla za
pfedpokladu linearizovaného modelu kluznych loZisek s plovoucimi pouzdry je nutné
definovat statickou rovnovaznou polohu rotoru, nebot’ matematicky model lozisek je
vzhledem Kk této poloze linearizovan. Statické rovnovazné poloze odpovida statické
zatizeni Fsr (2.75) potiebné pro vypocet pomérnych excentricit vnitiniho a vnéjsiho
olejového filmu. Statické zatizeni Fst ur¢ime nasledovné: predstavme si pomyslné
schéma uloZeni rotoru turbodmychadla na dvou radialnich loziscich (viz Obr. 3.5), kde
tuhosti vazeb mezi statorem turbodmychadla a krouzky a mezi krouzky a ¢epem htidele
jsou dany znamymi hodnotami krer. Dale ptedpokladejme pouze vertikalni vychylky
soustavy vyvolané vlastni tihou rotoru turbodmychadla a plovoucich pouzder.

Necht’ je dana globalni matice hmotnosti M izolované rotorové ¢asti turbodmychadla
definovana v souladu s rovnici (2.60), kdy tato matice je fazena v analogii s globalnim
vektorem vychylek uzl rotoru (2.59), a tim padem je i stejného fadu. RozSifme tuto

matici o matici hmotnosti lozisek Mn-ng nasledovné

Mg, = ] € R(B+2NRIX(84+2:NR) (3.1)

[0 Mrmg
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T
A
|/

. _J—/ y Qrer2 A

O
) |

Qrets  Yreta

kr\‘f T T km

Obr. 3.5 Schéma pro vypocet tihové sily rotoru ve staticky rovnovazné poloze

kde matice hmotnosti lozisek pro konkrétni pfipad izolovaného rotoru turbodmychadla
ulozeného na dvou loziscich ma tvar

m, O 0 o0
0 m. 0 0
0 0o m- O
0 o0 0 m,

ve kterém m, oznaCuje hmotnost loziska, a tato matice je fazena podle vektoru

Mring — € R(Z-NR)x(Z-NR), (32)

zobecnénych vychylek loziska Qring (2.84) pro zachovani struktury v souladu
s vyslednym globalnim vektorem zobecnénych vychylek q (2.97). Pak lze definovat

vektor statickych sil vztahem

f =M € RG4H2ZNR) 21 (3.3)
ve kterém je oznaCen symbolem g specificky vektor gravita¢nich zrychleni pro ktery
plati

—gproV gjkdej=(m—1)NEL+2; m=1,..,NEL,

g e RE#*2NRXT G =23 _gproV Gy kdek =84+ (n—1)NR +2;n =1,..,NR,

0 jinak.
Dale zaved'me matici tuhosti Kst jako rozsifeni globalni matice statické tuhosti Kg

izolovaného rotoru a to nasledovné
_[Ks O (2:NR)x(2-NR)
K¢ = [0 O] eER ) (3.4)

Dale jsou k prvkim matice Kst pfi¢teny prvky matice referencnich tuhosti Kpes
predpokladaného modelu, kterd vyjadiuje piispévky od referencnich pruzin
uvazovanych dle Obr. 3.5. Aby nedoslo k omylu, je potfeba zdlraznit, Ze tyto
referencni tuhosti nemaji nic spolecného s tuhostmi linearizovanych loziskovych vazeb

olejovych filml v kluznych loZiscich. Jejich vyznam vyplyne z nasledujicich avah.
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Zaved'me vektor zobecnénych referencnich vychylek q,.f (viz Obr. 3.5), ktery bude mit
tvar
r 3

Qrer = [QTef,l» Qref,2) Qref,3s qref,4] ) (3.5)
ve kterém jsou postupné oznaCeny symbolem g, vertikalni vychylka diskretiza¢niho
uzlu cepu hiidele prvniho loziska, dile symbolem gq.f, vertikdlni vychylka
diskretiza¢niho uzlu ¢epu htidele druhého loziska, symbolem g, 3 vertikalni vychylku
pouzdra prvniho loZiska a na zavér symbolem g,.r4 vertikdlni vychylku pouzdra
druhého loziska. Potencialni energii takovéto soustavy lze vyjadiit jako

1 2 1
Ep = Ekref(CIref,l - Qref,3) + Ekrefqzefs +
(3.6)
1 2 1 5
+ E kref (CIref,Z - CIrefA) + E krefCIrefA'

Vime-li, ze plati obecné vztah (2.4), pak matici referen¢ni tuhosti Kyf mizeme urcit

pomoci nésledujici ekvivalence

I[ kref 0 _kref 0 —i ref1

0E, 0 Kref 0 —Kref || Gref.2

aqref B Krefqref N Il_kref 0 Zkref 0 JI Qref3| (3'7)
0 —keep 0 2kpep |L9rers

Ziskané prvky matice K. pficteme k piisluSnym prvkiim rozsitené matice tuhosti Ksr.
Pro stav statické rovnovahy platit nasledujici rovnice

(KST + Kref)q =
ze které je mozné vypocitat vychylky zobecnénych soufadnic ve staticky rovnovazné

poloze jako

qsr = (KST + Kref)_li- (3.8)
Vyhodou celého tohoto postupu je fakt, ze pfi dodrzeni tvaru vektoru statickych sil (3.3)
a pfi dosazeni jednotkovych referen¢nich tuhosti ( Kt = 1) jsou vychylky zobecnénych
soufadnic qsr ve staticky rovnovazné poloze velikostné rovny reakénim statickym
silovym uc¢inkiim v jednotlivych diskretiza¢nich uzlech. Konkrétn€ v zobecnénych
soutadnicich, které¢ odpovidaji vychylkdm ¢rer 1 @ Gref 2, € jednd o reakeni sily, ktere
odpovidaji statickym tithovym sildm F; a které plisobi na Cepy htidele v mistech, kde se
nachazeji kluzna loziska. Tyto sily nasledné dosazujeme do vztahu (2.76) pro vypocet

pomérnych excentricit &; mezi hfideli a kluznym loZiskem.
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Pro nas ptipad maji tyto reakéni sily po dosazeni vstupnich hodnot z Tab. 3.1, Tab. 3.2 a
hmotnosti lozisek z Tab. 3.3 velikosti F;; =-1,314 N a F;, = 3,649 N, coz odpovida
hmotnosti izolovaného rotoru turbodmychadla o velikosti my,; = 238 g.
Navic je patrny znany nepomér v rozlozeni hmotnosti v axidlnim smeéru rotoru
turbodmychadla, ktery plyne z nékolikanidsobné vy$§i hmotnosti turbinové kola ve
srovnani s hmotnosti kompresorového kola (viz Tab. 3.2). Pro uréeni pomérnych
excentricit ez mezi pouzdrem a panvi loziska (turbodmychadlovou skfini) plati pro
tihové sily Fr; vztah

Fri=F;+m.g , i=12, (3.9)

kde i oznacuje index loZiska.
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4. Kapitola

Dynamické projevy rotorovych
soustav

Pod pojmem analyza soustav se skryva soubor postupli a metod, na zaklad¢ kterych
vySetiujeme odezvu daného systému. Odezvu jako takovou miZeme mit zaprvé
statickou, kdy se mechanickd soustava nepohybuje a je ve stavu statické rovnovahy.
V takovém ptipadé zjisStujeme naptiklad reakéni sily v ulozeni, nebo silové ucinky pro
udrzeni rovnovazného stavu. Druhym piipadem odezvy je odezva dynamicka, kdy je
soustava vV pohybu. Nej€astejSim vystupem jsou ¢asové prub&hy zobecnénych soutadnic
(vychylky a natoceni), pfipadné jejich derivace (rychlosti a zrychleni).

Specialnim typem analyzy v oblasti mechaniky je modalni analyza, ktera nam poskytuje
dilezité informace charakterizujici danou mechanickou soustavu. Konkrétné se jedna
hodnoty vlastnich frekvenci a jim pfidruzené vlastni tvary, ze kterych miiZeme nasledné
vyvodit zavéry ohledné stability soustavy. Proto je prvni polovina této kapitoly
zam¢fena na modalni analyzu a to zpohledu obecného diskrétniho mechanického
systému véetné diskuse stability takovéto mechanické soustavy. Zbyla cast kapitoly je
vénovana jednomu konkrétnimu typu dynamické odezvy a to odezvé na nevyvahu

rotoru, jejiz vystupy maji Siroké uplatnéni pravé u rotorovych soustav.

4.1. Modalni analyza silné nekonzervativni diskrétni mechanické

soustavy

Jednou ze stézejnich metod pro zkoumani dynamického chovani mechanickych soustav

je modalni analyza. Jedna se o analyzu, jejimZ vystupem jsou vlastni frekvence a jim
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pridruzené vlastni tvary, coz byva obecné oznacovano jako modalni parametry. Obecné
je modalni analyza rozdélovana na dva zakladni ptipady a to pro vySetfovani modalnich
parametri slabé nekonzervativnich soustav, kam spadaji i konzervativni soustavy
(netlumené soustavy), a pro vysetfovani modalnich parametra silné¢ nekonzervativnich
soustav. Druhému ptipadu se bude vénovat nasledujici podkapitola. V literatuie je dale
mozné setkat se se specialnimi piipady modalnich analyz jako naptiklad pfi vySetfovani
konzervativnich soustav s gyroskopickymi G¢inky [2].

Zaméfme se na modalni parametry diskrétni mechanické soustavy se soustfedénymi

parametry, kterou lze popsat rovnici

Mq(t) + B q(t) + K*q(t) = 0, (4.1)
kde je predpokladana dimenze matic R™* ", a v analogii s rovnici (2.98) bylo oznac¢eno
B'=B+wG , K =K+ w?K,,. (4.2)

Uvazujeme, Ze matice tlumeni B* obecné diskrétni mechanické soustavy muze byt
nesymetricka a dale Ze nespliuje podminku komutativnosti ve tvaru [1]

K*M™B* = B"M™ K",
Stejné tak matice tuhosti K* tohoto diskrétniho systému miize byt nesymetricka.

Rovnici (4.1) rozsifime o identitu

Mg(t) —Mq(t) =0 (4.3)
a dale zavedeme tzv. stavovy vektor
u(®) =[q(0) q®]" e R* ¥ (4.4)
Rozsifenim systému (4.1) o identitu (4.3) dostaneme soustavu ve tvaru
[ R W @
ktera mizeme byt s ptihlédnutim k (4.4) ptepsana do tvaru
Nu(t) + Pu(t) = 0. (4.6)

Koeficientové matice N a P jsou v tomto ptipadé dimenze R?™* 2" a jejich definice je
patrna ze vztahu (4.5). Tim byla pfevedena zkoumana diskrétni mechanicka soustava
Z prostoru zobecnénych soufadnic do tzv. stavového prostoru.
Je-1i alespon jedna z matic B* nebo K* nesymetrickd, je potieba sestrojit k modelu
(4.1), resp. (4.6), model adjungovany ve tvaru

Mi(t) + B Ti(t) + K*Tr(t) = 0,

4.7)
resp. NTw(t) + PTw(t) = 0,
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kde

@) [0 M
W(t)_[r(t) ’NT_[M BT

Piedpokladejme, ze diskrétnim systémum (4.6) a druhé rovnici (4.7), které jsou

a PT=[_M 0].

0 K7

definovany ve stavovém prostoru, vyhovuje feSeni ve tvaru

M resp. w(t) = wet, (4.8)

u(t) = ue
tedy po dosazeni
(AN + P)ue?* =0 resp. (ANT + PT)ue’t = 0.
Tyto rovnice musi byt splnény obecné pro libovolny ¢asovy okamzik, tedy i pro t =0,
kdy jsou exponencialni ¢leny rovny jedné. Proto muZeme piepsat tyto vztahy do tvaru
tzv. frekvenéni rovnice
(AN + P)u=0 resp. (ANT + P")w = 0. (4.9)
Frekvenéni (charakteristické) rovnice definuji problém nalezeni tzv. vlastnich hodnot.
Kofeny charakteristickych rovnic (4.9) 4,, kde v = 1,..., 2n, nazyvame vlastnimi ¢isly
diskrétniho systému. Ziskame je za ptredpokladu, ze netrivialni feSeni rovnic (4.9)
existuje pouze tehdy, je-li patti¢ny determinant roven nule
det(AN + P) =0 resp. det(ANT + PT) = 0. (4.10)
ObdrzZena vlastni ¢isla 4, mohou byt po dvojicich komplexné sdruzena
Ay =—a,+if, , yym=—a,—ip, , v=12,..,m, (4.11)
piipadné ryze realna
Ay=—a, , v=2m+12m+2,..,n (4.12)
Je zvykem ftadit vlastni Cisla 4, tak, Ze prvnich m vlastnich ¢isel s kladnou imaginarni
¢asti S, sefadime vzestupné a to tak, aby platilo 0 < ; < B, <...< B, Zbyla vlastni
¢isla se zdpornou imaginarni ¢asti sefadime stejnym zplsobem, jako jsou sefazeny jim
komplexné ptidruzend vlastni ¢isla s kladnou imagindrni ¢asti. Redlna vlastni ¢isla o
celkovém poctu 2(n — m) fadime na Gplny konec.
Zname-li vlastni Cisla 4,, pak kazdému znich je pfifazen tzv. pravostranny vlastni
vektor u, nebo levostranny vlastni vektor w, které spliiuji rovnici
(A,N + P)u, =0, (4.13)
4,NT + PDHw, =0,
kde casti téchto vektord (odpovidajici vychylkam) vypovidaji o tzv. vlastnim tvaru,
kterym se zkoumana mechanicka soustava deformuje pii dané hodnoté vlastni

frekvence 4,. Avsak vzhledem k homogenité rovnic (4.13) je potieba vlastni vektory

-48 -



4. KAPITOLA — Dynamické projevy rotorovych soustav

normovat, abychom je tak jednoznacné urcili. Ve stavovém prostoru je k normovani
vhodna podminka s vdhovou matici N
wiNu, = 1. (4.14)
Samotné vlastni vektory fadime po sloupcich do tzv. modalni matice pravostrannych
(resp. levostrannych) vlastnich vektori U (resp. W), pro které plati
U =[u,] €C?"*2" resp. V = [v,] € C2n¥21, (4.15)
Setazena vlastni Cisla sklddame na diagonalu do tzv. spektradlni matice A, ktera je
definovana nasledovné
A = diag(A,) € C2nx2n, (4.16)
Zavérem dodejme, ze lze dokazat platnost podminek biortogonality na zakladé dvou
riznych netrivialnich feseni rovnic (4.13), které maji tvar [1]
wiNu; =0 a w/Pu; =0 proVi=#j. (4.17)
A dale pti normovani podle (4.14) lze dokazat biortonormalitu pravostrannych a
levostrannych vlastnich vektort, coz lze zapsat jako
wiNu; =6;; a w;Pu; =—16; proi,j=12,..2n, (4.18)
kde symbol &;; oznacuje Kroneckerliv symbol. Zavedenim modalnich matic (4.15) a
spektralni matice (4.16) Ize piepsat podminky biortonormality do maticového tvaru
WINU =E a WTPU = —A, (4.19)
ve kterém E znaci jednotkovou matici fadu 2n.
Vlastni vektory u, = 1,2,...,2n jsou obecn¢ komplexni a linedrné nezavislé, nebot’

rovnici

2n

Z cu, =0

v=1
splnuji diky podminkam biortonormality (4.18) jen v trividlnim piipade, kdy plati
€1 = Cy =...= C3, = 0. Samotné vlastni vektory navic tvoii bazi ve 2n rozmérném
Eukleidovském prostoru, a proto kazdy mozny pohyb zkoumaného diskrétniho systému

(4.1) Ize urcit jako linearni kombinaci pravostrannych vlastnich vektord, tedy

2n

u(t) = Z w,x,(t) = Ux(t), (4.20)

v=1

kde symbolem x se oznacuji tzv. zobecnéné modalni soufadnice v modalnim prostoru.
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Ze vztahu (4.20) je patrné, ze se jedna o transformaci ze stavového prostoru realnych
soufadnic do modalniho prostoru modalnich soufadnic. Proto transformaci (4.20)
nazyvame modalni transformaci ve stavovém prostoru.

Hned v ivodu byl nechan bez povSimnuti fakt, ze systémové matice (4.2) jsou pro
ptipad vypoctového modelu turbodmychadla (2.98) zavislé na ota¢kach w rotorové casti
turbodmychadla a tim tak miize dochazet ke zménam samotnych vlastnich frekvenci
Vv zavislosti na provoznich otackéach turbodmychadla. Graficky lze tuto zavislost vyjadfit
pomoci Campbellova diagramu viz Obr. 4.1, kde je zobrazen diagram pro piipad
dokonale tuhého kotouce na nehmotném pruzném htideli, jehoz teoretické odvozeni lze

nalézt v literatuie [2].

Q% I

Q_}((u,]ﬂl/,/"_', ’ 0 =T"w
Q=7 /_nab&hova pfimka
. Q.(c
| T ()
rm S Q,(w)
Ol
v : N
0 O, O, O > @

Obr. 4.1 Campbelliiv diagram dokonale tuhého kotouce na nehmotném hrideli

Z Campbellova diagramu je vidét, Ze vlastni frekvence se $tépi v bodech pro w =0
zjisténi kritickych otacek v Campbellové diagramu zavadime tzv. nabéhovou piimku,
ktera je osou prvniho kvadrantu diagramu a odpovidd hodnotam, kdy thlova rychlost
otacek rotoru w je totozna s patfiénou hodnotou vlastniho ¢isla Q(w) = w. Pruseciky
nab&hové primky a kiivek prib&ht vlastnich ¢isel A (w) Vv zavislosti na otackach rotoru
w nazyvame body, které odpovidaji kritické wthlové rychlosti wj rotoru. V naSem
pfipadé, kdy mame Ctyfi vlastni Cisla, mizeme predpokladat ¢tyti hodnoty kritickych
otaek wy. Vyjimkou je pifipad, kdy moment setrvacnosti lp kotouce k ose rotacni
symetrie je ¢iselné vEétsi nez moment setrvacnosti | K pticné ose, coz nastava u kotouce

tvaru tenkého disku.

-50 -



4. KAPITOLA — Dynamické projevy rotorovych soustav

4.1.1. Stabilita z pohledu diskrétni mechanické soustavy
Zkoumani stability obecnych mechanickych soustav davd odpovéd na otazku, zda
chovani této soustavy s ohledem na ¢asovy rozvoj dynamické odezvy bude vykazovat
stabilni, nebo nestabilni charakter. V redlném provozu je samoziejmé jasnym cilem
vyhnout se jakymkoliv nestabilitim, nebot’ ty mohou zapii¢init nezadouci jevy pii
chodu strojti, jako nadmérné vibrace a emisi hluku, nebo v horSim piipadé i jejich
destrukci.
Zaméifme se na otazku stability z pohledu obecné diskrétni mechanické soustavy se
soustfedénymi parametry. Pro takovouto soustavu byl odvozen v pfedchozi casti
kapitoly postup pro nalezeni modalnich parametr pro ptipad siln¢ nekonzervativniho
diskrétniho mechanického systému.
Aplikaci modalni transformace (4.20) na vypocétovy model diskrétniho systému
popsaného ve stavovém prostoru rovnici (4.6) dostaneme

NUx(t) + PUx(t) = 0. (4.21)
Po vynasobeni rovnice (4.21) zleva transponovanou modalni matici levostrannych
vlastnich vektora U" (4.15) a pii platnosti podminek biortonormality (4.19) Ize upravit
predchozi rovnici na tvar

x(t) — Ax(t) = 0. (4.22)

Diky tomu doSlo k pievedeni rovnice (4.6) ze stavového prostoru do modalniho
prostoru. Pocate¢ni podminky je mozné urcit ze vztahu pro modalni transformaci (4.20)
pro ¢as t = 0 s pfihlédnutim k prvnimu vztahu (4.19)

u(0) = Ux(0) = x(0) = U u(0) = W' Nu, = [x,(0)], (4.23)
ve kterém uy = [qo,qo]" je vektor pocate¢nich podminek zobecnénych soufadnic
vyjadieny ve stavovém prostoru. Maticova soustava (4.22) je systémem 2n nezavislych
diferencialnich rovnic prvniho fadu ve tvaru

X, (@) —Ax,(t) =0 pro v=12,...,2n (4.24)
s ptislusnou pocatecni podminkou

x,(0) = wiNu,. (4.25)

Reseni v-té rovnice (4.24) predpokladdme ve tvaru

x, (t) = eMix, (0). (4.26)
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Pak volné kmitani dané nulovou pravou stranou vypocétového modelu (4.1) je
zpusobeno nenulovymi pocateénimi podminkami u, a na zaklad¢ definice modalni

transformace (4.20) jej miZzeme popsat rovnici

2n

u(t) = z w,eMtx, (0). (4.27)

v=1
Stejné tak v prostoru zobecnénych soufadnic s vyuzitim definice vektoru pocatecnich

podminek zobecnénych soutradnic u, a vztahu (4.25) lze pouzit

2n
q(t) = Z 4, W NugeMt, (4.28)
y=1

Zménu libovolné i-té zobecnéné soufadnice v Case muzeme popsat jako

2n
ai(®) = ) qr,wiNugeM”, (4.29)
v=1

kde jednotlivé ¢leny sumy (4.29) prislusi 2m komplexné sdruzenym vlastnim ¢islim
(4.11) a 2(n-m) realnym vlastnim ¢islim (4.12). Tyto ¢leny mizeme diky specifickému

fazeni vSech ziskanych vlastnich ¢isel prepsat do tvaru [1]

2m 2n

q;(t) = Z 2|Qi,vW€Nu0|e_avtCOS(ﬂvt + (pi,v) + Z Qi,vwz;Nuoe_avt: (430)

v=1 v=2m+1

ve kterém i=12,..,n. Vztah (4.30) je dulezitym, nebot zn& vyplyva nékolik

stéZejnich zavéri:

1. Redlna ¢ast —a, kazdého v-tého vlastniho Cisla vyjadiuje tlumeni vlastniho
tlumeného volného kmitani a imaginarni ¢ast 8, ma vyznam uhlové frekvence.

2. Zprvni sumy ve vztahu (4.30) je patrné, ze vlastni vektory, které piislusi paru
komplexné sdruZenych vlastnich Cisel, maji za néasledek tlumeny kmitavy pohyb.
Naopak druha suma vztahu (4.30) fika, Ze vlastni vektory, které piislusi realnym
vlastnim ¢islim, maji za nésledek nekmitavy (ptetlumeny, aperiodicky) pohyb.

(13

3. Vysledné znaménko vyrazu ,,—a,“ rozhoduje o stabilit¢ pohybu, potazmo o

stabilité celé diskrétni mechanické soustavy.

o Pokud vSechny realné casti a, vlastnich ¢isel jsou vétsi nez nula, pak je
systém asymptoticky stabilni.

. Jestli alespori jedno vlastni ¢islo nebo jeden par komplexné sdruzenych Cisel

ma nulovou redlnou ¢ast (o, = 0), pak se vySetfovand soustava nachazi na

tzv. mezi stability.
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o Ma-li alesponl jedno vlastni ¢islo nebo jeden par komplexné sdruzenych
¢isel realnou ¢ast a,, mensi nez nula, pak je vysledny vyraz ,,—a,,* kladny a
systém se tak stava nestabilnim. Jedna-li se o ryze realné vlastni Cislo, jde o
tzv. nestabilitu typu divergence, a pokud se jednd o par komplexné

sdruzenych vlastnich ¢isel, mluvime o tzv. nestabilité typu flutter.

A ;'B

cl -+ SR

Cl-q.+.i|3 o - s (+a,+if )t

c

—/ / oo

< i i i i > 0
-a, -a, 0 +d, +d,

Obr. 4.2 Priklady odezev v zavislosti na redlné a imagindrni casti viastniho cisla

soustavy

4.2. Dynamicka odezva na nevyvahu rotoru

Vyrobni proces jednotlivych komponentli turbodmychadla mize mit za nasledek
prvotni nevyvazenost jednotlivych dila, diky ¢emuz muize dojit napiiklad K vyoseni
sttedu hmotnosti kompresorového kola vzhledem k ose htidele turbodmychadla.
Nasledkem toho vznikaji nezddouci silové a momentové ucCinky, které mohu vést
K nestabilité celé rotorové soustavy, coz muze vést ke zvysSeni opotiebeni lozisek nebo k
samotnému zadfeni turbodmychadla. Navic nevyvazeny rotor turbodmychadla generuje
nezadouci ,,piskot® o frekvenci odpovidajici fadu provozni frekvence
turbodmychadla [5].

Existuji dva mozné piistupy vyroby soucastek rotorovych ¢asti turbodmychadel. Prvni
pfistup bere ohled na maximalni pfesnost vyrobku, kdy excentricita stfedi hmotnosti
jednotlivych dili vzhledem k ose hiidele turbodmychadla nepiesahuje nékolik mikront.
Da se ptredpokladat, Ze tento piistup bude pouzitelny pouze pro omezeny pocet aplikaci,

kdy pozadavek na precizni funkcnost vyrobku znacné€ pfevySuje vyznamné zvySené
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ndklady na vyrobu takovymto postupem. Druhym pfistupem je uvazovani
nevyvazenosti jednotlivych dilii jiz béhem vyroby. Tento pfistup je obecné cCastéji
vyuzivany a to nejen diky mens$im narokiim na vyrobu, ale také pro podstatné nizsi
finan¢ni naklady. Z technologického hlediska zndme dva zékladni typy vyvazovani
rotorti turbodmychadel v automobilovém pramyslu a to nizko-rychlostni vyvazovani
(do 3400 otacek za minutu), které se pouziva predevSim na vyvazeni jednotlivych dila
turbodmychadla. Dalsim typem je Vvysoko-rychlostni vyvazovani, které pomaha ke
zlepSeni dynamické odezvy zejména v oblasti nad prvni kritickou rychlosti.
V nasem piipad¢ je dilezitd informace, jak se projevi uvazovani dané nevyvahy na
vypocéetni model dokonale vyvazeného turbodmychadla popsaného rovnici (2.98).
Uvazujme nevyvazek o hmotnosti 4m umistnény v radidlnim sméru od bodu
diskretizace htidele, jehoz poloha je popsana polohovym vektorem e. Velikost
polohového vektoru e = |e| udava excentricitu nevyvazku vzhledem k diskretizaénimu
bodu na ose hfidele. Takto definovany nevyvazek generuje pii rotaci rotoru
turbodmychadla rychlosti w odstiedivou silu
F = Amew? (4.31)
ve sméru polohového vektoru e. Budeme-li kotovat axialni natoCeni ¢ = wt rotorové
¢asti turbodmychadla od pevné osy Y, mizeme rozlozit slozky odstiedivé sily (4.31) do
smért os Y a Z pevného soutfadnicového systému
Fy = Amew? cos(wt) , F, = Amew? sin(wt). (4.32)
Pro dal$i postup piedpokladejme, Ze odstiediva sila (4.31) bude generovat v systému
harmonické buzeni, které 1ze obecné popsat vektorem
f(t) = fccos(wt) + fgsin(wt), (4.33)
ve kterém jsme oznacili symboly f. a fs vektory amplitud kosinovych a sinovych
slozek buzeni. Vysledny systém popisujici harmonicky buzeny vypoctovy model rotoru
turbodmychadla bude mit tvar
Mg(t) + (B + wG)q(t) + (K + w?K,)q(t) = f. cos(wt) + fgsin(wt). (4.34)
Uvazujme, Ze ustalena odezva systému na harmonické buzeni (4.33) je dana
partikularnim feSenim, které bude taktéz harmonické, tedy
q(t) = qc cos(wt) + qs sin(wt), (4.35)
kdy pro jeho derivace plati
q(t) = —wq, sin(wt) + wqs cos(wt),

(4.36)
q(t) = —w?q. cos(wt) — w?q, sin(wt).
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Dosazenim odhadu feSeni (4.35) a jeho derivaci (4.36) do vztahu (4.34) dostaneme
w?M(—w?q. cos(wt) + w?qs sin(wt)) + w?G(—q. sin(wt) + qg cos(wt)) + (4.37)
+ K*(q; cos(wt) + qg sin(wt)) = f. cos(wt) + fssin(wt),
kde jsme symbolem K* oznacili K* = K + w?K,, pro zjednoduseni. Nyni porovnejme
koeficienty u ¢leni obsahujicich sin(wt) a u ¢lend obsahujicich cos(wt), ¢imz
dostaneme dvé koeficientové rovnice
—w’Mqs — 0*Gqc + K'qs = f, (4.38)
—w?Mqc + w?*Gqs + K*qc = fc.
Déle zaved’'me nasledujici komplexni amplitudy
d=qc—iqs a f=fc—ifs (4.39)
Vynasobenim prvni rovnice (4.38) zapornou imaginarni jednotkou —i a pfictenim ke
druhé rovnici (4.38) dostaneme s piihlédnutim ke (4.39)
(K* — w?*M + i0?6)q = f, (4.40)
kde vyraz v zavorce definuje tzv. matici dynamické tuhosti Z(w). Ze vztahu (4.40)
muzeme vypocitat komplexni amplitudu zobecnénych vychylek g inverznim vztahem
g = (K" — w?*M + iw?6)"'f. (4.41)
Pro uplnost dopliime, Ze inverzni matici ve vztahu (4.41), tedy inverzni matici k matici
dynamické tuhosti Z(w), nazyvame matici dynamické poddajnosti neboli matici
frekvencnich prenosi.
Grafickym vystupem odvozenych veli¢in je amplitudova charakteristika, ktera
vykresluje zavislost velikosti i-té zobecnéné soufadnice vektoru komplexnich amplitud
zobecnénych vychylek q Vv zavislosti na rozsahu otdek @ rotorové soustavy. Jinym
vystupem je amplitudo-fazova (frekvencni) charakteristika, ktera zobrazuje zavislost
imaginarni  slozky i-t¢ zobecnéné soufadnice vektoru komplexnich amplitud
zobecnénych vychylek q v zavislosti na realné slozce i-té zobecnéné souradnice vektoru
komplexnich amplitud zobecnénych vychylek g, kdy vysledna kiivka je tvofena body
odpovidajicimi dané velikosti imaginarni resp. realné slozky pro konkrétni okamzik

dany okamzitou thlovou rychlosti @ otac¢eni rotorového systému.
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5. Kapitola

Analyza turbodmychadla C12

Nasledujici kapitola je vénovana dynamické analyze rotoru turbodmychadla C12
vyrobce CZ, a.s. Prezentované vysledky byly ziskdny vyuzitim vypoétového modelu,
ktery byl implementovan ve vypoc¢tovém prostiedi MATLAB.

Nasledujici kapitola je vénovana prezentaci obdrzenych vysledkli ziskanych béhem
prace s vypoctovym modelem zkoumaného turbodmychadla, ktery byl odvozen ve
3. kapitole. Kapitola je ¢lenéna v souladu s dosavadnim teoretickym odvozenim, tedy
v avodu kapitoly jsou diskutovany vysledky moddlnich analyz pro nékolik variant
vypoctového modelu turbodmychadla ve stavu statické rovnovahy. Nasledné jsou
v analogii s kapitolou 4.1 zaclenény Campbellovy diagramy, které popisuji vyvoj
vlastnich frekvenci rotoru v pohybu. Zavér kapitoly je vénovan zkoumani odezvy na

nevyvahy rotoru soustavy turbodmychadla.

5.1. Modalni analyza pro pripad statické rovnovahy

Ve stavu statické rovnovahy se rotor turbodmychadla neotdci a neptsobi tak na n¢j
zadné tlumici ani gyroskopické ucinky, které zavisi na rychlosti otaCeni rotorové
soustavy. Obecné jsou dynamické vlastnosti rotoru turbodmychadla zdvislé na jeho
otaCkach a na statickém zatizeni rotoru, které ovliviiuje vlastnosti kluznych loZisek

s plovoucimi pouzdry, na nichz je rotor uloZen.
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5. KAPITOLA — Analyza turbodmychadla C12

5.1.1. Nerotujici izolovany konzervativni model

Jako prvni zkoumany referenc¢ni piipad uvazujme konzervativni model nerotujiciho
rotoru turbodmychadla izolovaného v prostoru. Vlastni frekvence takovéto soustavy lze
obdrzet pomoci implementované funkce ,,eig* ve vypoctovém prostiedi MATLAB [I1]
pro piipad, kdy jako vstupni parametr jsou zadany matice hmotnosti izolovaného
rotoru M zminéna ve vztahu (2.60) a matice statické tuhosti izolovaného rotoru Ks.
V Tab. 5.1 lze vidét vycet prvnich patnacti vlastnich frekvenci v¢etné charakteru jim

ptislusejicich vlastnich tvari.

v fy [Hz] charakter tvaru kmitani

1. 0,00 posuv Vv axidlnim sméru
rotace kolem osy rota¢ni

2 0,00 symetrie ro¥oru

3. 0,14 rotace+posuv

4. 0,14 rotace+posuv

5. 0,15 rotace+posuv

6. 0,15 rotace+posuv

7. 1118,57 torzni

8. 1179,57 ohybovy

9. 1179,61 ohybovy

10. 2696,10 ohybovy s 1 uzlem

11. 2700,56 ohybovy s 1 uzlem

12. 3943,47 ohybovy s 2 uzly

13. 3951,36 ohybovy s 2 uzly

14. 5271,71 torzni

15. 7734,01 ohybovy se 3 uzly

Tab. 5.1 Hodnoty viastnich frekvenci konzervativniho vypoctového modelu izolovaného

rotoru turbodmychadla (7eseno v prostoru zobecnénych souradnic)

5.1.2. Nerotujici izolovany nekonzervativni model s gyroskopickymi u¢inky
Déle se zaméfme na tulohu hledani modalnich parametri konzervativniho modelu
s uvazovanim gyroskopickych ucinki, které jsou dany matici gyroskopickych uéinktt G
modelu izolovaného rotoru (2.36). Definujme tuto ulohu ve stavovém prostoru, kde
Z hlediska programovani je vyhodné pievést soustavu (4.6) na tvar

u(t) — Au(t) =0, (5.1)
kde byla symbolem A zavedena tzv. systémova matice, ktera je pro pftipad

konzervativniho modelu s gyroskopickymi ucinky definovan jako,
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5. KAPITOLA — Analyza turbodmychadla C12

w1 w1
A(w)z[ ME“’G M—Ks| ¢ penxan (5.2)

0

Je vidét, ze systémova matice A pro tento ptipad je zavisla na otackach rotoru w. Avsak
pro pfipad nerotujiciho izolovaného htidele plati @ = 0. Po provedeni modalni analyzy

dostaneme vlastni frekvence patrné z Tab. 5.2.

v fy [HZ] charakter tvaru kmitani

1. 0,00 posuv Vv axidlnim sméru
rotace kolem osy rotacni

2 0,00 symetrie roi]oru

3. 0,07 rotace+posuv

4. 0,07 rotace+posuv

5. 0,37 rotace+posuv

6. 0,38 rotace+posuv

7. 1118,57 torzni

8. 1179,47 ohybovy

9. 1179,70 ohybovy

10. 2696,09 ohybovy s 1 uzlem

11. 2700,56 ohybovy s 1 uzlem

12. 3943,47 ohybovy s 2 uzly

13. 3951,36 ohybovy s 2 uzly

14. 5271,71 torzni

15. 7734,02 ohybovy se 3 uzly

Tab. 5.2 Hodnoty viastnich frekvenci nekonzervativniho vypoctového modelu
S uvazovanim gyroskopickych ucinku izolovaného rotoru turbodmychadla (feseno ve

stavovem prostoru)

Na prvni pohled je vidét, ze hodnoty vlastnich frekvenci pro oba modely (viz Tab. 5.1 a
Tab 5.2) jsou téméf identické. Drobné odchylky vznikly nejspise numerickou
nepiesnosti z divodu pouZiti jiného postupu vypoctu. Dale je zde patrny fyzikalni
vyznam takto uvaZzovaného vypoctového modelu a to, Ze v obou piipadech vyslo vzdy
prvnich Sest vlastnich frekvenci (az na drobné numerické odchylky) nulovych. Muze za
to fakt, Ze v dosavadnim vypoctovém modelu nebylo uvazovéano jakékoliv uchyceni
rotoru vzhledem ke statorové casti turbodmychadla. Vizualizaci prvnich Sesti vlastnich
tvara lze zjistit, ze se izolovany rotor v téchto ptipadech pohybuje jako tuhé téleso, coz
odpovidd fyzikdlnimu vyznamu ulohy. Piiklady vizualizace vlastnich tvarG jsou

k vidéni na Obr. 5.1 a Obr. 5.2.
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0.05 S

005, .

005 .
005 =

Obr. 5.2 15. viastni ohybovy tvar kmitani se 3 uzly prislusejici frekvenci 7734,02 Hz

5.1.3. Nerotujici nekonzervativni komplexni model
Poslednim zkoumanym ptipadem je model, kdy jsou jiz uvazovany linearizované
loziskové vazby lozisek. Pro stav statické rovnovazné polohy naddle plati @ = 0.

Systémova matice se pro tento model zméni nasledovné

_y-1 _m-1
A(a))z[ ME wG M (I(()S+KB)] € R2w2n (5.3)

kde matice Kg je matice tuhosti linearizovanych loziskovych vazeb lozisek (2.88).

Vypocitané vlastni frekvence takovéhoto modelu jsou uvedeny v Tab. 5.3.
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v fy [Hz] charakter tvaru kmitani
1. 0,36 posuv V axidlnim sméru
2
3. 30,29 torzni

4, 86,25 ohybovy

5. 222,67 ohybovy

6. 400,35 ohybovy

7. 845,11 ohybovy

8. 1118,57 ohybovy

9. 117411 ohybovy

10. 1252,94 ohybovy

11. 2688,95 ohybovy s 2 uzly

12. 2701,84 ohybovy s 2 uzly

13. 3935,03 ohybovy se 3 uzly
14. 3943,05 ohybovy se 3 uzly
15. 5271,71 ohybovy se 3 uzly

Tab. 5.3 Hodnoty viastnich frekvenci nekonzervativniho komplexniho vypoctoveho

modelu rotoru turbodmychadla

Na prvni pohled je patrné, ze ziskané vlastni frekvence se vyrazné 1isi od predchozich
modelll po zavedeni vlivu tuhosti loziskovych vazeb. V celkovém spektru vlastnich
frekvenci piibyly frekvence niz8i hodnoty. V ptfedchozich piipadech vySla prvni
nenulova vlastni frekvence 1118,57 Hz, zde je tato frekvence az Sestou ,,nenulovou®
vlastni frekvenci. Fyzikdlni vyznam takto definované ulohy ptfedpovida, Ze by se ve
vyctu vlastnich frekvenci mély objevit dvé nulové vlastni frekvence odpovidajici
pohybu rotoru turbodmychadla, kdy se rotor pohybuje jako tuhé téleso a to bud’ praveé
axialng (z divodu, Ze v modelu neuvazujeme implementaci axialniho loziska), nebo se
frekvence 0,36 Hz a 0,43 Hz. Da se usuzovat, Ze tato nepfesnost vznikla v dasledku
slozitého procesu linearizace loziskovych vazeb (viz kapitola 2.3), jednd se o

numerickou chybu.

5.2.  Modalni vlastnosti v zavislosti na rychlosti rotoru

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 4.1, u rotorovych soustav se vlastni frekvence méni
v zavislosti na rychlosti rotace systému, coz lze graficky znazornit pomoci Campbellova

diagramu. Uvazujme nejprve vypoctovy model z kapitoly 5.1.2, kdy jsme se zabyvali
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5. KAPITOLA — Analyza turbodmychadla C12

izolovanym rotorem turbodmychadla s uvazovanim gyroskopickych ucinka. V tabulce
5.2 je vypsano prvnich patnact vlastnich frekvenci tohoto modelu ve stavu statické
rovnovahy. Nyni uvazujme celé spektrum provoznich otacek, kterého mize dosahnout
zkoumané turbodmychadlo typu C12 a to od 0 do 170000 ot/min. Campbelltv diagram,
pro tento ptipad je vidét na Obr. 5.3.

8000 ¢ : : : : : ) ) :
7000

6000

5000

4000 g

wlastni frekvence [Hz)

3000 —--
2000

1000 -

rychlost otaéeni rotoru [rpm)] % 10°

Obr. 5.3 Campbelliv diagram vypoctového modelu izolovaného rotoru s uvazovanim

gyvroskopickych ucinkii pro 7. az 15. vlastni frekvenci

Z obrazku 5.1 jsou jasn€ patrna Stépeni vétvi jednotlivych pribéht vlastnich frekvenci
disledkem gyroskopickych uc¢inkt. Tenkou ¢arou je zde zobrazena nab&hova piimka,
ktera urcuje hodnoty kritickych otacek v bodech prasecikti s kiivkami prab¢ehi vlastnich
frekvenci.

Dale s ptihlédnutim k podkapitole 5.1.3 zkoumejme prubéh vlastnich frekvenci
v zavislosti na otd€kach rotoru komplexniho vypoctového modelu rotoru
turbodmychadla suvazovanim tuhosti loziskovych vazeb a pii absenci veskerych

tlumicich ¢lenti. Campbelliv diagram tohoto vypoctového modelu je patrny z Obr. 5.4.
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Obr. 5.4 Campbelliv diagram rotoru s uvazovanim tuhosti lozisek pro 3. az 11. viastni

frekvenci (modie — stabilni oblasti, cervené — nestabilni oblasti)

Ve srovnani s obrazkem 5.3 je na prvni pohled ziejmé, Ze samotné tuhosti loziskovych
vazeb vyznamné ovlivni pribehy vlastnich frekvenci v zévislosti na otackach rotoru.
Dale jsou vidét na Obr. 5.4 priseciky nabehové pfimky s kiivkami prib&ha vlastnich
frekvenci, které definuji hodnoty kritickych otacek dané rotorové soustavy. Na obrazku
5.4 jsou navic barevné odliSeny stabilni a nestabilni stavy, které byly popsany
v podkapitole 4.1.1, kde cervenou barvou jsou oznaCeny vlastni frekvence, kterym
odpovidaji nestabilni tvary kmitdni a naopak modrou barvou stabilni tvary kmitani.

Piedpokladem ke zvySeni stability soustavy je zahrnuti vlivu tlumicich elementti. Proto
se nyni zam¢ime na model, ktery rozsifuje predchozi model o materidlové tlumeni
hiidelovych elementt, které bylo popsano v kapitole 2.4 pomoci koeficientt
proporcionalniho materialového tlumeni b, a b,. Na obrazku Obr. 5.5 je zobrazen
Campbelliv diagram ziskany pouzitim takovéhoto model hodnoty Kkoeficientl
proporcionalniho tlumeni b, =1-107% a b, = 1-107°. Z tohoto obrazku je patrné
rozsifeni modrych oblasti indikujici sniZeni poctu nestabilnich oblasti v pribézich

jednotlivych vlastnich frekvenci.
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6000

vlastni frekvence [Hz]

rychlost otaceni rotoru [rpm] w10t

Obr. 5.5 Campbelliv diagram rotoru s uvazovanim tuhosti loZisek a materidlového
tlumeni hiidelovych elementii (b, = 1-10"%ab, = 1-107%) pro 3. az 11. viastni

frekvenci

V realném svété jsou vsak koeficienty materialového tlumeni parametry konkrétniho
materidlu a tudiz jejich zménu docilime pouze pouzitim jiného materidlu k vyrobé

htidele turbodmychadla.

5000 ! ! ! ! ! ! ! !

4500

4000
3500 -
.*.

30001

.*.
2500

vlastni frekvence [Hz]

2000
.*.

1500

4

1000 |

10 18
rychlost otaceni rotoru [rpm] w10t

Obr. 5.6 Campbellitv diagram komplexniho modelu rotoru s uvazovanim materialového
tlumeni hridelovych elementu, a tuhosti a tlumeni loZiskovych vazeb pro 3. az 11. viastni

frekvenci
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Poslednim zkoumanym vypo¢tovym modelem je rozSifeni pfedchoziho modelu o
tlumeni loziskovych vazeb, které bylo odvozeno v podkapitole 2.4.1. Pro materialové
tlumeni ponechame koeficienty materidlového tlumeni na hodnotach

by, =1-10"%ab, = 1-107°. Vysledny Campbelliv diagram je vidét na Obr. 5.6.

Ve srovnani s Obr. 5.5 doslo diky tlumeni v loZiskovych vazbach ke zméné prub&hu
vlastnich frekvenci v zavislosti na otackach rotoru. Stejné tak je vidét, ze doslo
k vymizeni ¢ervenych oblasti pfislusejicich nestabilnim tvarGm kmitani a to v rozsahu

celého provozniho spektra otacek. Nejasny pribéh kiivek v nabéhové oblasti do zhruba

[

Vv o

5.2.1. Stanoveni kritickych otacek

Zaméfme se nyni na problém nalezeni hodnot kritickych otdcek, jak byl popsan
v kapitole 4.1. Z Campbellova diagramu na Obr. 5.7 jsou na prvni pohled vidét
praseciky nabéhové piimky (tenkd modra piimka) s pribéhy kiivek vlastnich frekvenci.

Tyto pruseciky definuji kritické otacky, které Ize vycist z Tab. 5.4.

5000 ! ! ! ! 1 ! ! !
4500
4000

3500 |-
L

30001

He
2500

vlastni frekvence [Hz]

2000
+

1500

1000 ¢

500

0

rychlost otaceni rotoru [rpm] x10*

Obr. 5.7 Kritické otacky vypoctového modelu turbodmychadla typu C12

-64 -



5. KAPITOLA — Analyza turbodmychadla C12

O Ay f [Hz] rpm [ot/min]
i=1 V=25 o574 32871
i=2 v="06 1119 64089
i=3 v=7 1598 91567
i=4 v=3_8 2806 160971

Tab 5.4 Kritické otacky vypoctového modelu turbodmychadla typu C12 pro prislusejici

vilastni frekvence

5.3. Odezva na nevyvahu

Zaméifme se nyni na odezvu rotorové soustavy na zadanou nevyvahu. Tato problematika
byla diskutovana v kapitole 4.4, kde byl odvozen teoreticky postup pro ziskani
amplitudové a fazové charakteristiky, jako grafické reprezentace odezvy na nevyvahu
pro zadané nevyvazky.
Nejprve uvazujme dva nevyvazky umistnéné na rotorové soustavé, kdy kazdy z nich
bude definovan pfislusnym statickym momentem, ktery je dan soucinem hmotnosti
nevyvazku Am a vzdalenosti nevyvazku od osy htidele e (v analogii s rovnici (4.31).
Hodnoty statickych momentt jednotlivych nevyvazki jsou
Amye; =0,21-10"%g-m a Amqe; = 0,57 10 %kg - m.

Prvni nevyvazek bude umistén vroviné kolmé na osu hiidele prochazejici
diskretizatnim bodem, kde lezi turbinové kolo. Tim budeme aproximovat piipad
nasazeni nevyvazku na turbinové kole. Obdobné bude druhy nevyvazek v roviné
prochazejici diskretizacnim bodem kompresorového kola. Dale predpokladejme, Ze ve
vychozim stavu, kdy se rotor turbodmychadla neotaéi, jsou oba nevyvazky v zakrytu a
uhel natoCeni ¢ nevyvazku bude pro oba nevyvazky roven nule. V takovémto ptipadé
bude vektor komplexnich amplitud buzeni, ktery se vyskytuje na pravé stran¢ rovnice
(4.40) mit nasledujici tvar

f =10,-,0,Am e, wé, —iAme;w3,0, - ,0, Am,e,wi, —iAm, e, wé, 0, -+ ,0]7, (5.4)
kdy nenulové prvky budou pravé dvé dvojice odpovidajici slozkam sil (4.32) pro kazdy
nevyvazek. Amplitudova charakteristika znazoriiujici amplitudy diskretiza¢niho uzlu
turbinového (resp. kompresorového) kola ve smérech pevnych os Y a Z je vidét na

Obr. 5.9 (resp Obr. 5.10).
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% 10" amplituda turbinoveho kola
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Obr. 5.9 Amplitudovd charakteristika pro diskretizacni uzel turbinového kola

x 107 amplituda kompresoroveho kola
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Obr. 5.10 Amplitudova charakteristika pro diskretizacni uzel kompresorového kola

Pro doplnéni jsou na obrazku 5.11 zobrazeny fazové diagramy pro diskretizacni uzly

turbinového a kompresorového kola.
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w10t turbinave kalo x10° kompresorove kolo

imaginarni slozka
imaginarni slozka

realna slozka w10 realna slozka w10
Obr. 5.11 Fazovy diagram diskretizacniho uzlu turbinového kola (vlevo) a

kompresorového kola (vpravo)

Pro srovnani nyni uvazujme piipad, kdy nevyvazek na turbinovém kole bude vzhledem
k nevyvazku na kompresorovém kole pootofen o konstantni (ve vztahu k otackam
rotoru) thel @ = 135° ve sméru piirtstku thlu ¢. Hodnota thlu pootoceni byla zvolena
v souladu s vyzkumnou zpravou [9], kdy se pfi vyrobé podafilo vyrobit pouze tento typ
nasazeni nevyvazku. Pfedpoklad vzajemného natoCeni nevyvazka se odrazi na vektoru
komplexnich amplitud buzeni f nasledovné: Rozepsanim vektoru buzeni f, ktery byl

obecné definovan vztahem (4.39), pomoci Eulerova vzorce dostaneme (s piihlédnutim

ke (4.39)

f(t) = fccos(wt) + fssin(wt) = fel®t, (5.5)
Obecné se vychyleni nevyvazku o thel a projevi v rovnici (5.5) jako
() = fel@ro, (5.6)
coZ po rozepsani exponencialniho ¢lenu vede na tvar
f(t) = fel®el®t, (5.7)

Z toho plyne jednoduchy zavér, Ze v takovémto piipadé rozloZeni nevyvazki je potieba
patii¢nou dvojici silovych u¢inkd ve vztahu (5.4) vynasobit &lenem e®, ktery odpovida
natoceni daného nevyvazku. Tedy zde se jedna konkrétné o pronasobeni prvni dvojice
silovych ucinkd, které pfipadaji na setrvacné sily od nevyvazku na turbinovém kole.
Dodejme, Ze ihel « je potieba do vztahu (5.7) zadavat v radianech. Grafické vystupy lze
vidét na obrdzcich 5.12 a 5.13.

Srovndnim obrazki (zejména Obr. 5.9 a Obr. 5.12) Ize zjistit, Ze vychylenim nevyvazki
1ze docilit snizeni amplitudy vychylky turbinového kola v ota¢kach nad 100000 ot/min,

coz je zadouci vzhledem k provozu turbodmychadla. Snahou je, co nejvice predejit
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takovému vychyleni, které by zapiicinilo kontakt hiidele a loziska, pfipadn¢ jiné ¢asti

rotoru se statorovou c¢asti turbodmychadla.
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Obr. 5.12 Amplitudova charakteristika pro diskretizacni uzel turbinového kola pro

navzdajem vychylené nevyvazky o 135°
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Obr. 5.13 Amplitudova charakteristika pro diskretizacni uzel kompresorovéeho kola pro

navzajem vychylené nevyvazky o 135°
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6. Kapitola

Z.aveér

Cilem prace bylo shrnuti aktualniho stavu problematiky turbodmychadel z pohledu
metod pro zkoumani jejich dynamickych vlastnosti. Historicky vyvoj turbodmychadel
vcetné popisu jejich zakladnich ¢asti a funkce je soucasti ivodu prace.

Druhd kapitola je vénovana metodice matematického modelovani rotort
turbodmychadel. Je zde popsan pfistup metody kone¢nych prvkid, konkrétné jsou zde
odvozeny matice htidelovych prvkd vzniklé v dusledku diskretizace hiidele
turbodmychadla. Daéle je zde nastinéno odvozeni matic dokonale tuhych kotouct, které
slouzi jako modely kol nasazenych na poddajné htideli, zejména se jedna o turbinové a
kompresorové kolo turbodmychadla. Stézejni podkapitola této ¢asti prace je stat’
vénovand odvozeni linearizovaného modelu vazebnich ucinkd kluznych radialnich
lozisek s cilem ziskat matice tuhosti a tlumeni linearizovanych loZiskovych vazeb.
Linearizace loziskového systému byla provedena v okoli statické rovnovazné polohy
loZiska pomoci Taylorova rozvoje loziskovych sil. Vychozim vztahem pro vyjadieni
loziskovych sil byla Reynoldsova rovnice popisujici proudéni nestlacitelné nekavitujici
olejové vrstvy. Zavér této kapitoly popisuje sestaveni komplexniho matematického
modelu rotoru turbodmychadla ulozeného na plovoucich kluznych loziscich.

Prvni aplika¢ni ¢ast se nachdzi ve tieti kapitole. Jako zkoumané turbodmychadlo bylo
zvoleno turbodmychadlo typu C12 od éeského vyrobee CZ, a. s. Na tomto modelu jsou
aplikovany odvozené matematické metodiky a je tak sestaven konkrétni vypoctovy
model. K sestaveni vypoctového modelu bylo pouzito vypoétového prostiedi programu
MATLAB (verze R2013a).
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Ctvrta kapitola shrnuje zékladni postupy v dynamické analyze rotujicich soustav.
Modalni analyza poskytuje informaci o vlastnich ¢islech a jim pfidruzenych vlastnich
tvarech. Stejné tak ma vypovidajici hodnotu o stabilit¢ nekonzervativniho
mechanického systému. Na zavér je zahrnuta cast pojednavajici o vySetfovani
dynamické odezvy rotorovych soustav na nevyvahu rotoru. Simulace ukazaly v souladu
s dfive provedenym méfenim [9], Ze pfitomnost uréité zbytkové nevyvahy ma pozitivni
vliv na dynamické projevy turbodmychadel.

V posledni paté kapitole jsou uplatnény veskeré teoretické informace ze ¢tvrté kapitoly.
Byly zjistény modalni vlastnosti pro vybrané konfigurace rotoru turbodmychadla C12.
Frekvencni zavislosti vlastnich frekvenci byly zobrazovany pomoci Campbellovych
diagramil, z nichZ Ize snadno stanovit hodnoty kritickych otdcek. Zavér kapitoly
analyzuje vliv zadanych nevyvazki na dynamickou odezvu turbodmychadla typu C12.
Byly uvazovany dva nevyvazky nachazejici se na turbinovém a kompresorovém kole a
jejich vzajemna fazova poloha je chapédna jako parametr. Simulacemi bylo ukédzano, Ze
vzdjemné pootoCeni nevyvazkll ovliviiuje amplitudy vychylek turbinového kola ve
vysokych otackach a tim tak docilit stabiln€jsiho chodu turbodmychadla. Tento zavér je
Vv souladu se zavéry provadénych experimentt [9].

Problematika dynamiky turbodmychadel je zna¢né Siroka. Piedlozena prace je jakymsi
prvnim pfibliZenim chovani rotoru redlného turbodmychadla, které se opira o vyuZiti
linearizovanych modeld loZisek s plovoucimi pouzdry. Z provedenych analyz jasné
vyplyva, Ze tento typ lozisek zasadné ovliviiuje dynamické chovani tohoto stroje. Jako
dalsi krok se nabizi implementace modelu kluznych lozisek s plovoucimi pouzdry
v asové oblasti. Tim bude mozné postihnout dalsi dynamické jevy v odezvé
turbodmychadel, zejména subharmonické rezonance a skokové zmény odezvy spojené

s bifurkacemi feseni tak, jak byly odhaleny v provadénych métenich [9].
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