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Anotace

Tato préace je zaméfena na numerické feSeni interakce mezi tekutinou a pevnou
strukturou. K simulaci dynamiky tekutin byla pouzita lattice Boltzmannova me-
toda a k simulaci pevného télesa Immersed boundary method. V ramci Immersed
boundary method byla zkoumana moznost vuziti kinematické okrajové podminky
na povrchu télesa namisto silového piisobeni, které se vyuziva tradi¢né. Navrzené
algoritmy byly implementovany ve vypoc¢tovém prostiedi MATLAB a v jazyce
C++. V zavéru prace jsou porovnany numerické vysledky ziskané vlastnim vyvi-
nutym softwarem s publikovanymi vysledky jinych autori.

Klicova slova: lattice Boltzmannova metoda, immersed boundary method, inter-
akce tekutiny s télesem, vypoctova dynamika tekutin, odporovy koeficient, Bolt-
zmannova rovhice, vicenasobny relaxacni cas



Abstract

This thesis focuses on numerical approach to interaction between fluid and solid
structure. Lattice Botzmann method was used for fluid dynamics simulation and
modified Immersed boundary method for solid structure dynamics. Instead of clas-
sical approach to Immersed boundary method using forcing term, the possibility of
using kinematic boundary condition on the surface of solid body. Designed LBM
and IBM algorithm was implemented in computating enviroment of MATLAB
and programming language of C++. The end of this work contains comaparison
of numerical results obtained by self-developed software to ones published by other
authors.

Keywords: lattice Boltzmann method, immersed boundary method, fluid-structure
interaction, computational fluid dynamics, fluid flow, drag coefficient, Boltzmann
equation, multiple relaxation time



Obsah

Uvodem

1

Lattice Boltzmannova metoda

1.1 Diskretizace a struktura LBM . . . . . ... ..o

1.2 Prostorovy a rovinny model . . . . . ... ... ...

1.3 Okrajové podminky . . . . . . .. .. . oo
1.3.1 Okrajové podminky na vstupu a vystupu . . . . . . . . . ..
1.3.2  Periodické okrajové podminky . . . . . . .. ... ... ...
1.3.3 Okrajové podminky na sténé . . . . . . . . .. ... ... ..
1.3.4 Kinematickd okrajova podminka . . . . . . .. ... ...

1.4 Multiple-relaxation time . . . . . . .. ... ... ... .. ... ..

Interakce proudici tekutiny s tuhym télesem

2.1 Vahové funkce vlivu télesa na tekutinu . . . . ... ... ... ...
2.2 Silové uc¢inky tekutiny na t€leso . . . . .. ...
2.3 Ptsobeni télesa na tekutinu . . . ... o000
24 Pohybtélesa . . . . . . ...

Teorie podobnosti
3.1 Rozmérova analyza . . . . . . ... .. ...
3.2 Jednotky pro LBM . . . .. ..o

Implementace
4.1 Struktura vypoctu . . . .. ...
4.2 Paralelizace . . . . . . . ...

Vysledky

5.1  Stanoveni odporového koeficientu . . . . . . . . ... ...

5.2 Srovnani IBM s pevnou sténou . . . . . ... ... ... L.

5.3 Pad koule v odporovém prostiedi . . . . ... ... ... ... ...

5.4 Aplika¢ni piiklady . . . . .. ...
5.4.1 Proudéni vzduchu kolem automobilu . . .. ... ... ...
5.4.2 Dmychani vzduchu ventlatorem . . . . . . . ... ... ...

19
21
23
25
26

29
29
31

33
33
36



Uvodem

Uloha interakce télesa a kolem proudici tekutiny postihuje realné situace, kdy je
pevné téleso ponoreno v tekutiné, ¢i kdy naopak tekutina protéka pevnou struktu-
rou. Zvlasté v poslednich letech se simulace takovychto interakci rozviji a pribyva
byt staticka, ale novymi metodami lze postihnout i jejich dynamiku ¢i pruznost
a lze Tesit i tok geometricky slozitymi (pfip. Gasové proménnymi) oblastmi. Reseni
problému interakce 1ze pak aplikovat na nepfebernou skalu problémii biomecha-
niky (pritok krve pulsujici cévou, interakce tekutiny s elastickou membréanou),
sedimentace ¢astic [6], zjistovani aerodynamickych vlastnosti obtékanych objektt
napf. v automobilovém ¢i leteckém priimyslu [26] nebo proudéni poréznimi mate-

rialy [8] [17].

Interakci pevné struktury lze tesit celistvé - tedy sestrojenim rovnic, které
popisuji jednotlivé faze proudéni véetné interakce. Vzhledem k multidisciplinarni
povaze ulohy je vsak mnohdy vhodnéjsi a univerzalnéjsi vyuzit vice vypocetnich
metod a vzajemné je propojit na hranici télesa a tekutiny. Druhou zminénou ces-
tou se ubira i tato prace.

K modelovani proudéni je v této praci pouzita Lattice Boltzmannova me-
toda (LBM). Zaklad4 se na principu bunéénych automatt, tedy nevychézi prvotné
z feSeni Navierovych-Stokesovych rovnic, ale z feseni dynamiky modelovych ¢as-
tic pohybujicich se po pravidelné miizce. Modelové ¢astice jsou svou velikosti na
mezoskopické trovni, procez lze LBM pouzit k modelovani jak mikroskopického
tak makroskopického proudéni. Jeji vyhodou je snadnd implementace, vysoka va-
riabilita (zdkladni metodu lze rozsifit napi. pro feSeni pravé interakce s télesem,
feSeni vicefazového proudéni atd.) a hlavné moznost masivni paralelizace vypoctu.
Nevyhodou je nestabilita pro vysoka Reynoldsova ¢isla - tento problém je vSak
do ur¢ité miry fesitelny [30] [11]. Dale je LBM limitovana pravidelnou krychlovou
siti, ktera se hiife pfizpisobuje nepravidelnym geometriim - i tento problém lze
fesit [20].



V kombinaci s LBM se pfi modelovani interakce tekutiny a pevné struktury
zpravidla pouzivaji dva pristupy. Pro télesa tuha a nehybna je zvykem nahradit
téleso sténou. T€leso je tak ”zabudovano’do vypocetni domény a jeho vliv na te-
kutinu je fesen stejné jako vliv stén, tedy kinematickymi okrajovymi podminkami.

Pro télesa poddajné ¢i pohybliva je pak nejcastéji pouzivana tzv. metoda
vnofené hranice (Immersed boundary method, IBM). Téleso je reprezentovano
siti bodi na jeho povrchu, které kolem sebe vyvolavaji silové pole stejné, jaké by
vyvolavalo i téleso. Silové pole pak dale ptisobi na tekutinu a ovliviiuje tak jeji
rychlost proudéni v okoli télesa.

V této praci zkoumano vyuziti kombinace pravé LBM a IBM k simulaci inter-
akce tekutiny a pevné struktury. V ramci metody vnofené hranice je zkouméano
vyuziti kombinace predeslych dvou pristupt, tedy aplikace kinematickych okrajo-
vych podminek na povrchu pohyblivého télesa reprezentovaného pohyblivou siti
bodti jeho povrchu - tedy hranice télesa neni soucasti geometrie domény, nicméné
tekutiné je u jeho povrchu nucena kinematické okrajovd podminka, jak by tomu
bylo na sténé. Vysledky ukazuji, ze tento pristup dava vysledky srovnatelné s ji-
nymi pristupy a je o néco méné vypocetné narocny nez ptivodni IBM.

Spréavné fungovani pouzité metodiky je ovéfeno na prikladech zjistovani odpo-
rovych koeficientii zakladnich trojrozmérnych objekt a porovnani rychlosti padu
kulicky v tekutiné s vlastnimi experimentalnimi daty.



Kapitola 1

Lattice Boltzmannova metoda

Reseni zakladni tlohy dynamiky tekutin vychézi ze zédkona zachovani hmotnosti
a Navierovych-Stokesovych rovnic. Pro nestlacitelnou tekutinu se zakon zachovani
hmotnosti zzi na pozadavek nulového gradientu rychlosti

Vu=0 (1.1)
a Navierovy-Stokesovy rovnice na tvar
0 1
a—ltl +uVu= —;Vp + vV?u, (1.2)

kde u je vektor rychlosti proudéni, t je cas, p je hustota tekutiny, p je tlak
a v kinematicka viskozita.

Vzhledem k tomu, Ze predeslé rovnice jsou analyticky Tesitelné jen pro nékolik
malo jednoduchych pfipadt proudéni, je zpravidla nutné pouzit numerickych me-
tod k nalezeni jejich FeSeni. Obecné existuje mnoho zptisobt (vypocetnich schémat)
feseni pfedeslych rovnic, pfi¢emz prevazna vétsina z nich se zaklada na pfevodu
operatoru derivaci na diferen¢ni operatory a feSeni méa pak iteracni charakter.

V osmdesatych letech vsak vznikl i novy pristup k feSeni problému proudéni,
ktery se zaklada na principu bunéénych automati. Na tekutinu v tomto piipad
neni nahliZzeno jako na spojitou masu, ale je brana spise jako jeji mikroskopicka
podstata, tedy jako ¢astice pohybujici se v prostoru a srazejici se mezi sebou. Tento
pristup vychazi z dynamiky castic, presto lokalné spliuje zakladni pozadavky drive
popsanych zékont zachovani hmotnosti a hybnosti (Navierovy-Stokesovy rovnice).

Do této skupiny spadé i Lattice Boltzmannova metoda (LBM), ktera se béhem
let ukazala jako velice tispésna metoda pro feSeni nestlacitelného proudéni.

Tato kapitola je vénovana LBM jako takové. Je predstavena zakladni struktura
LBM.



Déle jsou uvedeny zakladni modely LBM pro rovinné i prostorové tulohy. Kapi-
tola je zakoncena stru¢nym pfehledem okrajovych podminek.

1.1 Diskretizace a struktura LBM

Lattice Botzmannova metoda vychazi nikoli z makroskopickych rovnic proudéni
(rovnice (1.1) a (1.2)), nybrz se zaklada pohybu samotnych ¢astic tekutiny. S ohle-
dem na fakt, ze skuteénych ¢astic (molekul) je prilis mnoho, aby mohla byt kazda
jedna z nich postizena ve vypoctu, pracuje LBM s modelovymi ¢asticemi. Jde
o pomyslné c¢astice, které v sobé seskupuji realné castice s podobnymi vlastnostmi,
jimiz jsou poloha a rychlost. Tedy castice, které se v jeden casovy okamzik vy-
skytuji pobliz urcitého bodu a sméruji podobnym smeérem, jsou soustiedény do
tohoto bodu, do jedné modelové c¢astice, jejiz rychlost jakousi priimérnou rychlosti
realnych castic do ni soustiedénych.

Diskretizace ¢asu pro LBM se nikterak nelisi od diskretizace ¢asu jinymi nu-
merickymi metodami - totiz nahrazenim spojité casové promeénné posloupnosti
malych ¢asovych krokt o trvani 7. Délka této ¢asové jednotky se odviji od jinych
volenych parametrti a téz je nutné dbat na stabilitu vypoctu - vice k vhodné volbé
casového kroku je uvedeno v kapitole 3.

Prostorova diskretizace pro LBM je jednoznac¢né dana pravidelnou pravotuhlou
mrizkou, na které metoda operuje. Pro rovinné tlohy jde o mfizku ¢tvercovou
o hrané S, pro trojrozmérné tlohy je miizka krychlova. Spojity prostor vypocetni
oblasti je tak preveden na konecné mmnozstvi uzlid. Modelové castice se mohou
vyskytovat jen v uzlech této mrizky. Realné c¢astice jsou pomyslné koncentrovany
do uzlu z jeho ¢tvercového respektive krychlového okoli o strané S a se stiedem
v daném uzlu.

Vzhledem k tomu, ze predeslé tvrzeni plati pro kazdy iteracni krok, je ziejmé,
7e Casova a prostorova diskretizace bude mit pfimy vliv i na diskretizaci casu,
nebof modelové ¢astice se musi zjevné pohybovat jen takovou rychlosti, aby se za
jeden ¢asovy krok T dostaly do jiného uzlu miizky (vektory rychlosti maji poc¢atek
i konec v uzlech). Zaroven jsou v ramci LBM vektory diskrétnich rychlosti e,
(v =1,...,0Q — 1) déle omezeny a to tak, ze modelové ¢astice se mohou béhem
jednoho casového kroku presunout pouze do nékolika nejblizsich uzl, nikoli dal.
Od poctu uzli, které jsou brany jako ”nejblizsi”se odviji riizné modely LBM. Tyto
modely budou predstaveny dale.

K predeslému je vhodné dodat, Ze simulace je doporuceno provadét v systému
jednotek definovaném mimo jiné ¢asovou jednotkou At a délkovou jednotkou Az.
Pievodem do tohoto systému je zarudeno vyrazné zjednoduseni vypoctl, nebof
¢asovy krok i délkovy krok jsou apriori rovny jedné (7' = 1At a S = 1Ax). Nadale



bude i v této praci uvazovano toto zjednoduseni a pouzito odpovidajici oznaceni
At pro c¢asovy krok a Az pro délku strany bunky mfizky. Z toho dale plyne, Ze
hmotnost soustfedénd do uzlu téz odpovida lokalni hustoté tekutiny vyjadrené
v systému jednotek LBM, jelikoz objem bunky nalezici jednomu uzlu miizky je téz
jednotkovy. Jednotka hustoty v systému jednotek LBM je dale znacena R. Vice
k systému jednotek pouzivaném pro simulaci proudéni pomoci LBM je uvedeno
v kapitole 3.

Kazda modelova c¢astice v daném uzlu seskupuje realné castice z okoli to-
hoto uzlu, které se pohybuji stejnym (diskretizovanym) smérem. Vztdhneme-li
pak hmotnost jednotlivych modelovych c¢astic v uzlu na celkovou hmotnost v uzlu,
dostaneme vyjadieni odpovidajici diskrétni pravdépodobnostni funkci rozdéleni
¢astic podle rychlosti. Vzhledem k tomu, ze pocet vektort rychlosti je omezen (dle
zvoleného modelu LBM), 1ze modelové ¢astice chapat i ve smyslu pravdépodob-
nostnim, jako pravdépodobnost, Ze se realna castice z daného uzlu vyda danym
smérem vektoru rychlosti e,, a = 1,...,Q — 1. Z predeslého vyplyva oznaceni
hmotnosti modelovych ¢astic jako pravdépodobnostnich funkci rychlosti f(e,, r;, t)
(dale zkracené pravdépodobnostni funkee, ¢i funkce rychlosti), kde r; je polohovy
vektor urcujici polohu i-tého uzlu.

Tato funkce nalezi vzdy danému uzlu i, miize se ménit v zavislosti na case a je
nenulovd pouze pro () danym modelem definovanych vektord rychlosti
€n = [€a €ays Caz)’ (@ =0,...,Q—1, kde Q z&visi na zvoleném modelu - viz déle).
Pro stru¢nost budou déale ozna¢eny nenulové hodnoty funkce rychlosti f(e,r;, 1)
odpovidajici sméru vektoru rychlosti e, a ¢-tému uzlu dolnim indexem

f(eay I'Z',t> = fi,a(t)'

Pravdépodobnost, ze se modelova castice v i-tém uzlu bude pohybovat jednim
ze sméru «, je rovna jedné. Z toho ihned plyne, Ze i soucet vSech funkci f; (%)
konkrétniho uzlu i ptfes vSechny vektory rychlosti e, bude roven hmotnosti (mode-
lovych i redlnych ¢astic) v daném uzlu i. Vzhledem k jednotkovému objemu burtiky
nalezejicimu jednomu uzlu plati i pro lokalni hustotu p; v i-tém uzlu

Q-1
pilt) =Y fialt). (1.3)

Lze téz snadno nahlédnout, Ze vektor makroskopické hybnosti
3i) = [Jiw(0), Jiy(t), 4i-(0)]" v i-tém uzlu mize byt vyjadiena jako soucet hybnosti
jednotlivych modelovych c¢astic v uzlu se nachazejicich. Jelikoz hmotnost mode-
lovych ¢astic je vyjadiena pravé pravdépodobnostnimi funkcemi rychlosti f; (%)

5



a jim odpovidajici rychlost diskrétnimi vektory rychlosti e,, lze zfejmé psat

Q-1
Ji(t) = pi(t)uy(t) = Z fia(t)ea, (1.4)

kde w;(t) = [w;(t), uiy(t), u;(t)]" je vektor makroskopické rychlosti v i-tém uzlu.
Po slozkach lze psat

Q-1 Q-1 Q-1
Pilli oz = ji,z = E faea,:r & Pl y = jz’,y = E faea,y pflp Pilliz = ji,z = E faea,z-
a=0 a=0 a=0

Pro makroskopicky tlak v i-tém uzlu p; plati jednoduchy vztah [4]

Pi
=2 1.5
pi= 3 (1.5)
|- - - - - - - -~ | |- - - - - - - -~ Ie
—— <o I e I 1 ©2
| *— | | . T >
| I | I
— e e o @
o —t— 0| ¢ | . |
| *—> | <o | |
1 —1 7 1+ 1 1—1 7 1+ 1

Obrazek 1.1: Diskretizace jednorozmérného proudéni.

Nejlépe priblizit na prikladu. Mé&jme jednorozmérny model proudici tekutiny,
kdy se tedy vSechny c¢astice mohou pohybovat pouze po primce, jak je zndzornéno
na obrazku 1.1 vlevo. Naproti tomu diskrétni LBM pozaduje restrikci pohybu c¢as-
tic v jednorozmérném prostoru na pohyb vpravo, pohyb vlevo a stagnacni pohyb
(¢astice se pohybuji nulovou rychlosti) s odpovidajicimi diskrétnimi vektory rych-
losti (v systému jednotek LBM)

o T AI‘ . T AI‘ . T A.fl?
el_[ 17070] |:E 7e2_[]‘7070] E a eO_[Oa()aO] E .

Veskeré castice nachézejici se v okoli i-tého uzlu (Sedd oblast) jsou pii dis-
kretizaci pfidéleny jedné ze t¥i molarnich castic (obrazek 1.2 vpravo). Molar-
nim ¢asticim lze pfifadit diskrétni funkce pravdépodobnosti f;o(t), fi1(t) a fia(t)
a jim odpovidajici diskrétni vektor rychlosti ey, ey, ¢i e;. Vhledem k tomu, ze



realné castice byly pouze preskupeny v ¢astice modelové, celkova hmotnost ¢astic
nalezejicich danému uzlu ztstava zachovana a je vyjadiena jako soucet hmotnosti
¢astic modelovych. Navic vzhledem k jednotkovému objemu okoli uzlu lze psat
pi(t) = fio(t)+ fia(t) + fi2(t). Obdobné pro hybnost: j;(t) = eofio(t) +e1fia1(t) +
+ e fio(t), kde jedinou nenulovou slozkou je j; . = fia(t) — fi1(1).

Tolik k diskretizaci. Jiz bylo uvedeno, jakym zptsobem LBM pfistupuje na
diskretizaci prostoru a ¢asu (potazmo rychlosti), nicméné nebylo fe¢eno mnoho
o samotném principu metody.

LBM si zle v zasadé predstavit jako velké mnozstvi modelovych castic, které
se pohybuji po pravidelné pravouhlé miizce. Tento proces se nazyva propagace
a lze ho v fec¢i pravdépodobnostnich funkci rychlosti zapsat jako

F(€asTi + €at + At) = flew, i, 1). (L6)

Tedy modelova ¢astice v i-tém uzlu odpovidajici a-tému vektoru diskrétni rychlosti
se za jeden Casovy krok prenese do uzlu lezicim v a-tém sméru od uzlu vychoziho.

Aby bylo mozné timto zptisobem zachytit jevy v proudici tekutiné, je nutné vzit
v potaz i vzajemné srazky castic. Ty zapricinuji, ze modelové castce pii pfesunu
z jednoho uzlu na druhy navic mohou pfijit (pravé vlivem srazky) o ¢ast své hmot-
nosti, ¢i naopak hmotnost nabyt. Zaroven samoziejmé dochézi i ke zméné hybnosti
modelovych c¢astic. Tento jev je v LBM obsazen v tzv. koliznim ¢lenu I a cely pro-
ces upravy hmotnosti modelovych ¢astic (tedy opravy hodnot funkei f; (%)) je
obecné oznacovan jako kolize. Rovnice (1.6) je pak rozsifena o kolizni operator na
tvar [28]

f(eaari+ea7t+At) :f(eowriat)—'—r' (17)

Konkrétni podoba kolizniho ¢lenu I' se lisi dle zvoleného modelu. Hojné pou-
Zivany je tvar Bhatnagara, Grosse a Krooka (BGK) [2] [28]

Flew T+ €t + At) = Flew,rst) — % (Flew,ti,t) — f(en, prust)),  (18)

kde f°¢(eq,pi;0;,t) (déle bude znaCeno pievazné f;((t)) je rovnovdzna funkce
o tvaru

fia(t) = pi(t)wa (1 + 3e,ui(t) + g (eau;(t))” — guiT(t)ui(t)) . (L9)

kde w,, jsou vahové koeficienty odpovidajici diskrétnim vektortim e, a jejich pocet
i hodnoty jsou opét zavislé na volbé konkrétniho modelu. Rovnovazné funkce

7



-1 vyjadiuji lokdlni stav rovnovéhy v i-tém uzlu a zévisi na vektoru rychlosti

e, a makroskopickych veli¢inach hustoty p;(t) a rychlosti u;(¢) v daném uzlu (viz
vztahy (1.3), (1.4)). Kazdé funkei rychlosti f; ,(t) odpovida pravé jedna rovnovazna
funkee f;2.

Oznaceni 7 nese v rovnici (1.8) tzv. relaxa¢ni parametr. Predstavuje ¢as po-
tiebny k ustaleni hodnot funkeci rychlosti f; ,(¢) ve svych rovnovaznych polohéch
f(t). Je ptimo zavisly na kinematické viskozité vyjadiené v systému LBM v p

i,

vztahem
T=3vg+0,5. (110)

Jeho hodnota spada do intervalu (0, 5;2) a je zasadnim faktorem ovliviiujici sta-
bilitu celé metody (vice v kapitole 3). Jelikoz BGK model uziva pouze jeden uni-
formni relaxac¢ni ¢as pro vSechny veli¢iny, nese tento model téz oznaceni single-
reaxation-time (SRT).

Komplexnéjsi a stabilnéjsi model (s odlisnym koliznim operatorem), ktery ope-
ruje na vice casovych hladinach, tedy s vice relaxacnimi parametry, se nazyva
multiple-relaxation-time (MRT) a je pfedstaven v pfislusné sekci této kapitoly.
Existuje téz napt. model se dvéma relaxa¢nimi parametry (two-relaxation-time,
TRT), jez pouziva napt. [27].

Kolize a propagace jsou jediné dva kroky LBM. Je vhodné podotknout, Ze pro-
pagacni krok zistava beze zmény pro veskeré aplikace. Naopak upravou (rozsife-
nim) kolizniho operatoru lze do systému vnést dalsi vlivy (napf. silové ptisobeni),
coz bude vyuzito 1 v  této praci pro interakci  tekutiny
s vnofenym télesem (v kapitole 2).

1.2 Prostorovy a rovinny model

Jak bylo zminéno v prvnich odstavcich této kapitoly, LBM je metoda pracujici na
pravidelné pravouhlé siti uzli. V roviné je to tedy sit ¢tvercova, v prostoru pak
krychlova. Otazkou ztistalo, jak jsou zvoleny diskrétni vektory rychlosti, po ja-
kyjrch drahéch se tedy mohou modelové ¢astice presouvat z jednoho uzlu na druhy.
V literatufe jsou v souvislosti s LBM zminovany pfedevsim modely D205, D2Q)9,
D3Q15, D3Q19 a D3Q27 ( [12] [22] [7]), pfi¢emz &islice za D udéava pocet di-
menzi prostoru a ¢islo za () pocet diskrétnich vektori rychlosti e,. Vektory dis-
krétni rychlosti nelze volit libovolné, ale musi spliovat urcité vzajemné symetrie,
aby dany model odpovidal realité - tedy spliioval Navierovy-Stokesovy rovnice
(existuje mnoho textt vénujicich se ukdzani spojitosti mezi LBM a Navierovymi-
Stokesovymi rovnicemi, napt. [4] [7]).

V této praci budou predstaveny dvourozmérny model D2Q9 a trojrozmérny
model D3Q19.



Obrazek 1.2: Diskrétni vektory rychlosti pro rovinny model D2@Q9.

Dvourozmérny model D2Q)9 je definovan deviti sméry vektorii rychlosti e,,
(v = 0,...,8). Modelové ¢astice mohou z kazdého uzlu (mimo uzli na okraji vy-
pocetni oblasti, které maji snizeny pocet sousednich uzlti) pokracovat do jednoho
z osmi sousednich uzld, ¢i zistat v uzlu vychozim. Statickym modelovym ¢asti-
cim odpovida nulty vektor diskrétni rychlosti eqg. Nasledujici ¢tyti indexy 1,...,4
odpovidaji rychlostem vodorovného a svislého sméru a sada indext 5, . .., 8 nalezi
smérim diagonalnim. Jednotlivé vektory rychlosti e, jsou naznaceny na schematu
1.2, ¢ je lze popsat vektorové nasledovné:

e= [070]7
e, =1[0,1],e5[1,0],e3 =1[0,—1],e4 = [-1,0],
€5 = [1, 1] , €6 = []_, —]_] ,er = [—1, —1] ,eg = [—1, 1] s

délky vektort opét presné vyjadiuji vzdalenost danych dvou uzli, a tedy rozméry
jsou v predeslém vyjadifeni brany v systému jednotek LBM ([e,| = Az/At). In-
dexovani je volitelné a je zde uvaddéno zvlasté kvili snadnéjsi orientaci v dalSim
textu.

Déle je pro D2@QQ9 BGK model potfeba znat devét vahovych koeficientti ze
vztahu (1.9) pro vy¢isleni rovnovazné funkce. Jejich hodnoty jsou opét nastaveny
tak, aby byly dodrZeny Navierovy-Stokesovy rovnice [7] a jsou nasledujici:

4 1 1

Wy = 57 Wi1,234 = 5, Ws,6,7,8 = % (1-11)

Trojrozmérny model D3Q19 je je definovany devatenacti vektory diskrétni
rychlosti e,. Nulovy vektor rychlosti je opét oznacen nulovym indexem, hlavni



Obrazek 1.3: Diskrétni vektory rychlosti pro prostorovy model D3Q19.

sméry (osy miizky) jsou pokryty Sesti nasledujicimi indexy 1,...,6, zbylych dva-
nact indext 7,...,18 nalezi diskrétnim vektortim rychlosti sméfujicich do nej-
blizsich uzli na plochach kolmych k hlavnim smértm - tyto vektory maji tedy dvé
nenulové slozky. Osm zbyvajicich uzll, které lezi v rozich pomyslné krychle se ste-
dem ve vychozim uzlu (ey) o hrané 2Az nejsou timto modelem pokryty. Piehled
indexovani vektori e, je k nahlédnuti na obrazku 1.3, ¢i lze vektory diskrétni
rychlosti e, téZ pfesné vyjadiit (opét v jednotkidch LBM) nasledovné:

eo =[0,0,0],
1,0,0,e4—[010] =10,0,1],e6 = [0,0,—1],
Leg = [~1,0, 1] ew = [~1,0,1],
vep3=10,—1,—1],e14 = 1[0, —1,1],
e15:[1,1,0],e16— 1, 1,0,e17_[— —1,0],e15 =[-1,1,0].

Téz vahovych funkci w, je pro D3(Q)19 model pochopitelné devatenact a jejich
hodnoty jsou:

wy = 3 Wi, 6= L W78, 18 = .- (1.12)

1.3 Okrajové podminky

Ackoli spravné sestaveni okrajovych podminek je klicovym faktorem kazdé tulohy,
okrajové podminky pro LBM nejsou prili§ probadanou oblasti. Stale se vyuzi-
vaji zazité implementace okrajovych podminek, o kterych je znamo, Ze nejsou
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zcela optimalni. Struény piehled tradicnich okrajovych podminek nabizi [15] nebo
[16] vCetné jejich rozboru z hlediska konzistentnosti vzhledem ke zbytku metody
i z hlediska numerickych chyb daného feseni.

Obecné u Navierovych-Stokesovych rovnic vazkého nestlacitelného proudéni
plati, Ze je nutné predepsat tii respektive ¢tyfi okrajové podminky. Na vstupu
jsou to zpravidla dvé respektive tii slozky rychlosti, na vystupu z oblasti pak tlak.
Na sténach je predepsana nulova normalova rychlost.

Pravdépodobnostni funkce je pak tfeba upravit ¢i doplnit tak, aby splnovaly
pozadované makroskopické podminky.

1.3.1 Okrajové podminky na vstupu a vystupu

Uzly na vstupu a vystupu z vypocetni oblasti je nutné resit samostatné. Vzhledem
k faktu, ze nékteré jejich sousedni uzly lezi jiz mimo vypocetni oblast, ziistavaji
nékteré pravdépodobnostni funkce uzlt na vstupu a vystupu po propagaci ne-

Znamé.

Obrazek 1.4: Chybéjici hodnoty funkei rychlosti f;,(¢) vstupnich a vystupnich
uzli.

Uvazujme jednoduchou dvourozmérnou doménu jejiz vysek je ilustrovan na ob-
razku 1.4, kde vstup do domény je vlevo, vystup vpravo a horni okraj reprezentuje
sténu. Zde uzly na vstupu postradaji sousedy po své levé strané a tedy pii propa-
gaci neziskavaji informaci o hodnotach funkei rychlosti f;o, fis a fis (vzhledem
k obrazku 1.4). Totéz plati pro hodnoty funkci rychlosti f; 4, fi7 a fis na vystupu
z vypocetni oblasti. Je tedy nutné doplnit chybéjici funkce rychlosti, ¢i vSechny
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v daném uzlu nahradit tak, aby byla zachovana konzistence a stabilita modelu
a pozadované dynamické vlastnosti a makroskopické velic¢iny.

Asi nejsnazsi a hojné vyuzivanou metodou (kterd je vyuzita i v této préci) je
nahrazeni vSech populaci ¢astic v uzlech na vstupu rovnovaznou funkci, ktera od-
povida pozadované makroskopické rychlosti uy na vstupu a makroskopické hustoté
prejaté vzdy z vedlejsiho uzlu smérem do vypocetni oblasti - s ohledem na obrazek
1.4 z uzlu vlevo od vstupniho uzlu. Pokud je zadanou hodnotou tlak, lze pozado-
vanou makroskopickou hustotu p¥ipadné snadno zjistit ze vztahu (1.10). Tedy pro
uzly a vstupu bude platit

f(eouriat) = feq (uoap(ri+e27t))' (113)

Obdobné je tomu u vystupnich uzli. Zde chybi informace o populacich ¢astic
ze smérd s indexy 4, 7 a 8, kde je pfedepsanou okrajovou podminkou ¢asto makro-
skopicky tlak (respektive makroskopicka hustota - opét de vztahu (1.5)). Rychlost
1ze interpolovat ze sousednich uzlid vpravo (opét s odkazem na konkrétni pfipad
z obrazku 1.4 ve sméru vektoru e,). Pro uzly na vystupu z vypocetni oblasti bude
platit

flea,ri,t) = feq (u(r; + €4, t), po) - (1.14)

Dalsi moznosti je zachovat existujici hodnoty pravdépodobnostnich funkei rych-
losti f; () a doplnit pouze chybéjici, opét s podminkou zachovani pozadovanych
makroskopickych momentii a rychlosti. Ve ¢lancich [32] ¢i [10] navrhuji autofi moz-
nosti implementace. Vychazeji z vyjadieni makroskopickych veli¢in (rovnice (1.3)
a (1.4)), tedy pro t¥i nezndmé funkce rychlosti pfidavaji t¥i rovnice (pro dvouroz-
mérny pripad). Vyjimkou jsou rohové uzly, které postradaji vice nez tfi sousedni
uzly - ty je nutné oSettit oddélené.

Ptedeslé okrajové podminky se pouzivaji predevsim u oblasti s pfimou hranici.
Zpravidla je mozné rovnou hranici oblasti na vstupu a vystupu vytvorit, a tedy
neni nutné vytvaret metody pro nepiimé hranice.

1.3.2 Periodické okrajové podminky

Nejsnadnéjsi implementaci skyté periodickd okrajova podminka [28]. V tomto pii-
padé dochazi k propojeni vstupnich a vystupnich uzli. Vznika tak vlastné neko-
necné dlouh& oblast, ktera se periodicky opakuje s periodou délky odpovidajici
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délce vypocetni oblasti. Pak jsou veskeré distribu¢ni funkce f;,(¢) sméfujici ven
z oblasti na vystupu (o = 2,5,6 - dle 1.4) pfi propagaci pfeneseny na misto od-
povidajicich distribuc¢nich funkei rychlosti na vstupu a naopak veskeré distribuc¢ni
funkce sméfujici ven z oblasti na vstupu (o = 4,7,8 - dle 1.4) jsou pfeneseny na
uzly vystupni. Po propagaci nejsou zadné chybéjici populace, které by bylo tieba
dopocitat. Nutny pozadavek, ktery musi takova oblast spliiovat, je shodné velikost
i tvar prifezu na vstupu a vystupu z oblasti.

Jedinym tskalim je fakt, ze vlivem vazkosti proudéni dochazi u periodické okra-
jové podminky k postupnému zpomalovani proudu a lze jich uzit pouze
v piipadech, kdy je to modelu pfidano vnéjsi silové ptisobeni (napiiklad zkoumani
vlivu gravitace na tekutinu).

Periodicka okrajova podminka je tedy vhodna naptiklad i p¥i feSeni problém,
kdy neplni okrajové podminky na vstupu a vystupu funkci ”hnaciho ¢lenu”, tedy
v pripadech, kdy proudéni ma jiny zdroj nez tlakovy gradient mezi jednotlivymi
konci sledované oblasti, lze uzit periodickych okrajovych podminek.

Jelikoz periodické okrajové podminky oblast periodicky uzaviraji, neni nutné
zadavat jakékoli podminky na makroskopické veliciny.

1.3.3 Okrajové podminky na sténé

Nejbéznéjsi metodou modelovani okrajovych podminek na sténé v ramci LBM, je
tzv. metoda odrazu. Existuji dvé podoby metody odrazu - prvni moznosti je ta,
kdy sténa se pomyslné nachézi mezi dvéma fadami uzlt, tedy posledni fada uzlt
jiz neni soucasti tekutiny.

Pokud je sténa mezi dvéma fadami uzli, kolize probiha ve vsech uzlech teku-
tiny a pii odrazu od stény populace ¢astic opét zméni orientaci a béhem stejného
¢asového kroku se vraci do zpét do vychoziho uzlu. Tento pristup je druhého Fadu
presnosti.

Pokud sténa prochazi fadou uzll, probiha kolize pouze na uzlech v tekutiné.
U uzli na sténé misto kolize dochazi k prostému preklopeni populaci ¢astic mificich
ven z domény do opac¢ného sméru. Tak dojde k praktickému vyrovnani populaci
¢astic s rychlostmi kolmymi na sténu a makroskopicka rychlost norméalova ke sténé
je automaticky rovna nule. Pokud bude navic na pocatku tecna slozka rychlosti
v uzlech na sténé nulova, bude nulova vzdy. Vzhledem k dvojnasobné vzdalenosti
mezi uzlem u stény a sténou samotnou vuci predeslému pristupu ziejmé plati, ze
i Cas, za ktery se castice dostane po odrazu zpét do vychoziho uzlu je dvojnasobny
- 1 to je patrné z obrazku 1.5. Tato varianta nabizi pouze prvni fad ptresnosti [1].

Nézorné srovnani obou pristupt pro 1D pfipad nabizi obrazek 1.5.
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Obrazek 1.5: Schematické porovnani dvou typtu okrajovych podminek na sténé
pro jednorozmérnou ulohu. Na obrazku je sledovana pozice a rychlost jediné mo-
delové castice pii odrazu od stény v zavisloti na case. Vlevo sténa prochéazi fadou
uzll, vpravo pak mezi dvéma fadami.

Implementace této okrajové podminky je snadnd a navic je snadno aplikova-
telnd i na zakfivené stény. V zasadé se zméni pouze to, ze se odrazi pouze jiné
populace c¢astic, nez by tomu bylo o hranice pfimé. Je vsak téz vidét, ze timto
pristupem nelze postihnout kfivost hranice dokonale, tvar je vzdy omezen pravi-
delnou ¢tvercovou miizkou, na které LBM operuje.

Okrajovou podminku, ktera by 1épe kopirovala zakiivenou hranici navrhuje ve
své praci napiiklad Mossige [20].

Pti feSeni tuloh, kdy je sténa pohybliva, lze uzit podobné podminky, jako na
vstupu do oblasti, tedy napt. nahrazeni chybéjicich populaci c¢astic tak, aby bylo
dosazeno pozadovanych makroskopickych veli¢in [32].

1.3.4 Kinematicka okrajova podminka

Rada tloh vyzaduje téz implementaci kinematické okrajové podminky uvnit¥ do-
mény. Od okrajové podminky na sténé (8lo téz o kinematickou podminku) se 1isi
tim, Ze se pouziva vyhradné ve vnitinich uzlech, kde jsou apriori znamy vSechny
populace cCastic.
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Je tedy tireba upravit kolizni ¢ast vypoctu tak, aby bylo v danych uzlech do-
sazeno piredepsané makroskopické rychlosti u; p,:. Toho lze docilit upravenim rov-
novazné funkce, ktera nyni bude funkci nikoli makroskopické rychlosti v uzlu, ale
pravé predepsané makroskopické rychlosti u; ;. Zménou rovnovazné funkce do-
jde k postupnému ustaleni makroskopické rychlosti v uzlu na pozadované hodnoté
pri zachovani hmotnosti ¢astic v uzlu. Vysledny kolizni operator pro popsanou
kinematickou podminku ma tvar

ro = fi,a(t) - fieg(ui,poé7pi)' (115)

1.4 Multiple-relaxation time

Model popsany na predchozich strankach operuje pouze s jednim relaxa¢nim ca-
sem T, a tedy predpoklada, ze vsechny velic¢iny a jejich momenty dosdhnou své
rovnovazné polohy za stejnou dobu. Skute¢nost je ovsem jina, naptiklad zachova-
vané veli¢iny (z ¢asti hustota - model umoziuje mirnou stlacitelnost - a hybnost)
by mély ve svych rovnovaznych polohéach setrvavat a tedy jejich cas relaxace by
mél byt nulovy [5]. Tyto nesrovnalosti maji vliv pfedev§im na stabilitu metody
pro vysoka Reynoldsova ¢isla, ale i v laminarnich pfipadech mtize byt SRT model
pri¢inou nepresnosti simulace. Naopak parametry - relaxacni casy - MRT modelu
mohou byt pfesné nastaveny pro konkrétni tilohu, aby bylo dosazeno maximalni
presnosti a stability.

Vyvoj MRT modelu probihal téméi soubézné s vyvojem zakladniho BGK SRT
modelu. V poslednich letech byly pro MRT vytvoreny i odpovidajici stabilni okra-
jové podminky [13] a MRT model se rozsifuje do novych odvétvi, kde by se SRT
model aplikoval jen stézi [5]. Nicméné i s ohledem vyhody MRT modelu a nevelké
snizeni efektivity vypoctu oproti SRT, je SRT model stale uzivany castéji.

Principem MRT modelu je pievedeni pravdépodobnostnich funkci rychlosti
fia(t) do prostoru momenti rychlosti, hybnosti, energie atp. V tomto prostoru
jsou veli¢iny konfrontovany se svymi rovnovaznymi polohami a nasledné opét
transformovany do prostoru pravdépodobnostnich funkei rychlosti f; () a dale
propagovany. Momentovy prostor je definovan momenty m; ,(t) a jejich rovnovaz-
nymi polohami mf:fl(t), kde a = 1,...,0Q), tedy jejich pocet je totozny s poctem
pravdépodobnostnich funkei f; ,(t) a je zavisly na volbé modelu. Déle bude v této
¢asti uvazovano s prostorovym modelem D3Q19, ktery byl téz pro SRT predstaven
v podkapitole 1.2. MRT model opét zasahuje pouze do kolizniho kroku, a je tedy
pouze jinym typem kolizniho operatoru v rovnici (1.7). Novy tvar rovnice (1.7) ma
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potom tvar
18 18

f(ea7 r; + e, 1+ At) = f(eou r;, t) - Z Z Ma,rSr,s (m(esa r;, t) - meq(es’ Pis U, t) )
r=0 s=0

(1.16)

kde M = [M,,] je transforma¢ni matice z prostoru momentt do prostoru funkci
rychlosti a S =[S, ] diagonalni matice relaxa¢nich parametr.

Kolizi (vztah mezi funkcemi f(e,,r;,t) a f(eq,r;,t + At) v témze uzlu) lze
prehlednéji zapsat ve vektorové formeé. Dale budou tedy zavedeny vektor momentt
m; a vektor pravdépodobnostnich funkci rychlosti f; a vektory jejich rovnovaznych
poloh m?? respektive £

m;(t) [mao(t), mia(t), ..., mias(t)]",
fi(t) = [fio(t), fir(@), .., fias(D)],
my?(t) = [m(t)i0,m5(t), ..., mG(t)]",
£(2) [F9(t)i0, Fi1Q), -, Fis (]

Pak kolizi lze zapsat vektorové nasledovné:
f;(t + At) = £;(t) — MS (m;(t) — m?(t)) (1.17)

(2

Vzhledem k tomu, ze transformace mezi momentovym prostorem a prostorem
pravdépodobnostnich funkei rychlosti f;,(t) je linedrni lze vztah mezi vektory
f; a m; popsat pravé (konstantni) transformac¢ni matici M. Transformace méa tvar

£(t) = Mm;(t). (1.18)

Konkrétni tvar matice M pro zavedené sméry modelu D3Q19 je

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
~11 —11 —11 —11 -11 —-11 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 —30
4 4 4 -4 -4 -4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12
1 0o -1 0 0 0 1 1-1-1 1 1-1-1 0 0 0 0 0
-4 0 4 0 0 0 1 1 -1-1 1 1-1-1 0 0 0 0 0
o o o o0 1 -1 0 0 0 0 1 -1 1-1 1 1 -1—-1 0
o 0 0 0 -4 4 0 0 0 0 1 -1 1 -1 1 1 —-1—-1 0
o 1 0 -1 0 ©0 1 -1 1-1 0 0 0 0 1 -1 11 0
O -4 0 4 0 0 1 -1 1 -1 0 0 0 0 1 -1 1-1 0
M= 2 -1 2 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 -2 -2 -2 -2 0
—~4 2 —4 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 -2 -2 -2 -2 0
o -1 0 -1 1 1-1-1-1-1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
o 2 0 2 -2 -2 -1-1-1-1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
o 0o o0 0 0 0 0 0 0 0 1-1-1 1 0 0 0 0 0
o 0o o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1-1 1 0
o o o 0 0 0 1 -1-1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0o o o0 0 0 -1-1 1 1 1 1 -1 -1 0 0 0 0 0
o 0 o0 0 0 0 0 0 0 0-1 1-1 1 1 1 -1-1 0
. 0o o o o0 0 0 1 -1 1-1 0 0 0 0-1 1-1 1 0]

—_
(=}



Jeji podoba byla prevzata z ¢lanku [5], kde je mimo jiné uvedeno i jeji odvozeni.
Zpétnou transformaci
m;(t) = M ()
lze dosadit zpét do kolize 1.17, coz vede na tvar

£(t+ AL) = £(t) — MS (M'f(t) — m(t)) . (1.19)

()

V prostoru momentt kazda slozka vektoru m;(t) odpovidd konkrétnim makro-
skopickym veli¢inam

m; = [Pi» €is €0 Jixs Qi Jiys Qiyys Jiyzr Giszs 3pi,zza 37ri,zza Pijwws Tiwwr Piyeys Piyyzs Piazy Miay, My, TG 2] -

tedy m; o predstavuje hustotu v i-tém uzlu, m;; je zavisly na energii a m;
na jeji druhé mocniné, m; 357 jsou slozky vektoru hybnosti, m; 1465} reprezen-
tuji vektor toku tepla q; = [¢ix, Giy, Giz), Mi9, Mi11 @ M3 — My 15 znaci slozky
tenzoru deformace p, m; 10 @ m; 12 jsou momenty ctvrtého radu piislusici tenzoru
P a m; (16,17,18} Jsou momenty tfetiho fadu zavislé na momentu hybnosti j a tenzoru
p [5].

Kazdé veli¢iné vektoru m;(t) je pfifazen téz jeji relaxacni parametr a jeji rov-
novazna poloha.

Relaxa¢ni parametry tvofi pravé matici S ve vztahu (1.16) respektive (1.19).
Jde o matici diagonalni, prvky S, . odpovidaji a-tému momentu. Jeho doporuco-
vané hodnoty pro dosazeni maximalni stability pro zakladni tlohy proudéni jsou [5]

S = diag [0, s1, 52,0, 54,0, 54, 0, S4, S, S10, S9, S10, S13; 513, S13, S165 5165 5165 | »

kde s; = 1.19, s9 = s10 = 1.4, 54 = 1.2, 516 = 1.98 a prvky sg = s13 jsou vazany ke
kinematické viskozité vztahem

1/1 1 1 /1 1
N L A N S A 1.20
VLB 3 (Sg 2) 3 (813 2) ( )

Av8ak napriklad pro tlohu interakce tekutiny s télesem, pii zjistovani sily jako
rozdilu hybnosti vztahem (2.6), je nutné upravit hodnoty relaxa¢nich parametri
Ss3, S55 a S77, které odpovidaji pravé hybnostem, na nenulové, zavislé na relaxa-
¢nim parametru 7 (totozné s hodnotami sy a sy3 z rovnice (1.20)).
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Pro veskeré simulace provadéné v ramci této prace (kapitola 5) byly upraveny
i dalsi parametry matice S na tvar

, 1 1 1 1 1 111
S = diag |0,1.5,0.6,~,1.8,~,1.8,~,1.8,—,1.4, =, 1.4, —, =, —,1.98,1.98,1.98] ,
T T T T T T T T

kde 7, relaxa¢ni parametr, je opét vztazen ke kinematické viskozité (stejné jako
u SRT modelu) vztahem (1.10).

Rovnovazné polohy momenti mohou byt téz ziskany zpétnou transformaci vek-
toru rovnovaznych funkei rychlosti £%(¢), nicméné je zvykem vyjadfovat jejich
hodnoty pfimo z makroskopickych veli¢in v uzlu. Jsou definovany jako [5]

qu = Pi, ]167(; = ji,wv ji?j = ji,y; J;Z = .ji,z’

19
e = —11p; + —ji J;

2,0
w .
eq €] o1 s
€ = WepPi+ Ji Jis
4,0
o _ 2o pea 2. a2
qi,.t - 3j1:$7 qi,y - 3]1,3/7 qz‘7z - 3]2,27
eq __ 1 [2‘2_<~2 _‘_2)} eq 1 (~2_‘2)
pi,xx - ]i,ac ]i,y ji,z ’ pi,ww - ji,y ]i,z )
3pi0 Pi0
eq . ]- . . eq - 1 . . eq - 1 . .
pi,,z’y - p‘oji7$]i’y7 pi7yz - ‘Oji,y]i,»?ﬂ p7,7;1;z - ‘Oji,a:]i,zy
7/1 Z7 Z7
eq €q eq _ €q
pzi,xr - wmﬁpi,zx? pzi,ww - wfﬁil?pi,ww’
€eq __ €eq __ €eq __
mi,x - mz’,y - mi,z - 07

kde we, wej a wy, jsou opét volné parametry, py je pocatecni makroskopicka hus-
tota, jejiz hodnota se nastavuje rovna jedné - jedna se o volny parametr, ktery nema
vliv na vysledky vypoctu [4]. Lallemand a Luo [14] navrhuji w, = 0, w.; = —476/63
a W, = pro dosazeni maximalni stability vypoctu.
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Kapitola 2

Interakce proudici tekutiny
s tuhym télesem

Vzajemné ptisobeni tekutiny a télesa je problém aplikovatelny na Sirokou skalu
realnych tloh: proudéni v cévach, pohyb téles v odporovém prostiedi, sedimen-
tace, proudéni porézni latkou, kmitani pruznych téles vlivem proudéni atp. Proto
se stale rozviji nové metody pro simulaci takovych interakci.

Modelovani interakce tekutiny a télesa do ni vnoreného je velice komplexni
problém. Jednak je nutné fesit rovnice proudéni, jednak dynamiku télesa, pripadné
jeho pretvareni, je-li téleso poddajné. I vzhledem k néaroc¢nosti tohoto problému
je vyvoj vypocetnich metod pro feseni téchto tloh otazkou zejména poslednich
nékolika let.

Pokud slo o téleso pevné a statické, bylo mozné fesit ilohu prostym nahrazenim
télesa pevnou sténou. Pak interakce télesa s tekutinou byla realizovana okrajovymi
podminkami pouzivanymi na sténé. Pro télesa pohybliva ¢i elasticka to vSak bylo
feSeni prili§ narocné, ¢i nemozné.

Velice oblibenou metodou pii feseni pohyblivych a elastickych téles je metoda
vnoreného télesa (Immersed boundary method, IBM), kterou popsal v roce 1972
Charles S. Peschkin [23]. Princpem metody je vytvofit v oblasti tekutin sit bodd,
ktera reprezentuje téleso. Tyto body pak vytvari v tekutiné silové pole o takové
velikosti a sile, jaké by vytvarelo do ni ponofené téleso. Sila je aplikovana na siti
bodt télesa a je pak prenesena do uzld tekutiny. Naopak silu na téleso lze zjistit
v uzlech tekutiny u povrchu télesa.

Pushkina nésledovali dalsi, kteri zacali vyuzivat IBM ve spojeni konkrétné
s LBM. Eulerovsky popis tekutiny na pravidelné m¥izce (LBM) interaguje s Lagran-
geovsky popsanym télesem reprezentovanym nepravidelnou mnozinou bodt (IBM).
Komunikace mezi metodami probiha interpolaci ¢i zpétnou extrapolaci silovych

19



uc¢inkd mezi uzly tekutiny a body stény télesa.

Jednotlivé modely interakce tekutiny a télesa se pak lisi jednak zptisobem vy-
hodnocent sily ptisobici na téleso a také tvarem silového ¢lenu. K prenosu informaci
se pouziva zpravidla diskrétni zvonové funkce, viz napt. [31].

Problém interakce tekutiny a télesa do ni vnofeného lze v zasadé rozdélit na tii
diléi problémy. Jednak jde o zjisténi sily, ktera piisobi od tekutiny na téleso, poté
vyfeSeni vlastni dynamiky télesa v navaznosti na ono silové piisobeni a nakonec
zjisténi plisobeni télesa zpét na tekutinu. Kolizni operator LBM se pfi silovém
pusobeni rozsifuje o silové ¢leny €; ,(t), na tvar

f(ea:ri + €a; t+ At) = f(eoza riat) - % (f(eaariat) - feq(eoza Pis uiat)) + Q(GOH I'i,t).
(2.1)

Kolizni operator je zavisly pouze na makroskopickych veli¢inach v daném uzlu,
a proto mize byt silové ptisobeni zavedeno jak lokalné (napf. silové ptisobeni od
vnoreného télesa), tak globalné (gravitacni sila).

Silu na téleso Yang a kol. [31] uvazuji jako soucet hybnosti ¢astic tekutiny,
které se pohybuji smérem k télesu, a zaporné vzatych hybnosti ¢astic pohybujicich
se smérem od t€lesa.

Rojas a kol. [25] se zabyvaji pouze jednostrannou interakei - tekutina je pohéa-
néna télesem pohybujicim se zadanou rychlosti. Silu piisobici od télesa na tekutinu
uvazuji jako podil rozdilu rychlosti uzlu télesa (zjisténé interpolaci z uzla tekutiny)
od pozadované rychlosti a ¢asového kroku. Sila je opét interpolaci pfevedena do
uzli tekutiny a aplikovéna silovym operatorem ve tvaru €, ,(t)3w,e,F;(t), kde
F;(t) je vektor sily pusobici na tekutinu v i-tém uzlu, w, jsou znamé vahové
funkce (viz napf. 1.11, 1.12) a e, pouzitému modelu odpovidajici diskrétni vek-
tory rychlosti.

Wu a Shu [29] uzivaji tzv. korekci rychlosti, kdy silovy ¢len je poéitan v kazdém
kroku implicitné v zavisloti na vyvoji rychlosti na sténé télesa.

Dalsi tvar silového ¢lenu zavadéného do uzli tekutiny uvadi ve svém clanku
Romero [26], a to (1 — 1/7)w, (e, — u; + 3e,u;e,)F;. Téz uvadi, ze zlomek sily by
méla byt pripoc¢tena téz k makroskopické hybnosti.

Silovy ¢len pro MRT LBM neni prilis ¢asto uvadén, nicméné lze uzit napr.
tvaru uvedeného ve ¢lanku Lia a kol. [18].

V této praci je predstaven model ktery kombinuje IBM s kinematickou okrajo-

vou podminkou LBM. Téleso neptisobi na okolni tekutinu pfimo silou, ale nuti ji
rychlost upravenim rovnovazné funkce v uzlech tekutiny blizkych télesu.
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zvonové funkce (2.2)

2.1 Vahové funkce vlivu télesa na tekutinu

Vliv télesa na tekutinu lze vyjadrit pomoci vahovych funkei vlivu ¢;, které na-
lezi uzlim tekutiny s odpovidajicim indexem. Hodnoty téchto vahovych funkci se
nachéazi (s ohledem na pouzitou metodiku) mezi 0 a 1, kdy hodnota 1 znamena
plné ovlivnéni tekutiny hranici télesa, naopak vahové funkce s nulovou hodnotou
nalezi uzlim, které jsou od télesa vice vzdaleny a téleso na né nemé piimy vliv.
Toto omezeni je nutné pro zachovani kladnosti funkei rychlosti f; ,(¢) pfi pouziti
kinematické okrajové podminky, bude vysvétleno nize.

Jak bylo feceno diive, mnoho autort pouziva pro zjisténi vahovych funkci ¢;
zvonovou funkei [25] 6(r;, X;). Nejcastéji doporucovany tvar je

1 [1 + cos (M)} ey — X, < 2

(2.2)

i(r;, X;) = {

Téleso je pak ovlivnéno vSemi uzly tekutiny, které jsou od néj vzdalené méne,
nez je predepsand maximalni vzdéalenost. Vzhledem ke zvonovitému charakteru
funkce 6(r;, X;) maji nejvétsi vliv nejblizsi uzly.

Body télesa se mohou vyskytovat kdekoli ve vypocetni oblasti a navic nejsou
statické, proto je tloha nalezeni bodu télesa blizkych uzlim tekutiny slozita - je
nutné projit kazdy uzel tekutiny a pro tento pod projit i kazdy bod télesa, aby
bylo mozné ovérit jejich vzajemnou vzdalenost a pripadné urcit vahovou funkci
vlivu télesa na tekutinu zvonovou funkei §(r;, X;).

Jak je vidét téz na prikladu uvedeném na obrazku 2.1, pri pouziti tohoto
pristupu pfesahuji nékteré hodnoty vahovych funkei ¢; hodnotu 1, coz je pro dale
popsanou metodiku interakce nepiipustné, a vahové funkce by bylo nutné dale
upravit.
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Obrazek  2.2: Vahové
funkce vlivu télesa na te-
kutinu ¢; zjisténé pomoci
vztahu 2.4

Na rozdil od bodi télesa, které nejsou pravidelné ani pevné umistény, LBM
operuje na pravidelné pravouhlé mrizce s bunikami o délce stény 1Az, a tedy po-
lohové vektory uzld tekutiny r; maji pouze celoc¢iselné slozky - r; ., r;,, ri. € N.
Mimo jiné proto byl v této praci vyuzit jiny zptsob stanoveni vahovych funkci g;,
ktery praveé vyuziva pravidelnosti LBM sité. Vahova funkce piimo zavisi na poc¢tu
bodt télesa v blizkém okoli uzlu tekutiny. Za blizké okoli se v tomto pripadé uva-
7uji bunky, v jejichz rohu je dany uzel (pro rovinnou ulohu nalezi kazdému uzlu
samoziejmé ¢tyfi bunky, v prostoru pak osm bunék).

Obrazek 2.3: Véhové
funkce vlivu télesa na te-
kutinu ¢; zjisténé pomoci
vztahu 2.4 s dvounésob-
nou koncentraci bodu na
povrchu télesa.

Névrh vahovych funkeci ¢ takovymto zptisobem samoziejmé casto vede na hod-
noty prevysujici hodnotu 1, a je tedy tieba je dale upravit. Aby byly zachovany
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proporce mezi vahovymi funkcemi ¢; a zaroven byly vSechny mensi nez 1, nabizi
se vydélit vSechny vahové funkce jejich maximalni hodnotou, tedy
4
G = - (2.3)
maxiq; )

Tento pfistup vSak neni zcela vhodny napiiklad pro télesa s ostrymi hranami,
jelikoz se napiiklad v rozich télesa mohou objevit takové extrémy vahovych funkci,
které vysoce prevysuji hodnotu ostatnich. Stény télesa by pak v porovnanim s jeho
hranami mohly pisobit jako ,propustné“ - vahové funkce by se blizily hodnoté
1 pouze v rozich télesa a stény s vyrazné nizsi hodnotou vahové funkce by ne-
mohly tekutiné nutit kinematickou okrajovou podminku s dostate¢nou diraznosti.

Vhodnéjsi variantou je proto vydélit zjisténé vahové funkce g nikoli jejich
maximalni hodnotou, ale pouze hodnotou primeérnou ziskanou jako aritmeticky
primeér nenulovych vahovych funkci ¢;. Hodnoty vahovych funkci, které i po vy-
déleni vétsi nez jedna, jsou nahrazeny jednotkovou hodnotou. Tato moznost 1épe
zachycuje tvar télesa pii zachovani dulezitych proporci mezi vahovymi funkcemi
vlivu ¢;. Tedy pro vysledné vahové funkce ¢; v uzlech tekutiny plati

L S
qQ q —

7% = . (2.4)
1 L>q,

<
S

kde ¢ je aritmeticky priimér nenulovych vahovych funkei ¢;.

Na obrazku 2.2 je uveden piiklad vypoctenych hodnot vahovych funkci podle
vztahu (2.4). Obrazek 2.3 vahové funkce pro dvojnasobnou hustotu bodi télesa na
jeho povrchu.

Je vidét, Ze hustéjsi sit télesa prispiva k jemnéjsimu rozliseni vahovych funkei.
Jako rozumné se jevi vytvorit takovou sit bodi na povrchu télesa, aby jejich roze-
stupy byly pfiblizné rovny Az/3.

Pii zjistovani vahovych funkci ¢; pomoci zvonové funkce se oproti tomu stan-
dardné doporucuji rozestupy bodu télesa cca 1Ax. I pfes vyssi pocet bodi télesa
pri pouziti druhého zptisobu vypoctu vahovych funkci, jde stale o variantu vyhod-
néjsi z hlediska ¢asové narocnosti vypoctu.

2.2 Silové ucinky tekutiny na téleso

Silové uc¢inky ptisobici kdekoli v tekutiné 1ze urcit ze zmény hybnosti. Jde o zménu
hybnosti jednotlivych castic respektive modelovych castic. Obecné lze vyjit ze
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vztahu

dj(r, ¢)
F = . 2.5
Lze dale prejit k jeho diferencialni podobé pro i-ty uzel
j(r;, t + At) — j(r;, t

At ’

vzhledem k tomu, Ze ¢asovy krok At se zpravidla pohybuje fadové v mezich mili-
sekund a mikrosekund.

Nejptesnéjsi odhad sily ptisobici od tekutiny na vnotfené téleso by byl dan sou-
¢tem zmén hybnosti ¢astic, které ztraci ¢ast své energie pii odrazu od stény télesa.
V LBM lze hybnost ¢astic v i-tém uzlu vyjadiit vztahem (1.4). Lze vSak definovat
i dil¢i hybnost jednotlivych modelovych ¢astic (jejichz hmotnost je vyjadiena pravé
pravdépodobnostnimi funkcemi rychlosti f; ,(t)) vztahy

ji,a(t) = fi,a(t>ea- (2'7)

Vektory j; ,(t) tedy zfejmé maji stejny smér jako vektory rychlosti odpovidajicich
indexu e,,.

K urceni sily tekutiny piisobici na téleso jsou dulezité ¢astice v takovych uzlech
tekutiny a smeétujici takovym smeérem, ze v daném casovém kroku dojde k jejich
narazu do stény télesa. Takova castice se ve stejném casovém kroku od télesa od-
razi opacnym smérem a jejich hybnost je pozménéna koliznim krokem (viz rovnici
(1.8)). Je tedy zfejmé, ze zménu hybnosti ¢astic vinou narazu do télesa lze zjis-
tit pfimo rozdilem dvou protilehlych distribu¢nich funkei f; () v daném uzlu a
daném sméru.

Tento pfistup lze snadno a s velice dobrymi vysledky pouzit pro pevna télesa,
ktera jsou pfimo zabudovana do geometrie domény (tedy jsou piimo nahrazeny
sténou). AvSak pro IBM je tento piistup velice narocny, nebot ke stanoveni uzli
tekutiny a smérti, ze kterych by byla sila na téles vypoctena, by bylo nutné znat
nejen body télesa, ale i jeho plochy. Vzhledem k tomu, ze IBM operuje ve své nej-
jednodussi podobé jen s mnozinou bodt reprezentujicich hranici télesa, je narocné
stanovit normaly k jeho hranici a tedy by bylo obtizné zjistit, které castice sméruji
k télesu a které naopak od télesa.

Pro téleso modelované pomoci IBM je vhodnéjsi vyuzit makroskopickou zménu
hybnosti opét v kombinaci s vahovymi funkcemi. Uzly tekutiny, které jsou blizko
hranice télesa jsou télesem plné ovlivnény a lze tedy uvazovat, ze veskera zmeéna
hybnosti v téchto uzlech je zpiisobena pravé narazy do télesa. Naopak uzly teku-
tiny vice vzdalené od télesa jsou jim jiz méné ovlivnény a jen pomérna Cast zmény
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hybnosti odpovida energii ztracené pii narazu. Z predeslého je ziejmé, ze pii vy-
hodnoceni sily tekutiny na téleso lze uzit stejnych vahovych funkci vlivu ¢;, jako
pii zjistovani vlivu télesa na tekutinu.

Problém by mohly zptisobovat uzly tekutiny uvniti télesa, jelikoz i castice
z téchto uzli narazi do stén télesa, ovsem z jeho vnitini strany. VIiv téchto sil vSak
lze zanedbat, a to proto, ze rychlost tekutiny uvnitt télesa se velice rychle vyrovna
s rychlosti télesa samotného. Pak se ¢astice pohybuji spolec¢né s télesem a piipadné
narazy castic do stén télesa probihaji pfi tak nizké relativni rychlosti, ze zménu
jejich hybnosti Ize zanedbat.

Celkovou silu F od tekutiny na téleso lze tedy vyjadrit souctem elementarnich
sil od jednotlivych uzld tekutiny jako

(2.8)

N
j(rz,t+ At) —j(rz,t)
i=1

Pii uvazovani At = 1 v systému jednotek LBM lze opét prejit k jednodussimu
vyjadieni

F= Z%‘[j(ri, t+ At) — j(ri, t)). (2.9)

=1

P¥i znalosti polohy stfedu hmotnosti ry(t) télesa lze uréit i celkovy moment sil
od tekutiny na téleso. Jeho tvar je dan souctem momentl od sil v jednotlivych
uzlech tekutiny ke stfedu hmotnosti télesa

M = Z gi (r; — (1)) x (§(rs, t 4+ At) — j(r,1)). (2.10)

Pfi pouziti popsané metodiky jsou body télesa potfebné pouze pii zjistovani
vahovych funkci vlivu ¢;, tedy staci nalézt uzly tekutiny blizké uzltim télesa a nikoli

vvvvvv

ale limitovéna informace o silovém piuisobeni, nebot takto lze ziskat pouze celkovou
silu ¢i celkovy moment ptisobici na téleso a nikoli jeho rozvrzeni po povrchu télesa,
jak by to napi. vyzadovaly konecné-prvkové simulace poddajnych téles.

2.3 Pusobeni télesa na tekutinu

Sila od télesa na tekutinu, jak jiz bylo mnohokrat uvedeno, se do LBM aplikuje
zavedenim silového ¢lenu €, ,(t) v rovnici (2.1).

25



V této praci je vyuzita v silovém ¢lenu kinematické okrajova podminka. Vzhle-
dem k tomu, ze tekutina je vazka, ulpiva na povrchu télesa, a tedy se v bezpro-
stfedni blizkosti télesa pohybuje spolu s nim. Je-li tedy znam pohyb télesa, lze ho
silovym c¢lenem vnutit i okolni tekutiné. Mira vlivu télesa na tekutinu v kazdém
jejim uzlu je vyjadiena vahovou funkci ¢; v daném uzlu.

Uzly tekutiny nejblize télesu, kde je vahova funkce vlivu ¢; jednotkova, bu-
dou tedy plné€ ovlivnény kinematickou okrajovou podminkou, a jejich rovnovazna
funkce bude funkci pozadované makroskopické rychlosti (viz sekce 1.3.4). Pokud
je vahova funkce v i-tém uzlu rovna 0, pak ziejmé téleso nema na tento uzel vliv
a kolize ma standardni tvar (1.8). Pro ¢; € (0,1) bude mit kinematicka okrajova
podminka omezeny vliv, kolize bude zcasti probihat klasickym zptisobem, z c¢asti
bude plnéna kinematicka krajova podminka.

Pro vSechny predeslé varianty lze souhrnné psat silovy clen ve tvaru

1 1
Qo = —;(1 — i) feg(Ws, pi) + ;qifeg(upoé,ivpi)- (2.11)

2.4 Pohyb télesa

Pokud je pohyb télesa predepsany, jedna se pouze o ulohu jednostranné inter-
akce. Zatimco téleso svym pohybem ptisobi na okolni tekutinu, ptisobeni tekutiny
zpét na téleso nema na jeho dynamiku zadny vliv. T€leso je uvazovano jako tuhé,
v opacném pripadé by nebylo mozné vliv tekutiny na téleso zanedbat. Je nutné
znat rychlost kazdého bodu télesa a jeho polohu (v kazdém ¢asovém kroku), jelikoz
bez téchto informaci neni mozné zahrnout vliv télesa na tekutinu do vypoctu.

Tak jako tekutina je reprezentovana svymi uzly. Téleso je reprezentovano uzly
svém na povrchu, jejichz poloha je dana v soufadném systému télesa
s pocatkem v jeho stfedu hmotnosti polohovymi vektory [X;];. Pocet bodu po-
vrchu télesa je P. Pokud jde o téleso pevné, vzajemna poloha bodt télesa se s ca-
sem neméni, tedy vektory [X;]; jsou konstantni. Naopak téleso jako celek je ¢asto
pohyblivé (posuvny i rotaéni pohyb), tedy souradny systém télesa se pohybuje ¢i
nataci vzhledem k pevnému souradnému systému. Poloha télesa je plné defino-
®,(t) = [D,(t), Py(t), P.(t)]. V pocatecni konfiguraci neni téleso nijak natoceno
(®,(0) = 0), tedy souradny systém télesa je pouze posunut vicéi pevnému systému
o vektor r(t).

S ohledem na predeslé je nejvhodnéjsi uchovavat v paméti pocitace informaci
o pocatecni poloze bodl télesa [X;o]; v systému soufadnic télesa. Pak je mozné
snadno zjistit polohu kazdého bodu télesa v pevném soufadném systému X;(t)
pootocenim polohovych vektori [X; ¢]; kolem stfedu hmotnosti télesa o thly ¢,(t)
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a pri¢tenim polohového vektoru stiedu hmotnosti télesa ry(t):
pricemz transformacni matice ma standardni tvar

cos®ycos®, cosP,sin®, + sin®,sin®,cos®, sind®,sin®, — cosn®,sind®,cosP,
T = | —cos®,cosP, cosPsin®, — sin®,sin®,cos®, sin®,sin®, + cosn®,sind,cos®, | .
sin®,, —sin®,cosP, cos®,cosd,

(Byl pouzit zkraceny zapis bez uvedeni ¢asové zavislosti.)

V piipadé, Ze je predepsan prubéh zrychleni télesa a;(t) a thlového zrychleni
a,(t), jeho rychlost se bude v jednotlivych ¢asovych krocich vyvijet podle vzorce

u,(t + At) = uy(t) + a,(t), (2.13)
wi(t + At) = wi(t) + ou(t), (2.14)

pricemz v systému jednotek LBM stéle plati, ze ¢asovy krok je jednotkovy.
Pro polohu stfedu hmotnosti télesa a natoceni télesa pak podobné plati

r(t + At) = r(t) + we(t), 2.15)
D, (t + At) = ®y(t) + wy(t). (2.16)

Rychlost kazdého bodu télesa ui(t) (i = 1,..., P) ve slozkich soufadnych os
pevného souradného systému je dana souctem prispévki rychlosti od posuvného
pohybu a rota¢niho pohybu télesa. Zatimco rychlost od pohybu posuvného je to-
tozna pro vSechny body télesa, thlova rychlost v bodu zavisi na jeho poloze viici
sttedu hmotnosti télesa. Pro rychlost bodi télesa v pevném souradném systému
plati

ul(t) = w(t) + wi(t) x [Xi(t)]:. (2.17)

Déle je nutné prevést tuto rychlost na uzly tekutiny, aby ji bylo mozné uplatnit
v kinematické okrajové podmince (2.11). Rychlost pozadovanou v uzlu tekutiny
u povrchu télesa u,,;;(t) lze zfejmé jistou aproximacni funkci zjistit ze znalosti
pohybu bodti télesa v jeho blizkosti, zfejmé by bylo mozné pouzit vahové funkce
;-

Pokud ale vztah 2.17 aplikujeme s malou obménou piimo na uzly tekutiny ve
tvaru

oz (1) = we(t) + wi(t) x (r;(t) — re(t)), (2.18)
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bude (zvlasté thlova) rychlost pfenesena na uzly tekutiny presnéji.

Zrychleni, respektive tthlové zrychleni télesa lze ziskat primo ze silového ptliso-
beni na téleso

a(t + At) = a,(t) + "2 + L, (2.19)
ou(t + At) = ay(t) + I, 'M(1), (2.20)

kde L je vektor dalsich zrychleni pripadné ptsobicich na téleso - prislusné slozky
vektoru L mohou obsahovat napiiklad gravitac¢ni zrychleni g nebo zrychleni od
vztlakové sily F,, = pVig/m,. Matice I, ! je pak inverzni matice setrvacnosti télesa
ke stiedu hmotnosti. Pro symetrické téleso je diagonalni I, ' = diag([1/1,,1/I,,1/L.]).

P1i vypoctu sily od tekutiny na téleso ¢asto vznikaji drobné oscilace této ve-
liciny, které jsou zpusobeny numerickym feSenim. Aby se zamezilo vyraznéjsimu
ovlivnéni vysledki témito oscilacemi sily, je vhodné odstranit je pomoci néjakého
filtru.

V této praci byl pouzit tzv. low-pass filtr pro zrychleni. Prvni vztah z (2.19) je
upraven nasledujicim zptisobem

F(t)

my

a(t + At) = eay(t) + (1 —¢) { + L] (2.21)

pro volbu € = 0.97.
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Kapitola 3

Teorie podobnosti

LBM pracuje v systému vlastnich jednotek, které jsou vhodné zvoleny tak, aby
vypocet byl co nejjednodussi. Nicméné nelze je zvolit libovolné, neb musi byt
zachovana jakasi relace mezi ptivodnim realnym problémem a modelem a téz je
tfeba brat ohled na stabilitu a presnost metody. V nasledujici kapitole je strucné
nastinéna teorie podobnosti a jeji konkrétni aplikace na LBM.

3.1 Rozmérova analyza

Teorie podobnosti slouzi priméarné pro jednodussi a ekonomictéjsi zpracovavani
dat, at uz z experimentt, ze analytickych feseni problému. Kazdy problém je defi-
novan svymi veli¢inami a parametry, kterych je obecné velké mnozstvi. Principem
teorie podobnosti je najit takova podobnostni ¢isla, ktera dokazi v sobé obsahnout
podstatu zkoumaného problému (tedy obsahuji relace parametri problému pro néj
charakteristické). Tato podobnostni ¢isla pak tplné popisuji dany problém a jejich
pocet je vyrazné nizsi.

Problém proudéni je popsan Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi. Zakon za-
chovani hybnosti ma pro proudici tekutinu tvar

g—ltl +uVu = —%Vp + vV, (3.1)
kde u je rychlost proudéni, ¢ je cas, p je hustota tekutiny, p je tlak a v kinematicka
viskozita. Kazda z téchto veli¢cin ma vlastni jednotku. To znamena, Ze pti zméné
jednotkového systému dojde ke zméné celé rovnice. Proto je vyhodné ptejit na bez-
rozmérny tvar rovnice. VSechny veli¢iny lze prevést na bezrozmérné (déle znacené
hvézdickou) podélenim ptivodni veli¢iny tzv. charakteristickou veli¢inou. Napt. lze
zvolit charakteristickou délkovou jednotku L jako sitku kanalu, a veskeré délkové
rozmeéry v predeslé rovnici vztahovat k této mite. Pak lze zavést bezrozmérnou
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délku
r'=—. (3.2)

Veli¢ina r* je jiz bezrozmérnd, neb jak r tak L jsou vyjadieny v metrech. Zaroven
je vhodné poznamenat, Zze charakteristicka délka je skalarni veli¢ina, vyjadiuje
meéritko mezi vektory r* a r. Jako charakteristickou délku lze brat napt. sitku

Obdobné 1ze zvolit charakteristicky casovy krok 7' a zavést bezrozmérnou c¢a-
sovou jednotku

t — f.
Analogicky lze vyjadrit veskeré zakladni jednotky soustavy SI. Bezrozmérny tvar
dalsich velicin je jiz zavisly na volbé charakteristickych veli¢in zédkladnich jednotek.
Naptiklad jednotka rychlosti je podilem jednotky délky a casu. A tedy charakte-
risticka rychlost U zavisi na volbé charakteristické délky a charakteristického casu.
Lze psat

(3.3)

(3.4)

d
ﬂlh_l s

Stejnym zplisobem lze odvodit bezrozmérné tvary vsech uzitych veli¢in, jak jsou
uvedeny v tabulce 3.1.

veli¢ina jednotky | charakteristické veliciny
rychlost u [ms™| L/T

casova derivace Ot 57! /T

gradient V [m~1] 1/L

hustota p [kgm’?’l K/L3

tlak p lkgms™?] | KL/T?

kinematicka viskozita v | [m?s™'] | L?/T

Tabulka 3.1: Prevody odvozenych jednotek

Dosazenim do rovnice 3.1 a tpravou lze dospét k jejimu bezrozmérnému tvaru

e VYW T TV vV
au* IS wA T T 1 * ok *2*1/
at*-l—uVu = -V'p +(V)uUL
au* FAwi K 1 * %k *2*1
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VSechny cleny posledni rovnice jsou bezrozmérné a rovnice samotna je shodna
s rovnici (3.1) az na posledni ¢len, ktery je rozsifen o prevracenou hodnotu Rey-
noldsova ¢isla

Re = ——. (3.6)

Reynoldsovo ¢islo je jedno z podobnostnich ¢isel, které vyjadiuje pomér setrvac-
nych a vazkych sil v tekutiné.

Reynoldrovo ¢islo je jediné podobnostni ¢islo vyskytujici se v rovnici (3.5),
a tedy feseni rovnice je stejné pro vSechny problémy, které maji totozné Reynold-
sovo ¢islo.

3.2 Jednotky pro LBM

Pro LBM je typické, ze pro vypocet uziva vlastniho systému jednotek. Hlavni
charakteristikou je fakt, ze Sitka mrizky je rovna jedné délkové jednotce a Casovy
krok jedné jednotce ¢asové. Casovy krok je tedy 1At a sitka buiiky 1Az. Téz
jednotka hustoty tekutiny odpovida hustoté tekutiny, aby platilo, Ze je hustota
v systému jednotek LBM jednotkova (tedy i hmotnost, vzhledem k tomu, Ze objem
je Az?, tedy té7 jedna).

Zaroven, jak bylo uvedeno v pfedchozim, je nutné dodrzet v systému LBM
Reynoldsovo ¢islo totozné s tim, které popisuje realny problém. Je zfejmé, Ze moz-
nosti, jak zvolit charakteristické rozméry v systému jednotek LBM je nekonecné
mnoho. Nicméné je tfeba brat ohledy na limity jednotlivych veli¢in tak, aby nebyla
narusena stabilita metody. Pozadavky stability omezuji rychlost a relaxacni Cas.
Maximalni rychlost (v systému LBM) nesmi pfekro¢it hodnotu 0, 3Az/At. Pokud
je velikost maximalni rychlosti pfi simulaci neznama, je tfeba ponechat urcitou
rezervu a referenéni rychlost volit nap¥. rovnu 0, 1Az /At. Relaxa¢éni parametr je
z intervalu (0, 5; 2), pFi¢emz s tim, jak se pfiblizuje k hodnoté 0,5, model se stéva
nestabilnim.

Systém jednotek LBM je charakterizovan predevsim délkovou jednotkou Az,
casovou jednotkou At a jednotkou hmotnosti Am. V téchto jednotkach je pak
tfeba nalézt takové charakteristické rozmeéry, které odpovidaji Reynoldsovu ¢islu
readlného problému. Moznym postupem je nejprve stanovit Reynoldsovo ¢islo re-
alného problému. Déale stanovit charakteristickou rychlost u;p a charakteristicky
rozmér [ p v jednotkdch LBM (Az /At respektive Ax). Z téchto vyplynou prevody
pro rozmeér cy, a rychlost cy

—, Cy = —. (37)
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Z toho lze zjistit pfevod pro cas a kinematickou viskozitu ze stale platnych vztaht
cr = cp/cy a ¢, = crey. Pak lze jiz pfimo ze vztahu (1.10) zjistit hodnotu relaxa-
¢niho casu 7.

Pro piiklad uvedme pievod jednotek kandlu, jehoz charakteristické fyzikalni
parametry jsou: Sifka kanalu L = 0,05m, maximalni rychlost U = 1m/s, kine-
matickd viskozita v = 5 - 107*m?/s. Z uvedenych tidajt plyne Reynoldsovo &islo
Re=100. Za charakteristicky rozmér v systému LBM je vhodné zvolit opét Sitku
kanalu, nicméné v jednotkdch Ax. Pokud tedy sitku kanalu predstavuje napf.
50 bunék, je jeho rozmér l,p = 50Az. Pfevod pro délku pak ¢;, = 0.001. To
znamena, ze Sitka bunky Az ma v systému fyzikalnich jednotek rozmér 0,001m.
Rychlost lze stanovit s ohledem na predchozi jako upp = 0.1Ax/At, tedy pre-
vod rychlosti je ¢y = 10. Vzhledem k tomu, ze i v systému LBM musi byt do-
drzeno stejné Reynoldsovo ¢islo, kinematicka viskozita musi byt v,p = I purp/Re
a nasledné relaxacni ¢as 7 = 0.5+3v 5. Konkrétni hodnoty jsou v, = 0.05Ax2/At
a 7 = 0.656Az%/At. Navic pro pievod ¢asu plati cp = cr/cy, tedy cr = 1074 Na
popsani jedné vtefiny redlného proudéni je potieba 10 000 iteraci.

Z uvedeného piikladu je zfejmé, ze simulace bude stabilni (vzhledem k tomu,
ze relaxacni parametr je vzdalen hodnoté 0.5), nicméné ponékud ¢asové naroc¢na.
Pomoci nasledujicich voditek lze najit stabilni a vypocetné méné narocné nasta-
veni parametri. O stabilité a efektivnosti metody rozhoduje prevazné relaxacni
parametr 7.

e Pii zachovani charakteristické rychlosti lze ovlivnit stabilitu metody zkra-
cenim c¢asového kroku. Nelze tak vSak ¢init neomezené, nebof maximalni
hodnota relaxa¢niho parametru je shora omezena. Casovy krok by se mél
pohybovat mezi hodnotami 0 a 0.5Re/[? 5, pii¢em# pfi zvoleni At z pravé

Vv

e Pokud volenym parametrem neni ¢asovy krok, nybrz charakteristicka rych-
lost, 1ze ovlivnit vypocet obdobné. Pii zachovani délkového rozmeéru vede
totiz zména rychlosti pfimo na imérnou zménu casového kroku. Déle maxi-
malni rychlost pfi vypoctu nesmi presdhnout hodnotu 0.3Az/At. Charakte-
risticka rychlost by méla spadat do intervalu (0;0.5Re/l;p).

e Na druhou stranu pii zachovani rychlosti (¢i ¢asového kroku) lze zajistit
stabilitu metody jemnéjsi siti, kdy tedy [ g je vétsi, a tedy jednotka Ax
naopak mensi (vyjadiuje kratsi vzdalenost). Kvadrat charakteristické délky
by zarovern nemél prekrocit hodnotu 0.5Re/t;p
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Kapitola 4

Implementace

Pro spravné a efektivni fungovani popsané metody je tfeba spravna implementace.
Vhodné ¢i nevhodné zvoleni parametrii zasadné ovliviiuje jak rychlost vipoctu, tak
predevsim presnost a stabilitu metody (viz kapitolu 3). Zvolenim vhodné datové
struktury lze minimalizovat naroky na paméf pocitace. K urychleni vypoctu lze
pak pfispét paralelizaci jeho vybranych casti.

Implementace LBM relativné piimocara. Kazdému uzlu je nutné pritadit makro-
skopické rychlosti, makroskopickou hustotu a piislusné mnozstvi distribuc¢nich funkci
rychlosti.

V kazdé iteraci se pak tyto hodnoty upravuji a presouvaji z jedné pozice na nasle-
dujici dle pravidel kolize a propagace. Déle je tfeba zohlednit pfipadné interakce
s télesem.

4.1 Struktura vypoctu

P1i implementaci LBM, pripadné jejiho doplnéni o IBM, lze postupovat dle sché-
matu, které je uvedeno na obrazku 4.1.

Pfi inicializace vypoctu je nejprve tieba definovat vypocetni oblast, tedy vy-
tvofit soubor uzll s danou pozici a charakteristikou - zda se uzel nachazi v oblasti,
nebo na sténé, pripadné zda jde o uzly na vstupu ¢i vystupu z oblasti. Implementaci
1ze zjednodusit vyuzitim maticového usporadéani, kde na kazdou dvojici (respek-
tive trojici pro trojrozmérné problémy) indexu pfipadd jeden uzel. Indexy pak
zaroven davaji i informaci o poloze uzlu. Nicméné pro nepravidelné geometrie je
takova konfigurace nevyhodna, a to jak z hlediska vyuziti paméti, tak z hlediska ca-
sové naroc¢nosti. Maticové usporadani zbytecné uchovava informace o uzlech, které
nejsou piimou soucasti domény (neaktivni uzly). Tyto uzly jsou téz pii kazdé ite-

vvvvvv
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Inicializace

VV
Vypocet
makroskopickych veli¢in l
- - - --_--”_--_-------Z---Z-Z-™
Y I Zjisténi sily tekutiny na téleso H
| Kolize |<— : ——————————— Q- - —-—--—---- ! |
| # ! qE)
_______________________ |
A : 1 Vypocet zrychleni, rychlosti télesa !'i E
| Propagace | e Q- =-=== hiog
| | )
jmm e m o — - = Y ____. )
A4 [ Aktualizace polohy télesa ! : =
| Okrajové podminky | : ——————————— Q== ———————— e
| ; ! %
l |- - - - - - - - === Y - 1=
! Urceni kinematickych )1
| : poméru na povrchu télesa : :
L ____
Ukoncovaci !

podminka

| Vizualizace |

Obrazek 4.1: Struktura vypoctu. Vyvojovy diagram hlavni vétve programu
(LBM) a jeji propojeni s vedlej$im vypoctem interakce tekutiny s télesem (IBM).

N4

i o0 sousedicich uzlech je tieba evidovat oddélené. I presto se jedna o konfiguraci
pro slozité geometrie oblasti vyhodnéjsi. Obdobné je tieba definovat uzly télesa
a jejich polohu.

Déle je nutné definovat parametry simulace s ohledem na teorii podobnosti
a pozadavky stability, jak bylo uvedeno v sekci 3.2. Témito parametry jsou napii-
klad pozadované okrajové podminky (zpravidla slozky rychlosti tekutiny na vstupu
a tlak na vystupu z vypocetni oblasti).

Pocatecni podminky jsou ddny makroskopickymi veli¢cinami. Je vhodné nasta-
vit rychlost i tlak v celé oblasti konstantni, odpovidajici okrajovym podminkam.
Vychozi stav simulace je tedy takovy, ze distribu¢ni funkce rychlosti v kazdém
uzlu odpovidaji rovnovaznym funkcim definovanym vztahy (1.9) (pro u = ug a

p = po = 3po)-

Prvnim krokem kazdé iterace je zjisténi aktualnich makroskopickych rychlosti a
hustoty v kazdém uzlu dle vztaht (1.3), (1.4). Ty je t¥eba znat jednak pro vy¢isleni
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kolizniho operatoru a pripadné ke zjisténi informaci o silovém piisobeni tekutiny
na téleso.

Nasleduje kolize, béhem niz se pfepocitaji hodnoty distribuc¢nich funkei rych-
losti v kazdém uzlu, af uz se jednd o SRT model (kolize dle (1.8)), ¢i MRT model
(dle (1.17)). Kolizni ¢ast vypoc¢tu mize dale ovlivnit téleso s tekutinou interagujici,
pak ma kolize tvar (2.1).

Béhem propagace jiz nejsou pocitany zadné nové hodnoty, pouze dochézi k je-
jich pfesunu do jinych uzli. Existuji dvé vyjimky. Prvni jsou uzly u stény - u nich
na misto kolize dochazi pouze ke zméné smeéru slozky rychlosti kolmé na sténu.
A druhou uzly na vstupu a vystupu, ze kterych probiha propagace pouze ve sméru
dovniti domény.

Okrajové podminky jsou osetfeny podobné jako podminky pocatecni - vSechny
distribu¢ni funkce rychlosti nalezici uzliim na vstupu a vystupu jsou v kazdém
casovém kroku nahrazeny rovnovaznymi funkcemi, jak je uvedeno v sekci 1.3.1.

Program je zastaven pii splnéni nékteré z téchto podminek. Bud je dosazeno
pozadovaného konkrétniho poctu iteraci - této moznosti lze vyuzit predevsim pii
zkoumani nestacionarniho proudéni. Nebo dosazenim ustaleného proudéni, tedy
pokud rozdil proudovych poli ve dvou po sobé nasledujicich iteracich je dosta-
te¢né maly.

Pokud je pfedmétem tlohy simulace interakce tekutiny s vnofenym télesem,
je tfeba paralelné s vypoctem LBM vést i vypocet IBM (na obrazku 4.1 uve-
deno ¢erchované). Nejprve je nutné zjistit pusobeni tekutiny na téleso, k ¢emuz je
nutné znat aktualni makroskopické rychlosti v uzlech tekutiny. Jak je naznaceno
v sekci 2.4, ze sily tekutiny piisobici na téleso vyplyva jeho zrychleni a potazmo
rychlost. Od toho se pak odviji i nova poloha télesa, dochéazi k jeho posunuti ¢i poo-
toceni. V poslednim kroku se pak stanovi rychlost kazdého bodu télesa, ktera se na-
sledné prenese zpét do uzlt tekutiny (viz kapitolu 2). Pozadované hodnoty rychlosti
u povrchu télesa vstupuji zpét do kolize v hlavni vétvi vypoctu.

Pro veskeré simulace a vizualizace uvedené v kapitole 5 bylo pouzito kombi-
nace programovaciho jazykt MATLAB a C++, pro vizualizaci trojrozmérnych dat
pak prostiedi ParaView. Vyhody MATLABu jsou pfedevsim ve snadné a rychlé
vizualizaci vysledkt a bohaté knihovné funkci, C++ vyniké rychlosti a relativné
snadnou moznosti paralelizace.
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4.2 Paralelizace

Vyhodou paralelizace je urychleni vypoctu. Jejim principem je rozdéleni vypoctu
mezi vice jader procesoru. Lze ji vSak vyuzit pouze pokud jsou jednotlivé ¢asti vy-
poctu z velké ¢asti nebo zcela nezavislé. Paralelizace mize vSak byt i nevyhodna
a to tehdy, pokud je vypocetni c¢as jednotlivych tkont distribuovanych jadrtim
procesoru vyrazné nizsi, nez ¢as potiebny pro distribuci samotnou. O moznostech
a vyhodnosti paralelizace pojednavaji nasledujici odstavce této kapitoly.

LBM je metoda zakladajici se na diskretizaci ¢asu a prostoru, je tedy jasné, ze
v implementaci se musi objevit jednak vnoreny cyklus, ktery prochéazi v kazdém
casovém kroku jednotlivé uzly. Cyklus iterac¢ni nelze paralelizovat, jelikoz vypocet
v kazdém casovém kroku je bezprostiedné zavisly na vystupu z kroku ptedeslého.
Naopak 1ze paralelizovat vypocet uvnitt iterac¢ni smycky - vypocet probihajici na
jednotlivych uzlech zavisi pti kolizi pouze na hodnotach v daném uzlu a pii pro-
pagaci pouze na hodnotach sousednich uzli.

Velice casto vyuzivanou moznosti paralelizace LBM je rozdéleni vypocetni ob-
lasti do mensich celkl, které jsou distribuovany mezi jadra procesoru. Touto cestou
postupovali napiiklad Martys a Hagedorn [19]. Vypocetni oblast je rozdélena na
stejné velké podoblasti, jejichz pocet odpovida poctu jader procesoru. V ramci
téchto podoblasti pak probiha jak kolize, tak propagace. Jadra procesoru mezi se-
bou komunikuji jen v jediné fazi iterace, a to pfi propagaci probihajici v uzlech na
hranici podoblasti.

Tato moznost je efektivni, nicméné vyzaduje delsi pripravu - rozdéleni oblasti

vvvvvv

plikované. Kazdou geometrii vypocetni oblasti je tfeba fesit individualné.

V této praci je paralelizovana pouze kolizni ¢ast metody, pii niz je vypocet
v jednotlivych uzlech zcela nezavisly na uzlech sousednich. Kolize na jednotlivych
uzlech jsou postupné po jedné feseny na dostupném poctu jader procesoru. Béhem
jedné iterace tedy kazdému jadru procesoru pripadne velké mnozstvi jednodussich
vypoctl. Propagace jiz probihd pouze na jednom jadru procesoru.

Implementace je oproti predeslé varianté paralelizace snadné. Kolize a pro-
pagace se rozdéli do dvou nezavislych for cykld, cyklus obsahujici kolizi se poté
zameéni za parallel for, ktery je pro C++ piistupny v knihovné pplh. Zakladni
struktura programu LBM v paralelni verzi ma potom tvar
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\# include <windows.h>

\# include <ppl.h>

using namespace concurrency;
using namespace std;

parallel_for (size_t(0), N, [&](size_t i)
{

1
for (size_t i = 0; i < N; i++)

{

}

Pii pouziti MRT modelu zabird kolize zhruba 80% vypocetniho casu jedné
iterace vypoctu. Z toho plyne, Ze i paralelizace samotné kolize ma vysoky vliv na
urychleni vypoctu.

V piipadé SRT LBM, kdy kolize zabira zhruba 60% vypocetniho casu jedné
iterace, nepfinasi paralelizace vyrazné urychleni. Vypocetni naroc¢nost prirazovani
jednotlivych vypoctt kolizi jadriim procesoru je neimeérné vysoka vhledem k vy-
pocetni naro¢nosti vypoctu samotného.

Porovnani vypocetnich casii pti pouziti MRT ¢i SRT modelu pro danou veli-
kost domény je zobrazeno v grafu 4.2 ptfi provedeni vypoc¢tu na dvou jadrovém
procesoru, v grafu 4.3 pak na 24-jadrovém procesoru.
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Obrazek 4.2: Graf porovnani vypocetnich ¢ast jedné iterace paralelizovaného

a neparalelizovaného vypoctu pro SRT a MRT model na vypocetni oblasti

o milionu uzld. Vypocet byl proveden na dvoujadrovém procesoru. Uvedené hod-
noty jsou prumérné hodnoty ze vzorku tii set iteraci.
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Obrazek 4.3: Graf porovnani vypocetnich ¢ast jedné iterace paralelizovaného

a neparalelizovaného vypoctu pro SRT a MRT model na vypocetni oblasti

o milionu uzld. Vypocet byl proveden na 24-jadrovém procesoru. Uvedené hodnoty
jsou primeérné hodnoty ze vzorku tii set iteraci.

P¥i vyuziti pocitace se sdilenou paméti (pamét je spoleéna pro vsechny pro-
cesory) je nutné prifadit kazdému jadru procesoru vlastni proménné - v opacném
pripadé by totiz dochazelo k jejich vzajemnému prepisovani. Mohou tak vzniknout
dalsi naroky na operac¢ni pamét pocitace, nicméné pii vhodné implementaci jsou
minimalni.

P¥i vyuziti pocitace s distribuovanou paméti (kazdy procesor je vybaven vlastni
paméti) by nastaly dalsi komplikace - jednotlivé paméti by totiz musely mezi sebou
pri kazdé iteraci komunikovat, a to minimalné béhem propagace. V tomto pripadé
se jevi jako podstatné vyhodné€jsi prvni zminény zptisob paralelizace LBM, kdy
komunikované mnozstvi dat mezi jednotlivymi pamétmi obsahuje pouze hodnoty
z hranic jednotlivych podoblasti.

V poslednich letech se k vypoctim stale castéji pouzivaji také grafické karty.
MozZnosti jejich vyuziti pro LBM se zabyva napiiklad Peng a kol [21]. Podobné
jako Martys a Hagedorn [19] navrhuji rozdéleni vipocetni domény na podoblasti,
ty jsou vsak mnohem mensi, jelikoz grafické karty pracuji s mnohonasobné vyssim
poctem operacnich jednotek, nez je tomu u procesort.
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Kapitola 5
Vysledky

Na nasledujicich stranach jsou prezentovany vysledky ziskané pomoci vlastniho
softwaru. Pomoci nich bylo ovéreno spravné fungovani metody, a to jednak porov-
nanim s vysledky jinych autori (vysledky zjistovani odporovych koeficientt obté-
kané koule a krychle pro skdlu Reynoldsovych ¢isel), ale také s vysledky vlastniho
experimentu (zkoumani volného padu téles v tekuting).

Déle tato kapitola nabizi ukazky mozného vyuziti vlastniho softwaru na simu-
laci proudéni vzduchu vifeném rotujicim ventilatorem a proudéni vzduchu kolem
automobilu.

5.1 Stanoveni odporového koeficientu

Spravnost implementace IBM byla ovéfena predevsim na jednoduchém experi-
mentu zjisténi odporového koeficientu cp koule a krychle v zavislosti na Reynold-
sovo ¢isle. Reynoldsovo ¢islo bylo v pfipadé vypoc¢tu odporového koeficientu koule
stanoveno vzdy jako Re = u.,D/v, kde D je prumér koule a u,, je referenc¢ni
rychlost - v tomto pfipadé rychlost na vstupu. V ptipadé stanoveni odporového
koeficientu krychle se veskeré charakteristické rozméry brali jako odpovidajici roz-
méry koule s totoznym objemem.

Vzhledem k tomu, ze vystupem LBM je sila ptisobici na téleso, je nutné dale
stanovit odporovy koeficient pfimym vypoctem dosazenim do vzorce

Fp

= 5.1
%PougoA ( )

CD

kde Fp je skutecna odporova sila ptisobici na téleso, pg je hustota tekutiny na
vstupu a A je plocha primétu télesa do roviny kolmé k proudu (tedy pro obé
uvedend télesa jde o plochu A = 7D?/4).
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Vypocet probéhl na doméné o 90x90x100 uzlech. Primeér koule byl 6Ax
a délka strany krychle 12Ax.

Vysledky jsou uvedeny v nasledujicich tabulkach 5.1 a 5.2 a alternativné i v gra-
fech 5.1 a 5.2. Ke srovnani byly pouzity vysledky prezentované ve ¢lanku Richtera
a Nikrikiuka [24]. V pfipadu odporového koeficientu koule i s experimentalnimi
daty zvefejnénymi v [9].

T T
—8— Haider a Levenspiel
3 —e— Richter a Nikrityuk | |
—— Tato prace

| | | |
50 100 150 200 250
Re

Obrazek 5.1: Odporovy koeficient obtékané koule v zavislosti na Reynoldsové
Cisle. Porovnani s pracemi [24], [9].

Re Haider a Levenspiel Richter a Nikrityuk Tato prace
25 2.367 2.424 2.62
50 1.557 1.63 1.6
100 1.090 1.150 1.1
150 0.891 0.954 0.8
200 0.776 0.842 0.77
250 0.712 0.768 0.765

Tabulka 5.1: Srovnani odporového koeficientu koule s referen¢nimi hodnotami.
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Obrazek 5.2: Odporovy koeficient obtékané krychle v zavislosti na Reynoldsové
¢isle. Porovnani s praci [24].

Re Richter a Nikrityuk Tato prace
10 4.815 7.1
50 1.775 1.72
100 1.233 1.25
150 1.014 0.95
200 0.89 0.83
250 0.819 0.81

Tabulka 5.2: Srovnani odporového koeficientu krychle s referenénimi hodnotami.

5.2 Srovnani IBM s pevnou sténou

V réamci ovéfeni spravného fungovani IBM bylo testovano proudéni kolem valce
(2D tloha). Vélec byl nejprve pfimo zabudovan v geometrii domény (byl nahrazen
pevnou sténou) a poté simulovan pomoci IBM.

Vyipocet byl v obou pfipadech proveden na doméné o vnéjsich rozmérech 500Ax
na 900 Az, primér valce 81Ax. V simulaci byla pouzita tekutina o kinematické
viskozité nu = 6.04 - 107[m?/s] a hustoté p = 1000[kg/m"], rychlost proudéni na
vstupu pak byla ug = 1[m/s].

Vzhledem k tomu, ze Reynoldsovo ¢islo feseného proudéni je Re = 248, vznika
za valcem vifeni, tzv. Karmanova stezka. Za valcem se v rozmezi Reynoldsovych
¢isel 50 < Re < 10° st¥idavé odtrhavaji viry. Srovnanim velikosti a rozestupt
takovych virti Ize snadno kvalitativné posoudit proudéni.

Shoda obou pfistupt je velice dobra, jak je vidét z porovnani hladin rychlosti
na obrazku 5.3. OdliSnosti je mozno pripsat naptiklad faktu, Zze pfi nahrazeni
valce pevnou sténou je jeho povrch nahrazen schodovitou aproximaci, jelikoz LBM
operuje na ¢tvercové miizce, ktera neni schopna postihnout obly povrch. Naproti
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Obrazek 5.3: Porovnani hladin rychlostniho pole (v metrech za sekundu)
proudéni kolem vélce vyjadieného pevnou sténou (modie) a IBM (Gervensé).

tomu IBM dokaze zaobleni postihnout 1épe.

5.3 Pad koule v odporovém prostredi

Dalsim testovacim ptikladem je volny pad télesa v odporovém prostiedi. Vysledky
simulace jsou konfrontovany s vlastnim experimentem a téz s referenénimi daty [3].

Predmétem experimentit bylo sledovani volného padu kulovitého télesa v od-
porovém prostiedi.

Vlastni experiment byl provadén v nddobé kvadrového tvaru s ¢tvercovou pod-
stavou. Rozméry této nddoby jsou 140 [mm| x 140 [mm] x 340 [mm], pfi¢emz tato
nadoba byla naplnéna do vysky 300 [mm] vodou z diivodu snadnéjsi manipulace.
Meérenymi veli¢inami byly cas a predevsim poloha télesa, ptricemz z predeslych je
mozné stanovit ptibliznou rychlost télesa v priubéhu casu. Poloha télesa byla sni-
mana fotoaparaty ze dvou stran, vzajemny snimaci tthel fotoaparat byl ptiblizné
90°). K méfeni byl pouzity vysokofrekvenéni fotoaparaty s frekvenci snimani 29Hz.
Nékres nastaveni experimentu je uveden na obrazku 5.4.
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Pti simulaci experimentu byla pouZita hustota vody pii 21°C, tedy p = 998[kgm—3].
Hustota koule byla stanovena na p, = 1025[kgm 3] a jeji primér 39.85mm. Téleso
bylo na zacatku experimentu umisténo do vysky 280 [mm| ode dna nadoby. Pro si-
mulaci padu koule nebyla okolni tekutina podrobena ptisobeni gravitacni sily, ale
namisto toho byla na kouli samotnou aplikovana vztlakova sila. Jako referenc¢ni
hustota pro vztlakovou silu

F,.=p.Vg (5.2)

byl pouzit aritmeticky primeér hustot tekutin v jejim nejblizsim okoli.

Zména polohy koule byla v experimentu sledovana pouze ve svislém smeéru,
pripadné jeji vychylky v horizontalnim sméru ¢i natoceni nebyly vyhodnocovany.
Nicméné i tyto vychylky a natoc¢eni mohly mit vliv na pohyb ve svislém sméru. Na
obrazku 5.5 jsou srovnéany vysledky vlastniho experimentu z obou pohledi (vlevo)
s vysledky simulace (vpravo). Na vysledcich simulace je téz znazornéno rychlostni
pole.

Podrobny graf polohy koule (zjisténé simulaci a vlastnim experimentem) vzta-
zeny k jejimu poloméru je téz uveden na obrazku 5.6.

V§voj polohy a rychlosti padajici koule byl téz porovnan z experimentem uve-
denym ve ¢lanku [3] pro dvé nejvyssi uvedena Reynoldsova Re = 11.6 a Re = 32.2.
Parametry experimentu lze téz nahlédnout v ¢lanku.

Vysledky porovnani jsou zfejmé z obrazku 5.7.

o

Obrazek 5.4: Nastaveni experimentu - pad koule v odporovém prostiedi.
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rychlost [cm/s]

rychlost [cm/s]

3.385e+01
ESO

£20

=0.000e+00

rychlost [cm/s]

3.385e+01
ESO

£20
10

=0.000e+00

Obrazek 5.5: Srovnani vysledkii experimentu (z riznych pohledt - prvni a druhy
sloupec) a vysledkii simulace (vpravo) véetné zobrazeni proudového pole. Srovnani
jsou uvedena zhora v Casech t = 0[s], t = 1[s] a t = 2[s].
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cas [s]

Obrazek 5.6: Srovnani polohy koule zjisténé vlastnim experimentem s polohou

zjisténou simulaci (vztaZeno na pramér koule dy).

T 0 T T

| — -0.04

g
| =

-0.08

-0.12
' 1 1 1
J 1 2 0 1 2

t [s] t [s]

Obrazek 5.7: Srovnani rychlosti a polohy koule zjisténé experimentélné ( [3])

exp. Re=11.6
exp. Re=32.2
sim. Re=11.6
sim. Re=32.2

a simulaci pro dané parametry. (Poloha opét vztaZena na pramér koule.)
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5.4 Aplikacéni priklady

V této sekci jsou uvedeny dva priklady dalsiho uziti interakce télesa s tekutinou.
Ackoli moznosti vyuziti jsou daleko §irsi, v této praci uvadim ukazku proudéni
vzduchu kolem automobilu a dmychani vzduchu rotujicim ventilatorem.

5.4.1 Proudéni vzduchu kolem automobilu

Na obrazcich 5.8 a 5.9 nize jsou uvedeny vysledky simulace proudéni vzduchu kolem
karoserie automobilu. Karoserie automobilu byla v simulaci nehybnéa, pohyboval
se pouze okolni vzduch, ktery byl proti karoserii hnan rychlosti 20[m/s|. V tomto
pripadé tedy byla feSena pouze jednostranna interakce, jelikoz vliv proudiciho
vzduchu na karoserii nebyl bran v potaz.

——

rychlost [m/s]
2.890e+01

[o+]
o

5]

0.000e+00

Obrazek 5.8: Rychlostni pole vzduchu proudiciho kolem karoserie automobilu pfi
rychlosti 72[km /h]).

5.4.2 Dmychani vzduchu ventlatorem

Dalsim vyuzitim interakce miize byt vliv pohybujiciho se télesa na okolni tekutinu.
V ramci této prace je uveden vliv rotujiciho ventilatoru na pohyb vzduchu v uza-
vieném prostoru. Geometrii domény lze nahlédnout na obrazku 5.10. Nadoba je
kvadrového tvaru a horni ¢ast je od spodni oddélena ptickou. Ventilator je umistén
ve spodni ¢asti. Na pocatku bla rychlost proudéni v celé oblasti nulova.
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rychlost [m/s]

E2.8909+O1

=20

5]

0.000e+00

Obrazek 5.9: Proudnice vzduchu proudiciho kolem karoserie automobilu pfi rych-
losti 72[km/h]).

Na obrazku 5.11 je opét vidét rychlostni pole vzduchu v oblasti. Snimek zachy-
cuje stav po 8.27 vtefinach.

Obrazek 5.10: Geometrie oblasti pro simulaci dmychani vzduchu rotujicim ven-
tilatorem.
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Fag

rychlost [m/s]

3.532e-01
EO.S

c0.2
0.1

=0.000e+00

Obrazek 5.11: Rychlostni pole vzduchu dmychaného rotujicim ventilatorem.
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Z.aver

V této praci byla prozkouméana moznost feSeni interakce tuhého télesa s tekutinou
pomoci lattice Boltzmannovy metody a immersed boundary method.

Pomoci immersed boundary method bylo mozné postihnout slozité geometrie
oblasti ¢i obtékanych téles - bylo ale nutno zajistit hustou a pravidelnou sit bodu
na povrchu télesa. Zatimco tradi¢ni IBM pracuje se silovym piisobenim télesa
na tekutinu, Gprava IBM prezentovana v této praci vyuziva aplikaci kinematické
okrajové podminky v tekutiné u povrchu télesa. Potom je mozné zjistit pozado-
vanou rychlost tekutiny v blizkosti télesa pfimym vypoctem ze znalosti rychlosti
télesa, a byla tedy odstranéna nutnost zpétné aproximace vlivu télesa na tekutinu.
V préci uvedend varianta IBM se tedy ukézala byt vhodnym néastrojem pro si-
mulaci interakce tekutiny s tuhym télesem, tomu odpovidaji i vysledky simulaci,
které se kvalitativné nelisi od referenc¢nich.

Nevyhodou uzité IBM je fakt, ze pro nizkd Reynoldsova ¢isla (Re < 10) neni
okrajova podminka na hranici télesa dodrzena dostatecné presné. Pravdépodobné
z toho diivodu, ze nizkd Reynoldsova c¢isla vedou na vysoky relaxacni parametr
7 a rychlost tekutiny u povrchu télesa se prili§ pomalu ustaluje na pozadované
rychlosti. Tento tkaz lze sledovat u vysledkt zjistovani odporovych koeficientti
krychle a koule.

Naopak pro vysokd Reynoldsova éisla (fddové vyssi nez 10°) miiZe byt nesta-
bilni lattice Boltzmannova metoda. Bohuzel pii pouziti IBM neni mozné pouzit
standardni stabiliza¢ni metody zakladajici se na potlacovani velkych zmén rych-
losti (napt. LES), a tedy zbyva moznost Fesit nestabilitu kratsim ¢asovym krokem
¢i jemnéjsi miizkou LBM.

Vysledky uvedené v posledni kapitole ukazuji, Ze prezentovana metodika je pou-
zitelna na simulaci interakce tekutiny se statickymi i pohyblivymi tuhymi télesy.
Dobré vysledky, kterych bylo dosazeno, ptislibuji, Ze popsanou metodu bude mozné
pouzit na Sirokou skalu problémii.

V budoucnu lze pristoupit k simulaci interakce tekutiny s poddajnymi télesy.
To znamena, ze stavajici LBM a IBM by musely byt doplnény o metodu pro feseni
deformaci poddajného télesa (napt. MKP). O to $irsi uplatnéni pak feseni takového
problému skyta.
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