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na Fakultě aplikovaných věd Západočeské univerzity v Plzni.
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V Plzni dne 30. května 2016
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vlastnoručnı́ podpis
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Abstrakt

Cı́lem této práce byla tvorba stabilnı́ho numerického 2D modelu vı́cefázového prouděnı́
s konstantnı́ teplotou použitı́m lattice Boltzmannovy metody. Model byl následně
implementován ve výpočtovém prostředı́ Matlab. Vyvinutý program byl aplikován na
tři přı́klady, konkrétně na testovacı́ přı́klad na působenı́ povrchového napětı́ na tekutinu,
model stoupajı́cı́ bubliny vlivem vztlakové sı́ly a úlohu Rayleighovy-Taylorovy nestability.

Klı́čová slova: lattice Boltzmannova metoda, vı́cefázové prouděnı́, MRT model, BGK
model, Cahn-Hilliardova rovnice, povrchové napětı́, Rayleighova-Taylorova nestabilita

Abstract

The goal of this work was a development of a stable numerical model of athermal
multiphase flow using lattice Boltzmann method. The model was subsequently implemen-
ted in computational software Matlab. The developed program was applied
on three problems, namely a problem testing the effect of surface tension on a fluid,
a model of a rising bubble and a problem of Rayleigh-Taylor instability.

Keywords: lattice Boltzmann method, multiphase flow, MRT model, BGK model, Cahn-
Hilliard equation, surface tension, Rayleigh-Taylor instability
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1.3 Metody pro výpočet vı́cefázového prouděnı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3.1 Lattice Boltzmannovy modely pro vı́cefázové prouděnı́ . . . . . . . . 6
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4.3 Působenı́ vztlakové sı́ly na bublinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Závěr 42
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Úvod

Modelovánı́ prouděnı́ tekutin má v praxi velké uplatněnı́. Hlavnı́ výhodou numerických
výpočtů a simulacı́ prouděnı́ je ušetřenı́ finančnı́ch prostředků za reálné experimenty, které
by bylo jinak potřeba provádět v průběhu vývoje výrobků, napřı́klad při výpočtu obtékánı́
těles s cı́lem navrženı́ optimálnı́ho tvaru s požadovanou velikostı́ odporu vzduchu vyjá-
dřeným koeficientem odporu (u karoseriı́ aut či jiných dopravnı́ch prostředků). Dalšı́m
přı́kladem je zjišt’ovánı́ prouděnı́ vzduchu uvnitř výrobků (klimatizace, fény, apod.).

Modelovánı́ prouděnı́ tekutin je také potřebné v přı́padech, kdy reálné experimenty
nelze provést, napřı́klad při zjišt’ovánı́ chovánı́ vody v řekách při dešti, vylévánı́ vody
z koryt při záplavách a tı́m určovánı́ rizikových záplavových oblastı́.

Lze také zmı́nit využitı́ modelovánı́ prouděnı́ ve filmovém průmyslu. Vzhledem
k stále se zvyšujı́cı́ náročnosti diváků, musı́ být animace co nejvěrohodnějšı́.

S vı́cefázovým prouděnı́m se lze setkat v přı́rodě v podobě deště, sněhu, mlhy, sesuvů
půdy, vln na moři apod. Z aplikacı́ v průmyslu lze zmı́nit napřı́klad litı́ či vstřikovánı́
materiálů do forem nebo rozprašovánı́ oleje. V petrochemickém průmyslu má využitı́
modelovánı́ třı́fázového prouděnı́ ropa-voda-vzduch, se kterým se lze setkat v podobě
ropných skvrn na moři.

Ve výpočtové dynamice tekutin (CFD, z angl. ”Computational Fluid dynamics“)
existuje mnoho numerických metod k výpočtu prouděnı́ tekutin. Tyto metody využı́vajı́
makroskopického, mezoskopického nebo mikroskopického modelu prouděnı́.

V makroskopickém modelu jsou přı́mo počı́tány Navier-Stokesovy rovnice a rovnice
kontinuity, které pro nestlačitelné prouděnı́ majı́ tvar [37]

∂u
∂t

+ (u · ∇)u = −1
ρ
∇p + ν∇2u + f, (0.0.1)

∇ · u = 0, (0.0.2)

kde i-tá složka druhého členu na levé straně rovnice (0.0.1) se vyjádřı́ následovně

[(u · ∇)u]i =
3

∑
j=1

uj
∂ui

∂xj
. (0.0.3)
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Veličiny ve výše uvedených rovnicı́ch vyjadřujı́ hustotu proudı́cı́ tekutiny ρ, okamžitou
rychlost prouděnı́ u, tlak p, kinematickou viskozitu tekutiny ν, čas t a vnějšı́ sı́lu f. Tento
model prouděnı́ je založen na Eulerově popisu prouděnı́. To znamená, že sledovaná
tekutina je chápána jako kontinuum, na kterém se uplatňujı́ zákony zachovánı́ hybnosti,
hmotnosti a energie. Výpočtová oblast je rozdělena na pevnou sı́t’, kterou sledovaná teku-
tina proudı́. V pevně určených bodech jsou pak vyhodnocovány makroskopické veličiny,
jako rychlost nebo hustota tekutiny.

Mikroskopický model prouděnı́ vycházı́ z Langrangeova přı́stupu, tj. pohyb tekutiny
je počı́tán z hlediska jednotlivých pohybujı́cı́ch se částic. Na každou sledovanou částici
tekutiny jsou aplikovány Newtonovy pohybové zákony. Diskretizačnı́ výpočtová sı́t’
je pevně spojena s proudı́cı́ tekutinou a makroskopické veličiny jsou vyhodnocovány
v pohybujı́cı́ch se bodech.

Mezoskopický model prouděnı́ sleduje, stejně jako mikroskopický model, pohyb částic
tekutiny. Na rozdı́l od něj, jsou zde ale částice popsány pravděpodobnostnı́mi funkcemi,
na které se uplatňujı́ Newtonovy pohybové zákony.

Ze základnı́ch metod založených na diskretizaci Navier-Stokesovy rovnice lze zmı́nit
napřı́klad metodu konečných diferencı́ [45], metodu konečných objemů [52] nebo metodu
konečných prvků [13]. Nejznámějšı́mi metodami pro modelovánı́ vı́cefázového prouděnı́
jsou napřı́klad metoda částečných objemů (VOF, z angl. ”Volume-of-Fluid Method“) [19],
metoda modelovánı́ šı́řenı́ rozhranı́ (FT, z angl. ”Front-Tracking Method“) [10] a metoda
hladin (LS, z angl. ”Level-Set Method“) [34]. Mezi metody využı́vajı́cı́ mezoskopický
model prouděnı́ patřı́ lattice Boltzmannova metoda (LBM) [46], která bude dále v této
práci popsána.

Lattice Boltzmannova metoda je poměrně nová metoda sloužı́cı́ k numerickému výpo-
čtu dynamiky tekutin. Princip této metody spočı́vá ve speciálnı́ diskretizaci Boltzman-
novy rovnice, která se skládá z diskretizace prostoru, rychlostnı́ho prostoru a času. Spojitý
prostor je diskretizován na pravidelnou výpočtovou mřı́žku, rychlostnı́ prostor je nahra-
zen soubory rychlostı́ s konečným počtem směrů rychlostnı́ch vektorů a spojitý čas
je rozdělen na konečný počet časových kroků. Neuspořádaně se pohybujı́cı́ částice
tekutiny jsou nahrazeny konečným počtem distribučnı́ch funkcı́, které se pohybujı́
jen v určitých směrech po výpočtové mřı́žce. Distribučnı́ funkce f (x, e, t) vyjadřuje
pravděpodobnost výskytu částic v určitém mı́stě x, pohybujı́cı́ se rychlostı́ e v čase t. Popis
pohybu částic tekutiny v lattice Boltzmannově metodě vycházı́ z Boltzmannovy rovnice
[32]

∂ f
∂t

+ e · ∇ f = Ω( f ), (0.0.4)

kde f je distribučnı́ funkce popisujı́cı́ pohyb částice, e vyjadřuje vektor mikroskopické
rychlosti částice a Ω( f ) popisuje koliznı́ člen.
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Vı́cefázovým prouděnı́m bude v následujı́cı́m textu rozuměno prouděnı́ dvou či vı́ce
nemı́sitelných tekutin. Lze uvažovat jednosložkové a vı́cesložkové vı́cefázové prouděnı́.
Jednosložkovým vı́cefázovým prouděnı́m se rozumı́ např. pohyb vody a vodnı́ páry.
Vı́cesložkové prouděnı́ je např. voda a olej. Poměr hustot dvou sousedı́cı́ch proudı́cı́ch
tekutin je jednı́m z faktorů, které ovlivňujı́ stabilitu metody. Pro nı́zký poměr, např.
1 : 10, je metoda stabilnějšı́ než pro vysoký poměr hustot tekutin, kterým je např. 1 : 1000
pro vodu-vzduch.

Mezi modelovanými tekutinami se nacházı́ hranice dělı́cı́ každé dvě tekutiny zvaná
rozhranı́. Pro výpočet pohybu rozhranı́ lze použı́t dva typy metod - metodu difúznı́ho
rozhranı́ (DI, z angl. ”Diffuse-Interface Method“) [31] a metodu sledovánı́ rozhranı́ (IT,
z angl. ”Interface-Tracking Method“) [51]. Metoda difúznı́ho rozhranı́ uvažuje jako
rozhranı́ tenkou vrstvu mezi dvěma tekutinami obsahujı́cı́ obě dvě tekutiny, zatı́mco
metoda sledovánı́ rozhranı́ modeluje přı́mo přesnou linii dělı́cı́ modelované tekutiny.

Existuje mnoho různých lattice Boltzmannových modelů, které popisujı́ vı́cefázové
prouděnı́. Na metodě sledovánı́ rozhranı́ jsou založeny napřı́klad VOF metoda, LS
metoda nebo FT metoda. V této práci bude popsán lattice Boltzmannův model vı́cefázo-
vého prouděnı́ vycházejı́cı́ z modelu prezentovaného v práci [4], který je založen na volno-
energetickém modelu upraveného Inamurem [22] a využı́vajı́cı́ metodu difúznı́ho
rozhranı́.

Hlavnı́m cı́lem této diplomové práce je vytvořenı́ stabilnı́ho numerického algoritmu
popisujı́cı́ho pohyb dvou tekutin o různé vazkosti a hustotě, nejlépe pro poměr hustot
1:1000, který je založen na Boltzmannově rovnici, a implementace tohoto algoritmu
ve výpočtovém prostředı́ Matlab. Vyvinutý software je následně aplikován na několik
přı́kladů. Nejprve je ověřen vliv povrchového napětı́ na kapalinu modelem tekutiny
ve tvaru čtverce, ze které se vlivem povrchového napětı́ postupně stane kruh. Následně
je počı́tána úloha Rayleighovy-Taylorovy nestability. Na závěr je modelována bublina
v kapalině, která vlivem vztlakové sı́ly stoupá vzhůru.

Předložená práce je rozčleněna do čtyř kapitol. Prvnı́ kapitola popisuje historický vývoj
nejprve obecné lattice Boltzmannovy metody a následně vývoj LBM pro modelovánı́
vı́cefázového prouděnı́. V druhé kapitole je popsán princip LBM, použité okrajové
podmı́nky a algoritmus pro implementaci výše zmı́něné metody. Třetı́ kapitola se zabývá
úpravou LBM pro výpočet pohybu vı́cefázového prouděnı́ a dále je zde vysvětlen algo-
ritmus pro implementaci upraveného modelu v prostředı́ Matlab. Poslednı́ kapitola obsa-
huje aplikaci LBM pro vı́cefázové prouděnı́ na testovacı́ch přı́kladech, viz odstavec výše,
a vyhodnocenı́ dosažených výsledků.
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Kapitola 1

Historický vývoj lattice Boltzmannovy
metody

Lattice Boltzmannovu metodu lze zı́skat dvěma způsoby. Tato metoda se vyvinula
z buněčných automatů, ale lze ji také odvodit diskretizacı́ spojité Boltzmannovy rovnice.
V následujı́cı́ kapitole bude nejprve popsán vývoj LBM z buněčných automatů a následně
bude naznačeno odvozenı́ LBM ze spojité Boltzmannovy rovnice. Na závěr kapitoly jsou
uvedeny přı́klady metod pro výpočet vı́cefázového prouděnı́ a některé typy lattice
Boltzmannových modelů pro simulaci vı́cefázového prouděnı́.

1.1 Vývoj lattice Boltzmanovy metody z buněčných auto-
matů

Buněčné automaty (CA, z angl. ”Cellular Automatta“) byly vymyšleny ve 40. letech
20. stoletı́ Stanislawem Ulamem a Johnem von Neumannem. Model CA se skládá z buněk
uspořádaných do mřı́žky. Každou buňku charakterizuje jejı́ stav, v nejjednoduššı́m přı́padě
buňka může mı́t dva stavy – 0 nebo 1, neboli živá nebo neživá (”on“ - ”off“). Každá buňka
má zadefinováno své okolı́, které na ni působı́. Podle určitých pravidel měnı́ jednotlivé
buňky v mřı́žce v každém časovém kroku své stavy. Buňky vytvářı́ v mřı́žce obrazce.
Toto chovánı́ napodobuje evolučnı́ vývoj a biologickou reprodukci [1, 2]. CA majı́ několik
nedostatků: problém se zachovánı́m některých veličin, problém s propagacı́ informacı́
v CA kvůli některým pravidlům, nemá vratné změny pravidel kvůli jednosměrnosti
pravidel (problém při uplatněnı́ některých pojmů ze statistické mechaniky) [53].

V roce 1986 navrhli Uriel Frisch, Brosl Hasslacher, Yves Pomeau a Stephen Wolfram
mřı́žkový buněčný automat (LGCA, z angl. ”Latice Gas (Cellular) Automaton“) [12]. Tento
model vycházı́ z CA a odstraňuje některé jeho nedostatky. Vyhodnocenı́ hodnot buněk
v jednotlivých časových iteracı́ch probı́há ve dvou krocı́ch – kolize a propagace. Během
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1.2. ODVOZENÍ DISKRÉTNÍ LATTICE BOLTZMANNOVY ROVNICE ZE SPOJITÉ
BOLTZMANNOVY ROVNICE

koliznı́ho kroku probı́há změna stavů buněk. V propagačnı́m kroku jsou tyto nové
hodnoty šı́řeny do přilehlých buněk. Tı́mto je, na rozdı́l od CA, zajištěna propagace
informacı́.

Prvnı́m LGCA byl tzv. HPP model navržený roku 1973 autory Hardym, de Pazzisem a
Pomeauem. V tomto dvourozměrném modelu byly zavedeny tzv. mřı́žkové
rychlosti se směry danými jednotkovými mřı́žkovými vektory směřujı́cı́mi z určité buňky
do sousednı́ch buněk. V každé buňce se může nacházet nejvýše jedna částice. Toto
pravidlo se nazývá Pauliho princip a dodržujı́ jej všechny LGCA. Během koliznı́ho kroku
je zachována hmotnost i hybnost [53]. Ovšem LGCA má také nedostatky, napřı́klad
statistický šum a závislost na Booleanovských proměnných, což ztěžovalo laděnı́ para-
metrů, dále explicitnı́ závislost tlaku na rychlosti nebo funkčnost jen pro nı́zké Reynold-
sovo čı́slo.

Roku 1988 McNamara a Zanetti [33] nahradili částice LGCA diskrétnı́mi distribučnı́mi
funkcemi. Tı́m byl odstraněn nežádoucı́ statistický šum.

V roce 1989 byl Higuerem a Jiménezem zaveden linearizovaný koliznı́ operátor [18, 53],
který byl poté nahrazen jednoduchým relaxačnı́m časem, což vedlo ke vzniku Bhatnaga-
rova, Grossova a Krookova (BGK) modelu [5]. BGK model byl využit napřı́klad Qianem
a kol. v roce 1992 [38] nebo Koelmanem v roce 1991 [23]. Dı́ky mřı́žkovému BGK (LBGK,
z angl. ”Lattice BGK“) modelu již nenı́ koliznı́ krok vyjádřen explicitně [53].

V současné době se nejvı́ce použı́vajı́ vı́cerychlostnı́ LBGK modely. Co se týče vı́cefázo-
vého prouděnı́, tak se stále použı́vajı́ modely s komplexnějšı́mi koliznı́mi operátory [40,
53].

1.2 Odvozenı́ diskrétnı́ lattice Boltzmannovy rovnice ze spo-
jité Boltzmannovy rovnice

Boltzmannova rovnice při zanedbánı́ vnějšı́ch sil má tvar [53]

∂ f
∂t

+ e · ∇ f = Ω, (1.2.1)

kde Ω je koliznı́ člen, který pro BGK aproximaci modelu má tvar

Ω = −1
τ
( f − f eq) , (1.2.2)

kde f , resp. f eq, je nerovnovážná, resp. rovnovážná, distribučnı́ funkce. Distribučnı́ funkce
jsou funkcemi prostoru x, rychlosti e a času t. Diskretizace rychlostnı́ho prostoru je pro-
vedena zavedenı́m množiny rychlostı́ eα, která je přidělena každé částici tekutiny. Počet
vektorů v jedné množině rychlostı́ odpovı́dá počtu distribučnı́ch funkcı́ přiřazených jedné
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1.3. METODY PRO VÝPOČET VÍCEFÁZOVÉHO PROUDĚNÍ

částici fα. Boltzmannova rovnice má pak tvar

∂ fα

∂t
+ eα · ∇ fα = −1

τ

(
fα − f eq

α

)
. (1.2.3)

Dalšı́m krokem je převedenı́ rovnice (1.2.3) do bezrozměrného tvaru zavedenı́m referenčnı́
délky, ref. rychlosti a ref. času. Po určitých úpravách, viz [53], je vyjádřena výsledná
diskrétnı́ mřı́žková Boltzmannova rovnice

Fα(x + eα∆t, t + ∆t)− Fα(x, t) = −1
τ

(
Fα − Feq

α

)
, (1.2.4)

kde ∆t je diskrétnı́ časový krok, Fi, resp. Feq
i , jsou diskrétnı́ distribučnı́ funkce a eα je

diskrétnı́ mikroskopická rychlost. Indexy α vyjadřujı́ směry distribučnı́ch funkcı́, resp.
vektorů rychlostı́ [53].

1.3 Metody pro výpočet vı́cefázového prouděnı́

Pro modelovánı́ vı́cefázového prouděnı́ existuje mnoho různých metod. Z těch nejzná-
mějšı́ch makroskopických numerických metod lze zmı́nit napřı́klad FT metodu, VOF me-
todu nebo LS metodu [42, 21].

Výhody LBM dle [7] jsou napřı́klad:

• nemusı́ se řešit Navier-Stokesovy rovnice, protože lattice Boltzmannova rovnice
popisujı́cı́ pohyb tekutiny v LBM nahrazuje řešenı́ Navier-Stokesovy rovnice;

• při jednofázovém prouděnı́ nenı́ nutné řešit Poissonovu rovnici pro výpočet tlaku
(znamená rychlejšı́ výpočet);

• snadná paralelizace metody

• a snadné rozšı́řenı́ LBM o různé fyzikálnı́ jevy pouhou modifikacı́ koliznı́ho procesu
dı́ky charakteru metody.

1.3.1 Lattice Boltzmannovy modely pro vı́cefázové prouděnı́

V následujı́cı́ch odstavcı́ch jsou stručně popsány některé z lattice Boltzmannových
modelů, které sloužı́ k výpočtu pohybu vı́cefázového prouděnı́ tekutin. Mezi LB modely
patřı́ napřı́klad metoda barevného gradientu (CG, z angl. ”Colour-Gradient Method“),
Shanův-Chenův model, volno-energetický model a Heův-Chenův-Zhangův IT model.

CG model byl navržen Gunstenstenem v roce 1991 [14]. Tento model je založen
na Rothmanovu-Kellerovu (RK) vı́cefázovém mřı́žkovém modelu plynu (LG, z angl.
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1.3. METODY PRO VÝPOČET VÍCEFÁZOVÉHO PROUDĚNÍ

”Lattice Gas“) dle Rothmana a Kellera z roku 1988 [39]. V tomto modelu jsou zavedeny
dvě barvy pro dvě tekutiny popsané dvěma distribučnı́mi funkcemi.

Roku 1993 byl Shanem a Chenem vymyšlen Shanův-Chenův model [43, 44]. V tomto
modelu byly zavedeny přitažlivé, resp. odpudivé, sı́ly tekutin mezi jednotlivými body
výpočtové sı́tě, které způsobujı́ fázovou separaci. Model poskytuje dobré výsledky
pro vı́cefázové prouděnı́ s poměrem hustot do 1 : 10. Vyššı́ poměr hustot vede k numerické
nestabilitě modelu. Numerickou stabilitu lze zvýšit zavedenı́m modelu s vı́cenásobným
relaxačnı́m časem (MRT, z angl. ”Multiple Ralaxation Time“) do Shan-Chenova modelu
(Yu a Fan, 2010 [55]).

Volno-energetický model navrhli Swift a kol. v letech 1995-1996 [50, 49]. Problém
modelu byl, že viskóznı́ členy Navier-Stokesových rovnic nebyly Galileovsky invariantnı́.
Galileovská invariance obecně znamená, že pokud existuje nějaká funkce A(u), kde u
je rychlost, pak platı́, že A(u) = A(u + U), kde U je konstantnı́ rychlost [21]. Holdych
a kol. [20] tuto invariantnost roku 1998 odstranili do O(u2), což již vyhovuje LBM. Roku
2004 upravili Inamuro a kol. [22] Swiftův model tak, že bylo dosaženo vysokého podı́lu
hustot modelovaných tekutin.

V roce 1999 vymysleli He a kol. Heův-Chenův-Zhangův IT model [17]. V tomto modelu
se řešı́ LBM Navier-Stokesovy rovnice a Cahn-Hilliardovy rovnice. Pohyb tekutin popisujı́
dvě distribučnı́ funkce a dvě odpovı́dajı́cı́ lattice Boltzmannovy rovnice [21]. Z této metody
vycházı́ dalšı́ modely, které jsou schopny simulovat prouděnı́ tekutin s vyššı́m poměrem
hustot.

Dále existujı́ také modely, které vycházı́ z CFD metod, napřı́klad symetrická volno-
energetická metoda [30], FT lattice Boltzmannova metoda [28], LBM založená na koneč-
ných diferencı́ch pro binárnı́ tekutiny [54] atd. [21].
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Kapitola 2

Lattice Boltzmannova metoda

V následujı́cı́ kapitole bude popsán princip lattice Boltzmannovy metody, použité okrajové
podmı́nky a algoritmus pro implementaci LBM.

2.1 Princip lattice Boltzmannovy metody

LBM je poměrně nová metoda ve výpočtové dynamice tekutin použı́vajı́cı́ se k nume-
rickým výpočtům prouděnı́ tekutin. Tato metoda vycházı́ z buněčných automatů, ale záro-
veň ji lze odvodit diskretizacı́ Boltzmannovy rovnice.

Diskretizace Boltzmannovy rovnice se skládá z diskretizace prostoru, rychlostnı́ho
prostoru a času. Diskretizace času znamená nahrazenı́ spojitého času časovými kroky
neboli iteracemi. Prostor je rozdělen na pravidelnou sı́t’ a mı́sto spojitého rychlostnı́ho
prostoru jsou zavedeny soubory s konečným počtem vektorů rychlostı́ [25]. Nekonečné
množstvı́ neuspořádaně se pohybujı́cı́ch se částic je nahrazeno konečným počtem
pravděpodobnostnı́ch distribučnı́ch funkcı́, které se pohybujı́ pouze v určitých směrech
po výpočtové sı́ti, viz obrázek 2.1.

Obrázek 2.1: Nahrazenı́ neuspořádaného pohybu částic tekutiny uspořádaným pohybem
distribučnı́ch funkcı́.
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2.1. PRINCIP LATTICE BOLTZMANNOVY METODY

Distribučnı́ funkce f (x, e, t) popisuje pravděpodobnost výskytu částic v určitém mı́stě
x v čase t, pohybujı́cı́ se rychlostı́ e.

Směry, kterými se distribučnı́ funkce mohou pohybovat, jsou dány směry rychlostnı́ch
vektorů v souboru rychlostı́. Počet a směry rychlostı́ v tomto souboru určuje typ modelu.
V této práci je použit D2Q9 model, což znamená dvourozměrný model s devı́ti vektory
mikroskopických rychlostı́ eα (α = 1, 2, ..., 9), viz obrázek 2.2.

Obrázek 2.2: Soubor vektorů rychlostı́ pro D2Q9 model.

Jak je z obrázku zřejmé, vektor rychlosti e9 označuje částici v klidu. Dalšı́mi často použı́va-
nými rychlostnı́mi modely jsou D2Q5, popř. D2Q7 v rovině a D3Q15, resp. D3Q19,
v prostoru. Volbu rychlostnı́ho modelu určujı́ požadavky simulace na přesnost a rychlost
výpočtu. S rostoucı́m počtem diskrétnı́ch rychlostı́ se zvyšuje nejen přesnost a stabilita,
ale také pamět’ová náročnost výpočtu.

Pohyb distribučnı́ch funkcı́ po výpočtové mřı́žce popisuje lattice Boltzmannova rovnice
[46, 47]

fα(x + eαδt, t + δt) = fα(x, t) + Ω( fα), (2.1.1)

kde δt označuje velikost časového kroku, eα popisuje mikroskopickou rychlost a index
α vyjadřuje směry vektorů rychlosti. Počet a směr distribučnı́ch funkcı́ je roven počtu
a směrům vektorů rychlostı́ umı́stěných v jednotlivých bodech sı́tě, viz obrázek 2.3.

Člen Ω( fα) se nazývá koliznı́ člen a vyjadřuje schopnost částic navracet se do svého
rovnovážného stavu. Pro Bhatnagarův-Grossův-Krookův (BGK) model má tvar [32]

Ω( fα) = −
1
τ

[
fα(x, t)− f (eq)

α (x, t)
]

, (2.1.2)

kde f (eq)
α označuje rovnovážnou distribučnı́ funkci, fα je nerovnovážná distribučnı́ funkce

a parametr τ se nazývá jednoduchý relaxačnı́ čas. Na nerovnovážnou distribučnı́ funkci
lze pohlı́žet jako na malou výchylku pravděpodobnostı́ funkce ze svého rovnovážného
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2.1. PRINCIP LATTICE BOLTZMANNOVY METODY

Obrázek 2.3: Soubor distribučnı́ch funkcı́ pro D2Q9 model.

stavu. Lokálnı́ rovnovážná distribučnı́ funkce je přiřazena každé distribučnı́ funkci, které
se nacházı́ v jednotlivých bodech výpočtové sı́tě, a má tvar [16]

f (eq)
α (x, t) = wαρ

(
1 +

eα · u
c2

s
+

(eα · u)2

2c4
s
− u2

2c2
s

)
, (2.1.3)

kde cs je rychlost zvuku, u je makroskopická rychlost pohybujı́cı́ se tekutiny,
ρ je hustota modelované tekutiny a wα jsou váhové funkce. Mikroskopické rychlosti
eα popisujı́cı́ pohyb částic tekutiny jsou pro D2Q9 model vyjádřeny následovně

eα =


(0, 0) α = 9,(

cos (α−1)π
2 , sin (α−1)π

2

)
c α = 1, 2, 3, 4,(

cos (2α−9)π
4 , sin (2α−9)π

4

)√
2c α = 5, 6, 7, 8,

, (2.1.4)

přičemž c je mřı́žková rychlost a popisuje rychlost, s nı́ž se částice posune za jeden časový
krok δt o jednu mřı́žkovou délku δx, což je vzdálenost dvou sousednı́ch bodů výpočtové
sı́tě. Veličina wα vyjadřuje váhové funkce a pro D2Q9 model nabývá hodnot [16]

wα =


4
9

α = 9,
1
9

α = 1, 2, 3, 4,
1

36
α = 5, 6, 7, 8

. (2.1.5)

Relaxačnı́ čas τ vyjadřuje dobu, za kterou se dostane nerovnovážná distribučnı́ funkce
zpět do svého rovnovážného stavu. Tento parametr je svázán s kinematickou viskozitou
tekutiny ν vztahem [15]

ν = c2
s δt
(

τ − 1
2

)
. (2.1.6)
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Hodnota relaxačnı́ho parametru ovlivňuje stabilitu metody. Čı́m je hodnota parametru
τ blı́že k 0.5, tı́m je metoda méně stabilnı́. Hodnota τ se blı́žı́ k 0.5 s rostoucı́m
Reynoldsovým čı́slem. Model s tı́mto jednoduchým relaxačnı́m časem se nazývá SRT-
model (z angl. ”Single Relaxation Time“). Stabilitu modelu lze zvýšit zavedenı́m relaxačnı́
matice, čı́mž vznikne MRT-model (z angl. ”Multiple Relaxation Time“). Dalšı́ možnostı́,
jak zvýšit stabilitu modelu, je zjemněnı́ výpočtové sı́tě nebo zmenšenı́ časového kroku.

Na pravou stranu rovnice (2.1.1) lze přidat člen ∆ fα, který vyjadřuje působenı́ objemové
sı́ly F na modelovanou tekutinu, ve tvaru dle [15]

∆ fα = wαρ(eα · F)
1
c2

s
. (2.1.7)

Výpočet lattice Boltzmannovy rovnice (2.1.1) probı́há ve dvou krocı́ch. Nejprve je vypo-
čten koliznı́ krok (kolize) a následně propagačnı́ krok (propagace, distribuce) [41].

1.krok - kolize:
Schéma koliznı́ho kroku je zobrazeno na obrázku 2.4.

Obrázek 2.4: Koliznı́ krok - soubory post-koliznı́ch distribučnı́ch funkcı́

Při kolizi docházı́ v jednotlivých bodech sı́tě ke srážkám částic, které do těchto bodů během
jednoho časového kroku přitekly, a výpočtu nových souborů post-koliznı́ch distribučnı́ch
funkcı́. Tento krok popisuje pravá strana rovnice (2.1.1), neboli

f̂α(x, t) = fα(x, t)− 1
τ

[
fα(x, t)− f (eq)

α (x, t)
]

. (2.1.8)
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2.2. OKRAJOVÉ PODMÍNKY

Na obrázku 2.4 jsou tyto nově vypočtené soubory barevně vyznačeny.

2.krok - propagace:
Průběh propagačnı́ho kroku je znázorněn na obrázku 2.5.

Obrázek 2.5: Propagačnı́ krok.

Při propagaci jsou nově vypočtené distribučnı́ funkce přesouvány, ve směrech daných
typem modelu (zde D2Q9 model), do přilehlých bodů v mřı́žce. Propagace je popsána
levou stranou rovnice (2.1.1), neboli

fα(x + eαδt, t + δt) = f̂α(x, t). (2.1.9)

Výpočet nových distribučnı́ch funkcı́ tı́mto způsobem lze ale provést pouze uvnitř
výpočtové oblasti. Na hranicı́ch chybı́ k výpočtům distribučnı́ funkce, které přitékajı́
z venku dovnitř sı́tě a směry distribučnı́ch funkcı́, které opouštı́ výpočtovou mřı́žku, jsou
naopak pro tento výpočet již nepotřebné. Tento problém na hranicı́ch výpočtové oblasti
lze vyřešit zavedenı́m okrajových podmı́nek.

2.2 Okrajové podmı́nky

Existuje mnoho druhů okrajových podmı́nek. V tomto textu budou zmı́něny dva typy,
a to periodické a ”bounce-back“ okrajové podmı́nky [46].
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2.3. VYJÁDŘENÍ MAKROSKOPICKÝCH VELIČIN

2.2.1 Periodické okrajové podmı́nky

Jeden z nejjednoduššı́ch typů okrajových podmı́nek je periodická okrajová podmı́nka.
Princip tohoto typu okrajů je, že distribučnı́ funkce, které na jenom okraji vytékajı́ z výpo-
čtové oblasti, vtékajı́ protilehlým okrajem a nahrazujı́ tak neznámé směry distribučnı́ch
funkcı́.

2.2.2 ”Bounce-back“ (”No-slip“) okrajové podmı́nky

Princip ”bounce-back“ okrajových podmı́nek je zobrazen na obrázku 2.6.

Obrázek 2.6: ”Bounce-back“ okraje.

Známé distribučnı́ funkce, které opouštı́ výpočtovou sı́t’, se odrážı́ od imaginárnı́ zdi
s neklouzavým povrchem, která je umı́stěna na hranici výpočtové oblasti, a vracı́ se zpět
po stejné dráze jako náhrada neznámých směrů distribučnı́ch funkcı́ přicházejı́cı́ch z venku
dovnitř mřı́žky.

2.3 Vyjádřenı́ makroskopických veličin

Když jsou již známy všechny směry všech distribučnı́ch funkcı́ ve výpočtové oblasti,
lze konečně vyjádřit požadované makroskopické veličiny jako je hustota nebo rychlost
proudı́cı́ tekutiny. Tyto hodnoty jsou zı́skány vyhodnocenı́m obecných momentů pravdě-
podobnostnı́ch funkcı́. Lze zadefinovat k-tý obecný moment mk, kde k je přirozené čı́slo
včetně nuly, ve tvaru [36]

mk =
∫

ek f (x, e, t)de. (2.3.1)

Touto integracı́ pravděpodobnostnı́ funkce přes rychlostnı́ prostor jsou vyjádřeny statis-
tické průměry, které odpovı́dajı́ makroskopickým veličinám [36]. Diskretizacı́ rychlostnı́ho
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2.4. PŘEVOD MEZI FYZIKÁLNÍM A LATTICE BOLTZMANNOVÝM
SYSTÉMEM

prostoru lze převést momenty ze spojitého do diskrétnı́ho rychlostnı́ho prostoru. Nultý,
resp. prvnı́, moment distribučnı́ funkce odpovı́dá hustotě ρ, resp. rychlosti u, neboli

ρ = ∑
α

fα, (2.3.2)

u =
1
ρ ∑

α

fαeα. (2.3.3)

2.4 Převod mezi fyzikálnı́m a lattice Boltzmannovým
systémem

Pro uskutečněnı́ výpočtu fyzikálnı́ úlohy lattice Boltzmannovo metodou je nejprve
zapotřebı́ převést tuto úlohu z fyzikálnı́ho do lattice Boltzmannova prostoru, ve kterém
je daný problém řešen. Výsledek je pak převeden zpět do fyzikálnı́ho systému. Tento
převod lze provést dvěma způsoby.

Prvnı́ možnost je fyzikálnı́ problém převést přes bezrozměrný systém do lattice
Boltzmannova systému, kdy jsou navı́c zavedeny pomocné veličiny, charakteristická délka
l0 a čas t0, a diskretizačnı́ proměnné, časový krok δt a prostorový krok δx. Převod mezi
těmito prostory probı́há přes bezrozměrný systém. Tento způsob bude dále v následujı́cı́ch
podkapitolách rozveden.

Druhou možnostı́ je přı́mo zdiskretizovat fyzikálně zadanou úlohu do lattice
Boltzmannova systému zavedenı́m převodových podı́lů hodnot fyzikálně zadaných
veličin ku hodnotám vyjádřených v lattice Boltzmannově systému [35, 29].

2.4.1 Fyzikálnı́ systém

Veličiny vyjádřené ve fyzikálnı́m systému budou v tomto textu označeny indexem
p (z angl. ”physical“). Při zadánı́ fyzikálnı́ho problému jsou dány následujı́cı́ fyzikálnı́
veličiny: charakteristický rozměr výpočtové oblasti dp[m], dynamická viskozita tekutiny
ηp[Pa.s], hustota tekutiny ρp[kg/m3] a počátečnı́ rychlost tekutiny up[m/s]. Podělenı́m
dynamické viskozity hustotou lze vyjádřit kinematickou viskozitu νp[m2/s]. Z některých
výše uvedených veličin lze následujı́cı́m způsobem vyjádřit bezrozměrný podobnostnı́
zlomek zvaný Reynoldsovo čı́slo

Re =
updp

νp
. (2.4.1)
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2.4. PŘEVOD MEZI FYZIKÁLNÍM A LATTICE BOLTZMANNOVÝM
SYSTÉMEM

Toto čı́slo vyjadřuje podobnost modelů vyjádřených ve fyzikálnı́m, bezrozměrném a lattice
Boltzmannově systému a má proto stejnou hodnotu ve všech těchto systémech.

Při přechodu z fyzikálnı́ho do bezrozměrného systému je potřeba zavést referenčnı́
délku l0[m] a čas t0[s]. Podělenı́m referenčnı́ délky referenčnı́m časem je vyjádřena refe-
renčnı́ rychlost u0[m/s].

2.4.2 Bezrozměrný systém

Veličiny v bezrozměrném systému jsou dále značeny indexem d (z angl. ”dimensionless“).
Podělenı́m fyzikálnı́ch veličin výše definovanými referenčnı́mi parametry jsou vyjádřeny
bezrozměrné hodnoty veličin. Vzhledem k tomu, že jsou hodnoty referenčnı́ch parametrů
voleny rovny fyzikálnı́m veličinám, jsou hodnoty bezrozměrných veličin jednotkové,
neboli

dd =
dp

l0
= 1, td =

tp

t0
= 1, ud =

up

u0
= 1. (2.4.2)

Reynoldsovo čı́slo je v bezrozměrném systému vyjádřeno analogicky k (2.4.1). Při dosazenı́
jednotkových hodnot bezrozměrných veličin (2.4.2) má tento podobnostnı́ zlomek tvar

Re =
uddd

νd
=

1
νd

. (2.4.3)

Z tohoto vztahu lze pak při znalosti Reynoldsova čı́sla jednoduše vyjádřit bezrozměrnou
kinematickou viskozitu

νd =
1

Re
. (2.4.4)

Aby bylo možné diskretizovat bezrozměrný systém a tı́m převést bezrozměrné veličiny
do lattice Boltzmannova systému, je nutné definovat diskretizačnı́ parametry, časový krok
δt a délkový krok δx.

2.4.3 Lattice Boltzmannův systém

Veličiny definované v lattice Boltzmannově (LB) systému budou v následujı́cı́ch odstavcı́ch
značeny indexem lb. Nejprve je potřeba určit počet dı́lků N, na které je rozdělena jednot-
ková bezrozměrná délka a počet iteračnı́ch kroků Nit, na které je rozdělen bezrozměrný
jednotkový čas, jak bylo výše určeno. Podı́lem odpovı́dajı́cı́ch parametrů jsou následně
vyjádřeny časový a délkový krok

δx =
1
N
[lu], δt =

1
Nit

[ts]. (2.4.5)

Jednotky těchto parametrů jsou mřı́žková jednotka lu (z angl. ”lattice unit“) a časový krok
ts (z angl. ”time step“).
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2.4. PŘEVOD MEZI FYZIKÁLNÍM A LATTICE BOLTZMANNOVÝM
SYSTÉMEM

Na volbě diskretizačnı́ch parametrů závisı́ stabilita metody. Aby byla metoda stabilnı́,
je potřeba, aby hodnota Machova čı́sla, definovaného bezrozměrným zlomkem
Ma = u/cs, byla menšı́ než rychlost zvuku v LB systému cs. Z toho vyplývá podmı́nka
pro makroskopickou rychlost v LB systému [35]

||ulb||2 =
δt
δx
||ud||2 � cs. (2.4.6)

Rychlost ulb a kinematickou viskozitu νlb v LB systému lze vyjádřit vztahy

ulb =
δt
δx

ud, νlb =
δt

δx2 νd. (2.4.7)

2.4.4 Zpětný převod z lattice Boltzmannova systému do fyzikálnı́ho
systému

Zpětný převod veličin z LB do fyzikálnı́ho systému odpovı́dá přı́mo opačnému směru
výše zmı́něného postupu. Z lattice Boltzmannova systému je daná veličina převedena
do bezrozměrného systému a následně do fyzikálnı́ho systému. Napřı́klad makroskopická
rychlost je vyjádřena z (2.4.2) a (2.4.7) následně

up = ulb
δx
δt

u0. (2.4.8)

2.4.5 Vyjádřenı́ relaxačnı́ho parametru

Relaxačnı́ parametr τ závisı́ na kinematické viskozitě tekutiny dle vztahu

νp = c2
s δt(τ − 0.5), (2.4.9)

přičemž rychlost zvuku v LB systému je dána vztahem

cs =
c√
3

. (2.4.10)

Veličina c označuje mřı́žkovou rychlost, což je rychlost, při které se částice ve výpočtové
mřı́žce posune během jednoho časového kroku δt o jeden délkový krok δx, neboli

c =
δx
δt

[
lu
ts

]
. (2.4.11)

Úpravou výrazů (2.4.9), (2.4.10), (2.4.11) lze následně upravit vztah pro výpočet relaxačnı́ho
parametru na tvar

τ =
1
2
+ 3νp

δt
δx2 . (2.4.12)
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2.5. MRT MODEL

Dále je potřeba převést kinematickou viskozitu z fyzikálnı́ho do lattice Boltzmannova
systému, což je provedeno využitı́m převodnı́ho vztahu

νd =
t0

l2
0

νp (2.4.13)

a vztahu (2.4.7). Pro l0 = t0 = 1 je ve vztahu (2.4.13) kinematická viskozita vyjádřená
ve fyzikálnı́m systému rovna kinematické viskozitě tekutiny vyjádřené v bezrozměrném
systému. Dosazenı́m těchto výrazů do rovnice (2.4.12) je zı́skán vztah pro výpočet para-
metru τ v lattice Boltzmannově systému

τ =
1
2
+ 3νlb. (2.4.14)

Pro určenı́ vztahu mezi relaxačnı́m parametrem a Reynoldsovým čı́slem je potřeba dosadit
výraz (2.4.4) do (2.4.7) a tento výsledek do (2.4.14). Výsledkem je vztah

τ =
1
2
+ 3

δt
δx2

1
Re

. (2.4.15)

Z výrazu (2.4.15) je zřejmé, že τ ∈ (0.5; ∞) a vyplývá, že pro rostoucı́ Reynoldsovo čı́slo
se relaxačnı́ čas blı́žı́ k 1

2 .

2.5 MRT model

V přı́padě, že se relaxačnı́ parametr τ blı́žı́ svou hodnotou k 1
2 , numerická stabilita

metody klesá. Jednou z možnostı́, jak tento problém řešit, je zavedenı́ MRT modelu.
To znamená, že relaxačnı́ parametr τ je nahrazen relaxačnı́m maticovým operátorem.
Speciálnı́m přı́padem tohoto operátoru je právě jednoduchý relaxačnı́ parametr τ.

Princip MRT modelu je takový, že zatı́mco celý výpočet s klasickým SRT modelem
je realizován v rychlostnı́m neboli distribučnı́m prostoru definovaným distribučnı́mi
funkcemi fα(x, t), tak během výpočtů s použitým MRT modelem je koliznı́ krok proveden
v momentovém prostoru definovaným momenty distribučnı́ch funkcı́ mα(x, t) [24].

Koliznı́ krok v distribučnı́m prostoru je dán rovnicı́ (2.1.8), kde pro BKG model
má koliznı́ člen tvar

Ω = −1
τ

[
f(x, t)− f(eq)(x, t)

]
. (2.5.1)

V MRT modelu je pro výpočet použit koliznı́ člen, který je převedený do momentového
prostoru a má následujı́cı́ podobu [27, 8]

Ω = −M−1S
[
m(x, t)−m(eq)(x, t)

]
, (2.5.2)
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2.5. MRT MODEL

kde matice S má tvar
S = diag(s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9)

T. (2.5.3)

Prvky matice si, i = 1, 2, ..., 9 ovlivňujı́ stabilitu metody. Nejstabilnějšı́ výsledky bývajı́
dosaženy pro hodnoty z intervalu [0; 2]. Navı́c pokud jsou hodnoty všech prvků si stejné,
stane se z MRT členu SRT člen. Pokud jsou všechny hodnoty na diagonále matice S rovny
1
τ , je vyjádřen lattice BGK (LBGK) model. Dalšı́mi členy rovnice (2.5.2) jsou nerovnovážné,
resp. rovnovážné, momentové vektory m(x, t), resp. m(eq)(x, t). Dle [27] má m(x, t) tvar

m = (ρ, e, ε, jx, qx, jy, qy, pxx, pxy)
T, (2.5.4)

kde jednotlivé členy postupně označujı́ hustotu ρ, energii e, kvadrát energie ε, x- a y-
ovou složku hybnosti jx a jy, x- a y-ovou složku energetického toku qx a qy, diagonálnı́
a mimodiagonálnı́ prvky tenzoru napětı́ pxx a pxy. Matice M je transformačnı́ matice, jejı́ž
tvar pro D2Q9 model je

M =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
−1 −1 −1 −1 2 2 2 2 −4
−2 −2 −2 −2 1 1 1 1 4

1 0 −1 0 1 −1 −1 1 0
−2 0 2 0 1 −1 −1 1 0

0 1 0 −1 1 1 −1 −1 0
0 −2 0 2 1 1 −1 −1 0
1 −1 1 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 1 −1 0


(2.5.5)

a jejı́ funkcı́ je transformovat rychlostnı́ prostor do momentového prostoru, neboli
distribučnı́ funkci převést na moment distribučnı́ funkce a naopak:

m = Mf,
f = M−1m.

(2.5.6)

Pomocı́ transformačnı́ matice lze vyjádřit rovnovážné momenty ze vztahu

m(eq) = Mf(eq) (2.5.7)
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2.6. ALGORITMUS PRO IMPLEMENTACI LATTICE BOLTZMANNOVY
METODY

a prvky vektoru rovnovážného momentu m(eq) majı́ dle [26] následujı́cı́ tvar

m(eq)
0 = ρ,

m(eq)
1 = −2ρ + 3ρ(u2

x + u2
y),

m(eq)
2 = ρ− 3ρ(u2

x + u2
y),

m(eq)
3 = ρux,

m(eq)
4 = −ρux,

m(eq)
5 = ρuy,

m(eq)
6 = −ρuy,

m(eq)
7 = ρ(u2

x − u2
y),

m(eq)
8 = ρuxuy.

(2.5.8)

Použitı́m vztahů (2.5.6), (2.5.7) a úpravou koliznı́ho členu (2.5.2) lze vyjádřit výsledný
tzv. MRT operátor

Ω = −M−1SM [f(x, t)− feq(x, t)] . (2.5.9)

2.6 Algoritmus pro implementaci lattice Boltzmannovy
metody

1. Zadefinovánı́ fyzikálnı́ úlohy a jejı́ převedenı́ do lattice Boltzmannova systému.

2. Výpočet rovnovážných distribučnı́ch funkcı́ v počátečnı́m čase t = t0 ze vztahu

f (eq)
α (x, t) = wαρ

(
1 +

eα · u
c2

s
+

(eα · u)2

2c4
s
− u2

2c2
s

)
(2.6.1)

pro zadané makroskopické veličiny, hustotu ρ(x, t0) a rychlost u(x, t0), a určenı́ počátečnı́ch
hodnot nerovnovážných distribučnı́ch funkcı́ fα(x, t0) = f (eq)

α (x, t0).

3. Výpočet koliznı́ho kroku daného rovnicı́

f̂α(x, t) = fα(x, t)− 1
τ

[
fα(x, t)− f (eq)

α (x, t)
]

. (2.6.2)

4. Výpočet propagačnı́ho kroku určeného vztahem

fα(x + eαδt, t + δt) = f̂α(x, t). (2.6.3)
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2.6. ALGORITMUS PRO IMPLEMENTACI LATTICE BOLTZMANNOVY
METODY

5. Zavedenı́ okrajových podmı́nek a určenı́ neznámých směrů pravděpodobnostnı́ch funkcı́
na hranici výpočtové sı́tě.

6. Určenı́ nových makroskopických veličin u a ρ z momentů distribučnı́ch funkcı́ defi-
novaných vztahy

ρ(x, t + δt) = ∑
α

fα(x, t + δt) (2.6.4)

a
u(x, t + δt) =

1
ρ(x, t + δt) ∑

α

eα fα(x, t + δt) (2.6.5)

a převedenı́ těchto hodnot zpět do fyzikálnı́ho systému.

7. Pokud jsou splněny zastavovacı́ podmı́nky, výpočet je ukončen. V opačném přı́padě jsou
znovu určeny hodnoty rovnovážných distribučnı́ch funkcı́ ze vztahu (2.6.1) s využitı́m
nově vypočtených hodnot u a ρ a výpočet pokračuje algoritmem počı́naje krokem 3.
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Kapitola 3

Lattice Boltzmannova metoda pro
modelovánı́ vı́cefázové tekutiny

V následujı́cı́ kapitole bude teoreticky popsán lattice Boltzmannův model pro výpočet
vı́cefázového prouděnı́ a následně algoritmus pro implementaci vyvinutého modelu
v prostředı́ MATLAB.

3.1 Teoretický popis metody

Model pro výpočet vı́cefázového prouděnı́ v této práci je založen na modelu z [4], který
vycházı́ z volno-energetického modelu dle Inamura [22]. Pod pojmem vı́cefázové prouděnı́
bude uvažováno prouděnı́ dvou a vı́ce tekutin, které jsou nemı́sitelné, a proto se mezi nimi
tvořı́ rozhranı́, které jednotlivé tekutiny odděluje. Jednı́m z hlavnı́ch problémů
modelovánı́ vı́cefázového prouděnı́ je zjišt’ovánı́ tohoto rozhranı́. K tomu lze použı́t
jeden z následujı́cı́ch dvou způsobů: metodu difúznı́ho rozhranı́ a metodu sledovánı́
rozhranı́. Druhou zmı́něnou metodu použı́vajı́ k výpočtu rozhranı́ napřı́klad VOF metoda,
LS metoda či FT metoda.

Metoda sledovánı́ rozhranı́ zjišt’uje přesnou linii rozhranı́. Difúznı́ rozhranı́ u dvoufá-
zového prouděnı́ naopak znamená, že přesná linie rozhranı́ je nahrazena vrstvou o určité
tloušt’ce obsahujı́cı́ obě dvě tekutiny, které dělı́. Důležitým faktorem při použitı́ difúznı́ho
rozhranı́, je tloušt’ka rozhranı́. Výhodou použitı́ tohoto způsobu zjišt’ovánı́ rozhranı́
je přesněji vyjádřené povrchové napětı́ a lepšı́ zachovánı́ hmoty [9]. V modelu popsaném v
tomto textu je využito metody difúznı́ho rozhranı́. Dalšı́m problémem při výpočtu
pohybu vı́cefázového prouděnı́ je stabilita modelu pro velký poměr hustot modelovaných
tekutin. Cı́lem je zı́skánı́ stabilnı́ho modelu pro poměr hustot 1 : 1000, který přibližně
odpovı́dá prouděnı́ vody se vzduchem.

Výpočet vı́cefázového prouděnı́ se skládá z následujı́cı́ch hlavnı́ch částı́. Nejprve
je proveden výpočet pohybu rozhranı́ difúznı́m přı́stupem pomocı́ Cahn-Hilliardovy
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3.1. TEORETICKÝ POPIS METODY

rovnice. Následně je zjištěn pohyb tekutiny výpočtem lattice Boltzmannovy rovnice
bez hustoty, což vede na modelovánı́ tzv. beztlakových rovnic. Tlak je poté vyjádřen
z Poissonovy rovnice. Nakonec je určena celková rychlost prouděnı́ součtem rychlosti
zı́skané z beztlakových rovnic a korekcı́ rychlosti zı́skané z dopočteného tlaku.

3.1.1 Cahn-Hilliardova rovnice

Cahn-Hilliardova rovnice byla vyvinuta pro modelovánı́ fázové separace roku 1958 [6, 11].
Na obrázku 3.1 jsou zobrazeny výsledky výpočtu Cahn-Hilliardovy rovnice provedené v
softwaru Matlab. Zobrazenou veličinou je hustota.

Obrázek 3.1: Ukázka výsledků modelu fázové separace na začátku, uprostřed a na konci
procesu.

Cahn-Hilliardova rovnice má dle [4] tvar

∂φ

∂t
+∇ · (φu) = M∇2µφ, (3.1.1)

kde M je koeficient mobility, který lze vyjádřit ze vztahu [22]

M =

(
τf − 0.5− C

2

)
, (3.1.2)

přičemž C je volitelná konstanta, a µφ je chemický potenciál [4]

µφ = βΨ′ − k∇2φ, (3.1.3)

kde Ψ(φ) označuje objemovou hustotu volné energie (angl. ”bulk free-energy density“)

Ψ(φ) = (φ− φ2)
2 (φ− φ1)

2 . (3.1.4)
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3.1. TEORETICKÝ POPIS METODY

Funkce φ ∈ [φ1, φ2], kde φ1 označuje tekutinu 1, φ2 označuje tekutinu 2 a hodnoty uvnitř
intervalu označujı́ rozhranı́ [4]. Konstanty k a β ovlivňujı́ tloušt’ku rozhranı́ W

W =
4

φ1 − φ2

√
k

2β
(3.1.5)

a povrchové napětı́ σ12

σ12 =
(φ1 − φ2)

3

6

√
2kβ. (3.1.6)

Cahn-Hilliardova rovnice je v modelu vı́cefázového prouděnı́ řešena aplikacı́ lattice
Boltzmannovy metody. Vývojová LB rovnice má svůj obvyklý tvar pro jednotkový časový
krok ∆t, viz rovnice (2.1.1) a (2.1.2),

fi(x + ei∆t, t + ∆t) = fi(x, t)− 1
τf

(
fi(x, t)− f (eq)

i (x, t)
)

, (3.1.7)

kde index i označuje jednotlivé směry distribučnı́ch funkcı́, resp. vektorů rychlostı́
v rychlostnı́m souboru, a rovnovážná distribučnı́ funkce se vypočte ze vztahu

f (eq)
i = −10−3Hφi(φ− φre f ) + vi

M
τf − 1

2

µφ + φwi

{
eiαuα

c2
s

+
(eiαuα)2

2c4
s
− |u|

2

2c2
s

}
, (3.1.8)

kde

Hφi =

{
1 pro i = 9,
0 pro i = 1, 2, ..., 8 (3.1.9)

a funkce φre f má hodnotu 0, pokud je hustota v daném mı́stě menšı́ než hraničnı́ hustota,
nebo 1, pokud je hodnota hustoty většı́ než hraničnı́ hustota. Hraničnı́ hustotou se rozumı́
polovina součtu maximálnı́ a minimálnı́ hodnoty hustoty modelovaného dvoufázového
prouděnı́. V přı́padě, že by došlo k úbytku hmoty, hraničnı́ hustota je vypočtena dvěma
třetinami ze součtu maximálnı́ a minimálnı́ hodnoty hustoty. V přı́padě nadbytku hmoty
je hraničnı́ hustotou rozuměna jedna třetina ze součtu maximálnı́ a minimálnı́ hodnoty
hustoty.

Analogicky k (2.3.1) lze zadefinovat momenty distribučnı́ch funkcı́ fi, které majı́ násle-
dujı́cı́ podobu [4]

∑b
i=0 fi = φ,

∑b
i=0 fieiα = φuα,

∑b
i=0 fieiαeiβ =

Mµφδαβ

τf−∆t
2

+ φuαuβ.
(3.1.10)

Pro dalšı́ výpočty bude potřeba prvnı́ moment pro vyjádřenı́ funkce φ. Při znalosti hodnot
funkce φ, lze následně vyjádřit novou hustotu ρ a kinematickou viskozitu ν proudı́cı́ch
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tekutin dle vztahů podle [4, 17]

ρ(φ) =


ρ2 φ ≤ φ2,
φ− φ2

φ1 − φ2
(ρ1 − ρ2) + ρ2 φ2 < φ < φ1,

ρ1 φ ≥ φ1

(3.1.11)

a
ν(ρ) =

ρ− ρ2

ρ1 − ρ2
(ν1 − ν2) + ν2. (3.1.12)

3.1.2 Lattice Boltzmannova rovnice

Pohyb modelovaných tekutin je řešen pomocı́ klasické vývojové lattice Boltzmannovy
rovnice (2.1.1), která má pro jednotkový časový krok ∆t tvar

gi (x + ei∆t, t + ∆t) = gi(x, t)− 1
τg

(
gi(x, t)− g(eq)

i (x, t)
)

. (3.1.13)

Vzhledem k tomu, že při modelovánı́ dvoufázového prouděnı́ s velkým poměrem
hustot vznikajı́ velké numerické chyby ve výpočtech na rozhranı́, je z výpočtů lattice
Boltzmannových rovnic vyjmuta hustota, což vede k modelovánı́ tzv. beztlakových
rovnic [4, 22]. Vliv tlaku je poté řešen externě pomocı́ Poissonovy rovnice, viz následujı́cı́
podsekce. Momenty distribučnı́ch funkcı́ dle (2.3.2) a (2.3.3) jsou upraveny na tvar tak,
že se ve výpočtech neuvažuje hustota, tj.

∑i gi = 1,
∑i gieiα = u∗α. (3.1.14)

Index ∗ označuje makroskopickou rychlost zı́skanou výpočtem beztlakových rovnic.
Relaxačnı́ parametr v rovnici (3.1.13) se vyjádřı́ výrazem

τg =
ν

c2
s
+

1
2

∆t. (3.1.15)

Rovnovážná distribučnı́ funkce je dána rovnicı́ (2.1.3) s přidanými členy navı́c na pravé
straně rovnice, které vyjadřujı́ vliv objemových sil a povrchového napětı́ na tekutinu,
neboli

g(eq)
i = wi

{
1 +

eiαu∗α
c2

s
+

(eiαu∗α)2

2c4
s
− |u

∗|2
2c2

s

}
+ wi

K
ρ

Gαβeiαeiβ − vi
K
2ρ
|∇φ|2 + 3wieiαBα,

(3.1.16)
kde K označuje povrchové napětı́, Bα je objemová sı́la, člen Gαβ se vypočte vztahem

Gαβ(φ) =
9

2c4
∂φ

∂xα

∂φ

∂xβ
− 9

4c4
∂φ

∂xγ

∂φ

∂xγ
δαβ (3.1.17)
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a konstanty vi majı́ pro jednotlivé směry distribučnı́ch funkcı́ i hodnoty

vi =


− 5

3c2 i = 9,
3
c2 wi i = 1, 2, ..., 8.

(3.1.18)

3.1.3 Poissonova rovnice

Dle [22] lze Poissonovu rovnici vyjádřit z následujı́cı́ho vztahu

Sh
u− u∗

∆t
= −∇p

ρ
, (3.1.19)

kde Sh označuje Strouhalovo čı́slo, pro které platı́ dle [22] vztah

∆t = Sh∆x. (3.1.20)

Skalárnı́m přenásobenı́m rovnice (3.1.19) operátorem ∇ a uváženı́m platnosti rovnice
kontinuity pro rychlost u (tj. ∇ · u = 0) je rovnice (3.1.19) upravena na tvar

Sh
∇ · u∗

∆t
= ∇ ·

(
∇p
ρ

)
. (3.1.21)

Dosazenı́m vztahu (3.1.20) do rovnice (3.1.21) a předpokladem ∆x = 1 a ∆t = 1 je vyjádřen
následujı́cı́ tvar Poissonovy rovnice

∇ ·
(
∇p
ρ

)
= ∇ · u∗. (3.1.22)

Operátor ∇ vyjadřuje vektor prvnı́ch derivacı́ dle jednotlivých složek a pro 2D úlohu
má následujı́cı́ podobu

∇ =

[
∂

∂x
,

∂

∂y

]
. (3.1.23)

Dále platı́ vztah
∇ · ∇ = ∇2 = ∆, (3.1.24)

kde operátor ∆ se nazývá Laplaceův operátor a vyjadřuje součet druhých derivacı́
dle jednotlivých složek, neboli pro dvourozměrný přı́pad

∆ =
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 . (3.1.25)
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Využitı́m vztahu (3.1.25) a (3.1.24) lze rovnici (3.1.22) za předpokladu konstantnı́ hustoty
zapsat ve tvaru

∆p =
∂2p
∂x2 +

∂2p
∂y2 = ∇ · u∗. (3.1.26)

Poissonova rovnice (3.1.26) je řešena metodou konečných diferencı́. To znamená, že druhé
derivace jsou aproximovány konečnými diferencemi, tj.

∂2p
∂x2 +

∂2p
∂y2 =

p(i+1,j) − 2p(i,j) + p(i−1,j)

(∆x)2 +
p(i,j+1) − 2p(i,j) + p(i,j−1)

(∆y)2 , (3.1.27)

kde jsou předpokládány jednotkové prostorové kroky ∆x = ∆y = 1. Tyto konečné dife-
rence (3.1.27) lze zapsat jako součin čtvercové matice A

A =



−4 1 0 . . . . 0
1 −4 1 0 . . . .
0 1 −4 1 0 . . .
. 0 1 −4 . . . .
. . 0 . . . . .
. . . . . . 1 0
. . . . . 1 −4 1

0 . . . . 0 1 −4


(3.1.28)

a sloupcového vektoru p

p =



.

.

.
p(ij)

.

.

.


. (3.1.29)

Okrajové podmı́nky pro Poissonovu rovnici byly vytvořeny interpolacı́ hodnot na hranici
výpočtové sı́tě z okolnı́ch známých hodnot.

Důvodem pro volbu řešenı́ Poissonovy rovnice metodou konečných diferencı́ namı́sto
lattice Boltzmannovou rovnicı́ je vyššı́ přesnost modelu a stabilita metody oproti řešenı́
Poissonovy rovnice pomocı́ lattice Boltzmannovy rovnice.

3.1.4 Korekce rychlosti

Korekčnı́ rychlost ∆u odpovı́dajı́cı́ vlivu tlaku je vyjádřena vztahem dle [4]

∆u = −∇p
ρ

. (3.1.30)
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Výsledná makroskopická rychlost je pak dána součtem rychlosti vyjádřené z beztlakové
rovnice u∗ a korekčnı́ rychlosti ∆u vyjádřené z tlakové Poissonovy rovnice, neboli

u = u∗ + ∆u. (3.1.31)

3.2 Algoritmus pro implementaci modelu vı́cefázového
prouděnı́

1. Zadefinovánı́ fyzikálnı́ úlohy a jejı́ převedenı́ do lattice Boltzmannova systému.

2. Výpočet rovnovážných distribučnı́ch funkcı́ v čase t = tn (n = 0, 1, 2, ...) pro Cahn-
Hilliardovu rovnici

f (eq)
i = −10−3Hφi(φ− φre f ) + vi

M
τf − 1

2

µφ + φwi

{
eiαuα

c2
s

+
(eiαuα)2

2c4
s
− |u|

2

2c2
s

}
, (3.2.1)

a pro lattice Boltzmannovu rovnici

g(eq)
i = wi

{
1 +

eiαu∗α
c2

s
+

(eiαu∗α)2

2c4
s
− |u

∗|2
2c2

s

}
+ wi

K
ρ

Gαβeiαeiβ − vi
K
2ρ
|∇φ|2 + 3wieiαBα,

(3.2.2)

Pokud n = 0: Určenı́ počátečnı́ch rovnovážných distribučnı́ch funkcı́ v čase t = t0 z rovnic
(3.2.1) a (3.2.2) a určenı́ počátečnı́ch hodnot nerovnovážných distribučnı́ch funkcı́
fi(x, t0) = f (eq)

i (x, t0) a gi(x, t0) = g(eq)
i (x, t0).

3. Výpočet koeficientu mobility M

M =

(
τf − 0.5− C

2

)
, (3.2.3)

chemického potenciálu µΦ
µφ = βΨ′ − k∇2φ (3.2.4)

a distribučnı́ch funkcı́ pro Cahn-Hilliardovu rovnici:
- koliznı́ krok

f̂i(x, t) = fi(x, t)− 1
τf

(
fi(x, t)− f (eq)

i (x, t)
)

, (3.2.5)
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PROUDĚNÍ

- propagačnı́ krok
fi(x + ei∆t, t + ∆t) = f̂i(x, t), (3.2.6)

- aplikace okrajových podmı́nek pro výpočet zbylých neznámých směrů distribučnı́ch
funkcı́.

4. Výpočet nových hodnot funkce Φ

φ = ∑
i

fi, (3.2.7)

hustoty ρ

ρ(φ) =


ρ2 φ ≤ φ2,
φ− φ2

φ1 − φ2
(ρ1 − ρ2) + ρ2 φ2 < φ < φ1,

ρ1 φ ≥ φ1

(3.2.8)

a kinematické viskozity ν

ν(ρ) =
ρ− ρ2

ρ1 − ρ2
(ν1 − ν2) + ν2. (3.2.9)

5. Výpočet relaxačnı́ho času τg

τg =
ν

c2
s
+

1
2

∆t (3.2.10)

a distribučnı́ch funkcı́ pro lattice Boltzmannovu rovnici:
- koliznı́ krok

ĝi (x, t) = gi(x, t)− 1
τg

(
gi(x, t)− g(eq)

i (x, t)
)

. (3.2.11)

- propagačnı́ krok
gi (x + ei∆t, t + ∆t) = ĝi(x, t), (3.2.12)

- aplikace okrajových podmı́nek pro dopočet zbylých neznámých směrů distribučnı́ch
funkcı́.

6. Výpočet makroskopické rychlosti u∗

u∗α = ∑
i

gieiα. (3.2.13)

7. Výpočet tlaku řešenı́m Poissonovy rovnice.

– 28 –



3.2. ALGORITMUS PRO IMPLEMENTACI MODELU VÍCEFÁZOVÉHO
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8. Výpočet korekčnı́ makroskopické rychlosti

∆u = −∇p
ρ

(3.2.14)

a výsledné celkové makroskopické rychlosti

u = u∗ + ∆u. (3.2.15)

9. Převedenı́ všech požadovaných veličin zpět z lattice Boltzmannova do fyzikálnı́ho
systému.

10. Při splněnı́ zastavovacı́ch podmı́nek je výpočet ukončen. Pokud zastavovacı́ podmı́nky
splněny nejsou, výpočet pokračuje od bodu 2 pro čas t = tn+1. Nové hodnoty f (eq)

i a g(eq)
i

jsou vyjádřeny z nově napočtené celkové makroskopické rychlosti u.
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Kapitola 4

Vyhodnocenı́ a diskuze dosažených
numerických výsledků

V následujı́cı́ kapitole jsou popsány úlohy na ověřenı́ správnosti výpočtů lattice Boltzman-
novy metody uvedené v této práci. Nejprve je uvedena úloha na ověřenı́ působenı́
povrchového napětı́ na čtverec vyplněný tekutinou. Dále jsou zobrazeny výsledky úlohy
Rayleighovy-Taylorovy nestability. Poslednı́ úlohou je model pohybu vzduchové bubliny
ve vodě.

Parametry matice S MRT modelu definované vztahem (2.5.3) byly zvoleny následovně:
s1 = s4 = s6 = 1, s2 = 0.4, s3 = 0.9, s5 = s7 = 1.1. Konstanta C z rovnice (3.1.2)
má zvolenou hodnotu 0.01. Hodnota relaxačnı́ho parametru byla obvykle volena
τf = 0.51, pokud nenı́ jinak určeno v zadánı́ úlohy.

4.1 Působenı́ povrchového napětı́

Povrchové napětı́ působı́ na povrchu kapaliny a jeho vlivem docházı́ k zakulacenı́ tvaru
kapek, což je tvar s minimálnı́m povrchem. Důvod vzniku povrchového napětı́ je násle-
dujı́cı́. Uvažujme kapku kapaliny ve vzduchu. Každá kapalina je tvořena atomy, které
na sebe navzájem působı́ přitažlivými silami. Vzhledem k pravidelnému uspořádánı́
atomů, jsou atomy uvnitř kapaliny přitahovány ve všech směrech stejnou silou. Naopak
na povrchu kapaliny jsou atomy přitahovány pouze ze směrů dovnitř kapaliny, protože
mimo ni se nacházı́ pouze malé množstvı́ atomů vzduchu, které nemá na povrch kapa-
liny téměř žádný vliv, viz obrázek 4.1. Proto na povrchu kapaliny vzniká vrstva atomů
s většı́mi meziatomovými silami, které definujı́ povrchové napětı́ kapaliny. Při přı́liš
velkém povrchovém napětı́ se z kapek stává mlha nebo aerosol. Naopak při malém
povrchovém napětı́ docházı́ k rychlému vypařenı́ kapaliny [3].

V tomto přı́kladu jsou uvažovány dvě tekutiny o různých hustotách a stejné kinema-
tické viskozitě. Tekutina s nižšı́ hustotou tvořı́ čtverec a je obklopena tekutinou s vyššı́
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Obrázek 4.1: Atomy uvnitř a na povrchu kapaliny.

hustotou. Působenı́m povrchového napětı́ se ze čtverce postupně stává kruh. Parametry
tekutin byly převzaty z [4]. Tekutina 1 tvořı́cı́ čtverec má hustotu ρ1 = 6 kg/m3

a kinematickou viskozitu η1 = 2.1 · 10−3 m2/s. Tekutina 2 vyskytujı́cı́ se v okolı́ čtverce
má hustotu ρ2 = 600 kg/m3 a dynamickou viskozitu η2 = 2.1 · 10−3 m2/s. Výpočtová
oblast je tvořena 100x100 buňkami, ve fyzikálnı́ch veličinách má čtvercová oblast hranu
délky 0.5 m. Čtverec tvořený tekutinou 1 je umı́stěný uprostřed výpočtové oblasti s délkou
hrany 0.25 m. Velikost povrchového napětı́ je 4 · 10−3 N/m. Hodnoty konstant v rovnici
(3.1.3) jsou β = 0.15 a k = 0.009. Na hranicı́ch oblasti jsou použity ”bounce-back“ okra-
jové podmı́nky. Na obrázku 4.2 je uveden počátečnı́ stav úlohy a na obrázku 4.3 jsou
uvedeny průběžné výsledky výpočtu během působenı́ povrchového napětı́ na tekutinu
ve tvaru čtverce. V obou přı́padech je vždy zobrazena na levém obrázku hustota
a na pravém obrázku průběh rychlosti.

Z obrázků je zřejmé, že se projevuje vliv povrchového napětı́ a čtverec se postupně
zakulacuje.

4.2 Rayleighova-Taylorova nestabilita

V této úloze je modelován pohyb dvou nemı́sitelných tekutin o různých hustotách a visko-
zitách, které jsou v obdélnı́kové výpočtové oblasti uspořádány do dvou vrstev nad sebou
a jejich rozhranı́ je mı́rně deformováno. Hornı́ vrstva obsahuje tekutinu s vyššı́ hustotou
a v průběhu času se tato hustějšı́ tekutina vleje do té dolnı́, méně husté tekutiny. Tento
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Obrázek 4.2: Zobrazenı́ úlohy působenı́ povrchového napětı́ na tekutinu na počátku
výpočtu - 1. iterace.

.

jev se nazývá Rayleighova-Taylorova nestabilita. Tvar rozhranı́ tekutin během vlévánı́
se do sebe závisı́ na poměru hustot tekutin. Tento poměr je definován Atwoodovým čı́slem
[37]

A =
ρtezsi − ρlehci
ρtezsi + ρlehci

, (4.2.1)

kde ρlehci, resp. ρtezsi, označuje tekutinu s nižšı́, resp. vyššı́, hustotou.
V tomto přı́kladu byly počı́tány dvě úlohy pro dvě různá Reynoldsova čı́sla. Reynold-

sovo čı́slo je bezrozměrný zlomek, který vyjadřuje, zda je modelované prouděnı́ turbu-
lentnı́ nebo laminárnı́. Je určeno podı́lem velikosti rychlosti prouděnı́ u a charakteristické
délky, což je v tomto přı́padě výška nádoby H, s kinematickou viskozitou těžšı́ tekutiny
ν1, neboli

Re =
uH
ν1

. (4.2.2)

Rozhranı́ mezi tekutinami je popsané rovnicı́

y = 0.5 + 0.05cos(2πx). (4.2.3)

Velikost výpočtové oblasti je 128x512 buněk, konkrétně delšı́ hrana obdélnı́kové oblasti
má délku H = 0.5 m. Hodnoty konstant v rovnici (3.1.3) jsou β = 0.15 a k = 0.009.

Parametry úlohy i výsledky pro srovnánı́ správnosti výpočtů byly převzaty z [21].
Vzhledem k uvedeným veličinám v jednotkách LB prostoru v [21], budou i zde
hodnoty uvedeny v těchto jednotkách pro lepšı́ srovnánı́ výsledků. Převody mezi jednot-
kami v lattice Boltzmannově prostoru a fyzikálnı́m prostoru jsou objasněny v sekci 2.4.
Velikost povrchového napětı́ se uvažuje v obou přı́padech 1.12 · 10−6 mu/ts2. Okrajové
podmı́nky byly zvoleny periodické na delšı́ch svislých hranách a ”bounce-back“ na hornı́
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a spodnı́ hranici. Počı́tány jsou dva přı́pady pro dvě různá Reynoldsova čı́sla, a to Re = 256
a Re = 2048. Jejich dalšı́ parametry jsou uvedeny v následujı́cı́ch dvou odstavcı́ch.

4.2.1 Re = 256

Prvnı́m modelovaným přı́padem je laminárnı́ prouděnı́ s Reynoldsovým čı́slem
Re = 256. Modelované tekutiny majı́ následujı́cı́ parametry. Těžšı́ tekutina má hustotu
ρ1 = 0.12 mu/lu3 a kinematickou viskozitu ν1 = 0.02 lu2/ts. Lehčı́ tekutina má hustotu
ρ2 = 0.04 mu/lu3 a stejnou kinematickou viskozitu jako těžšı́ tekutina, tj. ν2 = 0.02 lu2/ts.
Gravitačnı́ zrychlenı́ je 1.25 · 10−5 lu.ts−2 a relaxačnı́ parametr má hodnotu τf = 0.56.

Na obrázku 4.4 jsou uvedeny dosažené výsledky v průběhu času daného výsledky
z práce [21], které jsou pro srovnánı́ uvedeny na obrázku 4.5 a byly také počı́tány
lattice Boltzmannovo metodou. Prezentované dosažené výsledky zobrazujı́ hustotu
modelovaných tekutin. Zobrazený čas je tzv. bezrozměrný čas normalizovaný výrazem√

W
g , kde W označuje kratšı́ hranu výpočtové oblasti a g je gravitačnı́ zrychlenı́.

4.2.2 Re = 2048

Druhým počı́taným přı́padem je přı́pad turbulentnı́ho prouděnı́ daného Reynoldsovým
čı́slem Re = 2048. Modelované tekutiny majı́ tyto parametry. Těžšı́ tekutina má hustotu
ρ1 = 0.12 mu/lu3 a kinematickou viskozitu ν1 = 0.005 lu2/ts. Lehčı́ tekutina má hustotu
ρ2 = 0.04 mu/lu3 a kinematickou viskozitu ν2 = 0.005 lu2/ts. Gravitačnı́ zrychlenı́ je nynı́
6.25 · 10−6 lu.ts−2 a hodnota relaxačnı́ho parametru je τf = 0.515.

Dosažené výsledky jsou zobrazeny na obrázku 4.6 a zobrazujı́ opět hustotu tekutin.
Uvedené časové okamžiky jsou dány podle obrázku 4.7 z [21]. Výsledky v práci [21] byly
také počı́tány lattice Boltzmannovo metodou. Zobrazený čas je stejný jako v přı́padě
nižšı́ho Reynoldsova čı́sla Re = 256.

Z uvedených obrázků je zřejmá poměrně dobrá shoda výsledků. Lepšı́ shody by bylo
dosaženo použitı́m jemnějšı́ sı́tě, která byla použita v [21].

4.3 Působenı́ vztlakové sı́ly na bublinu

Při ponořenı́ tělesa do kapaliny působı́ na těleso jednak gravitačnı́ sı́la

Fg = mg (4.3.1)

směrem dolů, a jednak vztlaková sı́la

Fvz = Vteleso ρkapalina g (4.3.2)
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směrem nahoru. V závislosti na tom, jaká z těchto dvou sil převažuje, klesá těleso ke dnu,
stoupá vzhůru nebo při rovnosti sil plove v kapalině.

V následujı́cı́m přı́kladu je modelována bublina o průměru 0.01 m umı́stěná na počátku
výpočtu ve vzdálenosti 0.02 m od středu bubliny ke dnu nádoby s tekutinami. Působenı́m
gravitačnı́ a vztlakové sı́ly je tato bublina postupně vytlačována směrem nahoru. Poměry
hustot a poměry viskozit jsou rovny hodnotě 1000. V této úloze je zvolena těžšı́ tekutina
o hustotě ρ1 = 1000 kg/m3 a dynamické viskozitě η1 = 10−2 Pa.s. Lehčı́ tekutina tvořı́cı́
bublinu má hustotu ρ2 = 1 kg/m3 a dynamickou viskozitu η2 = 10−5 Pa.s. Velikost
výpočtové oblasti je 90x270 buněk, ve fyzikálnı́ch rozměrech má delšı́ hrana obdélnı́ku
délku 0.15m. Hodnoty konstant v rovnici (3.1.3) jsou β = 0.1 a k = 0.0001. Gravitačnı́
zrychlenı́ má hodnotu 9.81 m/s2.

Tvar bubliny závisı́ na velikosti povrchového napětı́. Vliv povrchového napětı́ vyjadřuje
Bondovo (Eotvosovo) čı́slo [4, 48]. Tento bezrozměrný zlomek je definován podı́lem
gravitačnı́ho zrychlenı́ g, druhou mocninou průměru bubliny D a rozdı́lem hustot
modelovaných tekutin ρ1 a ρ2 s povrchovým napětı́m σ12, neboli

Bo =
gD2

σ12
(ρ1 − ρ2) . (4.3.3)

Se vzrůstajı́cı́m Bondovým čı́slem klesá vliv povrchového napětı́ na povrch bubliny
a ze zakulaceného tvaru bubliny se postupně stává zakřivená elipsa. Při vyrovnánı́ vztla-
kových a viskóznı́ch sil a sil vzniklých od povrchového napětı́ je určen konečný tvar
bubliny.

Na obrázcı́ch 4.8, 4.9 a 4.10 jsou na levé straně zobrazeny dosažené výsledky pro různá
Bondova čı́sla, konkrétně pro hodnoty Bo = 1, 10, 100 a výsledky jsou srovnány s výsledky
z [48] zobrazenými vždy na pravé straně obrázků, které byly vypočteny VOSET metodou.
VOSET je metoda, která spojuje dohromady VOF metodu a LS metodu. Z práce [48] byly
převzaty i parametry úlohy.

Ze zobrazených výsledků lze usoudit poměrně dobrou shodu tvarů bublin pro jednot-
livá Bondova čı́sla. Přesnějšı́ch výsledků by se dosáhlo zjemněnı́m výpočtové sı́tě.

Na obrázku 4.11 jsou pro ukázku uvedeny průběžné výsledky stoupajı́cı́ bubliny
s hodnotou Bondova čı́sla Bo = 1. Zobrazeny jsou dvě třetiny výpočtové oblasti.
Z výsledků je patrné, že pro Bo = 1 bublina skutečně držı́ kulatý tvar během celého svého
pohybu směrem nahoru.
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Obrázek 4.3: Zobrazenı́ výsledků působenı́ povrchového napětı́ na tekutinu tvořı́cı́ čtverec
na začátku výpočtu. Uvedeny jsou postupně 2400., 4000. a 12000. iterace. Na levé části
obrázku je zobrazena hustota a na pravé části obrázku rychlost.
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Obrázek 4.4: Výsledky výpočtu Rayleighovy-Taylorovy nestability pro Re = 256. Zobra-
zena je hustota modelovaných tekutin.
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Obrázek 4.5: Výsledky výpočtu Rayleighovy-Taylorovy nestability pro Re = 256 převzaté
z knihy [21].
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Obrázek 4.6: Výsledky výpočtu Rayleighovy-Taylorovy nestability pro Re = 2048. Zobra-
zena je hustota modelovaných tekutin.
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Obrázek 4.7: Výsledky výpočtu Rayleighovy-Taylorovy nestability pro Re = 2048
převzaté z knihy [21].
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Obrázek 4.8: Srovnánı́ výsledků modelu stoupajı́cı́ bubliny v kapalině pro Bo = 1. Levá
část obrázku zobrazuje výsledky počı́tané algoritmem prezentovaným v této diplomové
práci. Na pravé části obrázku jsou výsledky převzaté z [48] zı́skané metodou VOSET.

Obrázek 4.9: Srovnánı́ výsledků modelu stoupajı́cı́ bubliny pro Bo = 10.

Obrázek 4.10: Srovnánı́ výsledků modelu stoupajı́cı́ bubliny pro Bo = 100.
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Obrázek 4.11: Výsledky modelu stoupajı́cı́ bubliny pro Bo = 1.
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Závěr

V této práci byl popsán vývoj a princip lattice Boltzmannovy metody. Následně byl
definován algoritmus pro výpočet modelovánı́ vı́cefázového prouděnı́. Byl navržen
stabilnı́ model dvoufázového prouděnı́ pro malý i velký poměr hustot modelovaných
tekutin a se zahrnutým vlivem povrchového napětı́. Model vı́cefázového prouděnı́ byl
zı́skán úpravou modelů z pracı́ [4], resp. [22]. Výpočtem tlaku z Poissonovy rovnice
metodou konečných diferencı́ se zvýšila stabilita metody a přesnost řešenı́ pro velké
poměry hustot. Úpravou vztahu pro vyjádřenı́ rovnovážné distribučnı́ funkce pro výpočet
Cahn-Hilliardovy rovnice pomocı́ LBM se zvýšila přesnost a stabilita řešenı́ pohybu
rozhranı́.

Vyvinutý algoritmus byl aplikován na tři úlohy. Prvnı́ úloha testuje vliv povrchového
napětı́, kdy se ze čtverce naplněného tekutinou stane kruh. Druhou úlohou je modelovánı́
Rayleighovy-Taylorovy nestability. Třetı́ úlohou byl výpočet pohybu bubliny naplněné
vzduchem stoupajı́cı́ vlivem vztlakové sı́ly ve vodě.

Správné působenı́ povrchového napětı́ dokazujı́ výsledky prvnı́ počı́tané úlohy
uvedené na obrázcı́ch 4.2 a 4.3. Z obrázků je patrné postupné zakulacovánı́ čtverce
naplněného tekutinou, který se nacházı́ uprostřed jiné, těžšı́ tekutiny.

Úloha Rayleighovy-Taylorovy nestability byla vypočtena pro dvě různá Reynoldsova
čı́sla, a to Re = 256 a Re = 2048. Výsledky úlohy byly srovnány s výsledky z knihy [21],
které byly vypočteny také lattice Boltzmannovo metodou. Z obrázků 4.4, 4.5 a 4.6, 4.7
je zřejmá poměrně dobrá shoda výsledků. Lepšı́ch výsledků, předevšı́m pro zachycenı́
vznikajı́cı́ch a trhajı́cı́ch se malých vı́rů, by bylo dosaženo při použitı́ jemnějšı́ sı́tě.

Model bubliny byl proveden pro tři přı́pady s různým povrchovým napětı́m, defino-
vanými Bondovým čı́slem Bo, a to pro hodnoty Bo = 1, 10, 100. Pro Bo = 1 má bublina
kulatý tvar, pro Bo = 10 se tvar zužuje do eliptického tvaru a pro Bo = 100
má bublina tvar zakřivené elipsy. Výsledky tvarů bublin pro uvedené tři hodnoty Bondova
čı́sla byly porovnány s výsledky z práce [48], kde byl výpočet proveden VOSET metodou.
Z obrázků 4.8, 4.9 a 4.10 je patrná poměrně dobrá shoda výsledků. Přesnějšı́ch výsledků
by bylo dosaženo při použitı́ jemnějšı́ výpočtové sı́tě.

Výhodami LB modelu pro vı́cefázové prouděnı́ jsou předevšı́m jednoduchost imple-
mentace algoritmu, snadná paralelizace dı́ky charakteru metody a snadné rozšı́řenı́
modelu o dalšı́ fyzikálnı́ jevy úpravou koliznı́ch procesů. Dalšı́ výhodou je, že nenı́
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zapotřebı́ řešit Navier-Stokesovy rovnice, protože jejı́ řešenı́ pohybu tekutin dostatečně
nahrazuje lattice Boltzmannova rovnice.

Nevýhodami LB modelu pro vı́cefázové prouděnı́ je klesajı́cı́ stabilita modelu
s klesajı́cı́ viskozitou modelovaných tekutin a s rostoucı́ rychlostı́ prouděnı́, což způsobuje
růst Reynoldsova čı́sla a z laminárnı́ho prouděnı́ se stává turbulentnı́ prouděnı́. Tento
problém lze vyřešit implementacı́ turbulentnı́ho modelu. Tzv. přechodové prouděnı́,
kde se střı́dá laminárnı́ a turbulentnı́ prouděnı́, lze stabilizovat zavedenı́m MRT modelu,
což bylo provedeno i v této diplomové práci. Stabilita modelu také klesá s rostoucı́m
poměrem hustot modelovaných tekutin. Řešenı́m tohoto problému je úprava modelu,
čı́mž se zabývala také tato práce. Zvýšenı́ stability modelu je dále možné provést
zjemněnı́m sı́tě nebo zmenšenı́m časového kroku.

Dalšı́m možným rozšı́řenı́m této práce je napřı́klad rozšı́řenı́ 2D modelu na 3D model,
optimalizace rychlosti výpočtu (zavedenı́ paralelizace výpočtu), modelovánı́ většı́ho počtu
fázı́ než dvě, zahrnutı́ vlivu teploty a implementace turbulentnı́ho modelu.
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