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užit́ım citovaných pramen̊u.

V Plzni dne 19. května 2016
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Abstrakt

Bakalářská práce se věnuje křivkám, které vznikaj́ı valeńım jedné křivky po
druhé. V úvodu jsou informace o kinematické geometrii a vysvětleńı pojmu
pevná a hybná polodie. V daľśı části se práce věnuje některým obecným
vlastnostem a umožňuje parametrizovat obecně některé speciálńı př́ıpady
křivek, které vznikaj́ı valeńım. V daľśı části jsou uvedeny př́ıklady těchto
křivek a některé jejich vlastnosti.

Kĺıčová slova

Valeńı křivek, trajektorie pohybu, pevná polodie, hybná polodie, kinematická
geometrie.

Abstract

Bachelor thesis deals with curves, which are forming by rolling curve along
the another – roulette. In the beginning are information about kinematic
geometry and explenation of fixed and moving polode. Next part is about
some general properties and parametrization special roulettes. In the next
part are specific examples of roulettes and some properties of this curves.
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Roulette, rolling curves, trajectory of the motion, fixed polode, moving po-
lode, kinematic geometry.
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6.9 Archimédova spirála po parabole . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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1 Úvod

Tématem bakalářské práce je valeńı křivek, které je součást́ı kinematické
geometrie. Ta se věnuje pohybu geometrických objekt̊u a zkoumá trajektorie
jednotlivých bod̊u. Práce se zabývá nejen jednotlivými př́ıpady vzniku křivek
valeńım, ale uvád́ı i některé obecné poznatky.

Dı́ky vypracováńı řešerše na toto téma byly nalezeny některé dokumenty
věnuj́ıćı se dané problematice. Ty se ve většině př́ıpad̊u omezovaly na vznik
rovnic těchto křivek a některé jejich vlastnosti. Konkrétńı aplikace byly uve-
deny sṕı̌se u některých známěǰśıch křivek (např. cyklické křivky).

Kapitola Kinematická geometrie v rovině se věnuje základńım pojmům,
které jsou čerpány z [1], [2], a uvád́ı některé věty, d́ıky nimž jsme schopni
nadefinovat samotné valeńı a dále s t́ımto pojmem pracovat. Kapitola Para-
metrizace křivek vzniklých valeńım se věnuje dvěma r̊uzným pohled̊um na
problematiku – bud’to chceme naj́ıt předpis pro parametrizaci křivky vzniklé
valeńım (máme-li zajǐstěny některé vlastnosti) [3] nebo chceme zjistit, po
jaké křivce muśıme jinou křivku valit, abychom jako výslednou křivku do-
stali př́ımku [4]. V mnoha př́ıpadech ale tyto poznatky využ́ıt nelze – někte-
rým takovým se věnuje kapitola Křivky vzniklé valeńım a uvád́ı konkrétńı
př́ıklady křivek, jež vznikaj́ı valeńım. V této kapitole jsou také ukázány po-
znatky z předešlé kapitoly na konkrétńıch křivkách.

Pomoćı softwaru dynamické geometrie GeoGebra byly vytvořeny ke všem
křivkám, kterým se práce věnuje, ukázky odvalováńı a vzniku výsledné křivky.
Pro úpravy výraz̊u byl použit program Wolfram Mathematica 10.
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2 Přehled studované problematiky

Při vypracováńı rešerše byly nalezeny některé prameny věnuj́ıćı se valeńı
křivek. Některé z nich jsou zde uvedeny.

• WALKER, Gordon. The General Theory of Roulettes. National Mathe-
matics Magazine. 1937, 12(1), 21-26. DOI: 10.2307/3028504. ISSN 15395588.
Dostupné také z: <http://www.jstor.org/stable/3028504?origin=
crossref>

Hlavńı myšlence tohoto článku se věnuje kapitola 5.1 a hovoř́ı o vzniku
předpisu pro trajektorii pohybu valeńı, přičemž hybná i pevná křivka
je parametrizovaná obloukem.

• PLESKOT, Antońın. Jistá př́ıbuznost křivek souvisej́ıćı s teoríı křivek
vaĺıćıch se. Časopis pro pěstováńı matematiky a fysiky [online]. 1932,
(4), 137 - 145 [cit. 2016-04-19]. ISSN 1802-114X (printed edition, 1872-
1950). Dostupné z: <http://hdl.handle.net/10338.dmlcz/121317>

Hlavńı myšlenka článku je zpracovaná v kapitole 5.2 a hovoř́ı o vzniku
takové trajektorie bodu, aby j́ı byla př́ımka (resp. osa x).

• FRED KUCZMARSKI. Roads and Wheels, Roulettes and Pedals. The
American Mathematical Monthly [online]. 2011, 118(6), 479-496 [cit.
2016-05-11]. DOI: 10.4169/amer.math.monthly.118.06.479. ISSN 00029890.
Dostupné z: <http://www.jstor.org/stable/10.4169/amer.math.monthly.
118.06.479>

Tento článek pojednává o vzniku trajektorie pohybu valeńım některých
křivek po ose x nebo naopak jako v [4] takovým křivkám, kdy valeńım
vzniká př́ımka (osa x).

• SÁNCHEZ-REYES, Javier. The Catenary as Roulette. The College
Mathematics Journal [online]. 2012, 43(3), 216-219 [cit. 2016-05-11].
DOI: 10.4169/college.math.j.43.3.216. ISSN 07468342. Dostupné z: <http:
//www.jstor.org/stable/info/10.4169/college.math.j.43.3.216>

Jiný zp̊usob odvozeńı řetězovky jako křivky, která vzniká valeńım, než
je uvedeno v této bakalářské práci.

• ATHUKORALLAGE, Bhagya, Thanuja PARAGODA a Magdalena TODA.
Roulettes of conics, Delaunay surfaces and applications [online]. 2013, ,
1-24 [cit. 2016-05-11]. Dostupné z: <https://www.researchgate.net/
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Přehled studované problematiky

publication/267037823_Roulettes_of_conics_Delaunay_surfaces_

and_applications>

Tento článek se věnuje předevš́ım plochám (a jejich vlastnostem), které
vzniknou rotaćı křivek vzniklých valeńım kuželosečky po př́ımce, při-
čemž bod tvoř́ıćı křivku je ohnisko. V textu je i vyjádřeńı těchto křivek
parametricky nebo diferenciálńı rovnićı.

• BENDITO, Enrique, Mark J. BOWICK a Agustin MEDINA. Delaunay
Surfaces. J. Geom. Symmetry Phys. [online]. 2014, 33, 27-45 [cit. 2016-
05-03]. Dostupné z: <https://arxiv.org/abs/1305.5681>

Podobně jako předchoźı článek, jen se v́ıce věnuje odvozeńım parame-
trizace křivek, také zkoumá plochy, které z těchto křivek vzniknou.
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3 Kinematická geometrie v rovině

Valeńı (odvalováńı, kotáleńı) křivek je součást́ı kinematické geometrie, proto
zde budou uvedeny některé jej́ı základy, které jsou využity v této práci. In-
formace o kinematické geometrii jsou čerpány z [1], [2].

Kinematická geometrie v rovině se věnuje geometrickým vlastnostem út-
var̊u, které vznikaj́ı při pohybu neproměnné rovinné soustavy. Neproměnná
rovinná soustava (dále jen soustava) je množina všech geometrických útvar̊u,
která se jako neproměnný celek pohybuje, tedy jednotlivé útvary v soustavě
v̊uči sobě neměńı svoji polohu. Pohybuje-li se soustava po pevné rovině, pak
jej́ı body opisuj́ı v rovině křivky, tzv. trajektorie pohybu. Na obrázku 3.1 je
zobrazena trajektorie pohybu bodu A pohybuj́ıćı se soustavy Σ s několika
polohami soustavy.

Obrázek 3.1: Trajektorie bodu (převzato z [2])

Z neproměnnosti pohybuj́ıćı se soustavy Σ plyne, že při dané poloze Σ1

v pevné rovině Π je daľśı poloha Σ2 jednoznačně určena, známe-li přemı́stěnou
polohu A2B2 libovolné úsečky A1B1 soustavy Σ1. To plat́ı pro každou polohu
soustavy Σ, tedy plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 1 Pohyb neproměnné rovinné soustavy Σ je určen, jsou-li dány trajek-
torie τA, τB jej́ıch bod̊u A,B.

Trajektorii daľśıch bod̊u soustavy urč́ıme na základně neproměnnosti sou-
stavy.
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Kinematická geometrie v rovině

Pro dvě polohy pohybuj́ıćı se soustavy Σ plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2 Jsou-li Σ1, Σ2 dvě r̊uzné polohy pohybuj́ıćı se neproměnné rovinné
soustavy Σ, existuje vždy otočeńı nebo posunut́ı, které přemist’uje soustavu
z polohy Σ1 do polohy Σ2.

Obrázek 3.2 ilustruje otočeńı a posunut́ı soustavy Σ z polohy Σ1 do polohy
Σ2. Př́ımky sA, sB, sC jsou osy úseček A1A2, B1B2, C1C2. Osy se prot́ınaj́ı ve
středu otáčeńı S12.

Obrázek 3.2: Otočeńı a posunut́ı (převzato z [2])

Věta 2 plat́ı pro každé dvě r̊uzné polohy Σ1,Σ2 pohybuj́ıćı se soustavy
Σ, tedy i pro polohy Σ2 bĺıž́ıćı se Σ1. Přibližuje-li se A2 po trajektorii τA
k bodu A1, pak i B2 se přibližuje k B1 po τB. Sečna A1A2 se tedy bĺıž́ı tečně
trajektorie τA v bodě A1 a tedy i osa úsečky A1A2 se bĺıž́ı normále trajektorie
τA. Analogicky se sečna B1B2 bĺıž́ı tečně trajektorie τB v bodě B1, osa úsečky
B1B2 se bĺıž́ı normále trajektorie τB. Společný bod S12 os sA, sB se pak bĺıž́ı
společnému bodu S1 obou normál.

Věta 3 V každé poloze Σ1 pohybuj́ıćı se neproměnné soustavy Σ procházej́ı
normály trajektoríı pevným (vlastńım nebo nevlastńım) bodem S1.

Definice 1 Bod S1 se nazývá okamžitý střed otáčeńı nebo okamžitý pól (př́ı-
slušný poloze Σ1 pohybuj́ıćı se soustavy Σ).

Nyńı předpokládejme pohyb r̊uzný od rotace a translace (pohyb složený
z rotaćı a translaćı), který je dán trajektoriemi τA, τB bod̊u A,B neproměnné
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Kinematická geometrie v rovině

rovinné soustavy Σ. Ke každé posloupnosti poloh Σ1,Σ2,Σ3, . . . pohybuj́ıćı
se soustavy Σ lze jednoznačně sestrojit posloupnost bod̊u S12, S23, S34, . . .,
které jsou středy otáčeńı, které přemist’uj́ı Σ1 v Σ2 o ]A1S12A2, Σ2 v Σ3

o ]A2S12A3, . . .. Body S12, S23, S34, . . . tvoř́ı vrcholy lomené čáry, kterou
označ́ıme pa.

Sestroj́ıme body S1
23, S

1
34, S

1
45, . . . tak, aby se po aplikaci jednotlivých otá-

čeńı postupně staly středy otáčeńı S23, S34, S45, . . .. K M A2B2S23 sestroj́ıme
př́ımo shodný M A1B1S

1
23 a najdeme tak S1

23. Podobně k M A3B3S34 na-
jdeme př́ımo shodný M A1B1S

1
34 atd. Body S1

12 = S12, S
1
23, S

1
34, . . . jsou vr-

choly lomené čáry h1a. Z konstrukce vyplývá |S1
12S

1
23| = |S12S23|, |S1

23S
1
34| =

|S23S34|, . . .. Otočeńı polohy Σ1 okolo S12 o úhel ]A1S12A2 do polohy Σ2

přemist’uje h1a do h2a, která je shodná s h1a, ale otočená o úhel ]A1S12A2

okolo S12. Podobně se h2a otoč́ı do h3a atd. Tato konstrukce je ilustrována na
obrázku 3.3.

Obrázek 3.3: Konstrukce poloh h1a, h
2
a, h

3
a (převzato z [2])

Tedy postupné otáčeńı poloh Σ1 do Σ2,Σ2 do Σ3, . . . lze nahradit pohybem
lomené čáry ha po lomené čáře pa. V limitńım př́ıpadě, tedy když přejdeme
k okamžitým střed̊um otáčeńı, lomené čáry pa, ha přejdou v křivky p, h.

Definice 2 Množina všech okamžitých střed̊u otáčeńı pohybuj́ıćı se nepro-
měnné soustavy Σ se nazývá pevná polodie p.
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Kinematická geometrie v rovině

Definice 3 Množina všech bod̊u neproměnné rovinné soustavy Σ, které se
při jej́ım pohybu stanou okamžitými středy otáčeńı, se nazývá hybná polodie
h.

Následuj́ıćı věty hovoř́ı o vlastnostech obou polodíı.

Věta 4 V každé poloze Σ1 pohybuj́ıćı se neproměnné soustavy Σ se př́ıslušná
poloha h1 hybné polodie h dotýká pevné polodie p v v okamžitém středu otáčeńı
S1.

Věta 5 Necht’ Σ1,Σ2 jsou dvě r̊uzné polohy soustavy Σ a h1, h2 jsou př́ı-
slušné polohy hybné polodie h, které se dotýkaj́ı pevné polodie p v okamžitých
pólech S1, S2. Označme S1

2 ∈ h1 bod, který se stane okamžitým pólem S2

(přejde-li Σ1 v Σ2). Potom oblouk Ŝ1S2 na pevné polodii je roven oblouku

Ŝ1S1
2 na hybné polodii měřené v poloze h1.

Pohyb křivky h po křivce p popsaný ve větách 4, 5 se nazývá valeńı
(odvalováńı, kotáleńı) hybné polodie h po pevné polodii p. Dále v tomto
textu je pro označeńı hybné polodie použit název hybná křivka, pro označeńı
pevné polodie pak pevná křivka.

Poznámka Byly zde uvedeny pouze některé základy kinematické geometrie
nezbytné k definováńı pojmu valeńı křivek. Vı́ce (včetně d̊ukaz̊u jednotlivých
vět) viz např. [1, str. 242 – 248].
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Kinematická geometrie v rovině

Definujme nav́ıc pojem tečný úhel, nebot’ je v této práci několikrát použit.

Definice 4 Tečný úhel φ je úhel, který sv́ırá kladný směr osy x a tečna
křivky. Pro tečný úhel křivky vyjádřené parametricky plat́ı:

(x′(t), y′(t))

|x′(t), y′(t)|
= (cos(φ), sin(φ)) ⇒ tg(φ) =

y′(t)

x′(t)
. (3.1)

Tečný úhel ψ křivky vyjádřené polárně r = r(ϕ) je úhel, který sv́ırá pr̊u-
vodič s tečnou. Je vyjádřen jako:

(r′(ϕ), r(ϕ))

|r′(ϕ), r(ϕ)|
= (cos(ψ), sin(ψ)) ⇒ tg(ψ) =

r(ϕ)

r′(ϕ)
. (3.2)

Nav́ıc smysl těchto úhl̊u φ a ψ je stejný. Je-li ϕ = 0 + 2kπ, k ∈ N, potom
pr̊uvodič splyne s osou x, tedy x-ová souřadnice je rovna x = r a zároveň
ze vztah̊u pro převod kartézských souřadnic do polárńıch plyne y′ = r. Potom
jsou vztahy (3.1) a (3.2) totožné.
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4 Přehled značeńı

Křivka velkým tučným např. G, F

Př́ımka malým tučným např. t, n

Bod velkou kurźıvou např. S, O

Vektor malým tučným nebo s šipkou např. u,
−→
AB

Velikost vek-
toru/úsečky

ve svislých čarách např. |u|, |PQ|

Vzdálenost 2
bod̊u po křivce

stř́ı̌ska nad body např. ÔT , P̂Q

Tabulka 4.1: Přehled značeńı
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5 Parametrizace křivek vzniklých
valeńım

Tato kapitola je věnována některým zp̊usob̊um parametrizace křivek vznik-
lých valeńım. Bohužel obecný zp̊usob parametrizace všech křivek takto vznik-
lých neexistuje, můžeme ale źıskat algoritmy pro specifické př́ıpady.

5.1 Křivky parametrizované obloukem

Problematikou parametrizace křivek vzniklých valeńım se zabývá článek The
General Theory of Roulettes od Gordona Walkera [3], z něhož je čerpána
hlavńı myšlenka pro následuj́ıćı odvozeńı výsledné křivky. V něm se pojed-
nává o vzniku parametrizace těchto křivek obecným postupem, jsou-li křivky
parametrizovány obloukem.

Mějme hybnou křivku G(s) = (g1, g2), která je parametrizovaná oblou-
kem:

x = g1(s), (g′1(s))
2 + (g′2(s))

2 = 1
y = g2(s), g1(0) = g2(0) = g′2(0) = 0, g′1(0) 6= 0,

(5.1)

a libovolný bod M = [p, q]. Hybná křivka (5.1) spolu s bodem M tvoř́ı
neproměnnou rovinnou soustavu. Hybná křivka se vaĺı po pevné křivce F(s) =
(f1, f2). Budeme zjǐst’ovat trajektorii bodu M . Pro pevnou křivku F(s) také
plat́ı, že je parametrizována obloukem:

x = f1(s), (f ′1(s))
2 + (f ′2(s))

2 = 1
y = f2(s), f1(0) = f2(0) = f ′2(0) = 0, f ′1(0) 6= 0.

(5.2)

Na obrázku 5.1 je zobrazena výchoźı poloha hybné křivky G, bodu M a
pevné křivky F. Dále je zobrazena tečna t1 v bodě P1 hybné křivky (resp.
tečna t2 v P2 pevné křivky). Body Q1 a Q2 jsou na př́ıslušných tečnách t1, t2
ve vzdálenosti 1 od př́ıslušných bod̊u P1, P2.
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Parametrizace křivek vzniklých valeńım Křivky parametrizované obloukem

Obrázek 5.1: Výchoźı poloha pro valeńı křivky G po F

Vzdálenost ÔP1 počátkuO a bodu P1 na křivce G je shodná se vzdálenost́ı
ÔP2 mezi počátkem O a bodem P2 na F:

ÔP1 =

∫ s

0

√
(g′1(s))

2 + (g′2(s))
2 ds =

= ÔP2 =

∫ s

0

√
(f ′1(s))

2 + (f ′2(s))
2 ds = s. (5.3)

Pro přehlednost nyńı uvažujme zkrácený zápis funkćı g1 = g1(s), g2 =
g2(s), f1 = f1(s), f2 = f2(s).
Rovnice tečen t1 v P1 a t2 v P2:

t1 = G + uG′ =

(
g1
g2

)
+ u

(
g′1
g′2

)
, u ∈ R, (5.4)

t2 = F + vF′ =

(
f1
f2

)
+ v

(
f ′1
f ′2

)
, v ∈ R. (5.5)

Pro u = 1 na tečně t1 definujme bod Q1 = (g1 + g′1, g2 + g2). Pro délku
úsečky |P1Q1| plat́ı:
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Parametrizace křivek vzniklých valeńım Křivky parametrizované obloukem

|P1Q1| =
√

(g1 + g′1 − g1)
2 + (g2 + g′2 − g2)

2 =

√
(g′1)

2 + (g′2)
2 = 1. (5.6)

Analogicky pro v = 1 na tečně t2 definujme bod Q2 = (f1 + f ′1, f2 + f ′2).
Potom |P2Q2| = 1.

Tedy ÔP1 = ÔP2 = s a |P1Q1| = |P2Q2| = 1. Je-li bod P1 bodem dotyku
křivek při valeńı hybné křivky H po pevné křivce P, potom se P1 nacháźı
v bodě P2 a tedy i bod Q1 v bodě Q2.
Bod M se v čase s odvaĺı do polohy, kterou označ́ıme M ′. Protože každou
polohu soustavy můžeme vyjádřit posunut́ım a otočeńım (věta 2), existuje
vektor posunut́ı (h, k) a otočeńı pomoćı matice rotace R, které posunou a
otoč́ı hybnou křivku tak, aby P1 = P2, Q1 = Q2.

R =

(
a −b
b a

)
(5.7)

Máme-li bod o souřadnićıch (x, y), potom po transformaci posunut́ı a
otočeńı nabývaj́ı souřadnic (x, y):

(
x
y

)
=

(
h
k

)
+ R ·

(
x
y

)
(5.8)

⇒ x = h+ ax− by
y = k + bx+ ay

(5.9)

Jestliže pomoćı této transformace přemı́st́ıme libovolný bod P1 do bodu
P2, můžeme pro každý bod na F psát:

f1 = h+ ag1 − bg2, (5.10)

f2 = k + bg1 + ag2. (5.11)

Analogicky pro body Q1 = Q2:
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Parametrizace křivek vzniklých valeńım Křivky parametrizované obloukem

f1 + f ′1 = h+ a (g1 + g′1)− b (g2 + g′2) , (5.12)

f2 + f ′2 = k + b (g1 + g′1) + a (g2 + g′2) . (5.13)

Tedy tečna t1 v bodě P1 křivky G padne na tečnu t2 v bodě P2 křivky
F. Z rovnic (5.10) a (5.11) vyjádř́ıme h, k:

h = f1 − ag1 + bg2, (5.14)

k = f2 − bg1 − ag2. (5.15)

Derivaćı f1, f2 ze vztah̊u (5.10), (5.11) źıskáme následuj́ıćı vztahy:

f ′1 = ag′1 − bg′2, (5.16)

f ′2 = bg′1 + ag′2. (5.17)

Ze vztah̊u (5.16), (5.17) a s využit́ım předpoklad̊u parametrizace oblou-
kem vyjádř́ıme a, b:

a = f ′1g
′
1 + f ′2g

′
2, (5.18)

b = f ′2g
′
1 − f ′1g′2. (5.19)

Dosad́ıme-li h, k z rovnic (5.14), (5.15) do transformačńıch rovnic (5.9),
dostáváme:

x = a(x− g1)− b(y − g2) + f1,

y = b(x− g1) + a(y − g2) + f2. (5.20)

Dosazeńım za a, b z rovnic (5.18), (5.19) a za x, y souřadnice bodu M =
[p, q] do (5.20) dostáváme:
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Parametrizace křivek vzniklých valeńım Křivky vyjádřené polárně

x = (f ′1g
′
1 + f ′2g

′
2)(p− g1) + (f ′1g

′
2 − f ′2g′1)(q − g2) + f1, (5.21)

y = (f ′2g
′
1 − f ′1g′2)(p− g1) + (f ′1g

′
1 + f ′2g

′
2)(q − g2) + f2. (5.22)

Dostali jsme předpis pro křivku vzniklou valeńım hybné křivky G(s) =
(g1, g2) po po pevné křivce F(s) = (f1, f2), kde bod tvoř́ıćı trajektorii pohybu
je M = [p, q]. Tento předpis je využit např. v kapitole 6.7.

5.2 Křivky vyjádřené polárně

Tato kapitola je inspirována článkem [4] a pojednává o hledáńı takové křivky,
po ńıž se bude valit křivka zadaná v polárńıch souřadnićıch, přičemž pól
hybné křivky bude opisovat osu x.

Předpokládejme křivku G zadanou polárně s pólem O:

r = r(ϕ). (5.23)

K této křivce přidružme křivku F v kartézských souřadnićıch se středem
O tak, že k libovolnému bodu T (r, ϕ) křivky G přǐrad́ıme bod T ′(x, y) křivky
F podle následuj́ıćıch vztah̊u:

x = −
∫
r dϕ,

y = r.
(5.24)

Integračńı konstantu v rovnici (5.24) neuvažujeme, nebot’ by křivka byla
pouze posunutá ve směru osy x, ale měla by stejný tvar. Pro křivky G, F
plat́ı následuj́ıćı vlastnosti:

(a) Délka oblouku mezi dvěma body A,B křivky G je shodná s délkou ob-
louku mezi body A′, B′ křivky F, které odpov́ıdaj́ı bod̊um A,B podle
vztahu (5.24).

(b) Úhel, který sv́ırá pr̊uvodič bodu T s tečnou v bodě T křivky G je shodný
s úhlem mezi tečnou křivky F s osou y v bodě T ′, který odpov́ıdá bodu
T podle (5.24).
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Parametrizace křivek vzniklých valeńım Křivky vyjádřené polárně

Nyńı ukážeme platnost tvrzeńı (a), (b). Délka oblouku l1 polárně zadané
křivky G mezi body A(r0, ϕ0) a B(r, ϕ) je

l1 =

∫ ϕ

ϕ0

√
(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ. (5.25)

Ze vztahu (5.24) můžeme vyjádřit r z prvńı rovnice jako r = − dx
sϕ

, tedy

dosazeńım do druhé y = − dx
sϕ

. Potom pro délku oblouku l2 parametrické
křivky F mezi body A′, B′, které odpov́ıdaj́ı bod̊um A,B můžeme psát:

l2 =

∫ ϕ

ϕ0

√
(x′(φ))2 + (y′(φ))2 dφ =

∫ ϕ

ϕ0

√
(y(φ))2 + (y′(φ))2 dφ

=

∫ ϕ

ϕ0

√
(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ. (5.26)

Tedy délka oblouk̊u l1, l2 je shodná, č́ımž je dokázáno tvrzeńı (a).

Nyńı hledejme úhel α1 mezi pr̊uvodičem a tečnou v bodě T na křivce G.
To je tečný úhel v polárńıch souřadnićıch a z definice (4) plat́ı:

tg(α1) =
r(ϕ)

r′(ϕ)
(5.27)

Pro zjǐstěńı úhlu α2, který sv́ırá osa y s tečnou křivky F v bodě T ′, který
odpov́ıdá bodu T , využijeme vztah pro tečný úhel v kartézských souřadnićıch.
Chceme-li zachovat smysl jako u tečného úhlu (tedy matematicky kladně),
který je na obrázku 5.2 označen jako α, pro úhel α2 muśı podle obrázku 5.2
platit:

15



Parametrizace křivek vzniklých valeńım Křivky vyjádřené polárně

(y′(ϕ),−x′(ϕ))

|y′(ϕ),−x′(ϕ)|
= (cos(α2), sin(α2))

⇒ tg(α2) =
−x′(ϕ)

y′(ϕ)
=
r(ϕ)

r′(ϕ)
. (5.28)

Obrázek 5.2: Souvislost tečného úhlu α s úhlem mezi tečnou a osou y

Dostáváme α1 = α2, tud́ıž jsme dokázali (b). Nav́ıc v́ıme (z definice 4),
že smysl tečného úhlu pro kartézské souřadnice je stejný jako smysl tečného
úhlu pro polárńı souřadnice. Tedy i α2 je stejného smyslu jako α1.

Můžeme tedy křivku G otočit a posunout tak, aby body T a T ′ i tečny
v těchto bodech splynuly, tedy křivky se v bodě T = T ′ dotýkaj́ı. Protože
úhel mezi pr̊uvodičem a tečnou v bodě T (který po transformaci přejde do
T ′) křivky G je shodný s úhlem v bodě T ′ mezi tečnou a osou y (tedy i mezi
touto tečnou a rovnoběžkou s osou y v tomto bodě). Protože ze vztahu (5.24)
r = y, potom bod O′, který znač́ı pól otočené a posunuté křivky G, nutně
lež́ı na ose x. Toto plat́ı pro každý bod na křivce G, nav́ıc vzdálenosti mezi
každou dvojićı odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u podle vztahu (5.24) jsou shodné (podle
bodu (a)). To odpov́ıdá situaci, kdy se křivka G vaĺı po křivce F.

Obrázek 5.3 ilustruje výše popsanou situaci, kde křivka G ve výchoźı
poloze je Archimédova spirála, křivka F je část paraboly. Pro přehlednost
v obrázku neńı zobrazena odvalená spirála, jen jej́ı pól O′.
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Parametrizace křivek vzniklých valeńım Křivky vyjádřené polárně

Obrázek 5.3: Valeńı křivky G po F

Tedy vaĺı-li se křivka G po křivce F, která vznikne užit́ım vztah̊u (5.24),
potom se pól O křivky G pohybuje po ose x.

Tento postup je použitý např. v kapitole 6.9 nebo 6.10.
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6 Křivky vzniklé valeńım

Tato kapitola je věnována konkrétńım křivkám, které vznikaj́ı valeńım. Jsou
zde uvedeny r̊uzné zp̊usoby vzniku parametrizace; v některých př́ıpadech bylo
možno použ́ıt některé poznatky z kapitoly 5.

6.1 Cykloida, epicykloida, hypocykloida, evol-

venta

Mezi nejznáměǰśı křivky, které vznikaj́ı valeńım, patř́ı např. cykloida, epicy-
kloida, hypocykloida nebo evolventa kružnice. Vzhledem k tomu, že materiál̊u
popisuj́ıćı vznik parametrizace těchto křivek je mnoho, budou zde uvedeny
bez odvozeńı.

Cykloida je křivka, která vznikne odvalováńım kružnice po př́ımce, kde
bod tvoř́ıćı trajektorii pohybu je bod, který lež́ı na kružnici. Když bod tvo-
ř́ıćı trajektorii pohybu je vně kružnice, mluv́ıme o prodloužené cykloidě, je-li
tento bod uvnitř kružnice, výsledná křivka se nazývá zkrácená cykloida. Cyk-
loidu můžeme naj́ıt např. v architektuře (mostńı oblouky), nebo jej́ı část je
brachistochronou – křivkou nejkratš́ıho spádu. Brachistochrona je křivka, po
jej́ıž trajektorii se dostane hmotný bod p̊usobeńım homogenńıho gravitačńıho
pole z jednoho bodu do druhého za nejkratš́ı možný čas (v́ıce v [6]).

Obrázek 6.1: Prodloužená cykloida (červená), zkrácená cykloida (modrá),
prostá cykloida (oranžová)

Parametrická rovnice (prodloužené, zkrácené) cykloidy je následuj́ıćı:
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Křivky vzniklé valeńım Cykloida, epicykloida, hypocykloida, evolventa

C(t) =

(
rt− d sin t
r − d cos t

)
, t ∈ R, (6.1)

kde r je poloměr kružnice, d je vzdálenost bodu tvoř́ıćıho trajektorii po-
hybu od středu kružnice.

Epicykloida a hypocykloida jsou křivky, které vznikaj́ı odvalováńım
dvou kružnic. Epicykloida je křivka, která vznikne jako trajektorie bodu kruž-
nice, která se odvaluje vně po obvodu jiné kružnice. Naopak hypocykloida
vzniká jako trajektorie bodu kružnice, která se odvaluje po vnitřńım obvodu
jiné kružnice.

Tyto křivky se využ́ıvaj́ı v mechanice, kde některá ozubená kola maj́ı tvar
těchto cyklických křivek. Vznik a výsledný tvar je zobrazen na obrázku 6.2.
Takto vzniklá cykloidálńı kola se použ́ıvaj́ı např́ıklad pro převodovky nebo
v Rootsově dmychadle1. Výhodou cykloidálńıho ozubeńı je menš́ı opotřebeńı.
Hypocykloidálńı pohyb pak můžeme naj́ıt např. i ve Wankelově motoru.

Obrázek 6.2: Cykloidálńı ozubeńı (převzato z [7])

Označ́ıme-li r jako poloměr hybné kružnice, R poloměr pevné kružnice,
potom parametrické vyjádřeńı epicykloidy E a hypocykloidy H je:

1

”
Rootsova dmychadla se použ́ıvaj́ı ke zpracováńı vysokých pr̊utokových množstv́ı při

potřebě malého tlakového rozd́ılu. Konkrétně se použ́ıvaj́ı pro vytvořeńı vakua nebo při
přeplňováńı spalovaćıch motor̊u.“ (Citováno z [8])
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Křivky vzniklé valeńım Cykloida, epicykloida, hypocykloida, evolventa

E(t) =

(
(R + r) cos t− r cos

(
R+r
r
t
)

(R + r) sin t− r sin
(
R+r
r
t
) ) , (6.2)

H(t) =

(
(R− r) cos t+ r cos

(
R−r
r
t
)

(R− r) sin t− r sin
(
R−r
r
t
) ) . (6.3)

Evolventa kružnice je křivka, která vzniká odvalováńım př́ımky po kruž-
nici. Evolventa má využit́ı ve stroj́ırenstv́ı – evolventńı ozubeńı se použ́ıvá
ve většině ozubených kol, obrys boku zubu je tvořen část́ı evolventy.

Obrázek 6.3: Evolventa

Je-li r poloměr kružnice, po které se př́ımka odvaluje, pak rovnice evol-
venty je následuj́ıćı.

E(t) =

(
r(cos t+ t sin t)
r(sin t− t cos t)

)
, t > 0 (6.4)

Poznámka Vznik těchto křivek je znázorněn v přiložených souborech cyk-
loida.ggb, epicykloida.ggb, hypocykloida.ggb, evolventa.ggb.
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Křivky vzniklé valeńım Valeńı kružnice po parabole

6.2 Valeńı kružnice po parabole

Uvažujme parametrizaci paraboly: F(t) = (at, t2)T , t ∈ R, kde a > 0, a
kružnici G o poloměru r : G(t) = (−r sin(t), r cos(t)− r)T , t > 0. Bod, který
bude tvořit trajektorii pohybu je bod A na kružnici G, který je ve výchoźı
poloze před odvaleńım v počátku souřadnicového systému.

Při valeńı kružnice po parabole se střed S kružnice G pohybuje po ekvi-
distantě paraboly ve vzdálenosti r. Pro jednotkový tečný vektor t, respektive
pro jednotkový normálový vektor n paraboly plat́ı:

t(t) =
F′(t)

|F′(t)|
=

(
a√

a2 + 4t2
,

2t√
a2 + 4t2

)T
, (6.5)

n(t) =

(
2t√

a2 + 4t2
,− a√

a2 + 4t2

)T
. (6.6)

Mějme bod B, který vznikne jako pr̊useč́ık př́ımky procházej́ıćı středem
odvalené kružnice S rovnoběžné s osou y a odvalené kružnice G; bod B má

větš́ı souřadnici y než střed S odvalené kružnice. Vektor
−→
SA po odvaleńı sv́ırá

s jednotkovým vektorem u =
−→
SB

|
−→
SB|

= (0, 1)T úhel ϕ + α (poznamenejme, že

předpokládáme úhel ϕ + α ∈ (0, 2π), nikoli (0, π) a to matematicky kladně
od vektoru u, viz obrázek 6.4). Protože odchylka ϕ úseček SB, ST , kde T je
bod dotyku křivek, je ϕ ∈ (0, π/2), můžeme psát:

cosϕ =
|n(t) · u|
|n(t)| · |u|

⇒ ϕ = arccos

(
a√

a2 + 4t2

)
. (6.7)

Úhel α je dán délkou l části paraboly mezi jej́ım vrcholem a bodem do-
tyku T. Této délce l odpov́ıdá i odvalená vzdálenost na kružnici, pro ńıž plat́ı
l = rα ⇒ α = l

r
. Délka l je dána následuj́ıćım vztahem:

l(t) =

∫ t

0

|P′(τ)| dτ =

∫ t

0

√
a2 + 4τ 2 dτ

=
2t
√
a2 + 4t2 + a2 ln

(√
a2+4t2+2t

a

)
4

. (6.8)
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Obrázek 6.4: Valeńı kružnice po parabole

Celkem pro křivku vzniklou valeńım kružnice po parabole plat́ı:

K(t) = F(t) + r n(t) + (−r sin (ϕ+ α) , r cos (ϕ+ α))T

= (x(t), y(t))T , (6.9)

x(t) = at +
2rt√

a2 + 4t2

−r sin

arccos

(
a√

a2 + 4t2

)
+

2t
√
a2 + 4t2 + a2 ln

(√
a2+4t2+2t

a

)
4r

(6.10)

y(t) = t2 − ar√
a2 + 4t2

+r cos

arccos

(
a√

a2 + 4t2

)
+

2t
√
a2 + 4t2 + a2 ln

(√
a2+4t2+2t

a

)
4r

(6.11)

Poznámka Valeńı kružnice po parabole a vznik výsledné křivky je znázor-
něn v souboru kruznice po parabole.ggb.
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Křivky vzniklé valeńım Valeńı paraboly po parabole – Dioklova kisoida

6.3 Valeńı paraboly po parabole – Dioklova

kisoida

Budeme předpokládat valeńı dvou shodných parabol G(t) = (2at, at2)T a
F(t) = (2at,−at2)T , a > 0, t ∈ R, kde bod tvoř́ıćı křivku bude vrchol O′

hybné paraboly G. Parametr a určuje vzdálenost mezi vrcholem paraboly a
jej́ım ohniskem. Pro parametrizaci takto vzniklé křivky využijeme některých
vlastnost́ı paraboly a úlohu převedeme na parametrizaci Dioklovy kisoidy.

Bod F1, tedy ohnisko paraboly G před odvaleńım, lež́ı na ř́ıd́ıćı př́ımce
f paraboly F a naopak ohnisko F pevné paraboly F lež́ı na ř́ıd́ıćı př́ımce
g paraboly G před odvaleńım (obrázek 6.5). Vzdálenost ohniska od ř́ıd́ıćı
př́ımky je 2a.

Při odvalováńı dvou shodných parabol maj́ı tyto paraboly bod dotyku T .
Délka křivky mezi vrcholem obou parabol a bodem T je stejná, paraboly jsou
osově souměrné podle tečny t v bodě T . Pro bod T nav́ıc plat́ı |TF | = |T f | =
|TF ′|. Z těchto vlastnost́ı plyne, že ohnisko F ′ hybné paraboly se pohybuje
po ř́ıd́ıćı př́ımce f pevné paraboly (obrázek 6.5).

V ohnisku F ′ odvalené paraboly, v ohnisku F pevné paraboly, i v bodě
F1 (ohnisku G hybné paraboly v p̊uvodńı poloze před odvaleńım) sestroj́ıme
kružnici o poloměru a. Dále vrcholem O paraboly F a vrcholem O′ odvalené
paraboly G vedeme př́ımku i. Ta protne každou z kružnic v daľśım bodě,
které označ́ıme P1, P2 a P3 podle obrázku 6.5. Z vlastnost́ı osové souměrnosti
vyplývá, že se bod P2 bude posouvat po př́ımce q a tedy |OO′| = |P1P2|.
Původńı křivku tak můžeme konstruovat jako Dioklovu kisoidu (kisoida viz
[9]), která je daná kružnićı c a jej́ı tečnou q (rovnoběžka s ř́ıd́ıćı př́ımkou
pevné paraboly).

Podle obrázku 6.6:

cosϕ =
|OP1|

2a
⇒ |OP1| = 2a cosϕ,

cosϕ =
2a

|OP2|
⇒ |OP2| =

2a

cosϕ
,

|OP2| − |OP1| = |P1P2| = |OO′| = 2a
cosϕ
− 2a cosϕ

= 2a sinϕ tgϕ = r. (6.12)
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Obrázek 6.5: Konstrukce kisoidy

Obrázek 6.6: Odvozeńı kisoidy
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Dostali jsme závislost vzdálenosti r na úhlu ϕ, tedy polárńı souřadnice.
Uvažujeme r ≥ 0, a ≥ 0, tedy ϕ ∈ (−π

2
, π
2
). Tato křivka v polárńıch souřad-

nićıch se nacháźı v 1. a 4. kvadrantu. Pro převod z polárńıch souřadnic do
kartézských a zároveň pro otočeńı do 1. a 2. kvadrantu se stejnou polohou
jako na obrázku 6.5 použijeme následuj́ıćı vztahy:

x = r sinϕ ,

y = r cosϕ . (6.13)

Parametrizace křivky vzniklé valeńım paraboly po parabole je po dosa-
zeńı:

K(ϕ) =
(
2a sin2 ϕ tgϕ, 2a sin2 ϕ

)T
, ϕ ∈

(
−π

2
,
π

2

)
. (6.14)

Použijeme-li substituci t = tgϕ, potom:

K(t) =

(
2a

t3

1 + t2
, 2a

t2

1 + t2

)T
, t ∈ R. (6.15)

Poznámka Vznik Dioklovy kisoidy valeńım dvou parabol je znázorněn
v souboru kisoida.ggb

6.3.1 Vznik Dioklovy kisoidy kruhovou inverźı

Dioklova kisoida může také vzniknout kruhovou inverźı paraboly, kde střed
kružnice inverze lež́ı ve vrcholu paraboly. Využijeme-li vztah (6.12), můžeme
aplikovat kruhovou inverzi, tedy převrácenou hodnotu r, předpokládáme-
li poloměr základńı kružnice kruhové inverze jednotkový. Chceme-li źıskat
křivku r2 = r2(ϕ), která vznikne kruhovou inverźı křivky r = r(ϕ), potom
r2(ϕ) = 1

r(ϕ)
.

r = 2a sinϕ tanϕ

⇒ r2 =
1

2a sinϕ tanϕ
(6.16)
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Pro převod z polárńıch souřadnic opět použijeme vztah (6.13). Paramet-
rické vyjádřeńı potom je:

x(ϕ) =
1

2a tgϕ
,

y(ϕ) =
1

2a tg2 ϕ
, ϕ ∈

(
−π

2
,
π

2

)
. (6.17)

Použit́ım substituce t = 1
2a tgϕ

źıskáváme

x(t) = t,

y(t) = 2a t2, t ∈ R, (6.18)

tedy parabolu. Protože kruhovou inverźı Dioklovy kisoidy vznikne para-
bola, kruhovou inverźı paraboly vzniká Dioklova kisoida.

6.4 Řetězovka

Řetězovka je křivka, kterou vytvoř́ı homogenńı pevné vlákno, které je na
svých konćıch zavěšeno v homogenńım gravitačńım poli. Řetězovka vzniká
také valeńım paraboly po př́ımce, přičemž bod, který tvoř́ı křivku, je ohnisko
paraboly.

6.4.1 Odvozeńı rovnice řetězovky

Nejprve odvod́ıme řetězovku z fyzikálńıch vlastnost́ı. Čerpáno z [10].

Budeme předpokládat dokonale ohebné vlákno zavěšené v homogenńım
gravitačńım poli. Nejnižš́ı bod vlákna umı́st́ıme do počátku souřadnicového
systému a znázorńıme śıly, které na vlákno p̊usob́ı (obrázek 6.7).

Śıla G je t́ıhová, která znázorňuje t́ıhu lana mezi počátkem O a bodem T .
F je śıla, která p̊usob́ı ve směru tečny k hledané křivce, F0 śıla, která p̊usob́ı
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Obrázek 6.7: Odvozeńı řetězovky

v počátku O proti F (F0 má zřejmě také směr tečny v bodě O). Z rovnováhy
sil plyne G+ F + F0 = 0 ⇒ G+ F = −F0.

Z rovnosti sil plyne vztah tgϕ = G
F0

. Je-li vlákno homogenńı, zadefinujeme
hustotu vlákna ρ, která udává hmotnost vlákna na jednotku délky. Potom
můžeme psát G = ρgs, kde g je gravitačńı zrychleńı a s udává délku vlákna
mezi počátkem O a bodem T . Předpokládejme, že křivku, která vznikne
prověšeńım vlákna, můžeme explicitně zapsat jako závislost y = y(x). Potom
pro délku s:

s =

∫ x

0

√
1 + (y′(ξ))2 dξ. (6.19)

Tangens úhlu, který sv́ırá tečna křivky v bodě T s osou x je roven prvńı
derivaci v bodě T :

tgϕ =
G

F0

= y′(x) =
ρg

F0

∫ x

0

√
1 + (y′(ξ))2 dξ. (6.20)

Označ́ıme α = ρg
F0

a rovnici zderivujeme:

y′′(x) = α
√

1 + (y′(x))2. (6.21)

Tuto diferenciálńı rovnici vyřeš́ıme separaćı proměnných:
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∫
1√

1 + (y′(x))2
d(y′) =

∫
αdx

arcsinh y′ = αx+ C, C ∈ R
y′ = sinh(αx+ C)

y =
1

α
cosh(αx+ C) +K, K ∈ R (6.22)

Vztah (6.22) je rovnice řetězovky.

6.4.2 Valeńı paraboly po př́ımce

Nyńı odvod́ıme řetězovku jako křivku, která vznikne valeńım.

Budeme uvažovat parametrické vyjádřeńı paraboly G, kde a je vzdálenost
mezi vrcholem a ohniskem paraboly.

G(t) = (x(t), y(t))T =
(
2at, at2

)T
, t ∈ R. (6.23)

Tato parabola se bude valit po ose x a bod tvoř́ıćı trajektorii pohybu
bude ohnisko F .

Urč́ıme délku l oblouku paraboly:

l(t) =

∫ t

0

|G′(t)| dτ =

∫ t

0

√
4a2 + 4a2t2 dτ = a

(
t
√
t2 + 1 + arcsinh(t)

)
.

(6.24)

Dále využijeme matici rotace:

M =

(
cos(ϕ) sin(ϕ)
− sin(ϕ) cos(ϕ)

)
, (6.25)

kde ϕ je úhel mezi p̊uvodńı parabolou G a již odvalenou parabolou G′

(obrázek 6.8). Tento úhel je shodný s tečným úhlem (úhel mezi tečnou a osou
x), který je podle definice 4:
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ϕ = arctg

(
y′(t)

x′(t)

)
. (6.26)

Po dosazeńı a úpravě dostáváme matici rotace pro odvalenou parabolu:

M =

 x′(t)√
(x′(t))2+(y′(t))2

y′(t)√
(x′(t))2+(y′(t))2

− y′(t)√
(x′(t))2+(y′(t))2

x′(t)√
(x′(t))2+(y′(t))2

 . (6.27)

Celkem pro parametrizaci řetězovky C(t):

C(t) =

(
c1(t)
c2(t)

)
= M(t) ·

((
0
a

)
−
(
x(t)
y(t)

))
+

(
l(t)
0

)
=

(
a arcsinh(t)

a
√
t2 + 1

)
, t ∈ R. (6.28)

Tento postup dokumentuji na obrázku 6.8, kde je modrou barvou zob-
razena parabola ve výchoźı pozici G a červenou barvou odvalená parabola
G′, která má ohnisko F ′ a bod dotyku T s osou x. Vytvoř́ıme-li shodnou
parabolu H′, jej́ıž osa je rovnoběžná s osou paraboly G′, a bod T je jej́ı oh-
nisko a procháźı bodem F ′ (takovou parabolu můžeme sestrojit středovou
souměrnost́ı podle středu S úsečky F ′T ), potom je zřejmé, že řetězovku mů-
žeme parametrizovat pomoćı paraboly H′, kde bod, který tvoř́ı trajektorii
pohybu, je bod F ′.

Na obrázku je znázorněno, jak vznikne parametrizace této křivky (rovnice
(6.28)). Parabola (0 − x(t), a − y(t))T je na obrázku 6.8 označena jako H.
Rotace vyjádřená matićı M tuto parabolu otoč́ı a vektor (l(t), 0)T posune ve
směru osy x – tedy parabola označena H′. Bod F ′ je tedy obraz bodu A.
Potom bod F ′ tvoř́ıćı trajektorii pohybu je nejen ohnisko odvalené paraboly
G′ ale i převrácený, posunutý a otočený bod A p̊uvodńı paraboly G.

Použijeme-li substituci a arcsinh(t) = p, tedy z toho vyjádř́ıme t = sinh(p/a),
a dosazeńım do vztahu (6.23):

c1(p) = p,

c2(p) = a

√
sinh2

(p
a

)
+ 1 = a cosh

(p
a

)
.

29
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Obrázek 6.8: Odvozeńı řetězovky
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C(p) =

(
p

a cosh
(
p
a

) ) , p ∈ R (6.29)

Z parametrizace (6.29) lze snadno určit i explicitńı tvar

y = a cosh
(x
a

)
. (6.30)

Obrázek 6.9: Řetězovka s parabolou

Poznámka Vztahy (6.30) a (6.22) jsou pro α = 1/a, C = K = 0 totožné,
valeńım paraboly po př́ımce opravdu vznikne řetězovka.

Poznámka Vznik řetězovky valeńım je znázorněn v souboru retezovka.ggb,
výpočet tečného úhlu a vztahu (6.28) s vykresleńım výsledné křivky s p̊uvodńı
parabolou v souboru retezovka.nb.
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6.5 Elipsa po př́ımce – eliptická řetězovka

Křivku, která vznikne odvalováńım elipsy po př́ımce, kde tvoř́ıćı bod je oh-
nisko elipsy, nazýváme eliptická řetězovka.

Předpokládáme elipsu danou parametricky:

G(t) = (b sin(t),−a cos(t) + a)T , t ∈ R, (6.31)

kde a > 0 je délka hlavńı poloosy, b > 0 délka vedleǰśı poloosy (tedy
a > b). Elipsa se bude odvalovat po ose x jako je naznačeno na obrázku 6.10.

Obrázek 6.10: Eliptická řetězovka

Z obrázku 6.11 je zřejmé, že |F ′T ′| = |FT |, kde T je bod na elipse ve
výchoźı poloze v nějakém čase t0; T

′ je bod dotyku odvalené elipsy s osou x
v čase t0 a plat́ı, že odvalená délka na elipse ÔT = |OT ′|, kde O je počátek
souřadnicového systému.

Tedy souřadnice y bodu F ′ v čase t0 je rovna vzdálenosti ohniska F ′ a
tečny odvalené elipsy v bodě T ′, to ale odpov́ıdá vzdálenosti tečny t v bodě
T od ohniska F elipsy ve výchoźı poloze. Ohnisko F má souřadnice F =
[F1, F2] = [0, a− e], kde e =

√
a2 − b2 je excentricita elipsy. Tečný vektor má

tvar G′(t) = (b cos(t), a sin(t))T , tečna t v bodě t0 má předpis:

t(u) = G(t0) + uG′(t0) =

(
b sin(t0) + u b cos(t0)

−a cos(t0) + a+ u a sin(t0)

)
, u ∈ R. (6.32)

Bodem F sestroj́ıme př́ımku s, která je kolmá na tečnu t, pr̊useč́ık s ∩ t
označ́ıme Y . Potom vzdálenost |Y F | je rovna souřadnici y bodu F ′ v čase t0.
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Obrázek 6.11: Eliptická řetězovka - odvozeńı

s(v) = F + v

(
a sin(t0)
−b cos(t0)

)
=

(
v a sin(t0)

a− e− v b cos(t0)

)
, v ∈ R (6.33)

Nyńı položeńım t(u) = s(v), vyřešeńım soustavy rovnic pro u, v a dosa-
zeńım u do vztahu (6.32) nebo v do vztahu (6.33) źıskáme souřadnice bodu
Y = [Y1, Y2] .

Potom pro souřadnici y = |Y ′F ′| = |Y F | v čase t0 plat́ı:

y = |Y F | =
√

(Y 2
1 − F 2

1 ) + (Y 2
2 − F 2

2 ) = b

√
a− e cos(t0)

a+ e cos(t0)
. (6.34)

Pro určeńı souřadnice x bodu F ′ potřebujeme délku oblouku l elipsy (ten
naneseme na osu x, tedy |OT ′| = l) a vzdálenost normály n′ odvalené elipsy
v bodě T ′ od ohniska F ′ (resp. vzdálenost mezi ohniskem F a normálou n
elipsy ve výchoźı poloze v bodě T ). Zřejmě tuto vzdálenost najdeme i mezi
bodem T a bodem Y . Tuto vzdálenost označme x1 = |TY |. Obrázek 6.11
ilustruje, že souřadnice x ohniska F ′ odvalené elipsy je rovna x = l − x1
v př́ıpadě, že t0 ∈ (0, π) + 2kπ, k ∈ N; je-li t0 ∈ (π, 2π) + 2kπ, k ∈ N, potom
x = l + x1.

Pro oblouk l elipsy G plat́ı vztah:
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l =

∫ t0

0

|G′(τ)| dτ =

∫ t

0

√
(b cos(τ))2 + (a sin(τ))2 dτ. (6.35)

Vzdálenost x1 spočteme jako vzdálenost bod̊u T, Y :

x1 = |TY | = e

√
sin2(t0)

a− e cos(t0)

a+ e cos(t0)
. (6.36)

Jestliže ve vztahu (6.36) vytkneme před odmocninu sin(t0), potom hod-
nota x1 bude mı́t znaménko závislé na hodnotě t0 tak, že jestliže t0 ∈
(0, π) + 2kπ ⇒ x1 > 0; jestliže t0 ∈ (π, 2π) + 2kπ ⇒ x1 < 0, kde k ∈ N.
Tedy následuj́ıćı vztah plat́ı vždy:

x = l − x1

x =

∫ t0

0

√
(b cos(τ))2 + (a sin(τ))2 dτ − e sin(t0)

√
a− e cos(t0)

a+ e cos(t0)
. (6.37)

Protože źıskané souřadnice bodu F = [x, y] odvalené elipsy plat́ı pro
všechny hodnoty t0 ∈ R, eliptická řetězovka E má parametrické vyjádřeńı
E(t) = (x(t), y(t))T :

x(t) =

∫ t

0

√
(b cos(τ))2 + (a sin(τ))2 dτ − e sin(t)

√
a− e cos(t)

a+ e cos(t)
,

y(t) = b

√
a− e cos(t)

a+ e cos(t)
, t ∈ R.

Poznámka Protože integrál, který udává délku oblouku elipsy (vztah (6.35))
neumı́me analyticky vyjádřit, v parametrických rovnićıch se tohoto integrálu
nezbav́ıme. Pro vykresleńı této křivky v softwaru integrál poč́ıtáme nume-
ricky.
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Poznámka Vaĺı-li se kuželosečka po př́ımce a bod, který tvoř́ı trajektorii
pohybu je ohnisko kuželosečky, potom vzniká tzv. Delaunay’s roulette. Ro-
taćı těchto křivek vznikaj́ı tzv. Delaunay’s surface, které jsou studovány d́ıky
jejich vlastnostem – např. katenoid je plocha, která vznikne rotaćı řetězovky a
tato plocha je minimálńı. Unduloid a nodoid jsou plochy, jež vzniknou rotaćı
eliptické nebo hyperbolické řetězovky (křivka, která vzniká odvalováńım hy-
perboly po př́ımce, kde bod tvoř́ıćı trajektorii pohybu je ohnisko hyperboly)
a tyto plochy maj́ı konstantńı nenulovou středńı křivost (v́ıce např. v [11]).

Poznámka Vznik eliptické řetězovky valeńım je zobrazen v souboru elip-
ticka retezovka.ggb. Výpočty a vykresleńı výsledné křivky je v souboru elip-
ticka retezovka.nb.

6.6 Elipsa po elipse

Odvaluje-li se elipsa po shodné elipse s takovou výchoźı pozićı, že hlavńı osy
obou elips lež́ı v jedné př́ımce nebo obě vedleǰśı osy lež́ı v jedné př́ımce, potom
výsledná křivka, která vznikne jako trajektorie jednoho z ohnisek pohybuj́ıćı
se elipsy, je kružnice. Tuto kružnici nazýváme ř́ıd́ıćı kružnićı pevné elipsy.
Jej́ı poloměr je r = 2a, kde a je délka hlavńı poloosy.

Obrázek 6.12: Odvalováńı dvou elips

Elipsa E′ se vaĺı po elipse E (obrázek 6.12). Dı́ky podmı́nce na výchoźı
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pozici a shodnosti obou elips v́ıme, že odvalená elipsa E′ je osově souměrná
k E podle tečny t v bodě T . Ohniska F ′ a G′ jsou tedy také osově souměrné
k F , G podle této tečny. Zároveň F ′ lež́ı na př́ımce GT , G′ lež́ı na př́ımce FT ,
nebot’ tečna p̊uĺı vněǰśı úhly pr̊uvodič̊u, tedy α = β, nav́ıc |FT | = |F ′T |.

Vı́me, že |GT | + |FT | = 2a ⇒ |GT | + |F ′T | = |GF ′| = 2a, tedy
je-li bod tvoř́ıćı křivku ohnisko F ′, vzniká kružnice se středem v bodě G a
poloměrem 2a.

Ř́ıd́ıćı kružnice se využ́ıvá pro konstrukci tečny k elipse (např. známe-li
pouze směr tečny nebo bod mimo elipsu, kterým procháźı.)

Poznámka Vznik ř́ıd́ıćı kružnice valeńım dvou elips je zobrazen v souboru
elipsa po elipse.ggb.

6.7 Př́ımka po řetězovce

Chceme-li naj́ıt takovou křivku, aby valeńım př́ımky po této křivce vznikla
př́ımka, využijeme poznatky kapitoly 5.2.

Nejprve nalezneme polárńı rovnici př́ımky. Budeme předpokládat př́ımku
y = a, kde a > 0, trajektorii pohybu bude tvořit pól př́ımky. Polárńı rovnice
př́ımky je

r =
a

sin(ϕ)
. (6.38)

Nyńı využijeme vztahy (5.24). Nav́ıc v́ıme, že př́ımka lež́ı pouze v 1. a 2.
kvadrantu, tedy ϕ ∈ (0, π). Pak po úpravě źıskáváme následuj́ıćı vztahy:

x(ϕ) = −
∫

r dϕ = −a ln
(

tg
ϕ

2

)
,

y(ϕ) = r =
a

sin(ϕ)
. (6.39)
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Užit́ım substituce t = −a ln
(
tg ϕ

2

)
, vyjádřeńım ϕ a dosazeńım do vztahu

(6.39) dostáváme po úpravě následuj́ıćı vztahy:

x(t) = t,

y(t) = a cosh

(
t

a

)
, t ∈ R. (6.40)

Parametrické rovnice (6.40) vyjadřuj́ı řetězovku (např. podle vztahu (6.29)).
Tedy valeńım př́ımky po řetězovce, kde bod tvoř́ıćı trajektorii pohybu je
ve vzdálenosti a (pól polárně vyjádřené př́ımky) od hybné př́ımky, vzniká
podle kapitoly 5.2 opět př́ımka.

Poznámka Výpočty a vykresleńı jsou v souboru primka po retezovce1.nb.

Chceme-li naopak využ́ıt kapitolu 5.1, abychom určili, jakou křivku do-
staneme, budeme-li valit př́ımku po řetězovce, postup bude následuj́ıćı.

Muśıme naj́ıt parametrizaci obloukem řetězovky F. Nejprve využijeme
rovnici řetězovky (6.29) a řetězovku posuneme ve směru osy y tak, aby pro-
cházela počátkem.

F(t) =

(
t

a cosh
(
t
a

)
− a

)
=

(
x(t)
y(t)

)
, t ∈ R (6.41)

Pro délku s oblouku řetězovky plat́ı:

s =

∫ t

0

√
(x′(τ))2 + (y′(τ))2 dτ = a sinh

(
t

a

)
, (6.42)

z tohoto vztahu vyjádř́ıme t:

t = a arcsinh
(s
a

)
. (6.43)

Řetězovka F(s) a př́ımka G(s) parametrizovány obloukem:
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F(s) =

(
f1(s)
f2(s)

)
=

(
a arcsinh

(
s
a

)
a cosh

(
arcsinh

(
s
a

))
− a

)
, s ∈ R, (6.44)

G(s) =

(
g1(s)
g2(s)

)
=

(
s
0

)
, s ∈ R. (6.45)

Obrázek 6.13: Valeńı př́ımky po řetězovce (naznačené 2 polohy př́ımky)

Předpoklady (5.1), (5.2) pro hybnou i pevnou křivku jsou splněny, mů-
žeme tedy použ́ıt postup z kapitoly 5.1.

Bude-li bod tvoř́ıćı trajektorii pohybu [p, q] = [0,−a]. Potom podle (5.22)
můžeme psát:

x = (f ′1g
′
1 + f ′2g

′
2)(p− g1) + (f ′1g

′
2 − f ′2g′1)(q − g2) + f1

= a arcsinh
(s
a

)
, (6.46)

y = (f ′2g
′
1 − f ′1g′2)(p− g1) + (f ′1g

′
1 + f ′2g

′
2)(q − g2) + f2

= −a. (6.47)
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Tedy podle obou postup̊u v kapitolách 5.1, 5.2 jsme zjistili, že valeńım
př́ımky po řetězovce opravdu vzniká př́ımka, je-li bod tvoř́ıćı trajektorii po-
hybu ve vzdálenosti a od hybné př́ımky jako na obrázku 6.13.

Poznámka Výpočty a vykresleńı jsou v souborech primka po retezovce.nb
(využ́ıvá kapitolu 5.1), primka po retezovce1.nb (využ́ıvá kapitolu 5.2). Va-
leńı je zobrazeno v souboru primka po retezovce.ggb.

6.8 Logaritmická spirála po př́ımce

Budeme předpokládat valeńı logaritmické spirály vyjádřené v polárńıch sou-
řadnićıch r = a ebϕ (kde a > 0, b > 0 jsou parametry) po ose x. Pro určeńı
křivky, kterou tvoř́ı pól spirály po odvalováńı po př́ımce, budeme potřebovat
délku l na spirále od pólu O k bodu T a tečný úhel ψ, který sv́ırá tečna
s pr̊uvodičem (spojnice počátku s bodem na spirále). Pól spirály je v r = 0,
tedy ϕ = −∞. Pro délku l v polárńıch souřadnićıch plat́ı následuj́ıćı vztah:

Obrázek 6.14: Logaritmická spirála

l =

∫ ϕ

−∞

√
(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ = a

√
1 + b2

∫ ϕ

−∞
ebφdφ

= a
√

1 + b2
ebϕ

b
= r

√
1 + b2

b
. (6.48)

Pro tečný úhel v polárńıch souřadnićıch (podle definice 4) plat́ı:
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tgψ =
r(ϕ)

r′(ϕ)
=

a ebϕ

ab ebϕ
=

1

b
⇒ ψ = arctg

(
1

b

)
. (6.49)

Protože tečný úhel je závislý pouze na parametru b, je pro tuto spirálu
v každém bodě konstantńı.

Bude-li se logaritmická spirála valit po ose x z výchoźı pozice s pólem
v počátku, odvaĺı se délka l na spirále mezi pólem O a bodem T na osu x.
Odvalená spirála s pólem O′ se tedy bude dotýkat osy x v bodě T ′ ve vzdále-
nosti l od počátku. Př́ımka O′T ′ sv́ırá s osou x tečný úhel ψ a velikost |O′T ′|
je r = a ebϕ (obrázek 6.15).

Obrázek 6.15: Odvalená logaritmická spirála

Pro pro souřadnice y, x bodu O′ podle obrázku 6.15 plat́ı:

y = r sinψ = r sin

(
arctg

1

b

)
=

r√
1 + b2

,

x = l − r cosψ = l − r cos

(
arctg

1

b

)
=

1

b

r√
1 + b2

. (6.50)

Tedy y = bx. Při valeńı logaritmické spirály r = a ebϕ po ose x, kde bod
tvoř́ıćı křivku, je pól spirály, vzniká př́ımka závislá pouze na parametru b.

Poznámka Valeńı logaritmické spirály po př́ımce je zobrazeno v souboru
logaritmicka spirala.ggb.
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6.9 Archimédova spirála po parabole

Uvažujeme Archimédovu spirálu vyjádřenou v polárńıch souřadnićıch r =
aϕ, kde a ∈ R \ {0}. Budeme hledat takovou křivku, aby při valeńı Archi-
médovy spirály po této křivce vznikla př́ımka. Využijeme kapitolu 5.2, tedy
bod tvoř́ıćı př́ımku uvažujeme pól spirály.

Podle vztahu (5.24) plat́ı:

x = −
∫
r dϕ = −a

∫
ϕdϕ = −aϕ

2

2
,

y = r = aϕ. (6.51)

Obrázek 6.16: Valeńı Archimédovy spirály G po parabole F

Eliminaćı ϕ dostáváme x = −y2

2a
, tedy parabolu. Valeńım Archimédovy

spirály po parabole, kde bod tvoř́ıćı křivku je pól spirály, vzniká př́ımka.
Pro pól spirály plat́ı r = 0 ⇒ ϕ = 0. Dosazeńım do předpisu paraboly
dostáváme x = y = 0, tedy při odvalováńı se pól spirály dotkne paraboly
v jej́ım vrcholu.

Poznámka Valeńı Archimédovy spirály po parabole je zobrazeno v souboru
archimedova spirala.ggb.
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6.10 Hyperbolická spirála po exponenciele

Chceme-li opět naj́ıt takovou křivku, aby po odvaleńı hyperbolické spirály
po hledané křivce vznikla př́ımka (bod tvoř́ıćı př́ımku bude opět pól spirály),
použijeme opět kapitolu 5.2. Hyperbolická spirála je dána předpisem v po-
lárńıch souřadnićıch r = a

ϕ
, kde a ∈ R \ {0}.

Obrázek 6.17: Valeńı hyperbolické spirály G po exponenciele F

Podle vztahu (5.24) plat́ı:

x = −
∫
r dϕ = −a

∫
1

ϕ
dϕ = −a ln |ϕ|,

y = r =
a

ϕ
. (6.52)

Eliminaćı ϕ dostáváme y = ±aex
a . Znaménko záviśı na hodnotách ϕ. Je-li

ϕ > 0, potom y = ae
x
a , je-li naopak ϕ < 0, potom y = −aex

a .
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Tedy valeńım hyperbolické spirály po exponenciele vzniká př́ımka.

Poznámka Valeńı hyperbolické spirály po parabole je zobrazeno v souboru
hyperbolicka spirala.ggb.
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6.11 Přehled

pevná
křivka

hybná křivka bod výsledná
křivka

př́ımka kružnice bod na kružnici cykloida
př́ımka kružnice bod vně kruž-

nice
prodloužená
cykloida

př́ımka kružnice bod uvnitř kruž-
nice

zkrácená cyk-
loida

kružnice kružnice vně
pevné kružnice

bod na hybné
kružnici

epicykloida

kružnice kružnice uvnitř
pevné kružnice

bod na hybné
kružnici

hypocykloida

kružnice př́ımka bod na př́ımce evolventa kruž-
nice

parabola kružnice bod na kružnici
parabola parabola vrchol Dioklova kisoida
př́ımka parabola ohnisko para-

boly
řetězovka

př́ımka elipsa ohnisko elipsy eliptická řetě-
zovka

elipsa shodná elipsa ohnisko kružnice (ř́ıd́ıćı
kružnice elipsy)

řetězovka př́ımka specifický bod
mimo př́ımku

př́ımka

př́ımka logaritmická
spirála

pól spirály př́ımka

exponenciela hyperbolická
spirála

pól spirály př́ımka

parabola Archimédova
spirála

pól spirály př́ımka

Tabulka 6.1: Přehled
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7 Závěr

Práce se zabývá křivkami, které vznikaj́ı valeńım jedné křivky po druhé. Za-
čátek práce se stručně věnuje některým text̊um, které byly na téma valeńı
napsány. Dále, v kapitole o kinematické geometrii, se uvád́ı některé jej́ı zá-
klady, které jsou nezbytné pro pochopeńı pojmu valeńı. V daľśı kapitole jsou
tyto poznatky využity a je určen předpis pro některé speciálńı př́ıpady a
může se tak usnadnit proces parametrizace některých křivek, které vznikaj́ı
valeńım. Ačkoli jde o obecný postup, plat́ı jen pro některé křivky se speci-
álńımi vlastnostmi, např. obě polodie muśı být parametrizovány obloukem
apod.

V daľśı kapitole, která se věnuje konkrétńım křivkám, jsou v některých
př́ıpadech uvedeny parametrizace pomoćı vlastnost́ı hybných a pevných kři-
vek, v některých s využit́ım předešlé kapitoly. Tedy je možno parametrizovat
tyto křivky i bez znalosti obecných postup̊u, typickým př́ıkladem je valeńı
elipsy po př́ımce a vznik eliptické řetězovky – d̊uvodem, proč nemůžeme tuto
křivku parametrizovat pomoćı zmı́něné kapitoly, je nemožnost parametrizo-
vat elipsu obloukem.

Výběr křivek do práce byl (většinou) takový, aby po výsledném valeńı
hybné křivky po pevné vznikala daľśı známá křivka. Takových křivek je sa-
mozřejmě mnohem v́ıce, zde jsou uvedeny ty nejznáměǰśı z nich.

Součást́ı této práce je zpracováńı všech uvedených křivek v softwaru dyna-
mické geometrie GeoGebra, kde uživatel může změnou parametr̊u pohybovat
s hybnou křivkou po pevné křivce a pozorovat tak odvalováńı a tvorbu vý-
sledné trajektorie pohybu. V tomto programu jsou vytvořeny i obrázky, které
jsou součást́ı tohoto textu.

Vzhledem k tomu, že českých text̊u věnuj́ıćım se tomuto tématu neńı
mnoho, shledávám hlavńı př́ınos práce právě v přibĺıžeńı problematiky čes-
kým čtenář̊um a uvedeńım několika poznatk̊u v jednom textu. Pokračováńı
práce by se mohlo věnovat daľśım obecným vlastnostem nebo uvedeńım dal-
š́ıch konkrétńıch křivek.
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z: <http://math.stackexchange.com/questions/63025/

why-does-the-focus-of-a-rolling-parabola-trace-a-catenary>

[16] Tangential angle. In: Wikipedia: the free encyclopedia [online]. San
Francisco (CA): Wikimedia Foundation [cit. 2016-05-19]. Dostupné z:
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