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Fuč́ıkovo spektrum pro úlohy s
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vlastnoručńı podpis

i



Poděkováńı
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Abstrakt

Tato bakalářská práce se zabývá Fuč́ıkovým spektrem okrajových úloh pro diferenciálńı rovnice
druhého řádu. Nejprve řeš́ıme úlohu s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami. V daľśı části stu-
dujeme úlohu s nelokálńı okrajovou podmı́nkou. Hlavńı výsledky práce se týkaj́ı úlohy, která je ve
tvaru 

u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
p

u(x) dx = 0, 0 ≤ p < π.

Zaměř́ıme se hlavně na strukturu Fuč́ıkova spektra této úlohy. Posledńı část je pak věnována nu-
merické konstrukci Fuč́ıkova spektra.

Kĺıčová slova: Fuč́ıkovo spektrum, okrajová úloha, nelokálńı okrajová úloha

Abstract

This Bachelor Thesis deals with the Fuč́ık spectrum of boundary value problems for second order
differential equations. First we solve Dirichlet boundary value problem. In the next part we focus
on nonlocal boundary value problem. Main results of this Thesis concern the nonlocal boundary
value problem 

u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
p

u(x) dx = 0, 0 ≤ p < π.

We focus mainly on the structure of Fuč́ık spectrum of this problem. The last part is dedicated to
numerical costruciton of the Fuč́ık spectrum.

Keywords: the Fuč́ık Spectrum, the boundary value problem, the nonlocal boundary value problem
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Úvod

Tato bakalářské práce je zaměřena na studium úlohy, která je ve tvaru
u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
p

u(x) dx = 0, 0 ≤ p < π.
(∗)

Naš́ım ćılem bude nalézt všechny dvojice (α, β) ∈ R2 takové, pro které má úloha (∗) netriviálńı
řešeńı. V každé kapitole se budeme věnovat okrajové úloze pro diferenciálńı rovnici druhého řádu. V
prvńı kapitole začneme tou nejjednodušš́ı – lineárńı úlohou s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami.
Najdeme jej́ı vlastńı č́ısla a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce.

V druhé kapitole budeme opět studovat úlohou s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami. Tato
úloha však již nebude lineárńı, nýbrž po částech lineárńı. Definujeme si pojem Fuč́ıkovo spektrum
a pro danou úlohu také Fuč́ıkovo spektrum sestroj́ıme.

Ve třet́ı kapitole vyměńıme jednu Dirichletovu okrajovou podmı́nku za podmı́nku v integrálńım
tvaru. Popis Fuč́ıkova spektra pro tuto úlohu v prvńım kvadrantu roviny R2 je uveden v článku [3].
Oproti tomuto článku uvedeme popis Fuč́ıkova spektra na celé rovině R2.

Úlohy v kapitolách 1, 2 a 3 byly prostudovány již dř́ıve. Ve čtvrté kapitole se však věnujeme
dosud neprostudované úloze (∗). Pro volbu parametru p = 0 je úloha (∗) úlohou uváděnou v kapitole
3. Pro jednoduchost si ukážeme konstrukci Fuč́ıkova spektra pro úlohu (∗) pouze pro hodnotu
parametru p = π

2 . Pro p = π
2 je totiž počet parametrických analytických předpis̊u pro Fuč́ıkovy

větve nejmenš́ı. Pokud bychom si chtěli nechat vypoč́ıtat počet těchto předpis̊u pro jiná p, můžeme
využ́ıt algoritmus, který je popisován v druhé části této kapitoly. Protože sestaveńı analytického
popisu Fuč́ıkova spektra je časově náročné, uvád́ıme na závěr této kapitoly algoritmus, který dokáže
numericky sestrojit libovolnou část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (∗).
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Kapitola 1

Lineárńı úloha s Dirichletovými
okrajovými podmı́nkami

V této kapitole uvažujme lineárńı Dirichletovu okrajovou úlohu{
u′′(x) + λu(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0,
(1.1)

kde λ ∈ R je parametr. Řešeńım úlohy (1.1) budeme rozumět takovou funkci u ∈ C2(0, π)∩C(〈0, π〉),
která splňuje diferenciálńı rovnici v úloze (1.1) pro každé x ∈ (0, π) a zároveň splňuje homogenńı
Dirichletovy okrajové podmı́nky úlohy (1.1). Nyńı hledejme takové hodnoty parametru λ, pro které
má úloha (1.1) netriviálńı řešeńı.

Lemma 1.1. Úloha (1.1) má netriviálńı řešeńı pouze pro λ = λl, kde λl := l2, l ∈ N a jim
odpov́ıdaj́ıćı řešeńı jsou ve tvaru ul(x) = c sin

√
λlx, c ∈ R\ {0} .

D̊ukaz. Řešeńı diferenciálńı rovnice v úloze (1.1) hledáme ve tvaru u(x) = epx, p ∈ C. Tento
předpokládaný tvar řešeńı dosad́ıme do diferenciálńı rovnice v úloze (1.1) a dostáváme

(epx)
′′

+ λ (epx) = 0,

p2epx + λepx = 0,(
p2 + λ

)
epx = 0. (1.2)

Rovnici (1.2) můžeme splnit jenom tehdy, pokud

p2 + λ = 0. (1.3)

Nyńı budeme postupně hledat kořeny rovnice (1.3) pro jednotlivé př́ıpady, kdy λ > 0, λ < 0 a λ = 0.
(Rovnice (1.3) se nazývá charakteristická rovnice lineárńı diferenciálńı rovnice v úloze (1.1).)

1. Pro λ > 0 má rovnice (1.3) komplexně sdružené kořeny ve tvaru p1 = i
√
λ a p2 = −i

√
λ.

Lineárně nezávislá řešeńı diferenciálńı rovnice v úloze (1.1) jsou tedy funkce cos
√
λx a sin

√
λx

(viz [8], 10.17. Lemma, str. 98), které tvoř́ı fundamentálńı systém. Protože obecné řešeńı
diferenciálńı rovnice je tvořeno lineárńı kombinaćı prvk̊u fundamentálńıho systému, má obecné
řešeńı diferenciálńı rovnice v úloze (1.1) tvar

u(x) = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx, c1, c2 ∈ R. (1.4)

Připomeňme si, že okrajové podmı́nky úlohy (1.1) jsou ve tvaru

u(0) = 0, (1.5)

u(π) = 0. (1.6)
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Dosad́ıme-li obecné řešeńı (1.4) do podmı́nek (1.5) a (1.6), dostaneme soustavu dvou rovnic

c1 · 1 + c2 · 0 = 0, (1.7)

c1 cos
(√

λπ
)

+ c2 sin
(√

λπ
)

= 0. (1.8)

Z rovnice (1.7) vyplývá, že konstanta c1 = 0. Dosad́ıme-li konstantu c1 do rovnice (1.8),

dostaneme c2 sin
(√

λπ
)

= 0. Protože hledáme netriviálńı řešeńı úlohy (1.1), požadujeme,

aby konstanta c2 6= 0. Proto

sin
√
λπ = 0,√
λπ = lπ, l ∈ N,
λ = l2.

Pro hodnoty λ = λl = l2 má úloha (1.1) netriviálńı řešeńı

ul(x) = c2 sin lx, c2 6= 0.

2. Pro λ < 0 dostáváme kořeny rovnice (1.3) ve tvaru p1 =
√
−λ a p2 = −

√
−λ. Fundamentálńı

systém je tedy tvořen funkcemi e
√
−λx a e−

√
−λx (viz [8], 10.12. Lemma, str. 96) a obecné

řešeńı diferenciálńı rovnice v úloze (1.1) má tvar

u(x) = c1e
√
−λx + c2e−

√
−λx, c1, c2 ∈ R. (1.9)

Dosad́ıme-li obecné řešeńı (1.9) do podmı́nek (1.5) a (1.6), dostaneme soustavu dvou rovnic

c1 · 1 + c2 · 1 = 0, (1.10)

c1e
√
−λπ + c2e−

√
−λπ = 0. (1.11)

Z rovnice (1.10) si vyjádř́ıme konstantu c2:

c2 = −c1. (1.12)

Dosad́ıme ji do rovnice (1.11) a dostaneme

c1

(
e
√
−λπ − e−

√
−λπ

)
= 0. (1.13)

Funkce hyperbolický sinus je definována jako

sinhx :=
ex − e−x

2
, x ∈ R. (1.14)

Pomoćı definice (1.14) dostaneme rovnici (1.13) ve tvaru

2c1 sinh
(√
−λπ

)
= 0. (1.15)

Rovnici (1.15) můžeme splnit jenom tehdy, pokud konstanta c1 = 0. Ze vztahu (1.12) potom
vyplývá, že i konstanta c2 = 0. A tak pro záporné hodnoty parametru λ má úloha (1.1) pouze
triviálńı řešeńı u(x) ≡ 0.

3. Pro λ = 0 dostáváme diferenciálńı rovnici v úloze (1.1) ve tvaru

u′′(x) = 0.

Př́ımou integraćı źıskáme jej́ı obecné řešeńı

u(x) = c1x+ c2, c1, c2 ∈ R. (1.16)
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Dosad́ıme-li obecné řešeńı (1.16) do podmı́nek (1.5) a (1.6), dostaneme soustavu dvou rovnic

c1 · 0 + c2 = 0, (1.17)

c1 · π + c2 = 0. (1.18)

Z rovnice (1.17) vyplývá, že konstanta c2 = 0. Rovnice (1.18) bude tedy ve tvaru c1 = 0.
A tak pro nulovou hodnotu parametru λ má úloha (1.1) pouze triviálńı řešeńı u(x) ≡ 0.

�

Č́ısla λ ∈ R, pro která má úloha (1.1) netriviálńı řešeńı, budeme nazývat vlastńı č́ısla úlohy (1.1).
A jim odpov́ıdaj́ıćı netriviálńı řešeńı budeme nazývat vlastńı funkce úlohy (1.1). Pro úlohu (1.1)
máme celou posloupnost vlastńıch č́ısel

(λl) =
(
l2
)

= (1, 4, 9, 16, ...) .

Posloupnost vlastńıch funkćı úlohy (1.1) př́ıslušej́ıćı vlastńım č́ısl̊um λl je potom dána ve tvaru

(vl(x)) = (sin lx) = (sinx, sin 2x, sin 3x, sin 4x, ...) .

Diferenciálńı rovnice v úloze (1.1) je autonomńı, tzn. nevystupuje v ńı nikde nezávisle proměnná x
explicitně. Je-li tedy funkce u = u(x), definovaná pro x ∈ (0, π), netriviálńım řešeńım diferenciálńı
rovnice v úloze (1.1) na intervalu (0, π), potom funkce y(x) = u(x − r), r ∈ R, definovaná pro
x ∈ (r, π + r), je netriviálńım řešeńım diferenciálńı rovnice v úloze (1.1) na intervalu (r, π + r).
A funkce z(x) = u(s · x), s ∈ R+, definovaná pro x ∈

(
0, πs

)
, je netriviálńım řešeńım diferenciálńı

rovnice v úloze (1.1) na intervalu
(
0, πs

)
. Ukažme si to v d̊ukazu následuj́ıćıho lemmatu.

Uvažujme lineárńı Dirichletovu okrajovou úlohu{
u′′(x) + λu(x) = 0, x ∈ (a, b) ,

u(a) = u(b) = 0,
(1.19)

kde λ ∈ R je parametr, a, b ∈ R a a < b.

Lemma 1.2. Vlastńı č́ısla úlohy (1.19) jsou ve tvaru

λl =

(
lπ

b− a

)2

, l ∈ N

a jim odpov́ıdj́ıćı vlastńı funkce jsou dány vztahem ul(x) = c sin
√
λl(x− a), c ∈ R\ {0} .

D̊ukaz. Okrajová úloha {
y′′(t) + λ̃y(t) = 0, t ∈ (0, π) ,

y(0) = y(π) = 0,
(1.20)

s parametrem λ̃ ∈ R odpov́ıdá úloze (1.1), jen jsme použili jiné značeńı pro funkci u, proměnnou x
a parametr λ. Z lemmatu 1.1 v́ıme, že vlastńı č́ısla úlohy (1.20) jsou ve tvaru

λ̃l = l2, l ∈ N (1.21)

a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce jsou dány vztahem

yl(t) = c sin

√
λ̃lt, c ∈ R\ {0} . (1.22)

Nyńı úlohu (1.20) transformujeme na úlohu (1.19) a pomoćı této transformace urč́ıme vlastńı č́ısla
a vlastńı funkce úlohy (1.19). Budeme použ́ıvat vztah pro transformaci funkce y

y(t) = u

(
b− a
π
· t+ a

)
, (1.23)
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vztah pro transformaci nezávislé proměnné t

t =
π

b− a
(x− a) (1.24)

a vztah pro transformaci parametru λ̃

λ̃ = λ ·
(
b− a
π

)2

. (1.25)

Do diferenciálńı rovnice v úloze (1.20) dosad́ıme za y z transformačńıho vztahu (1.23), č́ımž dosta-
neme

u′′
(
b− a
π
· t+ a

)
·
(
b− a
π

)2

+ λ̃ · u
(
b− a
π
· t+ a

)
= 0. (1.26)

Po přenásobeńı rovnice (1.26) výrazem (π/(b− a))
2

obdrž́ıme

u′′
(
b− a
π
· t+ a

)
+ λ̃ ·

(
π

b− a

)2

· u
(
b− a
π
· t+ a

)
= 0. (1.27)

Nyńı můžeme rovnici (1.27) přepsat do tvaru diferenciálńı rovnice v úloze (1.19):

u′′ (x) + λ · u (x) = 0,

kde

x =
b− a
π
· t+ a (1.28)

a

λ = λ̃ ·
(

π

b− a

)2

. (1.29)

Dosad́ıme-li do rovnice (1.29) za λ̃ vlastńı č́ısla λ̃l = l2 úlohy (1.20), źıskáme vlastńı č́ısla úlohy (1.19)

λl =

(
lπ

b− a

)2

.

Dosad́ıme-li do vztahu (1.22) za y z transformačńıho vztahu (1.23) a za λ̃ z transformačńıho vztahu
(1.25), potom dostaneme

ul

(
b− a
π
· t+ a

)
= c sin

√λl · (b− a
π

)2

· t

 ,

ul

(
b− a
π
· t+ a

)
= c sin

(√
λl ·

b− a
π
· t
)
. (1.30)

Pomoćı vztahu (1.28) můžeme vztah (1.30) napsat ve tvaru

ul (x) = c sin
(√

λl (x− a)
)
. (1.31)

Vztah (1.31) představuje předpis pro vlastńı funkce úlohy (1.19). �
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Kapitola 2

Po částech lineárńı úloha
s Dirichletovými okrajovými
podmı́nkami

V této kapitole uvažujme úlohu ve tvaru{
u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0,
(2.1)

kde u+(x) := max {u(x), 0} a u−(x) := max {−u(x), 0} . Řešeńım úlohy (2.1) budeme rozumět
takovou funkci u ∈ C2(0, π) ∩ C(〈0, π〉), která splňuje diferenciálńı rovnici v úloze (2.1) pro každé
x ∈ (0, π) a zároveň splňuje homogenńı Dirichletovy okrajové podmı́nky úlohy (2.1). Nyńı budeme
hledat všechny dvojice (α, β) ∈ R2 takové, pro které má úloha (2.1) netriviálńı řešeńı.

Definice 2.1. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (2.1) je množina

Σ := {(α, β) ∈ R2 : úloha (2.1) má netriviálńı řešeńı}.

Podmnožiny Fuč́ıkova spektra pro úlohu (2.1) definujme následuj́ıćım zp̊usobem:

P+
m := {(α, β) ∈ Σ : netriviálńı řešeńı u úlohy (2.1) má právě m

nulových bod̊u na intervalu (0, π) a u′(0) > 0} ,

P−m := {(α, β) ∈ Σ : netriviálńı řešeńı u úlohy (2.1) má právě m

nulových bod̊u na intervalu (0, π) a u′(0) < 0} ,

kde m ∈ N ∪ {0} . Množiny P+
m a P−m budeme nazývat Fuč́ıkovými větvemi.

Definice 2.2. Necht’ funkce u je netriviálńım řešeńım úlohy (2.1). Potom funkci u nad intervalem
(x1, x2), kde x1, x2 jsou po sobě jdoućı nulové body funkce u, budeme nazývat p̊ulvlnou. Pokud
funkce u nabývá nad intervalem (x1, x2) kladných hodnot, potom funkci u nad t́ımto intervalem bu-
deme nazývat kladnou p̊ulvlnou. Pokud naopak funkce u nabývá nad intervalem (x1, x2) záporných
hodnot, budeme funkci u nad t́ımto intervalem nazývat zápornou p̊ulvlnou.

Lemma 2.1. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (2.1) je dáno jako

Σ =

+∞⋃
m=0

Pm, kde Pm := P+
m ∪ P−m .
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Jednotlivé Fuč́ıkovy větve P±m maj́ı tvar:

P+
0 = {(1, β) : β ∈ R} ,

P−0 = {(α, 1) : α ∈ R} ,

P+
2n−1 = P−2n−1 =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n√
α

+
n√
β

= 1

}
,

P+
2n =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n+ 1√
α

+
n√
β

= 1

}
,

P−2n =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n√
α

+
n+ 1√
β

= 1

}
,

kde n ∈ N.

D̊ukaz. Pro α = β = λ, λ ∈ R, přecháźı úloha (2.1) v úlohu (1.1). Vlastńı č́ısla úlohy (1.1) potom
určuj́ı body (λl, λl) ∈ Σ, l ∈ N.

Diferenciálńı rovnice v úloze (2.1) je autonomńı. Je-li tedy funkce u = u(x), definovaná pro
x ∈ (0, π), netriviálńım řešeńım diferenciálńı rovnice v úloze (2.1) na intervalu (0, π), potom funkce
y(x) = u(x− r), r ∈ R, definovaná pro x ∈ (r, π + r), je netriviálńım řešeńım diferenciálńı rovnice
v úloze (2.1) na intervalu (r, π+ r). Pokud u je nad intervalem (a, b) kladnou (zápornou) p̊ulvlnou,
potom u je řešeńım Dirichletovy okrajové úlohy (1.19) na intervalu (a, b) s hodnotou parametru
λ = α (λ = β).

u(x)

x

x1 x2 x3

v

w

Obrázek 2.1: Kladná a záporná p̊ulvlna netriviálńıho řešeńı úlohy (2.1).

Předpokládejme, že x1, x2, x3 ∈ (0, π) jsou tři po sobě jdoućı nulové body netriviálńıho řešeńı u
úlohy (2.1). Dále necht’ u je kladnou p̊ulvlnou nad intervalem (x1, x2), potom plat́ı

u−(x) = 0, u+(x) = u(x), x ∈ (x1, x2).

Řeš́ıme tedy úlohu ve tvaru{
v′′(x) + αv(x) = 0, x ∈ (x1, x2),

v(x1) = v(x2) = 0,
(2.2)

kde α ∈ R je parametr a požadujeme, aby v(x) > 0 pro x ∈ (x1, x2). Úloha (2.2) odpov́ıdá
úloze (1.19). Z lemmatu 1.2 v́ıme, že kladná p̊ulvlna je ve tvaru

v(x) = A sin
√
α(x− x1), A > 0, (2.3)

kde

α =

(
π

x2 − x1

)2

(2.4)

je prvńım vlastńım č́ıslem úlohy (2.2).
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Dále necht’ u je zápornou p̊ulvlnou nad intervalem (x2, x3), potom plat́ı

u+(x) = 0, −u−(x) = u(x), x ∈ (x2, x3).

Řeš́ıme tedy úlohu ve tvaru{
w′′(x) + βw(x) = 0, x ∈ (x2, x3),

w(x2) = w(x3) = 0,
(2.5)

kde β ∈ R je parametr a požadujeme, aby w(x) < 0 pro x ∈ (x2, x3). Úloha (2.5) opět odpov́ıdá
úloze (1.19). Z lemmatu 1.2 v́ıme, že záporná p̊ulvlna je ve tvaru

w(x) = B sin
√
β(x− x2), B < 0, (2.6)

kde

β =

(
π

x3 − x2

)2

(2.7)

je prvńım vlastńım č́ıslem úlohy (2.5). Ilustraci kladné a záporné p̊ulvlny netriviálńıho řešeńı
úlohy (2.1) uvád́ıme na obrázku 2.1.

Pouze netriviálńı řešeńı odpov́ıdaj́ıćı prvńı dvojici Fuč́ıkových větv́ı P±0 znaménko neměńı na
intervalu (0, π) – tvoř́ı ho pouze kladná (záporná) p̊ulvlna. Netriviálńı řešeńı odpov́ıdaj́ıćı ostatńım
Fuč́ıkovým větv́ım znaménko na intervalu (0, π) již měńı, skládaj́ı se z kladných a záporných p̊ulvln.
Bodem napojeńı kladné p̊ulvlny v a záporné p̊ulvlny w je bod x2. Z okrajových podmı́nek úlohy
(2.2) a úlohy (2.5) v́ıme, že plat́ı v(x2) = w(x2) = 0. Funkce v a w ale obecně nemaj́ı v bodě x2
stejné derivace. My však požadujeme rovnost prvńıch i druhých derivaćı v bodě x2, abychom dostali
hladké řešeńı. Je tedy nutné, aby platilo

v′(x2) = w′(x2) (2.8)

a

v′′(x2) = w′′(x2). (2.9)

Dosad́ıme-li do vztahu (2.8) za v ze vztahu (2.3) a za w ze vztahu (2.6), dostaneme

A
√
α · cos

√
α(x2 − x1) = B

√
β. (2.10)

Po dosazeńı do vztahu (2.10) za α ze vztahu (2.4) a za β ze vztahu (2.7) obdrž́ıme

A
π

x2 − x1
· cos

π

x2 − x1
(x2 − x1) = B

π

x3 − x2
,

A
π

x2 − x1
· (−1) = B

π

x3 − x2
,

− A

x2 − x1
=

B

x3 − x2
. (2.11)

Pokud si nyńı zvoĺıme konkrétńı hodnotu konstanty A, vztah (2.11) nám jednoznačně urč́ı hodnotu
konstanty B. Na př́ıklad pro A = 1, bude

B = −x3 − x2
x2 − x1

.

Nyńı se přesvědčme, zda vztah (2.9) plat́ı. Pokud do něj dosad́ıme za v ze vztahu (2.3) a za w ze
vztahu (2.6), dostaneme

−Aα sin
√
α(x2 − x1) = 0. (2.12)
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Dosad́ıme-li nyńı do rovnice (2.12) za α ze vztahu (2.4), vid́ıme, že vztah (2.9) plat́ı.
Ze vztahu (2.4) můžeme určit vzdálenost mezi krajńımi nulovými body kladné p̊ulvlny

x2 − x1 =
π√
α
.

Podobně ze vztahu (2.7) můžeme určit vzdálenost mezi krajńımi nulovými body záporné p̊ulvlny

x3 − x2 =
π√
β
.

Konkrétńı předpisy Fuč́ıkových větv́ı P±m pak dostaneme podle počtu kladných a záporných p̊ulvln,
pomoćı kterých sestav́ıme netriviálńı řešeńı u. Pro n kladných a n záporných p̊ulvln dostáváme
předpis

nπ√
α

+
nπ√
β

= π, n ∈ N,

pro (n+ 1) kladných a n záporných p̊ulvln dostáváme předpis

(n+ 1)π√
α

+
nπ√
β

= π, n ∈ N0

a pro n kladných a (n+ 1) záporných p̊ulvln dostáváme předpis

nπ√
α

+
(n+ 1)π√

β
= π, n ∈ N0.

�

Na ńıže uvedeném obrázku 2.2 je znázorněna struktura Fuč́ıkova spektra pro úlohu (2.1). Na
tomto obrázku na Fuč́ıkově větvi P+

1 je vyznačen bod M , kterému odpov́ıdá netriviálńı řešeńı u,
jehož pr̊uběh vid́ıme na obrázku 2.3. Na Fuč́ıkově větvi P+

2 je vyznačen bod N , kterému odpov́ıdá
netriviálńı řešeńı u, jehož pr̊uběh vid́ıme na obrázku 2.4.

Na závěr této kapitoly si uvedeme lemma, které ř́ıká, že Fuč́ıkovy větve P±m jsou symetrické
podle diagonály α = β.

Lemma 2.2. Jestlǐze (α, β) ∈ Σ, potom také (β, α) ∈ Σ.

D̊ukaz. Necht’ (α, β) ∈ Σ. Potom dvojici (α, β) př́ısluš́ı funkce u, která je netriviálńım řešeńım
úlohy (2.1). Označme û := −u. Potom plat́ı û+ = u− a û− = u+. Diferenciálńı rovnici v úloze (2.1)
můžeme tedy zapsat ve tvaru

−û′′ + αû− − βû+ = 0. (2.13)

Vynásobeńım obou stran rovnice (2.13) č́ıslem (−1) dostaneme

û′′ + βû+ − αû− = 0,

z čehož plyne, že (β, α) ∈ Σ, nebot’ û je řešeńım diferenciálńı rovnice v úloze (2.1) a zároveň splňuje
i homogenńı Dirichletovy okrajové podmı́nky úlohy (2.1). �
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α

β

N

M

√
α

√
β

N

M

Obrázek 2.2: Fuč́ıkovo spektrum Σ pro úlohu (2.1).

u(x)

x

u(x)

x

Obrázek 2.3: Netriviálńı řešeńı u úlohy
(2.1), které odpov́ıdá bodu M (viz
obrázek 2.2).

Obrázek 2.4: Netriviálńı řešeńı u úlohy
(2.1), které odpov́ıdá bodu N (viz
obrázek 2.2).
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Kapitola 3

Po částech lineárńı úloha
s nelokálńı okrajovou podmı́nkou

Uvažujme úlohu ve tvaruu
′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
0

u(x) dx = 0,
(3.1)

kde u+(x) := max {u(x), 0} a u−(x) := max {−u(x), 0} . Řešeńım úlohy (3.1) budeme rozumět
takovou funkci u ∈ C2(0, π) ∩ C(〈0, π〉), která splňuje diferenciálńı rovnici v úloze (3.1) pro každé
x ∈ (0, π) a zároveň splňuje Dirichletovu okrajovou podmı́nku a integrálńı podmı́nku v úloze (3.1).
Nyńı budeme hledat všechny dvojice (α, β) ∈ R2 takové, pro které má úloha (3.1) netriviálńı řešeńı.

Úloha (3.1) byla již dř́ıve předmětem zkoumáńı v článku [3], kde byl podán popis Fuč́ıkova
spektra pro úlohu (3.1) v prvńım kvadrantu roviny R2. V této kapitole mimo jiné rozš́ı̌ŕıme tento
popis i na druhý a čtvrtý kvadrant.

Poznámka 3.1. (viz [9], str. 135) Mějme na intervalu 〈a, b〉 ⊂ R spojitou funkci y = f(x). Když
f(x) ≥ 0 na 〈a, b〉, potom integrál

S =

b∫
a

f(x) dx

představuje obsah obrazce (tzv. křivočarého lichoběžńıku) ohraničeného grafem funkce f , osou x
a rovnoběžkami s osou y vedenými body a, b. Když f(x) ≤ 0 na 〈a, b〉, potom obsah př́ıslušného
křivočarého lichoběžńıku je dán vzorcem

S = −
b∫
a

f(x) dx.

Pokud tedy funkci u rozděĺıme na kladnou a zápornou část, potom obsah plochy, kterou vyme-
zuje kladná část, bude

S1 =

π∫
0

u+(x) dx

a obsah plochy, kterou vymezuje záporná část, bude

S2 =

π∫
0

u−(x) dx.
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Definice 3.1. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (3.1) je množina

Σ := {(α, β) ∈ R2 : úloha (3.1) má netriviálńı řešeńı}.

Podmnožiny Fuč́ıkova spektra pro úlohu (3.1) definujme následuj́ıćım zp̊usobem:

R+
m := {(α, β) ∈ Σ : netriviálńı řešeńı u úlohy (3.1) má právě m

nulových bod̊u na intervalu (0, π) a u′(0) > 0} ,

R−m := {(α, β) ∈ Σ : netriviálńı řešeńı u úlohy (3.1) má právě m

nulových bod̊u na intervalu (0, π) a u′(0) < 0} ,

kde m ∈ N. Množiny R+
m a R−m budeme nazývat Fuč́ıkovými větvemi.

α

β

1Ω+
1

2Ω+
1

Ω+
2

Ω+
3

(a) Regiony Ω+
n

α

β

Ω+
2

(b) Hranice regionu Ω+
2

α

β

1R+
1

2R+
1

R+
2

R+
3

K

(c) Větve R+
m

Obrázek 3.1: Na obrázku 3.1(a) jsou r̊uznými odst́ıny šedé barvy vyznačeny regiony 1Ω+
1 , 2Ω+

1 ,
Ω+

2 a Ω+
3 . Jednotlivé regiony jsou odděleny větvemi P+

m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (2.1) (černé
křivky). Protože se hranice jednotlivých region̊u překrývaj́ı, je na obrázku 3.1(b) vyznačen pouze
region Ω+

2 s hranićı ∂Ω+
2 . Na obrázku 3.1(c) je nav́ıc větev Fuč́ıkova spektra pro úlohu (3.1), která

se skládá z větve 1R+
1 ⊂ 1Ω+

1 (oranžová křivka), větve 2R+
1 ⊂ 2Ω+

1 (žlutá křivka), větve R+
2 ⊂ Ω+

2

(zelená křivka), větve R+
3 ⊂ Ω+

3 (azurová křivka) a bodu K.
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Mezi Fuč́ıkovým spektrem pro úlohu (3.1) a Fuč́ıkovým spektrem pro úlohu (2.1) je určitá vazba.
Ukážeme, že větve R±m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (3.1) lze popsat na jednotlivých regionech, je-
jichž hranice jsou určeny větvemi P±m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (2.1). Definujme si nyńı množiny
tvoř́ıćı tyto regiony.

Region Ω+
1 := 1Ω+

1 ∪ 2Ω+
1 , kde

1Ω+
1 := {(α, β) ∈ R+ × R− : 1√

α
< 1 } ,

2Ω+
1 := {(α, β) ∈ R+ × R+ : 1√

α
< 1 ≤ 1√

α
+ 1√

β

}
.

Ostatńı regiony definujeme jako

Ω+
2n := {(α, β) ∈ R+ × R+ : n√

α
+ n√

β
< 1 ≤ n+1√

α
+ n√

β

}
,

Ω+
2n+1 := {(α, β) ∈ R+ × R+ : n+1√

α
+ n√

β
< 1 ≤ n+1√

α
+ n+1√

β

}
,

Ω−n :=
{

(α, β) ∈ R2 : (β, α) ∈ Ω+
n } ,

kde n ∈ N. Plat́ı
+∞⋃
n=1

Ω+
n =

{
(α, β) ∈ R2 : α > 1, β 6= 0

}
,

+∞⋃
n=1

Ω−n =
{

(α, β) ∈ R2 : β > 1, α 6= 0
}
.

Na výše uvedeném obrázku 3.1 jsou znázorněny některé regiony Ω+
n .

Lemma 3.1. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (3.1) je dáno jako

Σ =

+∞⋃
m=1

Rm, kde Rm := R+
m ∪R−m.

Fuč́ıkova větev R+
1 = 1R+

1 ∪K ∪ 2R+
1 , kde K :=

((
π+2
π

)2
, 0
)

je bod napojeńı větv́ı 1R+
1 a 2R+

1 ,

přičemž

1R+
1 :=

{
(α, β) ∈ 1Ω+

1 : 2√
α
−
√
α
β

(
1− cosh

[
π
√
−β
(

1− 1√
α

)])
= 0
}
,

2R+
1 :=

{
(α, β) ∈ 2Ω+

1 : 2√
α
−
√
α
β

(
1− cos

[
π
√
β
(

1− 1√
α

)])
= 0
}
.

Ostatńı Fuč́ıkovy větve R±m maj́ı tvar

R+
2n =

{
(α, β) ∈ Ω+

2n : 2n√
α
− 2n

√
α

β
+ 1√

α

(
1− cos

[
π
√
α
(

1− n√
α
− n√

β

)])
= 0
}
,

R+
2n+1 =

{
(α, β) ∈ Ω+

2n+1 : 2n+2√
α
− 2n

√
α

β
−
√
α
β

(
1− cos

[
π
√
β
(

1− n+1√
α
− n√

β

)])
= 0
}
,

kde n ∈ N.

R−m =
{

(α, β) ∈ Ω−n : (β, α) ∈ R+
m

}
,

kde m ∈ N.

D̊ukaz. Netriviálńı řešeńı u úlohy (3.1) muśı splňovat Dirichletovu okrajovou podmı́nku u(0) = 0.
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Nav́ıc je potřeba, aby u splňovalo i podmı́nku, která je v integrálńım tvaru

π∫
0

u(x) dx = 0. (3.2)

Z d̊ukazu lemmatu 2.1 v́ıme, že řešeńı u úlohy (3.1) budeme hledat po částech. Pod́ıvejme se, jak
bude vypadat tvar řešeńı u, pro které plat́ı u′(0) > 0 a které má na intervalu (0, π) pouze jeden
nulový bod x0. Uvažujme tři př́ıpady, kdy α > 0 ∧ β > 0, α > 0 ∧ β = 0 a α > 0 ∧ β < 0.

u(x)

x

u(x)

x

Obrázek 3.2: Netriviálńı řešeńı u vyho-
vuj́ıćı podmı́nce α > 0 ∧ β > 0.

Obrázek 3.3: Netriviálńı řešeńı u vyho-
vuj́ıćı podmı́nce α > 0 ∧ β = 0.

u(x)

x

Obrázek 3.4: Netriviálńı řešeńı u vyhovuj́ıćı podmı́nce α > 0 ∧ β < 0.

1. Předpokládejme, že α > 0 ∧ β > 0. Protože u tvoř́ı nad intervalem (0, x0) kladnou p̊ulvlnu,
řeš́ıme na tomto intervalu Dirichletovu okrajovou úlohu (2.2). Řešeńı této úlohy je ve tvaru
(viz (2.3))

v(x) = A sin
√
αx, A > 0. (3.3)

Dále necht’ u nabývá pouze záporných hodnot nad intervalem (x0, π) a zároveň plat́ı u(x0) = 0.
Budeme tedy řešit počátečńı úlohu{

w′′(x) + βw(x) = 0, x ∈ (x0, π),

w(x0) = 0, w′(x0) < 0.
(3.4)

Všechna řešeńı úlohy (3.4) maj́ı tvar

w(x) = B sin
√
β (x− x0), B < 0.

Netriviálńı řešeńı vyhovuj́ıćı podmı́nce α > 0 ∧ β > 0 uvád́ıme na obrázku 3.2.

2. Předpokládejme, že α > 0 ∧ β = 0. Na intervalu (0, x0) je řešeńı u dáno vztahem (3.3)
(viz bod 1). Opět předpokládejme, že nad intervalem (x0, π) nabývá u pouze záporných hod-
not. Na tomto intervalu tedy opět řeš́ıme počátečńı úlohu (3.4) pro β = 0. Všechna řešeńı
této úlohy maj́ı tvar

w(x) = B(x− x0), B < 0.
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Netriviálńı řešeńı vyhovuj́ıćı podmı́nce α > 0 ∧ β = 0 uvád́ıme na obrázku 3.3.

3. Předpokládejme, že α > 0 ∧ β < 0. Na intervalu (0, x0) je řešeńı u dáno vztahem (3.3)
(viz bod 1). Opět předpokládejme, že nad intervalem (x0, π) nabývá u pouze záporných hod-
not. Na tomto intervalu tedy opět řeš́ıme počátečńı úlohu (3.4) pro β < 0. Všechna řešeńı
této úlohy maj́ı tvar

w(x) = B sinh
(√
−β (x− x0)

)
, B < 0.

Netriviálńı řešeńı vyhovuj́ıćı podmı́nce α > 0 ∧ β < 0 uvád́ıme na obrázku 3.4.

Nyńı si ukažme konstrukci Fuč́ıkovy větve 2R+
1 . Předpokládáme, že dvojice (α, β) ∈ R+

1 ,
α > 0 ∧ β > 0. Tedy předpokládáme, že netriviálńı řešeńı u úlohy (3.1) má na intervalu (0, π)
právě jeden nulový bod x0 a u′(0) > 0. Je zřejmé, že pokud má být splněna podmı́nka (3.2), bude
platit

x0∫
0

v(x) dx+

π∫
x0

w(x) dx = 0. (3.5)

Na intervalu (0, x0) je řešeńı u ve tvaru

v(x) = A sin
√
αx. (3.6)

Do integrálu
x0∫
0

v(x) dx dosad́ıme za v ze vztahu (3.6) a dostaneme

x0∫
0

A sin
√
αxdx =

[
− A√

α
cos
√
αx

]x0

0

=
A√
α

(
1− cos

√
αx0

)
.

Na intervalu (x0, π) má řešeńı u tvar

w(x) = B sin
√
β(x− x0). (3.7)

Do integrálu
π∫
x0

w(x) dx dosad́ıme za w ze vztahu (3.7) a dostaneme

π∫
x0

B sin
√
β(x− x0) dx =

[
− B√

β
cos
√
β(x− x0)

]π
x0

=
B√
β

(
1− cos

√
β(π − x0)

)
.

Vrat’me se k rovnici (3.5) a dosad’me do ńı výše vypočtené hodnoty jednotlivých integrál̊u. Dosta-
neme

A√
α

(
1− cos

√
αx0

)
+

B√
β

(
1− cos

√
β(π − x0)

)
= 0. (3.8)

Hodnotu konstanty A si můžeme zvolit. Zvolme si tedy, že A = 1. Protože ale požadujeme hladkost
celého řešeńı, je potřeba konstantu B určit. A to tak, aby platil vztah

v′(x0) = w′(x0). (3.9)

Dosad́ıme-li do rovnice (3.9) za v ze vztahu (3.6) s volbou A = 1 a za w ze vztahu (3.7), dostáváme

√
α cos

√
αx0 = B

√
β (3.10)

Z d̊ukazu lemmatu 2.1 v́ıme, že vzdálenost mezi krajńımi nulovými body kladné p̊ulvlny je

x0 =
π√
α
. (3.11)
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Dosad́ıme-li nyńı do rovnice (3.10) za x0 ze vztahu (3.11), obdrž́ıme

B = −
√
α√
β
. (3.12)

Vrát́ıme-li se k rovnici (3.8) a dosad́ıme do ńı A = 1, za B ze vztahu (3.12) a za x0 ze vztahu (3.11),
dostaneme

1√
α

(
1− cos

[√
α · π√

α

])
+

(
−
√
α√
β

)
·
(

1√
β

)
·
(

1− cos
√
β(π − π√

α
)

)
= 0,

2√
α
−
√
α

β

(
1− cos

[√
β(π − π√

α
)

])
= 0. (3.13)

Předpokládali jsme, že bod x0 je nulovým bodem řešeńı u na intervalu (0, π). Pro bod x0 tedy
plat́ı

x0 < π,
π√
α
< π. (3.14)

Podmı́nka (3.14) nám zajist́ı, že netriviálńı řešeńı u úlohy (3.1) má alespoň jeden nulový bod na
intervalu (0, π). My ale předpokládáme, že netriviálńı řešeńı u př́ıslušej́ıćı Fuč́ıkově větvi 2R+

1 má
právě jeden nulový bod na intervalu (0, π). Je tedy potřeba, aby zároveň byla splněna podmı́nka

π√
α

+
π√
β
≥ π. (3.15)

Z d̊ukazu lemmatu 2.1 v́ıme, že π√
α

odpov́ıdá délce intervalu, nad kterým je kladná p̊ulvlna. Dále

v́ıme, že π√
β

odpov́ıdá délce intervalu, nad kterým je záporná p̊ulvlna. A nakonec π je délka intervalu,

na kterém je definována úloha (3.1).
Vztah (3.13) společně s nerovnostmi (3.14) a (3.15) popisuj́ı větev 2R+

1 . Ostatńı Fuč́ıkovy
větve bychom konstruovali analogicky. Podobně bychom hledali i souřadnice bodu napojeńı větv́ı
1R+

1 a 2R+
1 . �

Struktura Fuč́ıkova spektra pro úlohu (3.1) je znázorněna na obrázku 3.5.

α

β

√
α

√
β

Obrázek 3.5: Fuč́ıkovo spektrum Σ pro úlohu (3.1).
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Kapitola 4

Po částech lineárńı úloha
se zobecněnou nelokálńı
okrajovou podmı́nkou

V této kapitole uvažujme úlohu ve tvaru
u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
p

u(x) dx = 0,
(4.1)

kde u+(x) := max {u(x), 0}, u−(x) := max {−u(x), 0} a p ∈ 〈0, π) , α, β ∈ R jsou parame-
try. Řešeńım úlohy (4.1) budeme rozumět takovou funkci u ∈ C2(0, π) ∩ C(〈0, π〉), která splňuje
diferenciálńı rovnici v úloze (4.1) pro každé x ∈ (0, π) a zároveň splňuje Dirichletovu okrajo-
vou podmı́nku a integrálńı podmı́nku v úloze (4.1). Pro volbu parametru p = 0 je úloha (4.1)
úlohou (3.1), která byla studována ve třet́ı kapitole.

Definice 4.1. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (4.1) je množina

Σ := {(α, β) ∈ R2 : úloha (4.1) má netriviálńı řešeńı}.

Podmnožiny Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1) definujme následovně:

S+
m := {(α, β) ∈ Σ : netriviálńı řešeńı u úlohy (4.1) má právě m

nulových bod̊u na intervalu (0, π) a u′(0) > 0} ,

S−m := {(α, β) ∈ Σ : netriviálńı řešeńı u úlohy (4.1) má právě m

nulových bod̊u na intervalu (0, π) a u′(0) < 0} ,

kde m ∈ N. Množiny S+
m a S−m budeme nazývat Fuč́ıkovými větvemi.

4.1 Popis Fuč́ıkova spektra pro p = π
2

Ukažme si konstrukci Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1) pro hodnotu parametru p = π
2 . Budeme

tedy hledat všechny dvojice (α, β) ∈ R2 takové, pro které má úloha
u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
π
2

u(x) dx = 0,
(4.2)
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netriviálńı řešeńı.
Mezi Fuč́ıkovým spektrem pro úlohu (4.2) a Fuč́ıkovými spektry pro úlohy{

u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0,
(4.3)

a {
u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π2 ),

u(0) = u(π2 ) = 0,
(4.4)

je určitá vazba. (Úloha (4.3) je úlohou (2.1), která je studována ve druhé kapitole.) Ukážeme, že
větve S±m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.2) lze popsat na jednotlivých regionech jejichž hranice jsou
určeny větvemi P±m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.3) a větvemi T±m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.4).
Předpisy pro jednotlivé větve Fuč́ıkových spekter úloh (4.3) a (4.4) jsou uvedeny v následuj́ıćıch
poznámkách.

β

α

β

α

Obrázek 4.1: Fuč́ıkovo spektrum Σ pro
úlohu (4.3).

Obrázek 4.2: Fuč́ıkovo spektrum Σ pro
úlohu (4.4).

Poznámka 4.1. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (4.3) je určeno sjednoceńım Fuč́ıkových větv́ı P±m
(m ∈ N ∪ {0}) následuj́ıćıho tvaru:

P+
0 = {(1, β) : β ∈ R} ,

P−0 = {(α, 1) : α ∈ R} ,

P+
2n−1 = P−2n−1 =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n√
α

+
n√
β

= 1

}
,

P+
2n =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n+ 1√
α

+
n√
β

= 1

}
,

P−2n =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n√
α

+
n+ 1√
β

= 1

}
,

kde n ∈ N.

Poznámka 4.2. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (4.4) je určeno sjednoceńım Fuč́ıkových větv́ı T±m
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(m ∈ N ∪ {0}) následuj́ıćıho tvaru:

T+
0 = {(4, β) : β ∈ R} ,
T−0 = {(α, 4) : α ∈ R} ,

T+
2n−1 = T−2n−1 =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n√
α

+
n√
β

=
1

2

}
,

T+
2n =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n+ 1√
α

+
n√
β

=
1

2

}
,

T−2n =

{
(α, β) ∈ R+ × R+ :

n√
α

+
n+ 1√
β

=
1

2

}
,

kde n ∈ N.

Struktura Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.3) je znázorněna na obrázku 4.1, struktura Fuč́ıkova
spektra pro úlohu (4.4) je znázorněna na obrázku 4.2. Nyńı si definujme množiny tvoř́ıćı regiony,
na kterých źıskáme předpisy pro větve S+

m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.2).

Region Ω+
1 := 1Ω+

1 ∪ 2Ω+
1 , kde

1Ω+
1 := {(α, β) ∈ R+ × R− : 1

2 < 1√
α

< 1 } ,

2Ω+
1 := {(α, β) ∈ R+ × R+ : 1

2 < 1√
α

< 1 ≤ 1√
α

+ 1√
β

}
.

Regiony Ω+
4n−2 := 1Ω+

4n−2 ∪ 2Ω+
4n−2, kde

1Ω+
4n−2 := {(α, β) ∈ R+ × R+ : 2n−1√

α
+ 2n−1√

β
< 1 ≤ 2n√

α
+ 2n−1√

β
,

n−1√
α

+ n−1√
β

≤ 1
2 < n√

α
+ n−1√

β

}
,

2Ω+
4n−2 := {(α, β) ∈ R+ × R+ : 2n−1√

α
+ 2n−1√

β
< 1 ≤ 2n√

α
+ 2n−1√

β
,

n√
α

+ n−1√
β

≤ 1
2 < n√

α
+ n√

β

}
,

kde n ∈ N.

Ostatńı regiony definujeme jako

Ω+
4n−1 := {(α, β) ∈ R+ × R+ : 2n√

α
+ 2n−1√

β
< 1 ≤ 2n√

α
+ 2n√

β
,

n√
α

+ n−1√
β

< 1
2 ≤ n√

α
+ n√

β

}
,

Ω+
4n := {(α, β) ∈ R+ × R+ : 2n√

α
+ 2n√

β
< 1 ≤ 2n+1√

α
+ 2n√

β
,

n√
α

+ n√
β

< 1
2 ≤ n+1√

α
+ n√

β

}
,

Ω+
4n+1 := {(α, β) ∈ R+ × R+ : 2n+1√

α
+ 2n√

β
< 1 ≤ 2n+1√

α
+ 2n+1√

β
,

n√
α

+ n√
β

< 1
2 ≤ n+1√

α
+ n√

β

}
,

Ω−n :=
{

(α, β) ∈ R2 : (β, α) ∈ Ω+
n } ,

kde n ∈ N. Sjednoceńım všech výše definovaných region̊u dostaneme region, na kterém lze po-
psat celé Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (4.2). Plat́ı

+∞⋃
n=1

Ω±n = ((1; +∞)× (1; +∞)) ∪
{

(α, β) ∈ R2 : 1 < α < 4, β 6= 0
}
∪
{

(α, β) ∈ R2 : 1 < β < 4, α 6= 0
}
.

Na ńıže uvedeném obrázku 4.3 jsou znázorněny regiony 1Ω+
1 ,

2Ω+
1 ,

1Ω+
2 ,

2Ω+
2 , Ω+

3 , Ω+
4 a Ω+

5 .
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α

β

1Ω+
1 −→

2Ω+
1 −→

1Ω+
2 −→

2Ω+
2

Ω+
3

Ω+
4

Ω+
5

(a) Regiony Ω+
n

α

β

Ω+
3

(b) Hranice regionu Ω+
3

Obrázek 4.3: Na obrázku 4.3(a) jsou r̊uznými odst́ıny šedé barvy vyznačeny regiony
1Ω+

1 ,
2Ω+

1 ,
1Ω+

2 ,
2Ω+

2 , Ω+
3 , Ω+

4 a Ω+
5 . Jednotlivé regiony jsou odděleny větvemi P+

m Fuč́ıkova spek-
tra pro úlohu (4.3) (černé křivky) a větvemi T+

m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.4) (světle modré
křivky). Protože se hranice jednotlivých region̊u překrývaj́ı, je na obrázku 4.3(b) vyznačen pouze
region Ω+

3 s hranićı ∂Ω+
3 .

Věta 4.1. Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (4.2) je dáno jako

Σ =

+∞⋃
m=1

Sm, kde Sm := S+
m ∪ S−m.

Fuč́ıkova větev S+
1 = 1S+

1 ∪M ∪ 2S+
1 , kde M := (α̃, 0) je bod napojeńı větv́ı 1S+

1 a 2S+
1 ,

α̃ > 1 je řešeńı rovnice 2 + 2 cos
[√

α̃ · π
2

]
− π2

(√
α̃− 1

)2
= 0 a

1S+
1 :=

{
(α, β) ∈ 1Ω+

1 : 1√
α

(
1 + cos

[
π
2

√
α
])
−
√
α
β

(
1− cosh

[
π
√
−β
(

1− 1√
α

)])
= 0
}
,

2S+
1 :=

{
(α, β) ∈ 2Ω+

1 : 1√
α

(
1 + cos

[
π
2

√
α
])
−
√
α
β

(
1− cos

[
π
√
β
(

1− 1√
α

)])
= 0
}
.

Fuč́ıkovy větve S+
4n−2 = 1S+

4n−2 ∪ 2S+
4n−2, kde

1S+
4n−2 :=

{
(α, β) ∈ 1Ω+

4n−2 : 2n√
α
− 2n

√
α

β
+ (−1)n+1 · 1√

α
cos
[
π
√
α
(

1
2
− n−1√

β

)]
+ 1√

α
cos
[
π
√
α
(

1− 2n−1√
β

)]
= 0
}
,

2S+
4n−2 :=

{
(α, β) ∈ 2Ω+

4n−2 : 2n−1√
α
− (2n−1)

√
α

β
+ (−1)n ·

√
α
β

cos
[
π
√
β
(

1
2
− n√

α

)]
+ 1√

α
cos
[
π
√
α
(

1− 2n−1√
β

)]
= 0
}
,

kde n ∈ N.

Ostatńı Fuč́ıkovy větve S±m maj́ı tvar

S+
4n−1 =

{
(α, β) ∈ Ω+

4n−1 : 2n√
α
− 2n

√
α

β
+ (−1)n ·

√
α
β

cos
[
π
√
β
(

1
2
− n√

α

)]
−
√
α
β

cos
[
π
√
β
(

1− 2n√
α

)]
= 0
}
,
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S+
4n =

{
(α, β) ∈ Ω+

4n : 2n√
α
− 2n

√
α

β
+ (−1)n · 1√

α
cos
[
π
√
α
(

1
2
− n√

β

)]
− 1√

α
cos
[
π
√
α
(

1− 2n√
β

)]
= 0
}
,

S+
4n+1 =

{
(α, β) ∈ Ω+

4n+1 : 2n+1√
α
− (2n+1)

√
α

β
+ (−1)n · 1√

α
cos
[
π
√
α
(

1
2
− n√

β

)]
+
√
α
β

cos
[
π
√
β
(

1− 2n+1√
α

)]
= 0
}
,

kde n ∈ N.

S−m =
{

(α, β) ∈ Ω−n : (β, α) ∈ S+
m

}
,

kde m ∈ N.

D̊ukaz. Netriviálńı řešeńı u úlohy (4.2) muśı splňovat Dirichletovu okrajovou podmı́nku u(0) = 0.
Nav́ıc je potřeba, aby netriviálńı řešeńı u úlohy (4.2) splňovalo i podmı́nku, která je v integrálńım
tvaru

π∫
π
2

u(x) dx = 0. (4.5)

Při konstrukci jednotlivých Fuč́ıkových větv́ı S±m úlohy (4.2) budeme postupovat podobně jako
při konstrukci Fuč́ıkových větv́ı R±m úlohy (3.1). Pro popis Fuč́ıkových větv́ı S±m jsou ale nutné daľśı
omezuj́ıćı podmı́nky, které budou obsahovat parametr p. Tyto podmı́nky rozhodnou o rozložeńı
nulových bod̊u netriviálńıch řešeńı u př́ıslušej́ıćıch jednotlivým Fuč́ıkovým větv́ım S±m. Nyńı se
pod́ıvejme na možné rozložeńı nulových bod̊u některých netriviálńıch řešeńı u, pro která plat́ı
u′(0) > 0. Uvažujme pouze př́ıpady, kdy α > 0 ∧ β > 0.

1. Uvažujme netriviálńı řešeńı u, které nemá na intervalu (0, π) žádný nulový bod. Potom by

u(x) > 0, a proto by
π∫
π
2

u(x) dx > 0 (viz [9], Věta 7.7, str. 129). Integrálńı podmı́nka (4.5) by

tedy nebyla splněna.

2. Uvažujme netriviálńı řešeńı u, které má na intervalu (0, π) právě jeden nulový bod x0. V tomto
př́ıpadě bude nutně p = π

2 < x0. Pokud by p = π
2 ≥ x0, potom by u bylo záporné na intervalu(

π
2 , π

)
, a proto by

π∫
π
2

u(x) dx < 0. Integrálńı podmı́nka (4.5) by tedy nebyla splněna.

3. Uvažujme netriviálńı řešeńı u, které má na intervalu (0, π) právě dva nulové body x0 a x1,
které splňuj́ı 0 < x0 < x1 < π. V tomto př́ıpadě bude nutně p = π

2 < x1. Pokud by

p = π
2 ≥ x1, potom by u bylo kladné na intervalu

(
π
2 , π

)
, a proto by

π∫
π
2

u(x) dx > 0 (viz [9],

Věta 7.7, str. 129). Integrálńı podmı́nka (4.5) by tedy nebyla splněna.
Pokud p = π

2 < x0 < x1 nebo pokud x0 < p = π
2 < x1, potom integrálńı podmı́nka

může být splněna. Jednotlivá možná rozložeńı nulových bod̊u daného netriviálńıho řešeńı u
nám pomáhaj́ı určit větve T±m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.4). Větve P±m Fuč́ıkova spektra
pro úlohu (4.3) od sebe odděluj́ı Fuč́ıkovy větve S±m, kterým odpov́ıdaj́ı netriviálńı řešeńı
u s r̊uzným počtem nulových bod̊u na intervalu (0, π). Fuč́ıkova větev S+

2 bude ležet mezi
větvemi P+

1 a P+
2 . A zároveň ji bude prot́ınat Fuč́ıkova větev T+

0 = {(4, β) : β ∈ R}. Fuč́ıkova
větev S+

2 bude tedy zřejmě určena sjednoceńım dvou část́ı, z nichž jedna bude popsána pro
α < 4 a druhá bude popsána pro α ≥ 4. Označme tedy 1S+

2 := S+
2 ∩

{
(α, β) ∈ R2 : α < 4

}
,

2S+
2 := S+

2 ∩
{

(α, β) ∈ R2 : α ≥ 4
}

. Potom zřejmě S+
2 =1 S+

2 ∪2 S
+
2 . Nav́ıc pro (α, β) ∈ 1S+

2

plat́ı

α < 4,
√
α < 2,
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tj.

p =
π

2
<

π√
α

= x0.

Dále pro (α, β) ∈ 2S+
2 máme

p =
π

2
≥ π√

α
= x0. (4.6)

Netriviálńı řešeńı u úlohy (4.2) př́ıslušná Fuč́ıkovým větv́ım 1S+
2 a 2S+

2 jsou znázorněna na
obrázćıch 4.4 a 4.5.

u(x)

x0 π
2

x0 x1

π

u(x)

x0 π
2

x0 x1

π

Obrázek 4.4: Netriviálńı řešeńı u úlohy
(4.2) př́ıslušné Fuč́ıkově větvi 1S+

2 .
Obrázek 4.5: Netriviálńı řešeńı u úlohy
(4.2) př́ıslušné Fuč́ıkově větvi 2S+

2 .

u(x)

x0 π
2

x0 x1 x2

π

Obrázek 4.6: Netriviálńı řešeńı u úlohy
(4.2) př́ıslušné Fuč́ıkově větvi S+

3 .

4. Nyńı uvažujme netriviálńı řešeńı u, které př́ısluš́ı Fuč́ıkově větvi S+
3 . Toto řešeńı má na in-

tervalu (0, π) právě tři nulové body x0, x1 a x2, které splňuj́ı 0 < x0 < x1 < x2 < π. Potom
zřejmě pro (α, β) ∈ S+

3 plat́ı

2π√
α

+
2π√
β
≥ π (4.7)

a zároveň

2π√
α

+
π√
β
< π. (4.8)

Pokud obě strany nerovnosti (4.7) vynásob́ıme č́ıslem (1/2), dostaneme

π√
α

+
π√
β
≥ π

2
. (4.9)

Protože π√
α

+ π√
β

= x1 a π
2 = p, můžeme nerovnost (4.9) přepsat na tvar

p ≤ x1.
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Vrat’me se k nerovnosti (4.8). Dosad́ıme-li do ńı za výraz π√
α

+ π√
β

z nerovnosti (4.9), dosta-
neme

π√
α

+
π√
2

< π,

π√
α

<
π

2
. (4.10)

Protože π√
α

= x0 a π
2 = p, můžeme nerovnost (4.10) přepsat na tvar

p > x0.

Zjistili jsme tedy, že pokud (α, β) ∈ S+
3 , potom

x0 < p ≤ x1,

což znač́ı

π√
α
<
π

2
≤ π√

α
+

π√
β
,

tj.

1√
α
<

1

2
≤ 1√

α
+

1√
β
. (4.11)

Jak jsme již na začátku tohoto bodu zmı́nili

2π√
α

+
π√
β
< π ≤ 2π√

α
+

2π√
β
,

tj.

2√
α

+
1√
β
< 1 ≤ 2√

α
+

2√
β
. (4.12)

Nerovnosti (4.11) a (4.12) určuj́ı region Ω+
3 , na kterém je Fuč́ıkova větev S+

3 popisována.
Netriviálńı řešeńı u úlohy (4.2) př́ıslušné Fuč́ıkově větvi S+

3 je znázorněno na obrázku 4.6.

Nyńı si ukážeme konstrukci Fuč́ıkovy větve 1S+
2 , které odpov́ıdá netriviálńı řešeńı u úlohy (4.2)

s právě dvěma nulovými body na intervalu (0, π), pro které plat́ı p < x0 < x1. Předpokládejme, že
dvojice (α, β) ∈ 1S+

2 a že u′(0) > 0. Je zřejmé, že v tomto př́ıpadě můžeme integrálńı podmı́nku (4.5)
rozepsat do tvaru

x0∫
π
2

v1(x) dx+

x1∫
x0

w(x) dx+

π∫
x1

v2(x) dx = 0, (4.13)

kde v1(x) = A sin
√
αx (A > 0) je předpokládaný tvar netriviálńıho řešeńı u na intervalu (0, x0),

w(x) = B sin
√
β(x− x0), B < 0, (4.14)

je předpokládaný tvar netriviálńıho řešeńı u na intervalu (x0, x1) a

v2(x) = C sin
√
α(x− x1), C > 0, (4.15)

je předpokládaný tvar netriviálńıho řešeńı u na intervalu (x1, π). (Tyto tvary známe již z d̊ukazu
lemmatu 3.1.) Rovnici (4.13) tedy můžeme přepsat do tvaru

x0∫
π
2

A sin
√
αxdx+

x1∫
x0

B sin
√
β(x− x0) dx+

π∫
x1

C sin
√
α(x− x1) dx = 0. (4.16)
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Do rovnice (4.16) dosad́ıme za nulové body x0 a x1 ze vztah̊u (viz d̊ukaz lemmatu 2.1)

x0 =
π√
α
, (4.17)

x1 =
π√
α

+
π√
β
. (4.18)

Rovnice (4.16) bude potom ve tvaru

π√
α∫

π
2

A sin
√
αxdx+

π√
α
+ π√

β∫
π√
α

B sin
√
β(x− π√

α
) dx+

π∫
π√
α
+ π√

β

C sin
√
α(x−

(
π√
α

+
π√
β

)
) dx = 0. (4.19)

Po provedeńı integrace v (4.19) dostáváme

A√
α

(
1 + cos

(√
α · π

2

))
+ 2 · B√

β
+

C√
α

(
1 + cos

√
α

(
π − π√

β

))
= 0. (4.20)

Hodnotu konstanty A > 0 si můžeme zvolit. Protože ale požadujeme hladkost celého řešeńı,
je potřeba konstantu B určit. Pokud zvoĺıme A = 1, bude pro konstantu B platit vztah (viz d̊ukaz
lemmatu 3.1)

B = −
√
α√
β
. (4.21)

Konstantu C urč́ıme ze vztahu

w′(x1) = v2
′(x1), (4.22)

nebot’ požadujeme hladkost řešeńı i ve druhém bodu napojeńı x1. Dosad́ıme-li do rovnice (4.22) za
w ze vztahu (4.14) a za v2 ze vztahu (4.15), dostaneme

B
√
β cos

√
β(x1 − x0) = C

√
α. (4.23)

Nyńı dosad’me do rovnice (4.23) za B ze vztahu (4.21), za x1 ze vztahu (4.18) a za x0 ze vztahu
(4.17). Dostaneme

−
√
α√
β
·
√
β cos

√
β

(
π√
α

+
π√
β
− π√

α

)
= C

√
α,

−
√
α cosπ = C

√
α,

√
α = C

√
α. (4.24)

Po přenásobeńı rovnice (4.24) výrazem 1/
√
α dostáváme

C = 1. (4.25)

Vrat’me se k rovnici (4.20). Dosad́ıme-li do ńı C = 1 (viz rovnost (4.25)), A = 1 (zvoleno) a za B
ze vztahu (4.21), dostaneme

1√
α

(
1 + cos

(√
α · π

2

))
− 2

√
α

β
+

1√
α

(
1 + cos

√
α

(
π − π√

β

))
= 0,

2√
α
− 2
√
α

β
+

1√
α

cos
(√

α · π
2

)
+

1√
α

cos
√
α

(
π − π√

β

)
= 0. (4.26)

Protože předpokládáme, že netriviálńı řešeńı u př́ıslušné Fuč́ıkově větvi 1S+
2 má právě dva nulové

body, je nutné, aby byly splněny následuj́ıćı podmı́nky (viz d̊ukaz lemmatu 3.1)

π√
α

+
π√
β
< π ≤ 2π√

α
+

π√
β
. (4.27)
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Zároveň jsme při rozepisováńı integrálńı podmı́nky (4.5) předpokládali, že bude platit p < x0, tj.

π

2
<

π√
α
. (4.28)

Vztah (4.26) společně s nerovnostmi (4.27) a (4.28) popisuj́ı Fuč́ıkovu větev 1S+
2 . Ostatńı Fuč́ıkovy

větve bychom konstruovali analogicky.
Nyńı se bĺıže pod́ıvejme na př́ıpad, kdy (α, β) ∈ S+

1 pro β = 0. Netriviálńı řešeńı u má v tomto
př́ıpadě právě jeden nulový bod x0 na intervalu (0, π). Na intervalu (0, x0) bude netriviálńı řešeńı
u ve tvaru

v(x) = A sin
√
αx, A > 0, (4.29)

a na intervalu (x0, π) bude ve tvaru

w(x) = B(x− x0), B < 0, (4.30)

(viz d̊ukaz lemmatu 3.1). Opět je potřeba, aby řešeńı u splňovalo integrálńı podmı́nku (4.5). Můžeme
ji rozepsat do tvaru

x0∫
π
2

v(x) dx+

π∫
x0

w(x) dx = 0. (4.31)

Pokud do rovnice (4.31) dosad́ıme za v ze vztahu (4.29) a za w ze vztahu (4.30), dostaneme

x0∫
π
2

A sin
√
αxdx+

π∫
x0

B(x− x0) dx = 0. (4.32)

Po dosazeńı za x0 ze vztahu (4.17) bude rovnice (4.32) ve tvaru

π√
α∫

π
2

A sin
√
αxdx+

π∫
π√
α

B(x− π

α
) dx = 0. (4.33)

Po provedeńı integrace v (4.33) dostáváme

A√
α

+
A√
α

cos
(√

α
π

2

)
+
Bπ2

2
− Bπ2

√
α

+
Bπ2

2α
= 0. (4.34)

Konstantu A > 0 zvolme A = 1. Konstantu B pak urč́ıme ze vztahu

v′(x0) = w′(x0), (4.35)

protože požadujeme hladkost celého řešeńı. Dosad́ıme-li do rovnice (4.35) za v ze vztahu (4.29) a
za w ze vztahu (4.30), dostaneme

A
√
α cos

√
αx0 = B. (4.36)

Nyńı dosad’me do rovnice (4.36) A = 1 a za x0 ze vztahu (4.17), obdrž́ıme

B = −
√
α. (4.37)

Vrat’me se k rovnici (4.34) a dosad’me do ńı A = 1 a za B ze vztahu (4.37), dostaneme

1√
α

+
1√
α

cos
(√

α
π

2

)
−
√
απ2

2
+

√
απ2

√
α
−
√
απ2

2α
= 0. (4.38)
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Po přenásobeńı rovnice (4.38) výrazem 2
√
α dostáváme

2 + 2 cos
(√

α
π

2

)
− απ2 − π2 + 2

√
απ2 = 0,

2 + 2 cos
(√

α
π

2

)
− π2

(
α+ 1− 2

√
α
)

= 0,

2 + 2 cos
(√

α
π

2

)
− π2

(√
α− 1

)2
= 0. (4.39)

Nulový bod x0 netriviálńıho řešeńı u lež́ı v intervalu (0, π), splňuje tedy podmı́nku

x0 < π. (4.40)

Pokud dosad́ıme do podmı́nky (4.40) za x0 ze vztahu (4.17), dostaneme

π√
α

< π,

√
α > 1,

α > 1.

Definujme funkci f pomoćı levé strany rovnice (4.39)

f (α) := 2 + 2 cos
(√

α
π

2

)
− π2

(√
α− 1

)2
, D (f) := 〈1; +∞) .

Funkce f je spojitá na svém definičńım oboru. Nav́ıc

f(1) = 2, lim
x→+∞

f (α) = −∞,

tj. bude existovat alespoň jeden kořen α̃ rovnice f (α) = 0. Přibližná hodnota α̃ je α̃
.
= 1.75. Bodem

napojeńı Fuč́ıkových větv́ı 1S+
1 a 2S+

1 bude tedy bod (α̃, 0). �

Struktura Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.2) je znázorněna na ńıže uvedeném obrázku 4.8.

√
α

√
β

√
α

√
β

Obrázek 4.7: Na levém obrázku je část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.2), která je určena sjednoceńım
Fuč́ıkových větv́ı S+

m. A na pravém obrázku je znázorněna množina Ψ+
1 Fuč́ıkova spektra pro úlohu

(4.2).
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Poznámka 4.3. Na závěr této podkapitoly si všimněme, že Fuč́ıkovo spektrum úlohy (4.2) lze také
vyjádřit jako

Σ = S1 ∪

(
+∞⋃
n=1

Ψn

)
,

kde S1 := S+
1 ∪ S

+
2 a Ψn := Ψn

+ ∪Ψn
−,

Ψ+
n := S+

4n−2 ∪ S+
4n−1 ∪ S+

4n ∪ S+
4n+1,

Ψ−n := S−4n−2 ∪ S−4n−1 ∪ S−4n ∪ S−4n+1.

Množina Ψn+1 tvoř́ı jistý blok Fuč́ıkových větv́ı, který je určitým zp̊usobem bĺızký svému předch̊udci
Ψn.

Obraz množiny Ψ+
1 je zakreslen na výše uvedeném obrázku 4.7.

√
α

√
β

Obrázek 4.8: Fuč́ıkovo spektrum Σ pro úlohu (4.2). Jednotlivé větve S±m Fuč́ıkova spektra pro
úlohu (4.2) jsou odděleny větvemi P±m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.3) (tmavě šedé křivky) a
větvemi T±m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.4) (světle modré křivky).
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4.2 Popis Fuč́ıkova spektra pro 0 < p < π

Na začátek této podkapitoly definujme množinu

Ψ+
n := S+

rn−c ∪ S+
rn−c+1 ∪ ... ∪ S

+
r(n+1)−c−1, (4.41)

kde n, r ∈ N a c ∈ Z. Množinu Ψ+
n budeme nazývat opakuj́ıćım se blokem Fuč́ıkova spektra

úlohy (4.1). Parametr r odpov́ıdá počtu po sobě jdoućıch Fuč́ıkových větv́ı S+
m, které tvoř́ı opakuj́ıćı

se blok Fuč́ıkova spektra úlohy (4.1). Parametr c odpov́ıdá určitému posunu, který urč́ı, kterou větv́ı
opakuj́ıćı se blok Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1) začne. Je potřeba, aby konstanta c splňovala
podmı́nku c ≤ r − 1, která zajist́ı, že netriviálńı řešeńı u př́ıslušná Fuč́ıkovým větv́ım S+

m, budou
mı́t alespoň jeden nulový bod na intervalu (0, π).

Poznámka 4.4. Pro hodnotu parametru p = π
2 , je hodnota parametru r = 4 a hodnota parametru

c = 2.

Nyńı si poṕı̌seme algoritmus, který nám vypoč́ıtá počet všech předpis̊u pro Fuč́ıkovy větve S+
m,

které tvoř́ı opakuj́ıćı se blok Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1). Označme tento počet ṕısmenem s.

Př́ıklad. Pro úlohu (4.2) bude platit s = 5, protože Fuč́ıkovy větve S+
4n−1, S+

4n, S+
4n+1 jsou

popsány jedńım předpisem a pro popis Fuč́ıkovy větve S+
4n−2 potřebujeme dva předpisy.

Přejděme k jednotlivým krok̊um algoritmu.

1. Jediným vstupńım parametrem je hodnota parametru p. (Parametrem p rozumı́me dolńı mez
integrálu, který tvoř́ı integrálńı podmı́nku úlohy (4.1).) Hodnotu parametru p voĺıme jako
libovolný k-násobek π, kde k ∈ (0, 1) ∩Q.

2. Nejprve si vytvoř́ıme posloupnosti vlastńıch č́ısel Dirichletových okrajových úloh{
u′′(x) + λu(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0,
(4.42)

a {
u′′(x) + λu(x) = 0, x ∈ (0, p),

u(0) = u(p) = 0,
(4.43)

kde λ ∈ R je parametr. Posloupnost vlastńıch č́ısel úlohy (4.42) označme jako (µi), posloupnost
vlastńıch č́ısel úlohy (4.43) označme jako (νj). Z lemmatu 1.2 v́ıme, že µi = i2, i ∈ N a

νj =
(
jπ
p

)2
, j ∈ N.

Poznámka 4.5. Uvažujme úlohy{
u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = u(π) = 0,
(4.44)

a {
u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, p),

u(0) = u(p) = 0,
(4.45)

kde u+(x) := max {u(x), 0}, u−(x) := max {−u(x), 0} a p ∈ (0, π) , α, β ∈ R jsou parametry.
Větve Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.44) procházej́ı na diagonále body (µi, µi), i ∈ N, jejichž
souřadnice jsou dány vlastńımi č́ısly úlohy (4.42). Stejně tak větve Fuč́ıkova spektra pro úlohu
(4.45) procházej́ı na diagonále body (νj , νj), j ∈ N, jejichž souřadnice jsou dány vlastńımi
č́ısly úlohy (4.43). Dı́ky vlastńım č́ısl̊um úloh (4.42) a (4.43) můžeme v bĺızkosti diagonály
α = β sledovat vzájemnou polohu větv́ı Fuč́ıkových spekter úloh (4.44) a (4.45).
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3. Hledáme i1 a j1, což jsou indexy nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel, pro která plat́ı µi1 = νj1 .

Poznámka 4.6. Nyńı je zřejmé, proč hodnotu parametru p voĺıme jako libovolný k-násobek
π. Chceme-li naj́ıt vlastńı č́ısla úloh (4.42) a (4.43), pro která plat́ı, µi = νj , je potřeba, aby
νj ∈ Q.

4. Hledáme i2 a j2, což jsou indexy druhých nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel, pro která plat́ı µi2 = νj2 .

Poznámka 4.7. Body (µi1 , µi1) a (νj1 , νj1) jsou totožné. Větve Fuč́ıkových spekter pro úlohy
(4.44) a (4.45), které těmito body procházej́ı, maj́ı společný pr̊useč́ık a mohou splývat. Stejně
tak body (µi2 , µi2) a (νj2 , νj2) jsou totožné. A větve Fuč́ıkových spekter pro úlohy (4.44) a
(4.45), které těmito body procházej́ı, maj́ı společný pr̊useč́ık a mohou splývat.

5. Plat́ı (i1 mod 2) = (i2 mod 2) ∧ (j1 mod 2) = (j2 mod 2)?

(a) Pokud ano, vlastńı č́ısla s indexy i2, j2 uzav́ıraj́ı opakuj́ıćı se blok větv́ı Fuč́ıkova spektra
pro úlohu (4.1) a můžeme pokračovat bodem 6.

(b) Pokud ne, hledáme i3 a j3, což jsou indexy třet́ıch nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel, pro která
plat́ı µi3 = νj3 . Budeme předpokládat, že vlastńı č́ısla s indexy i3, j3 již uzav́ıraj́ı opa-
kuj́ıćı se blok větv́ı Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1). Pokračujeme bodem 6.

Poznámka 4.8. Z kapitoly 2 už v́ıme, že body (µi, µi), pro které plat́ı i = 1, 3, 5, ..., procházej́ı
dvě větve Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.44). Body (µi, µi), pro které plat́ı i = 2, 4, 6, ... ,
procháźı jedna větev Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.44). Stejně tak body (νj , νj), pro které
plat́ı j = 1, 3, 5, ... , procházej́ı dvě větve Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.45). A body (νj , νj),
pro které plat́ı j = 2, 4, 6, ... , procháźı jedna větev Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.45). Proto
nás zaj́ımá, zda maj́ı vlastńı č́ısla µi1 , µi2 , νj1 , νj2 sudé či liché indexy. Vzájemná poloha
vlastńıch č́ısel úloh (4.42) a (4.43) je znázorněna na obrázćıch 4.9 a 4.10.

√
µi
√
νj,

i1 = 3 i2 = 6

j1 = 1 j2 = 2

Obrázek 4.9: Posloupnost (µi) je zobrazena pomoćı černých bod̊u, posloupnost (νj) je zobrazena
pomoćı světle modrých bod̊u. (V úloze (4.43) uvažujeme p = π

3 .)

√
µi
√
νj,

i1 = 3 i2 = 6

j1 = 2 j2 = 4

Obrázek 4.10: Posloupnost (µi) je zobrazena pomoćı černých bod̊u, posloupnost (νj) je zobrazena
pomoćı světle modrých bod̊u. (V úloze (4.43) uvažujeme p = 2π

3 .)

6. Plat́ı (i1 mod 2) = (j1 mod 2)?

(a) Pokud ano, znamená to, že bodem (µi1 , µi1) = (νj1 , νj1) procháźı čtyři (dvě) větve
Fuč́ıkových spekter pro úlohy (4.44) a (4.45). Situace, kdy bodem (µi1 , µi1) = (νj1 , νj1)
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procháźı čtyři Fuč́ıkovy větve, je zobrazena na obrázku 4.11(a). Mezi bodem (µi1 , µi1) =
(νj1 , νj1) a bodem (µi1+1, µi1+1) (př́ıpadně bodem (νj1+1, νj1+1)) je větev S+

m Fuč́ıkova
spektra pro úlohu (4.1), která lze popsat jedńım předpisem.

(b) Pokud ne, znamená to, že bodem (µi1 , µi1) = (νj1 , νj1) procháźı tři větve Fuč́ıkových
spekter pro úlohy (4.44) a (4.45). Tyto situace jsou vidět na obrázku 4.11(c) a na obrázku
4.11(d). Mezi bodem (µi1 , µi1) = (νj1 , νj1) a bodem (µi1+1, µi1+1) (př́ıpadně bodem
(νj1+1, νj1+1)) je větev S+

m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1), která je určena sjednoceńım
dvou část́ı (plat́ı S+

m = 1S+
m ∪ 2S+

m).

√
α

√
β

(a) Část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1).
(
p = 3π

5

) √
α

√
β

(b) Část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1).
(
p = 4π

5

)

√
α

√
β

(c) Část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1)
(
p = 2π

3

) √
α

√
β

(d) Část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1)
(
p = π

2

)
Obrázek 4.11: Šedivá křivka zobrazuje část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1). Barevně vyznačené
křivky (oranžová, žlutá a zelená) ukazuj́ı, z kolika část́ı je složena větev Fuč́ıkova spektra pro úlohu
(4.1), která lež́ı mezi bodem (µi, µi) = (νj , νj) a bodem (µi+1, µi+1). Černé křivky jsou větve
Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.44) a modré křivky (př́ımky) jsou větve Fuč́ıkova spektra pro úlohu
(4.45). Posloupnost vlastńıch č́ısel úlohy (4.42) je zobrazena pomoćı černých bod̊u, posloupnost
vlastńıch č́ısel úlohy (4.43) je zobrazena pomoćı modrých bod̊u.
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7. Plat́ı (i1 mod 2) = (i2 mod 2) ∧ (j1 mod 2) = (j2 mod 2)?

(a) Pokud ano, pokračujme bodem 8.

(b) Pokud ne, následuje otázka: Plat́ı (i2 mod 2) = (j2 mod 2)?

i. Pokud ano, znamená to, že bodem (µi2 , µi2) = (νj2 , νj2) procháźı čtyři (dvě) větve
Fuč́ıkových spekter pro úlohy (4.44) a (4.45). Situace, kdy bodem (µi2 , µi2) =
(νj2 , νj2) procháźı dvě Fuč́ıkovy větve, je zobrazena na obrázku 4.11(b). Mezi bo-
dem (µi2 , µi2) = (νj2 , νj2) a bodem (µi2+1, µi2+1) (př́ıpadně bodem (νj2+1, νj2+1))
je větev S+

m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1), která lze popsat jedńım předpisem.

ii. Pokud ne, znamená to, že bodem (µi2 , µi2) = (νj2 , νj2) procháźı tři větve Fuč́ıkových
spekter pro úlohy (4.44) a (4.45). Mezi bodem (µi2 , µi2) = (νj2 , νj2) a bodem
(µi2+1, µi2+1) (př́ıpadně bodem (νj2+1, νj2+1)) je větev S+

m Fuč́ıkova spektra pro
úlohu (4.1), která je určena sjednoceńım dvou část́ı (plat́ı S+

m = 1S+
m ∪ 2S+

m).

8. Plat́ı (i1 mod 2) = (i2 mod 2) ∧ (j1 mod 2) = (j2 mod 2)?

(a) Pokud ano, s = (i2− i1− 1) + (j2− j1− 1) + počet část́ı, ze kterých je složena větev S+
m

Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1), která lež́ı mezi bodem (µi1 , µi1) = (νj1 , νj1) a bodem
(µi1+1, µi1+1) (př́ıpadně bodem (νj1+1, νj1+1)) (viz bod 6).

(b) Pokud ne, s = (i3 − i1 − 2) + (j3 − j1 − 2) + počet část́ı, ze kterých je složena větev S+
m

Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1), která lež́ı mezi bodem (µi1 , µi1) = (νj1 , νj1) a bodem
(µi1+1, µi1+1) (př́ıpadně bodem (νj1+1, νj1+1)) (viz bod 6) + počet část́ı, ze kterých je
složena větev S+

m Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1), která lež́ı mezi bodem (µi2 , µi2) =
(νj2 , νj2) a bodem (µi2+1, µi2+1) (př́ıpadně bodem (νj2+1, νj2+1)) (viz bod 7(b)).

4.3 Numerická aproximace Fuč́ıkova spektra

Popǐsme si algoritmus, který numericky sestroj́ı libovolnou část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1)
v obdélńıku D := 〈αmin, αmax〉 × 〈βmin, βmax〉, kde αmin, αmax, βmin, βmax ∈ R. Úlohu (4.1)
převedeme na úlohu 

u′′(x) + α̂u+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
p

u(x) dx = 0,
(4.46)

kde α̂ je pevně zvolená hodnota parametru α z intervalu 〈αmin, αmax〉. Ted’ tedy hledáme takové
hodnoty parametru β tvoř́ıćı dvojice (α̂, β) ∈ D, pro které má úloha (4.46) netriviálńı řešeńı u.
Úlohu (4.46) převedeme na počátečńı úlohu

u′′(x) + α̂u+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,

u′(0) = 1.

(4.47)

Poznámka 4.9. Mı́sto podmı́nky u′(0) = 1 bychom mohli zvolit i jakoukoliv jinou podmı́nku ve
tvaru u′(0) = l, kde l ∈ R\ {0}. Pokud totiž funkce u je netriviálńım řešeńım úlohy (4.1), je i funkce
u přenásobená libovolnou kladnou konstantou netriviálńım řešeńım této úlohy. Pokud uvažujeme
počátečńı podmı́nku ve tvaru u′(0) = z, kde z ∈ R−, sestroj́ı nám tento algoritmus část Fuč́ıkova
spektra, které je určeno sjednoceńım větv́ı S−m.

Stále hledáme netriviálńı řešeńı úlohy (4.1). Proto netriviálńı řešeńı u úlohy (4.47) muśı splňovat
i integrálńı podmı́nku

π∫
p

u(x) dx = 0.
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A proto hledáme nulové body funkce F : β →
π∫
p

u(x) dx. Tj., řeš́ıme rovnici

F (β) = 0. (4.48)

Nyńı si popǐsme samotný algoritmus.

1. Požadujeme tato vstupńı data: α̂, α̂ ∈ 〈αmin, αmax〉, uspořádaný seznam hodnot parametru
βk (k = 1, ..., r, r ∈ N) , βk ∈ 〈βmin, βmax〉, hodnotu parametru p, p ∈ (0, π) a požadovanou
přesnost ε, ε > 0.

2. Pro každý bod (α̂, βk) najdeme funkci u, která je netriviálńım řešeńım počátečńı úlohy (4.47)
a vypočteme F (βk).

3. Pokud F (βk) · F (βk+1) < 0, potom I = 〈βk, βk+1〉 bude počátečńım intervalem pro metodu
bisekce.

4. Pomoćı metody bisekce nalezneme β0, což je aproximace kořene rovnice (4.48) s chybou menš́ı
než ε.

5. Bod (α̂, β0) je dobrou aproximaćı bodu Fuč́ıkova spektra, a vykresĺıme ho do grafu.

Nyńı jsme si vykreslili část Fuč́ıkova spektra lež́ıćı na př́ımce α = α̂. Postupně budeme volit
daľśı hodnoty parametru α z intervalu 〈αmin, αmax〉, pro které provedeme výše popsaný algoritmus
a to do té doby, dokud nám program nevygeneruje Fuč́ıkovo spektrum v požadovaném rozsahu
〈αmin, αmax〉 × 〈βmin, βmax〉.

Abychom našli co nejv́ıce bod̊u Fuč́ıkova spektra, celý algoritmus zopakujeme ještě jednou. Jen
v úloze (4.46) nebude již parametr α pevně zvolen. Namı́sto toho si pevně zvoĺıme hodnotu para-

metru β z intervalu 〈βmin, βmax〉. Označme tuto hodnotu jako β̂. Nakonec tedy budeme postupně

vykreslovat body Fuč́ıkova spektra lež́ıćı na př́ımkách β = β̂. Obrázek 4.12 porovnává Fuč́ıkovo
spektrum sestrojené pomoćı výše popsaného algoritmu s Fuč́ıkovým spektrem sestrojeným pomoćı
programu Mathematica a př́ıkazu ContourPlot.

α

β

α

β

Obrázek 4.12: Část Fuč́ıkova spektra pro úlohu (4.1) pro hodnotu parametru p = 3π
4 . Vlevo sestro-

jené numericky, vpravo vytvořené pomoćı programu Mathematica a př́ıkazu ContourPlot.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo prozkoumat po částech lineárńı úlohu s nelokálńı okrajovou
podmı́nkou u

′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
0

u(x) dx = 0,
(A)

a po částech lineárńı úlohu se zobecněnou nelokálńı okrajovou podmı́nkou
u′′(x) + αu+(x)− βu−(x) = 0, x ∈ (0, π),

u(0) = 0,
π∫
p

u(x) dx = 0, 0 ≤ p < π.
(B)

Hledali jsme všechny dvojice (α, β) ∈ R2 takové, pro které maj́ı úlohy (A) a (B) netriviálńı řešeńı.
Motivaćı ke stanoveńı tohoto ćıle byl článek [3]. Autorka v něm uvád́ı popis Fuč́ıkova spektra pro
úlohu (A). My jsme v této práci uvažovali úlohu (B), která je pro volbu parametru p = 0 úlohou
(A).

V kapitole 1 jsme zkoumali lineárńı úlohu s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami. Odvodili
jsme tvar vlastńıch č́ısel a jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch funkćı. Na závěr této kapitoly jsme ukázali,
že pokud známe vlastńı č́ısla a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce na určitém intervalu, potom tvar
vlastńıch č́ısel a jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch funkćı na libovolném jiném intervalu źıskáme jedno-
duchou transformaćı.

V kapitole 2 jsme se zabývali po částech lineárńı úlohou s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami.
Detailně jsme popsali, jak jsme źıskali analytický popis Fuč́ıkova spektra pro tuto úlohu. Také jsme
ukázali, že větve Fuč́ıkova spektra této úlohy jsou symetrické dle diagonály α = β.

V kapitole 3 jsme uvažovali úlohu (A). Popis Fuč́ıkova spektra pro tuto úlohu v prvńım kvadrantu
roviny R2 je uveden v článku [3]. V této práci je uveden popis Fuč́ıkova spektra na celé rovině R2.
Celý postup analytického odvozeńı Fuč́ıkova spektra pro úlohu (A) jsme podrobně rozebrali.

Čtvrtá kapitola je věnována studiu úlohy (B). V prvńı části jsme zformulovali větu (4.1), která
popisuje Fuč́ıkovo spektrum pro úlohu (B) pro hodnotu parametru p = π

2 . V druhé části jsme
uvedli algoritmus, který vypoč́ıtá počet parametrických analytických předpis̊u pro Fuč́ıkovy větve,
které tvoř́ı opakuj́ıćı se blok Fuč́ıkova spektra pro úlohu (B). Tento počet ilustruje komplikovanost
úlohy (B) pro r̊uzné hodnoty parametru p. V posledńı části jsme uvedli algoritmus pro numerickou
konstrukci Fuč́ıkova spektra pro úlohu (B). Všechny výsledky v této kapitole jsou p̊uvodńı.
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