ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI
FAKULTA PEDAGOGICKA
KATEDRA MATEMATIKY, FYZIKY A TECHNICKE VYCHOVY

PROBLEM CTYR BAREV A JEHO HISTORIE
BAKALARSKA PRACE
Radka Kravarova
Prirodovédna studia, obor Matematickad studia

Vedouci prace: Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

Plzen, 2016



Prohlasuji, Ze jsem bakalarskou praci vypracovala samostatné s pouzitim uvedené

literatury a zdroja informaci.

V Plzni dne 20. ¢ervna 2016



Podékovani:
Na tomto misté bych chtéla podékovat vedoucimu bakalarské prace Doc. RNDr.
Jaroslavu Horovi, CSc. za cenné rady a pripominky k vypracovani této prace.



ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI
Fakulta pedagogicka
Akademicky rok: 2014/2015

ZADANI BAKALARSKE PRACE

(PROJEKTU, UMELECKEHO DILA, UMELECKEHO VYKONU)

Jméno a piijmeni: Radka KRAVAROVA

Osobni ¢islo: P13B0018P

Studijni program:  B1001 Pfirodovédna studia
Studijni obor: Matematicka studia

Nazev tématu: Problém ¢&tyF barev a jeho historie

Zadavajici katedra: Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy

o ;o
Zisady pro vypracovani:

1. Formulace problému a jeho prvotni Listorie. Korektni formulace problému.
Prvni redukce problému: hypotéza o ¢tyrech barvich v teorii grafi.

2. Dalsi postup FeSeni problémn v teorii grafi. Priklady ilustrujici nékteré pojmy.

3. VyfeSeni problému za pomoci pocitace. (Ne)pfijeti pocitacovych dikazi.
Elementarni ditkazy provedené za pomoci pocitace dnes.



Rozsah grafickych praci:
Rozsah pracovui zpravy: 30 - 50
Forma zpracovani bakaldfské price: tisténa/elektronicka

Seznam odborné literatury:

Bosdk, J. Ako bol vyrie$eny problém Styroch farieb.
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie.

vol. 24 (1979), issue 4, pp. 181-201.

Halmos, Paul R. Zpomalil se rozvoj matematiky? (2.¢4st).
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie.

vol. 36 (1991), issue 6, pp. 305-319.

Fritsch, R., Fritsch, G. The four-color theorem:
history, topological foundations and idea of proof.
Springer Verlag, 1998.

Dalsi knizni prameny, zdroje na Internetu,

C¢asopisy Mathematics Magazine, Kvant atd.

Vedouci bakaldarské prace: Doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.
Katedra matematiky, fyziky a technické vychovy

Datum zadani bakalaiské préce: 15. ¢ervna 2015
Termin odevzddni bakaldiské prace: 30. ¢ervna 2016

7

v5 e i St

Doc. PaedDr. Jaria Coufalové, CSc. e g ods Doc. PaedDr. Jarmila Honzikové, Ph.D.
dékanka vedouci katedry

V Plzni dne 16. ¢ervna 2015




OBSAH

UV OD . bbbt bbbt h ettt b bbbt 2
1. POPIS PROBLEMU .....coooiiiiiiiiiieiiceiieseiseseiesessesessss s 3
1.1  Jak spravn¢ formulovat problém Ctyl barev ........ccccocveiiiiriiiiniiiie e 3
111 WadSKa JEZEIa....ccuviiiiiiciici e 4
1.1.2  WAASKE PANVE....ccuiiiiieieiieeie ettt st sre e e nne s 5

2. HISTORIE ... 6
2.1 VZnik problemu ........ooviiiiiiiiiiic 6
2.2 Kempeho dUKAZ ......cooiiiiiiiiiiiiii et 9
2.3 Vyvraceni Kempeho dGKazu..........ccoccoviiiiiiiiiiiii, 13
2.4 VyleSeni ProbBICMU..........coiiiiiiieiiiie e 15

3. PREVEDEN{ PROBLEMU DO TEORIE GRAFU........cccoormurririrmnrinrrinenesesrennnes 17
TS €17 | RSOOSR 18
3.1.1  Priklady grafti KoIem NaS.........cccccoviiiiiiiiieiieiese e 19
3.1.2  BEZNE typy Srafll..cccei i 25
3.1.3  ROVINNE GIafy .ooieiiiiiiiiiiie e 28
3.1.4  SuPen VICHOIU....coviiiiiiicic e 33

3.2 Barveni Grafll ......occoiiiiiic 36
3.2.1  Vrcholové barveni grafli..........ccccovviiiiiiiiiiii s 36
3.2.2  Aplikace barveni grafll .........cocoiiiiiiiiiii s 38

3.3 Redukce problému CLYT DATEV .........ccccviiieiiiiiiiieiiee e 45
3.3.1 Redukce na barveni st€n grafil..........cccceeiiiiiiiiiiiiii s 45
3.3.2  Redukce na barveni vrcholll grafu..........ccocovviiiiiiiiiiieee s 46
3.3.3  Redukce na jednoduché triangulace .............ceoviviiiiiiiiciieesee s 46
3.3.4  Redukce na vyuziti nevyhnutelnych mnozin............cccovviiiiniiiiicinnnn, 47

4. PRINOS PRO MATEMATIKU ... 48
4.1 PoCitaC @ dUKAZY ....oooviiiiieiiccee e 48
ZLAVET 1ttt 55
RESUIME ...ttt ettt e bb e e bbe e et e e e nneas 56
PouZit4 [iteratura @ Prameny ........ccceiviereiiiieree e 57
SezNam ODTAZKI........cviiiiiiiiiiiie s 60
Z,dr0J€ OBTAZKIUL. ... s 62
SBZNAM PIILON ... 64



UvVOoD

Matematika se na zebiiCku oblibenosti ve vét§in€ zakladnich i stfednich kol
pohybuje mezi poslednimi misty. Studentim piijde matematika vétSinou zbytecna,
neatraktivni a nesrozumitelnd. To muze byt zplsobeno velkym mnozstvim latky,
kterd musi byt probrana, a tudiZz neni pfi vyuce cas na predvedeni vyuziti
matematickych védomosti v bézném zivot¢ a na feSeni tzv. relaxacnich problémi,

ale jsou pouze predavany informace a pevné postupy pii feSeni prikladu.

Vyuka matematiky je tedy efektivnéjsi, kdyz se studentiim dd moznost aktivné
se podilet na zajimavych matematickych problémech a tim i podpofit jejich logické
a tviiréi mysleni.

Jednim z takovych problému je problém ctyt barev, ktery se tyka barveni map.
Timto problémem a jeho historii se budeme zabyvat v nasledujici praci,
ktera je rozélenéna na Ctyfi kapitoly. V prvni kapitole si uvedeme, jak spravné
formulovat tento problém a jaka omezeni je potieba zavézt, aby nedoSlo ke Spatné
formulaci. Ve druhé kapitole se dozvime dilezité momenty z historie provazejici
problém ctyt barev. Dozvime se, kdo je jeho zakladatelem, jaci pfedni matematici,
ale 1 amatéfi, se ho snazili dokéazat, a jak ovlivnil jednu z matematickych disciplin,
tzv. teorii grafl. V nasledujici kapitole nahlédneme do jiz zminované teorie grafil.
Nebudeme se ji zabyvat podrobnéji, nybrZz si pouze uvedeme pojmy potiebné
k pochopeni nasledujiciho pfevedeni barveni map na barveni grafi a v ¢lanku
J. Bosdkova redukci problému do teorie grafii. Zajemciim o teorii grafli doporucuji
napiiklad knihu Rovinné grafy B. Zelinky z roku 1977 ¢i volné pfistupna skripta
Teorie grafii P. Kovare z roku 2014 (¢i rozsitena skripta z roku 2016). Posledni kapitola
je veénovana piinosu problému Ctyf barev pro matematiku a vyuziti pocitace
pro dokazovani nejen obtiznych tvrzeni, jako byl pravé problém Cctyf barev, ale i

pro dokazani stfedoskolskych matematickych vét.

Tento text je zaméfen hlavné pro studenty stfednich skol, ale i pro zvidavé Zaky
druhého stupné zdkladnich Skol, proto je zde vyuzivdno doprovodnych obrazkl pro

lepsi ptedstaveni urcitého pojmu ¢i problému.



1.  POPIS PROBLEMU

Problém ctyt barev pochazi z teorie grafii. Jedna se o teorém, ktery je zalozen
na zdanlivé jednoduché otdzce: je mozno obarvit libovolnou zemépisnou mapu
s nékolika tvzemimi (v roviné ¢i na kulové ploSe) pomoci ¢ty barev,
pri¢emZ sousednimi izemimi rozumime ty dvé oblasti, jeZ maji spoleénou hrani¢ni
¢aru, nikoliv pouze bod (Sisma, 1997)? Tedy napiiklad okresy v Ceské republice
Kolin a BeneSov nejsou sousednimi tizemimi, jelikoZ maji pouze jeden spoleény bod

a tudiz mohou byt obarveny stejnou barvou.

Matematickym principem problému ¢Etyt barev je dikaz potieby co nejmensiho
poctu barev vyuzitych k obarveni jakékoliv mapy, pticemz pravé ¢tyfi barvy by mél byt
kone¢ny nejmensi piisluSny pocet. Obrazek 1 predstavuje ptiklad mapy obarvené Ctyfmi

barvami.
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Obr. 1 Mapa okresti CR
V teorii grafil je tento kol transformovan na obarveni vrchold plandrniho grafu
(neboli grafu, kde se Zadné dvé hrany nektizi), pfi¢emz zadné vrcholy spojené hranou
nesmi mit stejnou barvu. Potom je barveni uzemi map ptevedeno na barveni ptislusnych

vrcholi grafi (Sisma, 1997).

1.1 Jak spravné formulovat problém ¢tyr barev

Pro spravnou formulaci problému ctyf barev uvaZzujme jen takové mapy,
jejichz izemni hranice tvoii jedind jednoducha uzaviend kiivka, pocet oblasti
. N o c 1.l < v L
je kone¢ny, tzemi jsou souvisld® a kromé tUzemi nic jiného vybarveno nebude

(napt. mofte a dalsi vodni plochy) (Bosék, 1979).

! Nebudeme tedy piipoustét staty s koloniemi nebo s tizemim skladajicim se z vice odd&lenych &asti



1.1.1 Wadska jezera

Je potieba vylou¢it i moznost existence tzv. ,,Wadskych jezer“. Ty byly
zavedeny Kunizo Yoneyamaem (1917), ktery pfipsal jejich objev svému uciteli
Takeo Wadaemu. Jednd se o n > 2 disjunktni souvislé prostory v roving, které maji
stejné hranice. Tato domnénka patii do odvétvi topologie, coz je obor matematiky
zabyvajici se zkoumanim vlastnosti geometrickych utvara, které se zachovavaji
pii vzajemné jednoznacnych oboustranné spojitych zobrazenich (,,blizké* body

se stavaji opét ,,blizkymi* body).

Wadska jezera vznikaji tak, ze se nejdiive vytvori uzavieny prostor neboli sous

a po té se zacinaji tvofit tfi jezera A, B, C podle nasledujicich krokt:
1) jezero A obklopuje celou sous a tudiz tak vznikne ostrov obsahujici jezera B a C,

A

Obr. 2 Prvni krok

2) vytvofime na pevniné kanal od jezera A tak, aby kazdy bod na ostrové byl od vody

z jezera A ve vzdalenosti maximalné 1,

Obr. 3 Druhy krok

3) vytvotime kanal z jezera B, aby kazdy bod na ostrové byl od vody z jezera B

ve vzdalenosti maximalné Y5,

Obr. 4 Tieti krok



4) vytvorime dal$i kanal, tentokrat z jezera C, tak aby kazdy bod na ostrové byl

od vody z jezera C ve vzdalenosti maximalng Y5,

Obr. 5 Ctvrty krok

5) rozsitime kanal A tak, aby kazdy bod na ostrové byl od vody zjezera A

ve vzdalenosti V4,

n) rozsifime kanal A (B ¢i C) tak, aby kazdy bod na ostrové byl od vody z jezera A

(B ¢i C) ve vzdalenosti ..

(Kennedy a Yorke, 1991)

1.1.2  Wadské panve

Stejné jako Wadska jezera je zapotiebi vyloucit i moznost existence Wadskych
panvi (téZ zavedeny Kunizo Yoneyamaem). Tyto panve jsou studovany téz v topologii
a maji tu vlastnost, ze okoli kazdého bodu na hranici téchto panvi protinaji alespon tfi
dalsi panve. Na rozdil od Wadskych jezer jsou jejich oblasti ¢asto oddéleny (Kennedy
a Yorke, 1991).

Priklad Wadské panve je Newton — Raphsonova metoda pro nalezeni nul funkce

f. To znamena, pro feseni f (x) = O (obr. 6).

(Stewart, 2011)

Obr. 6 Wadska panev pro funkci f (Z2)=2 4 -1



2. HISTORIE

Jeden z nejslavnéjsich problému 20. stoleti po desetileti podnécoval vyvoj teorie
grafil, byl formulovan a dokazovéan fadou matematiki po mnoha let. Usp&$ny diikaz byl

vSak predlozen az v roce 1976, tedy skoro 100 let po svém vzniku.

2.1 Vznik problému

O problému barveni map se uz kolem roku 1840 zminil A.F. Mébius’,
ktery ovSem ptedlozil jednodusi otazku: ,,Krdal mél pét synu. Ve své zaveéti stanovil,
aby bylo po jeho smrti krdlovstvi rozdéleno mezi jeho syny na pét oblasti tak,
aby kazda oblast méla spolecnou hranici se vSemi ostatnimi oblastmi. Lze kralovu
posledni viili spinit?“ Odpovéd’ je zaporna a dnes je pomémé jednoduse dokazatelna®

(Kennedy a Yorke, 1991).

Prvni zminka o problému ¢tyf barev pravdépodobné pochédzi z roku 1852,
kdy si Francis Guthrie (1831-1899) vsiml pfi snaze vybarvit mapu hrabstvi Anglie,

Ze na vybarveni izemi sta¢i pouze ¢tyfi barvy.

Guthrie, Francis
( *Londyn 22. 1. 1831, tClaremont, Jizni Afrika, 19. 10. 1899)

Francis Guthrie se narodil v roce 1831 jako syn obchodnika. Se svym bratrem
Frederickem studoval matematiku na University College v Londyné¢, kde ziskal
bakalatsky titul z uméni a prava. Guthrie slozil zavérecné zkousky s vyznamenanim
a vroce 1856 se stal advokatem University College. Avsak jeho zajem spocival spise
v matematice, tudiz v roce 1861 piijal misto jako profesor matematiky na nové ziizené
Graaff-Reinet College v Cape Colony. Stal se i feditelem knihovny a organizoval zde
fadu pfednasek, pomoci kterych pozdvihl knihovnu na kulturni centrum. Pfednaselo
se zde o astronomii, chemii a botanice. PfednaSky z botaniky vedl sam Guthrie,
ktery byl inspirovan J. Lindleym. (Fritsch a kol., 1998) V Graaff- Reinet
se také seznamil s Harrym Bolusem, ktery se stal jeho celozivotnim pfitelem.

Guthrie i Bolus byli nadSenymi pfiznivei Zzeleznice, tudiz se spolecné podileli

2 August Ferdinand Mobius (1790-1868), némecky matematik a astronom, ktery je nejlépe znamy
pro jeho praci v analytické geometrii a topologii. Jeden z objevitelt Mébiovy pdsky. ("August Ferdinand
Mobius". Encyclopadia Britannica. Encyclopadia Britannica Online. Encyclopaedia Britannica Inc., 2016.
Web [cit. 2016-3-7]. Dostupné z: http://www.britannica.com/biography/August-Ferdinand-Mobius)

® napf. Jan Biezina: TGH09 - Barveni grafii. Technical University of Liberec. 29. dubna 2010 pp.5
[cit. 2016-3-7]. Dostupné z: http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/~morf/vyuka/tgh/prednasky 2011/TGHO09.pdf



na rozsifeni trasy pies Sneeuberge, kde nasli nejlepsi priichod ptes hory. Jejich cesta
byla schvalena a trasa se pozdéji rozsitila z Kimberley do Middelburgu.

V roce 1875 kvili neshodam s vedenim Skoly Guthrie rezignoval a odesel
do Kapského M¢sta, kde byl dva roky advokatem Nejvyssiho soudu a po té se opét
stal profesorem matematiky na South African College Schools (dnes University of
Cape Town). Tam ptednasel az do roku 1899, kdy kvuli $patnému zdravotnimu Stavu
musel odejit do dtichodu (Fritsch a kol., 1998).

Guthrie byl i amatérskym botanikem a spoleéné s Bolusem objevoval novou floru
Jizni Afriky. Zavazal se ksepsani vSech druhd celedi Ericaceae (viesovcoviti)
pro Flora Capensis, ale bohuzel jest¢ pied dokoncenim, vroce 1899, zemfel.
(Gunn a Codd, 1981) Byl pohiben na hibitové St Thomas v Rondebosch. Bolus, na
jeho pocest, po ném pojmenoval nekteré nalezené druhy viesovci

Jizni Afriky, napf. Guthriea capensis ¢i Erica Guthriei (Fritsch a kol., 1998).

Obr. 7 Francis Guthrie

Spole¢né s bratrem Frederickem Guthriim (1833-1886) nenasli ptipad mapy,
kterou by nebylo mozné obarvit ¢tyfmi barvami takovym zplsobem, aby sousedni
oblasti (tedy takové, které sdileji spole¢nou hranici a ne pouze bod) nemély riznou
barvu. AvSak ani jednomu se nepodafilo teorém dokazat. Proto Frederick piedlozil
dotaz, jak tento problém vyfesit, svému profesorovi De Morganovi (1806-1871)
(Sisma, 1997).

De Morgan nedokazal Frederickovi podat diikaz. Proto jesté toho dne, 23. fijna
1852, napsal dopis siru W. R. Hamiltonovi (1805-1865), ve kterém stalo:

., A student of mine asked me today to give him a reason for a fact which I did not know



was a fact - and do not yet. He says that if a figure be anyhow divided and
the compartments differently coloured so that figures with any portion
of common boundary line are differently coloured - four colours may be wanted,
but not more - the following is the case in which fourcolours are wanted. Query cannot
a necessity for five or more be invented.... If you retort with some very simple case
which makes meout a stupid animal, I think [ must do as the Sphynx did...."
(volné pielozeno: ,,M1j student mé pozadal, abych mu dnes dal pii¢inu faktu, ktery jsem
dosud neznal. Rika, Ze obrazek rozdélen na rtizné piehradky lze obarvit tak, Ze oddily
s jakoukoliv spolecnou hranici mohou mit riznou barvu — 4 barvy staci, ne vic —
nasleduje piipad, ve kterém jsou Ctyii barvy potiebné. Mysli, Ze neni nutné uvazovat
o péti a vice barvach... Pokud mi neodpovite na néjaké jednoduché otazky, které ze mé

délaji hloupé zvite, tak myslim, Ze to budu muset udélat jako Sphynx...*).

De Morgan doufal, Zze Hamiltona problém zaujme, ten vSak po tfech dnech
odpovédgl, Ze se touto otizkou vnejblizii dobd zabyvat nebude”.
(Fritsch a kol., 1998). Tento dopis, uloZzeny v Dublinském archivu, je nejstar§im

pisemnym dokladem o problému ¢tyt barev (Maritz a Mouton, 2012).

Morgan se nadale snazil ziskat dikaz potvrzujici spravnost Guthrieovy
domnénky, proto Sifil problém mezi ostatni matematiky. Naptiklad 9. prosince 1853
psal o problému svému byvalému uciteli W. Whewelli a 24. ¢ervna jednomu
ze zakladateli casopisu Cambridge Mathematical Journal, R. L. Ellisovi.
Kromé rozsiteni zprav o dikazu prostiednictvim dopisti a rozhovoru byl De Morgan
zodpovédny za psani prvnich c¢lankt vyzadujicich dikaz problému Cctyi barev.
V The Philosophy of Discovery publikoval ¢lanek s popisem ¢tyibarevné domnénky,
kde je zachovan 1 komentaf: ,, musi byt jasné, Ze pro barveni map vzdy staci Ctyfi rizné
barvy*, ktery nejspi§ zpusobil tradici propojeni matematického problému ctyf barev

s kartografickym (Timothy, 2002).

Jiz v roce 1860 na Harwardu o dikazu, ktery mél potvrdit, ze vSechny mapy
lze obarvit pouze Ctyimi barvami, prednasel vyznamny americky matematik v oblasti
teorie mnozin a logiky C. S. Peirce (1839-1914). Avsak Peirciiv dikaz je povazovan
za nespravny, jelikoZ svou préci nikdy nepublikoval a nedochovalo se ani jeho ptivodni

znéni.

* Presné znéni: ,, I am not likely to attempt your quaternion of colour very soon. “



O problému piednasel i A. Cayley (1821-1895) vroce 1878 na zasedani
Londynské matematické spoletnosti.” O rok pozdsji Kralovska geograficka spolecnost
uvefejnila Cayleyho c¢lanek "On the colouring of maps” (O vybarvovani map),
kde vysvétloval, Ze pro libovolné ptirozené Cislo n Ize sestrojit mapu, na jejiz obarveni
je potieba n rtznych barev. Z jeho tvah je tedy ziejmé, Ze se domnival, Zze dikaz

problému &tyi barev je nemozny (Sisma, 1997).

2.2 Kempeho dikaz

Od roku 1878 se objevovala spousta zdanlivych dikazl potvrzujici hypotézu
o Ctyfech barvach, avSak v kazdém se naSla chyba. Jeden z nejznaméjSich chybnych
dukazd, ktery byl deset let povazovan za spravny, byl nalezen vroce 1879
a jeho autorem je londynsky advokat A. B. Kempe (1849-1922). Ten o svém dikazu
dal védét 17. 7. 1879 v Casopise Nature. Pozdéji, na doporuceni Cayleyho,
byl Kempeho dikaz publikovan ve druhém ro¢niku ¢asopisu American Journal
of Mathematics jako prace On the geographical problem of the four colours
(Sisma, 1997).

Kempe, Alfred Bray
( *Londyn 22. 7. 1849, 1 Londyn 21. 4. 1922)

Alfred Kempe se narodil jako tieti syn Johna Edwarda Kempeho, ktery byl
knézem v kostele svatého Jakuba. Alfred studoval na Skole St Paul’s School
v Londyné, ktera patfila mezi jednu z nejvyznamnéjsich Skol v Anglii se vzneSenou
akademickou povésti.

Zde se vénoval matematice a hudbg. Jeho ucitelem matematiky byl Cayley,
vroce 1872 absolvoval s vyznamenanim a ve stejny rok vydal svou prvni praci
o feseni rovnic n-tého stupné mechanickymi prostredky a o pét let pozdéji publikoval
svou slavnou monografii 0 mechanismech snazvem “Jak nakreslit pfimku®,
jejiz aplikaci je naptiklad pist u parniho stroje, ktery je spojen tak, Ze se pohybuje
ptiblizné v ptimce.

Pfes jeho vasen kmatematice a hudbé se Kempe stal advokatem
(ptedevsim hlavné jako specialista na cirkevni prava), tudiz matematika s hudbou

mu zistala pouze jako konicCek. Jeho odborné znalosti o cirkevnich zakonech vedly

® Sté vyrodi této udélosti, bylo vysilano na londynském televiznim kanalu kratkou relaci, kterou sledovalo
ptes 10 miliont divaku. (Maritz, P. and S. Mouton (2012). "Francis Guthrie: A Colourful Life." The
Mathematical Intelligencer 34(3): 67-75.




k tomu, ze slouzil v mnoha vyborech, naptiklad byl tajemnikem Kralovské komise
pro cirkevni soudy od roku 1881 do roku 1883.

Po piedlozeni ,,dlikazu“ problému étyt barev v roce 1879 v ¢asopise Nature byl
Kempe navrzen do Kralovské spole¢nosti. Zde pracoval jako hospodat po dobu 11 let.
V roce 1897 byl zvolen do rady Kralovské spole¢nosti a v roce 1912 ziskal Slechticky
titul.

V roce 1912 se Kempeho zdravotni stav zacal zhorSovat a v sedmdesati letech
rezignoval ze své pozice hospodaie pro Kralovskou spole¢nost. Zemtel v roce 1922 na

zapal plic. (O’Connor a Robertson, 2003)

Obr. 8 Alfred Bray Kempe

Kempe ve své praci nejdiive predpokladal hypotézu CEtyf  barev
pro tzv. trivalentni mapy. Tedy pro mapy, na kterych se stykaji pravé tii hrani¢ni
kiivky v jednom bodé. Pokud by dtikaz platil pro trivalentni mapy (tudiz by pro jejich
obarveni stacily pouze Ctyfi barvy), potom by Ctyii barvy staCily k obarveni libovolné

mapy. (Sima, 1997)

Dale bral v tivahu, Ze mapa, kterd obsahuje Ctyfi a méné oblasti je bez obtizi
obarvitelna Ctyfmi barvami a pro oblasti, které sousedi pouze jednim bodem,

plati moznost obarveni stejnou barvou® (Kempe, 1997).

® Naptiklad staty Arizona a Colorado.
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Dale postupoval ditkazem matematickou indukci, pro ktery plati pfedpoklad:
jakékoliv mapa s n zemémi lze obarvit maximalné Ctyfmi barvami, a pak necht M
je mapa skladajici se zn + 1 zemi. Tudiz Ize prokazat existence alespon jedné oblasti,

v libovolné trivalentni mapé¢ M, ktera sousedi maximaln¢ s péti oblastmi

(Timothy, 2002).

Z mapy My.:1 pak vytvotril mapu M, odstranénim jedné hrany uvazované oblasti.
Diikaz pro oblasti sousedicimi s dvéma ¢i tiemi dalSimi oblastmi byl adekvétni.
(Sisma, 1997) Avsak pro oblasti se &tyfmi a péti sousedy mohou nastat dvé nevhodné
situace. Prvni situace, kdy tzemi X je obklopeno ¢tyfmi oblastmi, které maji rizné
barvy (obr. 9a), nebo druha situace, kdy je tizemi obklopeno péti sousedy obarvenymi

¢tyfmi riznymi barvami (obr. 9b).

e

01530 60 90 120 B
= w mesmw s Kilometers

- =i — Kilometers
0 /10 20 40 & 80

Obr. 9 a) Uzemi X obklopeno &tyimi oblastmi b) Obarvené uzemi X

Na tyto dva ptipady Kempe zvolil postup (dnes nazyvan metodou Kempeho
fetézcl neboli tzv. Kempe chain), diky kterému lze z nepfiznivé volby pozic barev
vytvofit pozitivni sled barevnych kombinaci tizemi. Jeho metoda po¢ind ve vyméné
barev v zavislosti na dvou nesousednich oblastech’. Pro ilustraci Ize na prvni piipad
pouzit Kempeho dvé podsituace, u kterych zdlezi na obsazeni barevného tetézce

V map¢.

" Pro hlubgi zajem naptiklad Timothy S. (2002). "Alfred Bray Kempe's "proof" of the Four-color Theorem "
Math Horizons 10(2): 21-23.

11



V prvni podsituaci neni obsaZen zelenocerveny fetézec A-C v mapé (obr. 10a).
V tomto ptipad¢ je feSeni jednoduché a spociva ve vymené Cervené sousedni oblasti C
za zelenou a Upravé prfiléhajicich oblasti. Po této zméné oblasti A a C maji zelenou
barvu, 1ze tedy na tzemi X pouzit barvu ¢ervenou, jak je mozné vidét na obrazku 10b.
Tento proces Ize udélat i obracenim barev, tedy izemi A a C budou obarveny ¢ervenou

barvou a na uzemi X bude pouzita barva zelena (Timothy, 2002).

01530 60 9 120 01530 60 90 0
- e e Kilometers - 1 Kilometers
Obr. 10 a) Situace bez fetézce b) Obarvené tizemi X

Ve druhé podsituaci existuje zelenoderveny fetézec A-C v mapé (obr. 11a).
V tomto piipadé€ nelze ani jedno uzemi obarvit barvou druhého izemi. Avsak pokud se
v mapé¢ nachdzi zelenocerveny fetézec A-C, je jasné, ze zlutomodry fetézec B-D
nemuze existovat. TudiZz miizeme pouzit postup pro prvni situaci pro uzemi B a D

(obr. 11b) (O’"Connor a Robertson, 2003).
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Obr. 11 a) Situace s fetézcem b) Obarvené tzemi X

Kempe upozornuje, Ze jeho dikaz plati jen pro rovinné plochy, tudiz pro jiny typ
ploch nemusi platit. Jako ptiklad uvadi torus®, u kterého je nékdy potieba uziti
az 6 barev (Sisma, 1997).

Kempeho vyieSeni problému zajimalo a inspirovalo spoustu matematiku,
ale 1 laickou spole¢nost. Jednim z nich je i matematik Ch. L. Dodgson (1832-1898),
ktery je také znam pod svym spisovatelskym jménem Lewis Carroll (autor knih Alenka
v 1i§i divii a Alenka za zrcadlem). Ten vytvofil, na zdklad¢ teorému ctyi barev,
hru pro dva, kdy jeden hra¢ kresli jakoukoliv mapu a druhy hra¢ ji ma za ukol vybarvit

pomoci Ctyf barev (Richeson, 2012).

2.3 Vyvraceni Kempeho diikazu

Kempeho dtikaz byl povazovan za spravny az do roku 1890, kdy P. J. Heawood
(1861 — 1955) upozornil na neplatnost Kempeho tGvahy v ptipadé, kdy se neobarvena
oblast X nachazi uprostied péti oblasti, které jiz jsou obarveny vSemi ¢tyfmi barvami.
(Ross a Hall, 2010) Sam Kempe oznamil na zasedani London Mathematical Society,
ze se chyby dopustil a Ze neni schopen dikaz opravit. Heawood vénoval problému Ctyt
barev spoustu let a publikoval nékolik praci az do roku 1950. V jedné préci zobectiuje

nasledujici zjiSténi. Trivalentni mapu lze obarvit ¢tyfmi barvami, pokud pocet hran

8 Torus (neboli anuloid) je plocha vznikla rotaci kruznice kolem primky leZici v roving této kruznice
a kruznici neprotina.
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kazdého uzemi je délitelny tfemi. Kazdému vrcholu trivalentni mapy pftifadil hodnoty
+1 a -1 tak, aby soucet ohodnocenych vrcholi kazdého tizemi byl délitelny tfemi.

A tudiz mapu lze obarvit &tyfmi barvami (Si§ma, 1997).

Heawood dokazal, ze Kempeho metody dokazuji platnost ivahy pro obarveni
jakékoliv rovinné mapy péti barvami. (Maritz a Mouton, 2012) Dilezité vSak je i jeho
systematické zkoumani barveni map i na jinych plochéach. Ukézal, Ze na obarveni mapy
na anuloidu je potieba sedm barev a to diky zavislosti tzv. chromatického cisla mapy M

na plose S,

Je- 1i libovolnd mapa na plose Sy obarvitelnd n barvami a nenalezneme mapu,
kterd se dd obarvit n - 1 barvami, pak ma plocha S, chromatické c¢islo n

(neboli (Sp) = n).

Heawood nasledné¢ odvodil vzorec pro nerovnost chromatického Cisla y(Sp)

orientované plochy p=>1:

x(Sp)S{”“/lMsp} |

2

Heawood se dale domnival, Ze v tomto vztahu dokazal dokonce rovnost:

X(Sp)zr_ J1+48p } |

2

Vroce 1891 vsak L. W. J. Heffter (1862 — 1962) ukazal, Ze plati pouze

nerovnost, avSak uvédomoval si, ze pro kazdou plochu S, Ize najit mapu obarvitelnou

{um} )
2 barvami (Sisma, 1997). Heawood tento vztah dokazal pouze pro plochu S;.

Heffter se rozhodl tesit problém sestrojenim map, ve kterych jednotlivé oblasti
sousedi se vSemi ostatnimi. Tento problém pievedl na systému sousedicich boda®.
To znamend, Ze kazdy bod je spojen hranou s ostatnimi body, pfi¢emzZ se tyto hrany
nepiekryvaji. V grafové terminologii bychom takto zobrazeny graf nazvali rovinnym
Uplnym grafem na ploSe Sp. Po prevedeni hledal nejmensi rod plochy pro pevné dany

pocet sousedicich bodd. Toto ¢islo znac¢ime pp, kde n je pocet bodti a p je rod plochy.

® Pozdgji tvz. problém niti.
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Pro n > 3 plati:

n-3)(n-4)

Pn 2 k(n) = 12

Heffter tento vztah dokézal pro n < 12 a pro specialni posloupnost ¢isel n = 19,

31, 55, 67, 139, 175, 199, ... (Avanesyan, 2011).

Mnozi si vS§ak Heawoodovy prace nevsimli a povazovali stale Kempeho dikaz
za pravdivy. (Maritz a Mouton, 2012) Napiiklad C. de la Vallée Poussin, ktery v roce
1896 také objevil v Kempeho dikazu chybu, o Heawoodové praci vibec nevédél

(Sisma, 1997).

2.4  VyreSeni problému

S dalsim neuspésnym dukazem ptiSel profesor piirodni filozofie G. P. Tait
(1831-1901). Svou praci publikoval v roce 1880. O jedenact let pozdéji na jeho chybu
upozornil J. Petersen (1839-1910). Ackoliv Tait nedokazal pravdivost problému Cétyt
barev, jeho prace obsahovala n€kolik bystrych myslenek a novou dulezitou formulaci
tykajici se barveni grafl, tzv. Taitovu hypotézu. Také diky rtizné stylizaci problému ctyt

barev byly objeveny tvz. Blanusa snarks a Peterseniiv graf (GFDL, 2016).

Po Kempeho a Taitovo nezdafilych dukazech se dale povedlo pouze prokazat
obarvitelnost map ¢tyfmi barvami, jen soOmezenym poctem oblasti. Napiiklad,
P. Franklin v roce 1922 dokazal, ze ¢tyfi barvy staéi pro vSechny mapy s nanejvys
25 zemémi. C. N. Reynolds v roce 1926 ukazala, ze Ctyfi barvy sta¢i pro mapy
S nanejvys 27 zemémi, C. E. Winn s 35 zemémi v roce 1940, O. Ore a J. Stemple
az pro mapy s 39 zemémi v roce 1970 a J. Mayer pro mapy obsahujicich 95 zemi
v roce 1976 (Ross a Hall, 2010).

V letech 1960 az 1970 se némecky matematik Heinrich Heesch*® (1906 — 1995)
vénoval metoddm hledani dikazii pomoci pocitacl. Jednim zjeho cili byl dikaz
problému ctyf barev pomoci pocitacové metody, avSak ukédzalo se, ze zpracovani

dikazu by mu trvalo spoustu ¢asu (GFDL, 2016).

Avsak jeho myslenkou se inspirovali matematici Kenneth Appel (1932 — 2013)
a Wolfgang Haken (1928) z univerzity v Illinoisu, Urbana-Champaign, a pomoci

19 Heinrich Heesch je povazovén za prvniho matematika pouzivajiciho pogita pro vypodetni techniky.
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Heeschovych vysledki a Johna Kocha (1909-1978) napsali sviij vlastni pocitacovy
program, pomoci néhoz dokazali vétu o ¢tyrech barvach. Svij vysledek oznamili dne
21. ¢ervna 1976 (Bailey a Borwein, 2013). O rok pozd¢ji byla jejich prace Every planar
mapis four colorable publikovana v ¢asopise Illinois Journal of Mathematics.
(Appel a Haken, 1997) Od té doby razitko na Department of Mathematics v llionois
vyhlasovalo Gspésné vitézstvi nad problémem Ctyi barev (Bailey a Borwein, 2013).
Samotné teseni hypotézy Ctyf barev trvalo 1200 hodin procesorového Casu a dikaz
je obsazen ve stosedmdesatistrankovém dokumentu, kde 56 stran obsahuje text
a 114 stran obrazové ptilohy. Samotna piiprava metod, programu a samotné prace trvala

4 roky.

Obr. 12 Razitko Department of Mathematics v Ilionois

Appelova a Hakenova prace spocivala ve vytvoreni mnoziny 1936 (pozdéji
redukovano na 1476) map, jenz vznikla metodou pokus — omyl, které 1ze obarvit tyfmi
barvami a poté v porovndvani s ostatnimi moZnostmi obarveni riznych map

(O’Connor a Robertson, 2003).

Nad Appelovou a Hakenovou praci se dlouho velmi diskutovalo. Jejich dikaz
vyvolaval vfadé matematiki nedivéru diky svému vzniku pomoci pocitace
a nemoznosti ruéniho prepoéitani (Sisma, 1997). VétSina totiz méla stale v paméti
nezdafeny diikaz Y. Shimamota, ktery v roce 1971 pfisel také s diikkazem problému ¢tyf
barev vygenerovaném pocitacem, v némz W. T. Tutte a dalsi nasli chybu zptsobenou

$patnym naprogramovanim (Maritz a Mouton, 2012).

Béhem nékolika let U. Schmidt, zRWTH Aachen, nasel chybu v postupu
vyuzitym v Appel-Hakenovo dikazu. Na toto zjisténi Appel a Haken reagovali
vroce 1989 clankem, kde vysvétlovali podstatu chyby zjisténé Schmidtem a jeji

opraveni.

V roce 1996 zvetejnili N. Robertson, D. P. Sandets, Seymour a R. Thomas

novy dikaz problému ¢ty barev, ktery je téz proveden pomoci pocitace,
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avSak jiz redukovdn a wusnadnén, ackoliv stdle neovéfitelny rucnim pocitanim

(Bailey a Borwein, 2013). Své vysledky publikovali na siti Internet™ (Si¥ma, 1997).

3. PREVEDENI PROBLEMU DO TEORIE GRAFU

Pfred samotnym pfevedenim problému je potifeba uvézt zaklady teorie
(rovinnych) grafii a jejich obarveni. Nahlédneme tedy do jedné 2z mladSich

matematickych disciplin.

Zacatek teorie graf je datovan do 30. let 18. stoleti. Za zakladatele teorie grafii
je povazovan $vycarsky a pozdé¢ji prusky matematik Leonhard Euler, ktery v roce
1736 vytesil ulohu problému sedmi mosti pres reku Pregel ve méste Krdlovci, pozdéji
Konigsbergu a dnes Kaliningradu. Mésto se nachazi na obou stranach feky a uprostied
feky jsou dva ostrovy. Mezi obéma bichy a ostrovy je celkem sedm mostl (obr. 14).
Uloha zni: je mozno z néjakého mista vyjit, projit viemi mosty (Zddnym mostem dvakrt)
a vratit se zpét do vychoziho mésta? Euler dokazal, Ze to neni mozné. Aby si ulohu
zjednodusil biehy a ostrovy si zndzornil body a mosty jako tsecky spojujici tyto body
(obr. 14). Tim dostal ptehledngjsi situaci ulohy a jednoduSe ukazal, Ze neexistuje
pozadovana cesta (INFO WEB s.r.o., 2015).

o Ao
berg in“Breufien.

=S
r\‘\§

Obr. 13 Mosty pies feku Pregel a zjednodusena tiloha sedmi mostl

Pres sto let pak zlstaly grafy bez zdjmu matematiki. AZ vroce 1847
Gustav Kirchhoff (1824 — 1887) pouzil pocet koster grafu na vypocet proudd
Vv elektrickych sitich. O deset let pozdéji pomoci grafl zjisStoval pocty riaznych uskupeni

molekul alkant Arthur Cayley (1821 — 1895)

11 ¢

viz.
http://webcache.googleusercontent.com/search?g=cache:SJc9cmhAWI0J:people.math.gatech.edu/~thomas/O
LDFTP/fcdir/fcstoc.ps+&cd=1&hl=cs&ct=clnk&gl=cz
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V roce 1857 vznikla hra, jez spo¢ivd ve spojeni vSech vrcholii pravidelného
dvanactisténu tak, aby byl kazdy vrchol pouzit pravé jednou'®. Hra byla vymyslena
sirem William Hamiltonem (1805 — 1865) a byla pojmenovéana The Icosian Game™.

Tuto ulohu lze vytesit pomoci teorie grafii.

Obr. 14 Pravidelny dvanactistén a jedno z moznych feSeni hry The Icosian Game

V roce 1936 byla v Lipsku publikovana prvni monografie vénovana teorii grafu.
Jejim autorem je mad’arsky matematik Dénese Konig (1884-1944), ktery ve Ctrnacti
kapitolach sousttedil vSechny tehdejsi znalosti o grafech. Konigova kniha slouzila

dlouha 1éta jako jediny uc¢ebni material o teorii grafti (Huclova, 2008).

Ve 20. stoleti dochézelo k rozvoji teorii grafii i v Ceskoslovensku. V roce 1920
byl publikovan algoritmus pro nalezeni minimalni kostry Otakarem Boruvkou
(1899 — 1995). Prakticky tento algoritmus se vyuzil k zvyhodnéni vystavby elektrickych
siti**(Jirovsky, 2010).

3.1 Grafy

V matematice existuje spousta typl grafii. Jednim z nich jsou grafy funkci,
tedy kiivky v soustavé soutadnic, které znazorfiuji chovani funkci f, (Matematika.cz,
2006).

Dalsim typem grafii jsou tzv. statistické grafy (sloupcovy, kolacovy, bodovy,...).
Pro nas je dilezity typ grafii, které nemaji s prede$lymi nic spole¢ného. S pfedeslymi

«15

typy grafii maji stejny pouze odvozeny nazev z feckého ,,grafein“™ neboli ,,psati,

jedna se tedy o grafy, u kterych jde o néjaké ,kresleni* (Zelinka, 1977).

12V znikl tak pojem hamiltonovska kruznice, jedna se o kruznici, ktera projde pravé jednou viemi vrcholy
grafu.

3 |cosian= dvacitkovy, dvanactistén ma dvacet vrchold.

% Stejny problém vyiesil i Vojtéch Jarnik, s jingm algoritmem.

1> Stejny zaklad se vyskytuje napiiklad u slova , telegrafie* (psani na dalku). ,,fotografie* (psani svétlem) atd.
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3.1.1 Ptiklady grafii kolem nas

Smyslem téchto grafii je ndzorné popsat vztah mezi dvojici prvkil a soucasné
zprostiedkovat toto pozndni ostatnim. Ackoliv si ¢lovék vétSinou neuvédomi,

ze se jedna o graf, jejich vyuziti se nachazi vSude kolem nés.
1) MapayvV jizdnim Fadu

Pfi otevieni jizdniho tadu si lze povSimnout mapy, ktera je ponckud odlisna
od mapy v zemépisnych atlasech. Ackoliv jsou na ni zakresleny statni hranice,
nenajdeme jiz zakreslené hory ani feky (s vyjimkou hor, na kterych jsou stanice
lanovek). Nachazeji se zde pouze body znédzoriujici zelezni¢ni stanice a useCky
(¢i oblouky), které¢ tyto body spojuji, znazoriujici traté¢ vedouci mezi témito stanicemi.
Pochopitelné nés tato mapa nechce naucit zemépisnym dovednostem, avSak chce ndm

ulehdit hledani traté, kterou pottebujeme.

Tato mapa se vSak neli§i pouze v nezaznamenani hor a ek, ale i v zakresleni
zelezni¢ni traté. Pro ilustraci lze srovnat nikres Zelezni¢ni traté AS - Hranice na bé&Zné

mapé€ s mapou v jizdnim tad¢ (obr. 16).

\ Podhrad

Obr. 15 B&7n4 mapa a mapa v jizdnim fadu
Je mozné si povSimnout zietelného rozdilu nakresu trasy AS - Hranice. Na bézné mapé
jsou zelezni¢ni traté¢ vyobrazeny podle skutecného vzhledu, tudiz kiivka znézoriujici
tuto trat’ se rizné klikati. AvSak podivame-li se do mapy Vv jizdnim tadu, je ta sama trat

znazornéna pouze useckou (nanejvys malo zakiivenym obloukem). Divodem je fakt,
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ze pokud n¢kam jedeme vlakem, nezalezi ndm na zatdCkéach na trati, ale spoléhame

pouze na to, Ze nas vlak doveze tam, kam je uvedeno Vv jizdnim tadu.

Pokud bychom na této map¢ vynechali statni hranice a zanedbali pfesné umisténi
zelezniCnich stanic dle skutec¢nosti, pak bychom i pies ztizenou orientaci dokazali
potfebné stanice a trat’ nalézt. Tedy mapa by i po této destrukci plnila svou ulohu.

Ovsem jiz uz by nebylo vhodné nazyvat ji mapou. Mohli bychom ji nazyvat grafem.
Podobn¢ vSak miize byt zakreslena silni¢ni, telefonni ¢i telegrafni sit),

rozvod elektfiny, vody nebo svitiplynu.

2) Elektrotechnické zarizeni

Podobné¢ jako s mapou V jizdnim fadu, se bézn¢ mizeme setkat se schématem
néjakého elektrického zatizeni. Zde se vSak uz nenachézeji pouhé body, ale ustilené
znaky, které znaci potiebné predméty. Kondenzator, spinaé, civku, elektronku uréitého
typu atd. Pro nds je vsak dulezité, ze se tyto pfedméty nevyskytuji ve schématu

izolované, ale jsou propojeny vodi¢em znazornénym useCkami.

@ ol

Obr. 16 Schéma elektrotechnického zafizeni

Je opét jasné, Ze ze schématu nepozname, jak jsou draty skutecné zprohybany.
Potiebujeme vSak védét, které predméty jsou s vodiCem propojeny a které ne,
tudiz zprohybani drati neni pro nas podstatné. I pies neznalost definice grafu uz jisté

vizualné pozname, Ze i elektrotechnické schéma je rovnéz grafem (Zelinka, 1977).
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3) Strukturni vzorce sloucenin
V chemii se setkavame se strukturnimi vzorci sloucenin. Jedna se o znazornéni
vazeb mezi urCitymi atomy (zapsané¢ zpravidla jejich chemickymi znackami)

pomoci usecek. Takovyto strukturni vzorec téZ miizeme nazvat grafem.

CH,
VRN
H,C CH,
\
H,C — CH,

Obr. 17 Strukturni vzorec cyklopentanu

4) Rodokmen

Jinym grafem muze byt i rodokmen, ktery vyjadiuje vztahy mezi ptibuznymi
a muze napomadhat sledovat urCity geneticky znak v rodin€. Na zékladé¢ vyskytu,
Cetnosti opakovani a pohlavi nositeld znaku se dd vyvodit zplsob dédi¢nosti

a i odhadnuti jeho vyskytu v dalsich generacich (Sipek, 2016).

Obr. 18 Rodokmen

Tento typ grafu je uz na pohled odliSny od dosud znazorfiovanych.
Predeslé grafy znazorfiuji vztahy (matematicky tzv. relace) mezi symetrickymi

predméty, tedy mezi predméty, pro které plati, ze pokud predmét A je v néjakém vztahu
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k predmétu B, pak i piedmét B je v tomto vztahu k predmétu A.*® Kdyz se podivame
na rodokmen je jasné, ze pokud pan B je synem pana A, tak pan A nemiize byt synem
pana B. Proto nemiizeme nedbat na polohu symbola jednotlivych osob, ale musime
dodrzovat stidle to samé zakreslovani. Tedy pokud zakreslime syna pod otce,

pak uz v celém rodokmenu musime kreslit déti pod rodice.
Pokud k usecce spojujici otce se synem piikreslime Sipku sméfujici k synovi,
je od této chvile jiz rodokmen jasny i bez dodrzovani poloh jednotlivych osob.

Timto doplnénim dostavame tzv. orientovany graf (Zelinka, 1977).

5) ,,Strom Zivota“

Diky evoluc¢ni biologii miizeme napf. v muzeich vidét tzv. ,stromu zivota“
neboli fylogeneticky strom. Jednd se o grafické znazornéni piibuzenskych vztahii mezi
riznymi taxonomickymi jednotkami, o nichz lze pfedpokladat, Ze maji spole¢ného

ptedka (Buriankova, 2000).
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Obr. 19 Fylogeneticky strom savcl

Kolem nas se nachazi spousta dalSich piikladi graf, které ndm usnadiuji
pochopeni urcitého problému, i urcitych vztahti, avSak v kazdém mame urc¢itou mnozinu
prvkll (Zelezni¢ni stanice, soucéastky elektrotechnickych zafizeni, atomy, lidé,

zivoCichové,...). V teorii grafi budeme fikat t€émto prvkiim vrcholy. Také vSude

18 Naptiklad pokud mame trat’ vedouci z Prahy do Olomouce, mizeme si byt jisti, e vede trat’ i z Olomouce
do Prahy.
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nachazime bud’ tsecky ¢i oblouky, které ndm zndzornuji vztah mezi ur€itymi prvky.
Ty v teorii grafii nazveme hranami (Zelinka, 1977).

Pro¢ nazev hrany a vrcholy? Nazev hrany a vrcholy pro grafy pochazi
Z mnohosténu, jelikoz tyto geometrické utvary maji téz hrany a vrcholy. Piicemz
u mnohosténu jsou vrcholy rohy a hrany usecky spojujici dva rohy. Strukturu kazdého
mnohosténu muzeme tak zndzornit grafem. Pokud se podivame skrz sklenény

mnohostén, uvidime obrazec, ktery miizeme piekreslit na graf (Cerny, 2010).

Q>

vrchol

AN

hrana

Obr. 20 Ptekresleni struktury mnohosténu na graf

V teorii grafli tedy rozumime grafem objekt popsany mnoZinou vrcholl

a mnozinou hran.

Definice 1. (Neorientovany graf) Graf je definovan jako trojice G = (V,H,p), kde V
je koneéna mnozina prvki (nesmi byt neprazdna), kterym fikame vrcholy (¢i uzly)
grafu, H je mnozina (mize byt neprazdnd) jejiz prvky nazyvame hranami grafu a p
je zobrazeni z H do mnoZiny vSech maximalné dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny V,

tj. do {{u, v}; u, v € V}, které urcuje, které vrcholy jsou ,,spojeny* danou hranou.

Vrcholy grafu zna¢ime obvykle malymi pismeny z konce abecedy a hrany

jako dvouprvkové mnoziny V, napiiklad {u, v} ¢i zkracené uv.

Vrcholy u a v jsou takzvané incidentni s hranou uv, to znamena, ze vrcholy u

av ,patfi“ k hrané uv.

Grafy se nejCastéji zadavaji pfimo ndzornym obrazkem ¢i vyctem vrchold a hran

(Kovat, 2012). Napiiklad:
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Obr. 21 Neorientovany graf

V ={a,b,c,d,ef, g, hij}
H = {{a,b},{a, e}, {b,c},{b,e}, {c,d}. {c, f}.{e, f}.{f.j}. {f. i} {e, g}, {e, h}}

Orientovany graf se od neorientovaného grafu 1isi tim, ze nesta¢i u kazdé hrany

urcit dva vrcholy, nybrz je potfeba urcit jaky z nich je pocatecni a jaky koncovy.
U (pocatecni vrchol)
hrana h

v (koncovy vrchol)

Obr. 22 Poc¢ateéni a koncovy vrchol

Definice 2. (Orientovany graf) Orientovanym grafem G rozumime trojici
G = (V,H,p), kde V je neprazdna mnozina, jejiz prvky budeme nazyvat vrcholy,
H je mnozina (miZe byt i prazdnd), jejiz prvky nazyvadme hrany a p je zobrazeni z H
do mnoziny vSech uspoiadanych dvojic prvka zV, tj. do {(w,v);u,v €V} =V XV,

které urcuje poc¢atecni a koncové vrcholy hran.

Obr. 23 Orientovany graf

Vz{a,b,C,d,e,f,g,h;i;j}

H = {{a, b}, {e,a}, {b, c},{e, b}, {c,d}, {c, f},{f e}, {f.j}. {f, 1}, {e, g}, {e, h}}
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V grafech se Casto nachdzeji i takové piipady, kdy mezi dvéma vrcholy vede
vice hran nebo v nich mohou existovat tzv. smy¢ky. Ty vznikaji, pokud hrana vychazi

a konéi v témze vrcholu, tedy p(h) = {v, v}.

w

Obr. 24 Smycka p(h)={v,v}

3.1.2 Bézné typy grafi

Nekteré typy grafii jsou pojmenovany urCitymi nazvy kvili snadnéjSimu
vyjadfovani.
a) Jednoduchy graf

Graf, ve kterém neexistuji smycky a kazdé jeho dva vrcholy jsou spojeny nanejvys

jednou hranou, nazyvame grafem jednoduchym.

O
Obr. 25 Jednoduchy graf
b) Trivialni graf
Trivialni graf je graf, ktery se sklada jen z jednoho vrcholu.
c) Diskrétni graf
Diskrétni graf neobsahuje Zadnou hranu.
d) Uplny graf (K,)

Uplny graf ma n > 1 vrchold, piiemz kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou

(tj. celkem (g) hran):

Obr. 26 Uplny graf Kg
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e) Bipartitni graf (K, )

Bipartitni graf md n > 1 am > 1 vrcholll, pfi¢emz mnozina vrcholl 1ze rozdélit na dvé

¢asti, pricemz z kazdého vrcholu jedné Casti jde hrana pouze do vrcholll druhé ¢ésti.

Obr. 27 Bipartitni graf K34

(Vesely, 2015)
f) Podgraf (G")

Graf G'= (V' ,H'p’) se nazyva podgraf grafu G, jestlize mnozina vrcholi V’
je podmnozinou mnoziny vrcholti V a mnozina hran H" je podmnozinou mnoziny hran
H. Vznika tedy odebranim nékterych vrcholl a hran z ptivodniho grafu G. Pti odebrani
vrchold je zapotiebi odebrat i hrany spojené s timto vrcholem. Pokud jsou odebrany

pouze tyto hrany grafu G, pak vznika tzv. indukovany podgraf G’.

W Ly Sy

Graf G Podgraf G’ Indukovany podgraf G’

Obr. 28 Graf G a jeho podgrafy

g) Multigraf

Multigraf je graf jehoz vrcholy jsou spojeny vétsim mnozstvim hran (tzv. nasobné

hrany).

Obr. 29 Multigraf
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h) Kruznice (C,)

Kruznice je neprazdny graf P = (V,H), kde V = {v,, v, ..., v, } @

H = {vyvy, v1V,, V33, .., Un_1Vn} U {v, 00}
Kruznice délky n ma n > 3 vrcholu spojenych do jednoho cyklu n hranami.

Nejkratsi kruznici je trojuhelnik s délkou n = 3.

Cg CG
Obr. 30 Graf kruznice Cz a Cg

i) Cesta (Pn)

Cesta je neprazdny graf P = (V,H), kde V = {vg, v4, ..., vy} @

H = {vyv,, v1V,, V3V3, ..., Upn_1Vy}, vicholim vya v, jsou koncové vrcholy cesty.

Cesta délky n ma n+1 vrcholtl spojenych za sebou n hranami:

NN

Obr. 31 Cesta Ps

j) Souvisly graf

Graf G je souvisly, pokud mezi kazdou dvojici vrcholti u, v € V existuje cesta.

A

Obr. 32 Souvisly graf
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k) Strom

Strom je souvisly graf, jenz neobsahuje v Zadném podgrafu kruznici.

Obr. 33 Souvisly graf strom

I) Nesouvisly graf

Graf G je nesouvisly, pokud mezi dvojici vrcholu u, v € V neexistuje zadna cesta.

N

Obr. 34 Nesouvisly graf

(Jirovsky, 2010)

3.1.3 Rovinné grafy

Neékdy je potieba, aby se hrany v grafech neprotinaly. Problém, jak rozmistit
vrcholy grafti tak, aby se jeho hrany neprotinaly, je jeden z mnoha problému teorie
grafii. Proto byly zavedené specidlni pfipady, kdy hrany nemaji spole¢ny Zadny bod
(az na koncovy vrchol). Tyto grafy spliujici tento pozadavek se nazyvaji rovinné

(nebo planarni) grafy.

Definice 3. (Rovinny graf) Rovinnym grafem rozumime graf, pro ktery plati

takové nakresleni, Ze se zadné dvé jeho hrany neprotinaji jinde nez ve vrcholech.

AcC se nam na pohled miize zdat, ze n€ktery graf neni rovinny, jelikoz se jeho

hrany piekryvaji, pfi bliz§im pohledu mizeme zjistit, Ze pokud piemistime vrchol
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¢i hranu na jiné misto (obr. x), mize ndm vzniknout graf, ktery spliiuje podminky

Z definice 3.

Obr. 35 Rovinny graf

Existuji vSak grafy, které ani po preusporadani jejich hran, nejsou rovinné.
Podivejme se na uplny graf Kss3 Tento graf je izce spjat s tlohou o trech domech
a trech studnich, ktera zni takto: Jsou t7i domy a tri studne. Obyvatele vsech tri domii
mohou pouzivat v§echny tri studny. Kazdy z nich by chtél mit od domu ke viem trem
studnim svou cestu, kterda by se nekiizila Scestami z ostatnich dvou domii.

Lze takové cesty vytvorit? Zkusme si tlohu graficky znazornit:

Obr. 36 Graf ulohy tii domy a tfi studné s kiiZicimi se cestami

Obrazek 37. znazoriiuje piipad, kdy by obyvatelim domu nevadilo, kdyby
se cesty ke studnim kfiZily. Pokud si domy a studny ozna¢ime vrcholy, jedna se o uplny
bipartitni graf K3,3. AvSak abychom vyhovéli poZzadavkiim obyvatelim domt, musime
se pokusit cesty vézt jinym smérem (napi. obr. 38). Po mnoha pokusech zjistime,
Ze nelze vézt cesty tak, aby se nektizily. Tudiz graf K3,3 neni rovinnym grafem.

(Zelinka, 1977)
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Obr. 37 Pfeusporadani hran v grafu ulohy téf domu a ti studen

Stejné jako graf Ksz i graf Ks'’ neni rovinnym grafem. Diky tomuto zjisténi

si mizeme usnadnit rozhodovani o tom, zda urcity graf je ¢i neni rovinny.

Véta 1. (Kuratowského véta) Graf je rovinny pravé tehdy, jestlize neobsahuje podgraf,

ktery by byl grafem déleni Ksnebo Ks 3.

Poznamka: Délenim grafu myslime graf, ktery vznikne pfidanim vrchold na nékteré hrany.

Obr. 38 Graf Ksa K3

(Samal, 2000)

Y Uplna graf K reprezentuje v problému ¢ty barev piipad péti navzajem sousedicich oblasti, které v roving
nelze sestrojit. (Sisma P. (1997). Problém ¢tyt barev. Praha, Prometheus.
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Tuto vétu uvedl a dokazal vroce 1930 polsky matematik Kazimierz
Kuratowsky (1896 — 1980) ve své praci "Sur le probléme des courbes gauches
en topologie”. Vétu nezavisle prokazali i Orrin Frink a Paul Smith, ale jejich dikazy

nebyly nikdy publikovany (Sigma, 1997).

Piiklad 1. Rozhodni, zda graf Gss vrcholy a, b, ¢, d, a e je rovinny.

i
2

Reseni. Graf Gs neobsahuje podgraf, ktery by byl délenim Ks nebo Kss.

a

Proto se pokusime uspofadat vrcholy grafu Gs tak, aby se hrany nekiiZily.

b
| Q |
c a
Jelikoz po pteuspotradani vrcholl se Zadné hrany grafu Gsnektizi, je tento graf rovinny.

Pokud bychom rovinny graf zobrazku X méli nakresleny na papiru,
mohli bychom vzit do ruky nlGzky a obrazek rozstiihat podél nakreslenych hran.

Dostali bychom tak ctyfi ,.kusy” papiru, které nazyvame sténami rovinného grafu

(obr. 40).
&3 N

Obr. 39 Vznik stén grafu K, rozstithanim papiru

(Cerny, 2010)
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Definice 4. (Sténa rovinného grafu) Sténou rovinného grafu rozumime ¢ast roviny
tvofené body, pro které plati, ze pro libovolnou dvojici z nich existuje souvisla ¢ara
spojujici tyto dva body neprotinajici zddnou hranu grafu. Mnozinu vsech stén grafu G

budeme znacit S(G).

Rozlisujeme vnitini a vnéjsi stény, kdy vnéjsi sténa je neohranicend ¢ast roviny,
vnitini sténa je ohrani¢ena Cast roviny.

vvvvvv

vét tykajici se vztahu mezi poctem vrcholll, poctem hran a poétem stén. Tohoto vztahu

si v§iml Leonhard Euler (1707 — 1783) kolem roku 1750 (Kovar, 2012).

Véta 2. (Euleriuv vzorec) Pro kazdy souvisly graf, ktery ma n vrcholi, m hran a s stén,

plati

n+s=m+ 2.

(Demlova a Pondé¢licek, 1997)
Diikaz: Indukce vzhledem k po¢tu hran m.

Predpoklad indukce: Nejmensi souvisly graf pro zvoleny pocet vrchold n je strom.
Jelikoz strom obsahuje pouze jednu vnéjsi sténu, plati pro néj pocet hran m = n -1.

Snadno jiz ovéiime, Zzeplatin+s—m=n+1-(n—-1) = 2.

Indukcni krok: Predpokladame, ze véta plati pro vSechny souvislé grafy, které maji
m - 1 hran. Potom pokud vezmeme souvisly graf, ktery obsahuje alespoil jeden
cyklus C, a vynechame jednu hranu v z cyklu C, dostaneme opét souvisly graf,
jehoZ pocet hran se zmenSil o 1. Spole¢né s poctem hran se zméni 1 pocet stén,
jelikoz hrana v oddélovala dvé stény,tudiz jejim odebranim doslo ke splynuti téchto

dvou stén. Tudiz se také pocet stén snizi o 1. Pocet vrcholl se nezméni.

Podle indukéniho predpokladu plati v grafu, ktery vznikl odebranim hrany v,
n+(G—-1)—-(m—-1)=n+s—m=2.0

Euleriv vzorec zavisi pouze na struktuie grafu. To znamena, ze kazdé rovinné
nakresleni grafu ma stejny pocet oblasti uréen poctem vrcholi a hran grafu

(Kovat, 2012).
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Ackoliv je vzorec jednoduchy ma nékolik dulezitych disledki a je soucasti

vétsiny tvrzeni o rovinnych grafech.

__________________________________________________________

(Miga, 2006)

Nez se podivame na barveni grafii a barveni map musime si uvézt jesté nékteré
potifebné zakladni pojmy, bez kterych bychom neporozuméli principu barveni map

a redukci problému Ctyt barev.

3.1.4 Stupei vrcholu

Definice 5. (Stupen vrcholu) Mé&me graf G = (V,H,p). Stupen vrcholu v € V je pocet

hran obsahujici vrchol v. Znaéime d (u).

V orientovaném grafu je stupném vrcholu d (u) soucet vystupniho a vstupniho
stupné, pricemz vstupnim stupném vrcholu u d. (u) je pocet hran, pro néjz je vrchol u
koncovy. A vystupni stupeni vrcholu u d. (U) je pocet hran, pro néjz je u pocatecni

vrchol.
d(u)=ds(u) +d (u)

Pokud chceme dat znateln€ najevo, Ze se jedna o nejnizsi stupen vrcholu v grafu,
oznacujeme tento stupel 6(G), naopak pro nejvyssi stupen vrcholu grafu pouZzivame

znaceni A(G).

Jednoduchy graf sn vrcholy ma maximalni stupenn kazdého vrcholu n—1.

Pokud je tato maximalni hodnota hodnotou vSech vrcholt grafu, jedna se o uplny graf.
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Véta 3. (Princip sudosti) Necht’ mame graf G= (V, H, p).

1) Soucet stuprnii vsech vrcholi grafu je vzdy sudy a je roven dvojnasobku pocétu

Zd(v) = 2|H|

ii) Je- li G jednoduchy graf a |V| =n, pak |H| < (g)a rovnost nastava prave,

hran, tj.

kdyz G =K.

Dukaz:

I.  Pfi s¢itani stupiii vSech vrchold grafu G, pocitame teoreticky kolik je konct
hran. Kazdda hrana ma dva konce, proto pocet koncii vSech hran
je dvojnasobek poctu hran. A jelikoz na kazdém konci hrany se nachazi

vrchol, musi byt stupeni vrcholi roven praveé poc¢tu koncti hran.

ii.  Protoze hrana je urCena dvojici riznych vrcholi, je pocet hran omezen

poctem dvouprvkovych podmnozin vybranych z mnoziny V, coz je ¢islo

(2‘) z (Kovir, 2012)

Zname-li tedy stupein vSech vrcholi v grafu, mizeme jednoznacné urcit pocet
hran v tomto grafu. Podle principu sudosti zadny graf nemuze mit nikdy lichy pocet

vrcholi lichého stupné.
Priklad 2. Kolik hran ma graf; ktery ma sedm vrcholii stupné 3 a pét vrcholit stupné 6?

Reseni. Takovy graf neexistuje! Soudet stupiiti pozadovaného grafu by byl 7.3 + 5.6 =
51. To by znamenalo, Ze graf ma 51/2 hran, coz neni mozné, jelikoZ pocet hran nemuze

byt desetinné Eislo.

Definice 6. (Stupiiova posloupnost) Necht’ mame graf G= (V, H, p) s vrcholy vy, v, ...,
Vn.  Posloupnost stupfii  vrcholi  (d(v,),d(v,), ..., d(v,)) nazyvame stupriovou

posloupnosti grafu G.

Pro ptehlednost se stupné vrcholll ve stupfiové posloupnosti fadi tak, aby vznikla

nerostouci posloupnost, tj. d(v,) = d(vy) = - = d(vy).
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Pro kazdy graf snadno sestavime stupfiovou posloupnost, avsak nemtzeme tuto
posloupnost vzdy pouzit pro jednoznacné urceni grafi. Ve specialnich ptipadech lze
pouzit stupiiovou posloupnost k jednozna¢nému urceni grafu, napft. (3,3,3,3) je stupiiova
posloupnost pouze uplného grafu K4. Ale pokud si vezmeme stupniovou posloupnost

(3,2,2,1, 1, 1), nemizeme jiz jednoznacné urcit, o jaky graf se jedna (obr. 41).

o—=o0 T c—oO oO—O0——=C T O

s s s Ay

Obr. 40 Dva grafy se stuptiovou posloupnosti (3,2,2, 1, 1, 1)

Stupnova posloupnost také nemulze obsahovat zadné zaporné ¢Cislo a ani
posloupnost n nezapornych celych ¢isel nesmi obsahovat ¢islo n ¢i vétsi ¢islo nez n,
jelikoz Zadny vrchol grafu nemiize mit vice nez n-1 sousednich vrcholil

(Kovat, 2012).

Véta 4. (Havlova — Hakimiho véta) Necht (d; =d, =-->d,) je posloupnost

nezapornych celych ¢isel. Pak netriviadlni graf's n vrcholy se stupfiovou posloupnosti
D = (dl' dz, ey dTL)
existuje prave tehdy, kdyz existuje graf's n-1 vrcholy se stupfiovou posloupnosti

D'=(dy;—1,d3—1,..,dg 41— L dg 42 da 43, - dn).

Takto uspofadand posloupnost D" je krat§i a vzdy obsahuje mensi cislo
neZz posloupnost D, a proto po nejvys n-1 krocich dostaneme posloupnost,
o které¢ dokazeme rozhodnout, zda patii n¢jakému grafu. Pokud tedy D’ je stupniova

posloupnost né€jakého grafu, pak i D je stupfiova posloupnost grafu.

Piiklad 3. Ukazte, Ze posloupnost (4,3,3,2,1,1) neni stupniovou posloupnosti zZadného

grafu uzitim vety 4.
Reseni. Opakovanym uzitim véty 4. dostaneme nasledujici posloupnosti
(4,3,3,2,1,1) 171 (2,2,1,0,0) 7H (1,0,—-1,-1)

posledni znich obsahuje zdporna dcisla, proto uréit€¢ neni stupfiovou posloupnosti

zadného grafu. Tudiz ani (4,3,3,2,1,1) neni stupiiovou posloupnosti.
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3.2 Barveni grafi

Raznym objektim v grafu (vrcholim, hrandm, sténdm atd.) mizeme piifadit
barvu (vétSinou reprezentovanou piirozenym c¢islem) pomoci jedné discipliny teorie

grafu, tzv. barveni grafii.

Déle se budeme zabyvat pouze vrcholovému barveni, jelikoz barveni ostatnich

objektii 1ze snadno prevézt na vysetrovani vrcholové barevnosti.

Naptiklad hranové barveni pifevedeme na vrcholové barveni pomoci
tzv. hranového grafu 6G. Graf 6G ziskame takto: ,,Za vrcholy grafu 6G prohldisime
hrany puvodniho grafu G. Dva vrcholy v hranovém grafu jsou spojeny hranou v G,
jestlize jim odpovidajici hrany piivodniho grafu G mély spolecny vrchol. ™
(Misa, 2006)

3.2.1 Vrcholové barveni grafii

Mohou existovat rizna vrcholova obarveni grafu G, naptiklad v§em vrcholim

grafu G mizeme prifadit tutéz barvu (Zelinka, 1977).

Nasim cilem je obarvit vrcholy grafu G tak, aby zadné dva incidentni vrcholy
nemély stejnou barvu. Jelikoz pii barveni nezévisi na orientaci a ndsobnosti hran

je mozné omezit se pouze na neorientovany graf (Seda, 2003).

Definice 7. (PFipustné obarveni) Piipustné obarveni grafu G pomoci K barev je takové

zobrazeni
c:V(G) - {1,2,..,k},

ve kterém kazdé dva vrcholy, které jsou spojené hranou, budou mit riznou barvu,

tj c(u) # c(v) pro kazdou hranu grafu uv € H(G).

Samoziejm& muzeme kazdy vrchol grafu obarvit jinou barvou. V praxi je vSak
potieba obarvit vrcholy pomoci nejmensiho poc¢tu barev kvili nakladiim ¢i specifickym
pozadavkiim. Bude nas tedy zajimat nejmensi pocet barev, kterymi mizeme co nejlépe

obarvit vrcholy grafu (Kovat, 2012).
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Definice 8. (Chromatické ¢islo) Nejmensi pocet barev potiebnych k obarveni grafu

nazyvame barevnost grafu neboli chromatické cislo y(G).

(Misa, 2006)
Piiklad 4. Jaky je nejmensi pocet barev potiebnych k obarveni grafu Csa Cg?

Reseni. A) Barevnost grafu Cs Vrcholy grafu Cs oznaéme po fadé v, w, X, y a z. VVrchol v
obarvime prvni barvou (napiiklad zelenou), jelikoz vrchol v sousedi s vrcholy w
a z, obarvime tyto vrcholy druhou barvou (napiiklad ¢ervenou). Vrchol X sousedici
s vrcholy w (Cervené obarven) a y (dosud neobarven) muzeme opét obarvit prvni
barvou. Zbyvajici vrchol y sousedi s vrcholem z, ktery je obarven Eervenou barvou,
a vrcholem x, ktery je obarven zelenou barvou. Proto vrchol x musime obarvit tieti
barvou (naptiklad modrou). Nejmensi pocet barev potiebnych pro obarveni grafu Cs

jsou tedy 3 a proto barevnost grafu Csje x(Cs) = 3.

y X X w

Obr. 41 Vrcholové obarveni grafii Csa Cg
Z ptikladu 4. mtizeme analogicky dokazat, Ze pro vSechny kruznice liché¢ délky
je x(C) =3 a pro vSechny kruznice sudé¢ délky x(C) = 2.
Je logické, Ze na obarveni dan¢ho grafu mizeme vyuZit maximalné pocet barev

rovny poctu vrcholi tohoto grafu. Néktera chromaticka Cisla typickd pro urcity graf

jsou uvedena v tabulce 1.

Tab. 1. Chromatické ¢islo charakteristické pro urcity typ grafu

Typ Bipartitni Kruznice Kruznice Diskrétni Uplny Strom
grafu graf sudé délky | liché délky graf graf

Kn
wG) 2 2 3 1 n 2

Pro nas je vSak dilezité, Ze se doposud nepodafilo najit rovinny graf,

jehoz chromatické ¢islo by bylo vétsi nez Ctyfi.




r
I
I

Tvrzeni L. (O &tyFech barvach) Pro kazdy rovinny graf G je x(G) < 4.

(Zelinka, 1977)

Toto tvrzeni nedokdzeme, ale mize uvést pomérné slabsi vétu, které jiz lze

dokazat.

Véta 5. Necht’ G je rovinny graf, pak y(G) < 5.

Tuto vétu dokazal P. J. Heawood a zajemce se na dikaz této véty miize podivat

naptiklad v knize B. Zelenky Rovinné grafy (strana 84).

Barveni grafii je NP-tplny problém, neni tedy zndm algoritmus pro jejich feSeni
V polynomidlnim case. Existuji vSak algoritmy, které predstavuji rychlé a pomérné
dobré feSeni, které vSak nemusi byt vzdy optimdlni. Pro tento text jsou algoritmy

pouzivané k obarveni grafu nad ramec obsahu.

3.2.2 Aplikace barveni grafu

Teorii barveni grafi mizeme aplikovat na rizné problémy v bézném zivote.
Naptiklad na podavéani 1€kii, které se nesmé&ji brat soucasné, planovani procesu,
které nemohou probihat nardz (rozvrh hodin, planovani schtzek,...), ale tfeba

I na skladovani nebezpecnych latek a barveni map.
Skladovani nebezpeénych latek, které se ovliviiuji

Nékdy je potieba oddé€lit nebezpecné latky tak, aby nebyly v kontaktu s jinymi.
Naptiklad pfi skladovani chlorovanych rozpoustédel (chloroform, trichlormethan,...)
se dba na to, aby byly skladovany oddélen€ od hoflavych kapalin a alkalickych kovt.
Pti styku s hoflavymi kapalinami by mohlo dojit k prudké reakci za vzniku toxickych
plynt (fosgen, chlorovodik ¢i chlor) a pfi styku s alkalickymi kovy (sodik, draslik,...)
by mohlo dojit i k vybuchu (Loudova, 2013).

Otazkou tedy je, jaky je nejmensi pocet potiebnych mistnosti pro uloZeni téchto
nebezpecnych latek? Kazdy typ latky, ktery nesmi byt skladovan soucasné, spojime
useckou a kazdou latku znazornime bodem, tim dostaneme graf, jehoz vrcholy
odpovidaji ukladanym latkdm a jeho hrany odpovidaji vztahu mezi urCitymi latkami.
Pokud budeme jednotlivé mistnosti odliSovat barvami, miZeme takto modifikovany

problém s nebezpe¢nymi latkami pifevézt na problém barveni vrcholll grafi.
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Nové se mizeme zeptat takto: jaky je nejmensi pocet barev potiebnych pro obarveni

vrcholi grafu, aby zadné dva sousedni vrcholy nebyly obarveny stejné?
Barveni map

Naklady za tisk map byl jeden z divodi, pro¢ se lidé zacali zabyvat myslenkou,

jaky nejmensi pocet barev sta¢i na obarveni ptislusné mapy.

Jak souvisi obarveni mapy s obarvenim grafi? Pokud si v kazdém uzemi
mapy zvyraznime jeden bod (napiiklad hlavni meésto, nejvétsi horu,...) a body
sousednich Gzemi'® spojime useckou (¢i obloukem), dostaneme rovinny graf, pomoci

kterého nalezneme ptislusny nejmensi pocet barev k obarveni mapy (Hlinény, 2008).

S myslenkou pievést barveni map na teorii barveni graft jiz pfisel A. B. Kempe
vroce 1879 pti feSeni problému ctyt barev. Rovinny graf vzdy dostdvame z mapy

na rovinné ¢i kulové plose, ale problém lze zobecnit i na nerovinné grafy

(Sisma, 1997).

Pro ilustraci si vezmeme mapu kraji Ceské republiky s krajskymi mésty
(obr 43.).

Lib::-rec

Obr. 42 Mapa krajit Ceské republiky s piislugnymi krajskymi mésty
Za vrcholy budouciho grafu si zvolime uvedend krajska mésta™®. Po spojeni vSech

sousednich krajskych mést a odstranéni hranic kraji nam vznikne graf GM

na obrazku 44.

1. v ., .y , . . ., .. . v,

® M&jme poiad na mysli, ze sousednimi oblastmi berem ty, co maji za hranici souvislou &ru, ne pouze bod.
1 . Y w ’ . r ’ . . » r . .. v ~

® Jelikoz stfedoGesky kraj nema své krajské mésto, zvolime si vrcholem v tomto kraji mésto Benesov.
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Obr. 43 Graf GM vznikly z krajskych m&st a mésta Benesov

Nazorné si ukazeme dva piiklady, jak je mozné obarvit tento vznikly graf GM.
Prvni zpisob:

1. Ke kazdému vrcholu grafu GM si pfipiseme hodnotu jeho stupng.

&8 ) Ry (zL)

Obr. 44 Graf GM s &isly vyjadiujici stupn& vrcholit
2. Vrcholy sefadime do posloupnosti P, tak aby platilo st(vy,) = st(vy,) = - >
St(vkn)
P = {BE,BR,PA,UL,J1,PL,CB, LI, HK, 0L KV, 0S, ZL, P}.

3. Vezmeme si prvni barvu (naptiklad zelenou)
a) vybereme z P prvni vrchol a zabarvime ho zelenou barvou
b) vybereme z P dosud nezabarveny vrchol, ktery neni pftilehly k jiz obarvenému
vrcholu, a téZ ho zabarvime zelenou barvou. Krok 3b) opakujeme, dokud
existuje nezabarveny vrchol nepiilehly kjiz obarvenému vrcholu.

Pak pokracujeme dal$im krokem.
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Obr. 45 Obarveni prvni barvou

4. Vezmeme si druhou barvu (naptiklad cervenou)
a) vybereme z P neobarveny vrchol nejvyssiho stupné a zabarvime ho touto barvou
b) vybereme z P dosud nezabarveny vrchol, ktery neni ptilehly k jiz obarvenému
vrcholu ¢ervenou barvou, a téz ho zabarvime cervenou barvou. Krok 4b)
opakujeme, dokud existuje nezabarveny vrchol nepfilehly k jiz cervenému

vrcholu. Pak pokradujeme dalSim krokem.

Obr. 46 Obarveni druhou barvou

5. Vezmeme si tieti barvu (naptiklad modrou)
c) vybereme z P neobarveny vrchol nejvyssiho stupné a zabarvime ho modrou
barvou
d) vybereme z P dosud nezabarveny vrchol, ktery neni ptilehly k jiz obarvenému
vrcholu modrou barvou, a téz ho zabarvime touto barvou. Krok 4b) opakujeme,
dokud existuje nezabarveny vrchol nepfilehly kjiz modrému vrcholu.

Pak pokracujeme dal$im krokem.
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Obr. 47 Obarveni tfeti barvou

6. Takto ptfiddvame pokazdé jinou barvu, dokud nedostaneme vSechny obarvené

vrcholy tak, aby Zadné dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu.

Obr. 48 Kone¢né obarveni pomoci prvniho zpisobu

7. Po obarveni grafu pievedeme graf GV zpét na mapu kraji CR a kraje obarvime

podle barvy vrcholl zastupujicich tento kraj.

160
Kilometers

Obr. 49 Prevedeni grafu GM zpét na mapu a vybarveni krajii dle barvy vrchol

Druhy zpiisob:

1. Kazdy vrchol grafu GM ohodnotime dvojici &isel n/m, kdy n se bude rovnat poétu
barev, jimiZ jsou obarveni sousedé vrcholu, a m se bude rovnat poctu doposud

neobarvenych sousedt vrchol. Zvolime si pét barev, které si ohodnotime ¢isly 1 az 5

(naptiklad 1 = zelend, 2 = Cervena, 3 = modra, 4 = Zlutd a 5 = oranzova).
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Obr. 50 Vrcholy grafu GM ohodnoceny dvojici &isel n/m
2. Najdeme vrchol, ktery ma nejvetsi pocet doposud neobarvenych sousedil a vrchol
obarvime nejnize ohodnocenou barvou. Piepocitame dvojici ¢isel n/m u kazdého

vrcholu.

Ve .,,.;;j'og‘} 012

()
~— o

Obr. 51 Obarveni prvniho vrcholu a piepoéitani dvojice ¢isel n/m

3. Mezi neobarvenymi vrcholy najdeme vrchol, jehoz jiZ obarveni sousedé
jsou obarveni nejvétsim poctem ruznych barev (tedy hledame vrchol jehoz ¢islo n
je nejvetsi). Pokud je takovych vrcholi vice, najdeme mezi nimi vrchol,
ktery ma nejvétsi pocet dosud neobarvenych sousedd (tedy ma nejvétsi Cislo m).
A vrchol obarvime barvou 2. Opét piepocitame u kazdého vrcholu dvojici ¢isel n/m.

12

Obr. 52 Obarveni dalsiho vrcholu a pfepocitani dvojice ¢isel n/m
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4. Opakujeme postup Vv kroku 3 do obarveni viech vrcholi grafu GM. Pii obarvovani
nového vrcholu vzdy pouzijeme nejnize moznou ohodnocenou barvu.
MoZnou minime takovou, aby nedoslo k obarveni dvou sousednich vrcholil stejnou

barvou.

Obr. 53 Koneéné obarveni pomoci druhého zpiisobu

5. Po obarveni grafu pievedeme graf GM zp&t na mapu kraji CR a kraje obarvime

podle barvy vrcholti zastupujicich tento kraj.

0 20 40 80 120 160

Obr. 54 Pevedeni grafu GM zpé&t na mapu a vybarveni kraji dle barvy vrcholt
Bez problému bychom stejnou mapu obarvily naptiklad sedmi, Sesti, ale i péti
barvami. Nam dokonce stacily pouze c¢tyfi barvy. Snadno vsak zjistime, Zze pocet
pottebnych barev jiz nelze snizit. (Gymnazium Brno, 2015)
K dispozici jedna barva: Pokud bychom méli pouze jednu barvu,

nemohli bychom rozlisit ani dva sousedni kraje.

K dispozici dvé barvy: Pokud bychom mé¢li pouze dvé barvy, nemohli bychom
od sebe rozliSit tfi sousedni Uzemi. Tedy kdybychom jednou barvou obarvili
Plzensky kraj a druhou barvou kraj JihoCesky, neméli bychom barvu na rozliSeni

StiedocCeského kraje.
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K dispozici tFi barvy: Pokud jednou barvou obarvime Stfedocesky kraj,
pak zbyvajicimi dvéma barvami bychom museli stfidavé obarvit sedm sousedicich

kraju, coz je pro lichy po¢et nemozné. (Jirovsky, 2010)

3.3 Redukce problému ¢tyr barev

Nyni se jiz miizeme podivat na ptevod problému Ctyf barev do teorie grafti.
Juraj Bosdk se zabyva ve své knize Pokroky matematiky, fyziky a astronomie

Z rokul979 pievedenim problému cCtyt barev na ¢tyfi redukce a to:
1) naredukci barveni stén grafu,
2) na redukci barveni vrchold grafu,
3) na redukci jednoduché triangulace,
4) na redukci vyuzivajici nevyhnutelné mnoziny.

Postupné¢ stru¢né uvedeme kazdou redukci.

3.3.1 Redukce na barveni stén grafu

Prvni redukce spociva v pievedeni ,,zemépisné“ mapy na ,,matematickou®

formulaci problému, a to tedy na graf.

Postup mame uveden v avodu Barveni map. Avsak piedpokladejme, Ze vrcholy
1 hrany grafu G leZi na hranici statd (¢i jiného uzemi), vodnich ploch a i na samotném

okraji mapy.

Nyni pokud obarvime stény rovinného grafu G ¢tyfmi barvami tak, aby zadné
sousedni stény nemély stejnou barvu (pfiCemz stény, které v zemépisné mapé
nepiedstavuji stétyzo, nechdme neobarvené), dostaneme reguldrni obarveni i plvodni

zemepisné mapy.

Pivodni ,,zemépisny* problém bude tedy vyfeSen, pokud dokdazeme pravdivost

této hypotézy:

Hypotéza (O ¢tyrech barvach) Stény kazdého rovinného grafu lze regulérné obarvit

Ctyrmi barvami.

2 Vodni plochy, vngjsi sténa,...
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3.3.2 Redukce na barveni vrcholi grafu

Ve druhé redukci J. Bosdk ptevadi problém obarveni stén rovinného grafu

na obarveni vrcholdl jiného rovinného (tzv. dualniho®') grafu G*.

Nyni kazdému vrcholu grafu G* prifadime barvu tak, aby sousedni vrcholy
nemély totéz zabarveni. Pokud se nam povede vrcholy tohoto grafu obarvit pouze

¢tyfmi barvami, mizeme vyslovit nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2. Hypotéza o ctyrech barvach je spravnd, pokud vrcholy kazdého rovinného -

grafu je mozno regulérné obarvit ¢tyrmi barvami.

Diikaz: Necht' G je dany graf a G* dudlni graf. Pokud je mozné vrcholy kazdého
rovinného grafu regularné obarvit ¢tyfmi barvami, obarvime takto vrcholy grafu
G*. Dale obarvime stény grafu G tak, Ze se barva stény s shoduje s barvou vrcholu

Vs grafu G*. Ztejme vznikne regularni obarveni stén grafu G ¢tyfmi barvami. O

3.3.3 Redukce na jednoduché triangulace

Pokud bychom dale pracovali smnozinou vSech rovinnych grafi,
s kterou predpoklada tvrzeni 2., bylo by dalsi zkouméni problému velmi obsahlé
a naroCné. Proto z0Zime tuto mnoZinu na podmnoZinu jednoduchych triangulaci,
nebot’ dalsi redukce problému ctyt barev (tvrzeni 3.) ukazuje, Ze se staci zaobirat pouze
touhle podmnozinou. Dokonce je mozné pouzit pouze podmnozinu ireducibilnich?

jednoduchych triangulaci.

: Tvrzeni 3. Hypotéza o ctyrech barvach je spravnd, pokud vrcholy kazdé jednoduché-
: triangulace je mozné regularne obarvit ctyrmi barvami (tj. pokud neexistuje ireducibilni

, Jjednoducha triangulace)

Triangulaci nazveme graf, jehoZ vnitini 1 vn&j8i stény jsou trojuhelnikové.
Prikladem triangulace je graf na obrazku 56. Jednoduchou triangulaci pak nazveme
graf, pokud neobsahuje dvojuhelniky, vrcholy stupné < 4 a trojuhelniky, které netvori

hranici z4dné oblasti (Sima, 1997).

2 Dualni graf G® k souvislému rovinnému grafu G, je graf, pro ktery plati, e kazdy vrchol G° odpovida
jedné stén& v G, hran& v° spojujici vrcholy G® odpovida hrana v spojujici dvé stény v grafu G, které témto
vrcholtim odpovidaji.

22 Ireducibilni = vrcholy nelze obarvit pomoci &tyi barev.
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Obr. 55 Priklad triangulace
3.3.4 Redukce na vyuziti nevyhnutelnych mnozin

Ve c¢tvrté redukei maji dilezitou tlohu reducibilni konfigurace a nevyhnutelné

mnoziny>. Posledni redukce problému &tyf barev tedy zni:

Tvrzeni 4. Hypotéza o ctyrech barvich je spravna, pokud existuje nevyhnutelnd :

mnozina reducibilnich konfiguraci.

Diikaz: Necht je N nevyhnutelnd mnozina reducibilnich konfiguraci. Pokud
by byla hypotéza o ctyfech barvach nespravna, existoval by ireducibilni graf
a ireducibilni jednoduché triangulace t. Jelikoz N je nevyhnutelnd mnozina,
obsahuje aspon jednu konfiguraci Kk, kterd je izomorfni s nékterym podgrafem
triangulace t. Konfigurace je vSak reducibilni, takze triangulace t obsahuje podgraf

izomorfni s reducibilni konfiguraci, a tedy nemlZe byt ireducibilni => spor. O

Pticemz konfiguraci rozumime souvisly rovinny graf, jehoz vSechny wvnitini

oblasti jsou trojithelnikové (Sisma, 1997).

2 Méjme dvé mnoziny grafit My a My, Fekneme, Ze mnoZina My je nevyhnutelnd vzhledem k mnoziné M,
kdyz kazdy graf z My ma alespori jeden podgraf izomorfii s nékterym grafem z My, (Sisma P. (1997).
Problém ¢tyr barev. Praha, Prometheus.
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4. PRINOS PRO MATEMATIKU

Problém ctyt barev, ktery svou obtiznosti pfipomina Velkou Fermatovu vétu®
v teorii Cisel, se podilel na mocném rozvoji teorie grafi (Sedlacek, 1981).
Ackoliv dlouhou dobu odoléval pokusiim o dokazani, spousta matematikli diky tomu
pfiSla na dulezit¢ formulace vyuzitelnych Vteorii grafi. Uved'me si napiiklad
Heawoodovu dokézanou uvahu, Ze k obarveni kazdé mapy staci pét barev nebo

Kempeho fetézce.

4.1 Pocitac a dikazy

Nezapomenme také na dualezitost problému ctyf barev v oblasti pocitacovych
dikazi. Prvotni pfijeti dokédzéni problému ctyt barev pomoci pocitace nebylo pozitivni,
jak jsme si jiz zminovali v historii, avSak pravé tento zpusob provedeni dikazu m¢l

velky vliv na budouci pouzivani pocitatové techniky v oblasti matematiky.

Stale jsou vedeny odborné diskuze nad pfesnosti pocitacové techniky
v dokazovani tvrzeni, ale jeji vyuzivani jiz nezptsobuje tak velkou psychickou bariéru
proti technickému vyuzivani jako naptiklad vroce 1976. Piipustme, ze lidské
dokazovani muze byt srozumitelnéjsi nez pocitacové a i diky béznym lidskym chybam
muze dojit k dokazani jiného tvrzeni, jako napiiklad Kempeho neucelné prokazani
pravdivosti véty o péti barvach pfi zkoumani problému Ctyt barev. AvSak pocitacova
technika spravnim zaddnim miize znacn€ pomoci pii feSeni dikazli, které vyzaduji

obtizné vypocty a spoustu Casu.

Pro¢ jsou matematické diukazy dilezité? Matematické dukazy po korektnim
provedeni plati navZzdy. Tim se odliSuji napiiklad od fyzikdlnich dikaz, které mohou
byt vyvraceny diky presnéjSimu meéfeni nebo meéfeni v novych podminkach.
Pokud je dukaz platny Ize jej dal vyuzit k dal§imu pocitani ¢i dokazovani jinych tvrzeni.
Také vétSinou napomdha lepSimu pochopeni tvrzeni a potvrzuje, Ze jej mozZné
bez pochybnosti pouzivat (Myslin, 1999).

Pro vétSinu studentl jsou matematické dikazy obtizné, nepochopitelné
a nezdbavneé, avSak je otazkou, zda by neSlo vyuzZit pocitacovych programi

pro atraktivnéjsi a rychlejs$i dokazovani stiredoskolskych tvrzeni.

2 Neexistuji cela kladna &isla x, y, za n, kde n > 2, pro ktera X" + y"=z".
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Studenti stiednich Skol se zajisté setkaji se souc¢tem geometrickych fad. A budou
. y k_q , , < C
se muset naucit vzorecek s = a; %, ktery plati pro soucet S geometrické fady

Yk a;q™ V. Pokud si viak tento vzorec nezapamatuji, budou se muset k vysledku

dopracovat pomoci vhodnych a vzitych tprav, které jim zaberou urcity cas.
Naptiklad takto:
1) Chtéli bychom vypocitat soucet prvnich n ¢lend:
Spn = agta;+-+ay
2) Cleny a, ... a, mizeme vyjadiit pomoci a,
Sn=a+taq+-+aq" = a(1+q+-+q" )
3) Nyni celou rovnici vynasobime kvocientem q
USn = @19 + a1q° + -+ a1q" = a;(q +q* ..+ q")
4) Pokud ob¢ piedeslé rovnice odecteme od sebe, dostaneme po iprave rovnici
$p = @50 = ax(1-q")
sn(1=q) = a;(1—q")
5) Pokud g # 1, mizeme si vyjadrit soucet prvnich n ¢lenti

S :al(l_qn)
o1-9

Po spravném vysledku budou nejspiSe pysni na své popsané fadky a zdarny
postup. AvSak pokud stejnou geometrickou fadu nechdme vypocitat napiiklad

po&itadovy program Maple® 17 ziskame vysledek v n&kolika vtefinach:

49



wione v @aa = [ @B

N N >
®) Gt v @®) B[y E==2 B@ =&

Ak ank+ : _ 1
9 4 a lg(a 1g—1) alg—1 “

— simplify 1/a_lq*a 1q*(k+1)/(a 1g-1)-1/(a_1q-1)
— a lg' =1
— a lg—1 @

Obr. 56 Vypodet sumy v Maple® 17

Jak je moZné, Ze stroj bez inteligence si takto rychle poradi se zadanym
ptikladem? Odpovédi je Gosperiiv algoritmus, algoritmus znam skoro 40 let.
Ten vytvoril R. W. Gosper, Jr., ktery pfispél 1 k rozvoji pocitacového programu
Macsyma (Tyr, 2012).

Gosperuv algoritmus

(5(n),b) :=gosper(a(n))
[pfedpokladéa, zZe (

a(n)
a(n—-1)

) je raciondlni lomenéd funkce,

S(n)
pOkud(sm—n

jinak b=false]

) je také raciondlni funkce je b=tru,

pouzité algoritmy:

num (a) - C¢itatel racionadlni lomené funkce a
den (a) - jmenovatel raciondlni lomené funkce a
res,(x,p,q) - resultant polynomt p, g podle proménné x
gcd(p,q) - nejvét3i spoledny dé&litel polynomi p, g
deg (p(n)) - stupen polynomu p(n)
cof(p(n),1i) - koeficient u i-té mocniny n v polynomu p(n)
1. b:=true;
2. if a(n)=0 then S(n):=0; return fi;

3. p(n):=1;
q(n)::num(‘um );

a(n-1)
o am .,
r(n).—den(am_n),
4. while (res,(g(n),r(ntj*)) méd nezdporny cely kotren j*) do
g(n) :=gcd(g(n), r(n+j*));

o A,
a(n) = oy
r(n):= r(n) .
g0’
p(n):=p(n)g(n)g(n-1)...g(n-j0+1);
od;
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5. l,:=deg(g(n+l)+r(n));
lp:i=deg(g(n+l)-r(n));
if 1, £ 1, then k:=deg(p(n))-1,

else
Ko:=2 (=Ip cof(q,lp)—cof(q,lp—1)+cof(rlp-1)) |
0* (cof(q,lp)+cof(r,1p)) !
if (ko je celé) then k:=max(ky,deg(p(n))-1p+l)
else k:=deg(p(n))-1lp+tl;
fi
fi;
if k < 0 then b:=false; return fi;
6. vyresit rekurentni vzorec p(n)=qg(n+l)f(n)-r(n)f(n-1)
p(1)

s okrajovou podminkou f(l)=

q(2)
pro f(n)=cy n"k+...+cCo
if (neexistuje teSeni) then b:=false; return fi;
7. S(n>:=qm+na00ﬂnx
p(n);
return

(Liska, 2014)
V zavéru mizeme vypocitat S = limy_, o Sk.
Jeho tikolem je nalézt posloupnost ¢asteénych souétl {Sy }r-, fady Y, a,, kde
I,m € N, 1 < m., taky abychom mohli vyjadfit s,, — s,_; (poptipadé Y¥X_, a,, = Sy).

Gosperuv algoritmus funguje vsak jen tehdy, pokud je dana fada gosperovsky

sCitatelna. A tedy musi spliiovat nasledujici predpoklad (Tyr, 2012).

Definice 9. (Hypergeometricka posloupnost) Posloupnost {a,}n-; nazveme
hypergeometrickou pravé tehdy, kdyZ pro vSechna pfirozena n lze podil ¢lent a,,_; a a,
vyjadfit ve tvaru

an _ u(m

an-1  v(n)’

kde u(n), v(n) jsou polynomy.

(Hora, 2010)

Déle je zapotiebi uvézt vétu, kterd poskytuje teoreticky zaklad Gosperovu

algoritmu.

Viéta 6. Racionalni funkci 22 nad télesem T lze zapsat ve tvaru wm _ _p(n) a(m) , kde
v(n) v(n) pm-Drn)

P, g, r jsou polynomy spliiujici pro v§echny nezaporna cela Cisla j:

D(q(n),r(n +j)) =1.

Pticemz polynomy p, g, I je mozné zjistit algoritmicky.

51




Dukaz:

Znegujeme toto tvrzeni. 3j* € Ny: D(q(n),r(n+j*)) # 1. ¢&islo j* vypocteme

pomoci rezulantli polynomt q(n) ar(n + j). Uvazujme, Ze jsme nalezli nejvetsi

- , I ; am) _ pm)am)
j* € Ny. Nyni budeme hledat polynomy p, q, 7, pro které platlv D AT

g(m) = D(q(n),r(n+j)
ji-1

i) =pm | [9—0) = gmgn—1 . g —j" + 1)
k=0

_ q(m)
q) =122
gn)
r(n)
r(n) = ———=
gn—j*)
VRV (n) v(n) g(n)
Jiz staci oveéfit rovnost : (Z) = ;nr_l 1;1;;[) = zgg (Tyr, 2012)

Definice 11. Trojici p, g, r nazyvame regularni reprezentaci podilu % pravé tehdy,

kdyZ polynomy p, g, r maji vlastnosti z véty 6.

Definice 10. Necht’ mame dva polynomy kladnych stupiiti f(x) = a,x, + ap_1xp_1 +

tax+agagx) =bpxy, + bp1Xm_1 + -+ byx + by.

Rezultantem R = res,(f(x), g(x)) polynom f(x), g(x) je determinant:

a‘n a‘n—l a0
a, a,., .. @
a a a,
R — n n-1 0
b, b, .. by
bm bm—l b0
bm bm—l b0
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Véta 7. Necht {an}:=1 je hypergeometricka posloupnost nad télesem T a necht

v ;g . , a
polynomy p, q, r tvoii regularni reprezentaci podilu —.
a

n-1

n

Jestlize i1 posloupnost{sn}nzo, kde s, :Zai , je hypergeometricka, pak lze n — ty
i=1

¢astecny soucet Sp vyjadrit ve tvaru

_q(n+1) .

Sp = o(n) a,.f(n)

pro jisty polynom f(n) spliujici podminku p(n) = gq(n + 1).f(n) — r(n).f(n — 1).

(Hora, 2010)
Nyni se znovu podivejme na geometrickou posloupnost Y% _, a;q™ b,

Priklad: Odvod’te pomoci Gosperova algoritmu vzorec pro soucet n ¢lenti geometrické

posloupnosti Si= YX_; a;q™ ), kde |q| # 1.

Reseni:
) @y =q"" an1=q"7 =g
2) p(n) =1

q(n) =q

r(n) =1

3) L, =deg(q(n+ 1) +7(n)) =deg(q+1) =0
lm =deg(q(n+1) —r(n) =deg(qg—1)=0
k =deg(p(n)) — L, =0

4) f() = co
p(n) =qn+Df(m) —rm)f(n—1);

1=gqcy—1co =co(q—1)

1 ) 1
= Cp =7 =—
=TT
c_qmiDanfm) _  pq 1 g
5) n — p(n) =44 q—1_q—1
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. 1 . . q" 1 q*t -1
= = —_ = —_ —
So q— Sn Sn — Sy C[—l C[—l C[—l

pomoci Gosperova algoritmu se nam podafil odvodit stfedoskolsky vzorec

!
q-1

Sa Xk gV =a0+q++q"D=0a

Pii zadani stejného piikladu v Maple® 17 se nam ukaZou kroky postupu, ktery
vyuzival tento program. Po zadani ulohy se nejdiive program ujistil, zda se jedna

o racionalni funkci a lze tedy pouzit Gospertiv algoritmus. Poté nalezl regulérni

reprezentaci a ur€il stupen polynomu f(n) s k=0. Nalezl polynom f(n) = a Castecny

(@-1)
k_
. . qk-1
soucet posloupnosti roven a, T
q-
I Untited (1" - Seves 31 - Maple 17
Tous Widow Help
- MIOBe o Blax = [F @
u...mm-l ex By E=3 B& =i
» e oot 10
;’“;,, ‘;”':"“; » with(sumtools)
ey o @| | infolevel[all] = 5:
(n—1) j )
e sz
¥ = c,\‘!endea’_gmper( (a_] q an= 1.k '
. sum/extgosper: applying Gosper algorithm to a( n ):= a 1*g"(n-1)
L : sum/gospernew/internal: a( n )/a( n -1):= g
F L sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm applicable
o J sum/gospernew/internal: pi= 1
r— sum/gospernew/internal: q:= g
. sum/gospernew/internal: r:= 1
sum/gospernew/internal: degreebound:= 0
e sum/gospernew/internal: solving equations to find £
:"'“""" Main: Entering solver with 1 equation in 1 variable
F— | | Transformer: solving the uncoupled linear subsystem in X000001
s (75) | | Main: solving successful - now forming solutions
emmmsmis ) Main: Exiting solver returning 1 solution
:m . sum/gospernew/internal: Gosper's algorithm successful
e | | sum/gospernew/internal: f:= 1/(g-1)
oo || sum: process the input arguments
praimsl sum: definite sum
[ ——
P riegpiet ] k /
- La0e Cparptons 4—1&' a
b Cpersas g1 g1
B Open Face.

o fesdy Coproggm Fles\epie 17 Memory: 50,194 Tme: 3,165 _Math Mode

Obr. 57 Vyuziti Gosperova algoritmu v Maple® 17
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Zavér

V minulosti bylo uzivani pocitac¢ii v matematice pfijimano skepticky, avsak
po prekondni pochybnosti zacalo mit velky vliv na rozvoj matematickych disciplin.
Také diky pocitacovym programim byly dokdzany jedny z nejvétSich vét a tvrzeni
v historii matematiky, uved'me si naptiklad problém ¢étyt barev, ktery byl dokazovan

prednimi matematiky téméf sto let, €i vétu o klasifikaci jednoduchych konecnych grup.

Dnes je jiz spousta volné piistupnych matematickych pocitacovych programi,
které umoziuji svou vypocetni rychlosti a rozsahem fesit rizné problémy a ulohy,

napiiklad Maple, Wolfram mathematica, Wolfram Aplha, MAW, GeoGebra atd.

Kazdy ucitel matematiky by mél seznamit studenty s nékterymi matematickymi
programy, které by jim umoznily efektivnéji pochopit probiranou latku. Také by mél
do své vyuky zaradit feSeni nejen klasickych uloh, ale 1 zajimavych matematickych
problémt jako je napiiklad problém ctyf barev nebo problém sedmi mostl,

aby se mohlo rozvijet tviir¢i a logické mysleni student.

Cilem této bakalaiské prace bylo seznamit ctendfe s jednim z nejvétSich
problémi v historii matematiky, s jeho interpretaci v teorii grafii a s jeho pfinosem

ve vyuziti pocitacovych programil pii dokazovani matematickych vét a tvrzeni.
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Resumé

Cilem této bakalaiské prace je seznamit Ctendie s problémem Ctyt barev a jeho
historii. Prvni kapitola se zabyva formulaci problému ¢tyi barev. Ve druhé kapitole se
uvadi historie problému, ktera vznikla v roce 1852. Ve tieti kapitole se uvad¢ji zakladni
pojmy z teorie grafil, princip barveni map a redukce problému do teorie grafi. Posledni
kapitola obsahuje piinos problému Ctyt barev pro matematiku a ptiklad vyuziti pocitace

na ditkaz vzorce pro geometrickou radu.

Klicova slova: barveni map, Kempeho fetézce, rovinny graf, konfigurace, Gosperav

algoritmus

Summary

The aim of this work introduces the reader to four color problem and its history.
The first chapter deals with the formulation of problem the four colors. The second
chapter presents the history of problem, which begins in 1852. The third chapter
describe the basic concepts of graph theory, the principle of coloring maps and the
reduction of the problem in graph theory. The last chapter contains a contribution
problem of four colors for math and an example of using a computer to prove the

formula for geometric series.

Keywords: coloring maps, Kempeho chain, planar graph, configuration, Gosper’s
algorithm
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Piiloha I: Problém ¢tyf barev v uméni

I n¢kteti malifi se zabyvaji problémem Etyt barev a vyuzivaji ho pro svd uméni.
Naptiklad Vitézslav Janacek, ktery na webové strance iDNES. cz uvedl i sviij osobni
dikaz tohoto problému (viz http://janacek.blog.idnes.cz/blog.aspx?c=463268).

indian techno

holubice orion

jaro svetu

jezdci ve fraku kavovy dort

JanaCkovo navrhy na obrazy vytvofené v programu Microsoft Malovani.

(pfevzato z iDnes. cz dostupné na: http://janacek.blog.idnes.cz/blog.aspx?c=463268)
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