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Anotace

V této diplomové praci je Ctenaf struéné seznamen se standardné pouzivanymi lokalnimi
filtry, které odhaduji stav nelinearnich stochastickych systémut. Konkrétné se jedna o
roz$ifeny Kalmandv filtr, unscentovany Kalmandv filtr a diferenéni filtr. Ctendi je blize
seznamen s polynomialnimi filtry, jakozto filtry, které vyuzivaji znalosti vysSich momenta
nahodnych veli¢in popisujicich Sumy piisobicich na systém a méieni. Podrobné je predstaven
nejjednodussi zastupce polynomidlnich filtrl, kvadraticky filtr. Druhou skupinou podrobné
predstavenych filtrii jsou robustni filtry. Tyto filtry je vhodné pouzit pro odhad stavu systému,
jehoz piesny model neni k dispozici. Ctendfi jsou také predstaveny dva zakladni typy
nelinedrnich robustnich filtri. Kapitoly tykajici se kvadratickych a robustnich filtrGi jsou

doplnény o simulacni vysledky potvrzujici funkénost danych filtrt.
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Annotation

This thesis briefly introduces the reader to ordinarily used local filters which estimate the state
of nonlinear systems. Namely there are extended Kalman filters, unscented Kalman filter and
divided difference filter. The reader gets familiar with polynomial filters which use higher
moments of random variables that cover noises affecting the system and the measurement.
The simplest kind of polynomial filters, quadratic filter, is introduced in detail. The second
group of closely presented filters is robust filters. These filters can be suitable for the state
estimation of the systems which are described by the uncertain model. To the reader are also
introduced the two basic types of the nonlinear robust filters. The chapters about polynomial
and robust filters are provided with the simulation results confirming the functionality of these

filters.
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1. UvoD

V této praci se budeme zabyvat odhadem stavu stochastickych systému. Tato tloha se nazyva
filtrace nebo estimace. Jedna se o velmi dulezitou technickou ¢innost, ktera naléza uplatnéni
Vv mnoha oborech, jakymi jsou naptiklad syntéza ftidicich systémi, detekce poruch,
monitorovani, rozhodovani, ale také v netechnickych oborech, napiiklad ekonomickych.
Odhad stavu je provadén na zakladé méfeni vystupu stochastického systému. Pro dobré
fungovani navrzenych filtrGi je nutné mit dobry popis systémil, pro néz je filtr navrhovan.

S ulohou estimace je tak uzce spojena tloha identifikace systémui.

Proto, abychom mohli 1épe docenit dilezitost odhadovani stavu systémi v soucasnosti,
shriime si nyni struéné historicky vyvoj [1] této v&decké discipliny. Ackoli nejvétsi rozvoj
estimace stavu systému nastal v poloviné 20. stoleti, historie této ¢innosti je mnohem starsi.
Jiz na pocatku 18. stoleti zpracoval Roger Cotes praci zabyvajici se odhadem ve smyslu
nejmensich ¢tverct. I kdyz o kvalité této prace mohou byt pochybnosti, protoze neobsahovala
ptiklady pouziti a jeji autor zemiel diive, nez ji mohl rozvinout. Dal§im rozvojem odhadu ve
smyslu nejmensich ¢tverca se zabyvali matematici Tobias Mayer, Leonarda Euler nebo Pierre
Laplace. Rekurzivni nejmensi ¢tverce byly v podstaté definovany Karlem Gaussem v jeho
praci, ktera byla publikovana roku 1809. Diky ni piisel Gauss ve spolupraci s Adrienem

Legendrem na zptsob odhadu polohy vesmirnych téles na zakladé nepiesnych méfeni.

Vyrazny vyvoj estimace nastal ve 40. letech 20. stoleti publikovanim Wiener Kolgomorovy
teorie [2], [3]. Tato teorie ma spole¢né rysy s Kalmanovym filtrem, ale nevyuziva stavového
popisu systému, kdezto predpoklada, ze signal i Sum jsou staciondrnimi ndhodnymi procesy.
Po nastupu stavové teorie systémi se zacalo upoustét od klasické, frekvencni teorie. Na
zaklad¢ tohoto piistupu byl vypracovan algoritmus pro sledovani raket vytvofeny roku 1956
na Johns Hopkins University. Ziejmé& nejvétsim pokrokem na poli estimace ve 20. stoleti bylo
definovani Kalmanova filtru [1], [4] roku 1960. V té dobé byla publikovana fada praci
navrhujicich filtry dosti podobné Kalmanovu filtru. Ten je vSak nejznamé;jsi a nejpouzivangjsi
pro svoji obecnost a snadnou aplikovatelnost pomoci vypocetnich prostiedki, které se tou
dobou zacaly vyraznégji rozvijet. Obecnou popularitu ptinesla Kalmanovu filtru jeho aplikace

v projektech Apollo.

Kratce poté, co byl definovan Kalmaniv filtr, byl pfedstaven prvni z filtri pro nelinearni
systémy, roz§iteny Kalmanuv filtr [5]. Jedna se zastupce lokalnich filtrd. Mezi jejich dalsi

zastupce, definované v uplynulych 50 letech a nyni jiz standardné pouzivané, patii napiiklad
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unscentovany Kalmanuv filtr [6] ¢i diferen¢ni filtr [7]. Druhou skupinou filtri pro nelinearni
systémy jsou globalni filtry, které jiz neprovadi linearizaci v jednom bodé¢ stavového prostoru,
ale ve vice bodech. Nejznaméjsim zastupcem globalnich filtrG jsou paticle filtry [8], [9].
V poslednich letech jsou dale rozvijeny polynomialni filtry [10], [11], [12], které jsou
schopny vyuzivat znalosti vysSich momentti Sumu nez je tomu u Kalmanova filtru a tim
poskytuji lepsi odhady. Dal§im zastupcem novych filtrti jsou robustni filtry [8], [13], [14]
které minimalizuji maximalni chybu odhadu pfi nepfesné znalosti modelu systému. S témito

dvéma zastupci modernich filtri se Ctenaf seznami i v této praci.

1.1. CiLE PRACE

Cilem této prace je strucné seznamit Ctenafe se standardné pouzivanymi lokalnimi filtry a
blize mu pfedstavit filtry, které za urcitych podminek poskytuji pro linearni systémy lepsi

odhady nez Kalmantv filtr. Jmenovité se bude jednat o polynomidlni a robustni filtry.

V druhé kapitole budou shrnuty vztahy Kalmanova filtru, jakozto filtru poskytujici nejlepsi
linedrni odhad ve smyslu stfedni kvadratické chyby pfi popisu Suml pomoci prvnich dvou
momentl. Dale zde budou predstaveny bézné pouzivané lokalni filtry. Jmenovité jimi bude

roz$iteny Kalmantv filtr, unscentovany Kalmaniv filtr a diferencni filtr.

V tfeti kapitole bude ¢tenat seznamen s polynomialnim filtrem, poskytujicim optimalni
odhady stavu pti nedodrzeni piedpokladu Kalmanova filtru na gaussovost Sumt. My se Vv této
praci zaméfime zejména na nejjednodussi variantu polynomialniho filtru a to na kvadraticky
filtr. Ten vyuziva rozsifeni vektoru stavu o svij kvadrat v zajmu zlepSeni kvality odhadu
oproti Kalmanovu filtru. Do rozSifeného modelu systému je tak zahrnuta i znalost vysSich
momentli $umil. CtenaF bude seznamen i s moznosti aplikace polynomialnich filtrii vyssich

radu a také s uskalimi, které plynou z jejich aplikace.

Ve ctvrté kapitole budou blize predstaveny robustni filtry, které se vyporadavaji s nedostatky
Kalmanova filtru. Ty nepfedpokladaji platnost obecné tézko dosazitelného ptredpokladu na
presnou znalost modelu systému, jehoz stav chceme odhadovat. Jejich aplikaci tak Ize dostat
kvalitni odhady 1 pro systémy, jejichz model mé chybné matice dynamiky nebo méfeni, ¢i
pokud uvazuje Sumy popsané jinou hustotou pravdépodobnosti, nez je jejich realna. V zavéru

kapitoly bude ctendf seznamen se zdkladnimi principy fungovani robustnich filtri pro



nelinearni systémy. Prace bude obsahovat i simula¢ni ovéteni funkcnosti predstavenych filtra,

a to jak v grafické podobé¢, tak numerickym vypisem piislusnych chyb odhadu.

1.2. VYMEZENI ZAKLADNICH POIMU

Pro jednodussi orientaci v nasledujicim textu si nyni shriime a vysvétleme pojmy, které jsou
v praci frekventované a bez jejichz znalosti nebude moci Ctendi fadné porozumét dané

problematice.

Stochasticky systém: V praci budeme pro popis systémi pouzivat stavové modely popsané

rovnicemi
X1 = fr(x) + wy
Vi = he(xp) + vy

Prvni rovnice se nazyva rovnici dynamiky systému a druha rovnici méteni. Proménné wy, a vy,
jsou nahodné veliCiny reprezentujici Sumy. Tyto nahodné veliCiny jsou dény se znamou
hustotou pravdépodobnosti, ¢i alespoit se zndmou stfedni hodnotou a kovarianci. Dale
predpokladame znalost hustoty pravdépodobnosti popisujici pocatecni stav x,. Jsou-li funkce
fi () a hy () linearni, hovofime o linearnim stochastickém systému. V piipad¢ nelinearnich

funkci hovotime o nelinedrnim stochastickém systému.

Kritérium kvality odhadu: Urcuje, v jakém smyslu chceme nalézt optimalni odhad stavu

systétmu. Mezi nejCastéji pouzivand kritéria V estimaci patii maximalni vérohodnost,
maximalni aposteriorni pravdépodobnost a dalsi. My se v této praci budeme zabyvat zejména

odhadem ve minima stfedni kvadratické chyby odhadu, kdy je kritérium dano jako

J= f (x = 2)7 (x — 2) p(x|2)dx

Nahodné veli¢ina: Jedna se o funkci, ktera ptitfazuje urcitou hodnotu nahodnému experimentu
X:Q0-R

kde Q je pravdépodobnostni prostor a R je topologicky prostor.



Nahodny proces: Mnozina nadhodnych veli¢in na mnozin¢ Casovych okamziki, ktera je

zpravidla nekonec¢na. Je-li kone¢nd, nazyvame ndhodny proces ndhodnym vektorem.

Gaussovskd ndhodna velic¢ina: Veli¢ina s gaussovskym, jinak téz normalnim, rozlozenim

hustoty pravdépodobnosti

1 1 _
p(X) = N(x:m, P) = - e—f(x—m)TP Lx—m)

m

(2m)Z (detP)2

Lze jim aproximovat soucet mnoha nezavislych proménnych se stejnym rozlozenim
pravdépodobnosti. Z tohoto divodu je cCasto pouzivané k aproximativnimu popisu Sumi

systému a méfeni.

Stacionarni proces: Proces, jehoz vlastnosti jsou v ¢ase neménné. RozliSujeme dva typy
stacionarit, a to silnou a slabou. Pro silnou stacionaritu jsou hustoty pravdépodobnosti
nadhodnych veli€in stale stejné. Pro slabou stacionaritu je konstantni pouze stfedni hodnota a

pro stejné dlouh¢ ¢asové useky i kovariance.

Bily Sum: Nahodny proces, jehoz libovolné dvé rtizné casové realizace jsou vzajemné
nezavislé. V bilém Sumu jsou obsazeny frekvence se stejnou pravdépodobnosti, a proto se

pouziva jako aproximace Sumu obsahujiciho vSechny frekvence.

V praci se vyskytuje jesté celd fada pojmu, které mohou byt ¢tenafi nezndmé nebo nejasné.
Cetnost jejich vyskytu je vak vyrazné niz§i nez u pojmi piedstavenych v této kapitole a jsou

tedy vysvétleny az na konkrétnim misté pouziti.



2. LOKALNI FILTRY

V této kapitole se budeme zabyvat piedstavenim nejcastéji pouzivanych filtra, které poskytuji
optimalni bodové odhady nelinearnich stochastickych systému. Nejprve si ale uved’'me vztahy
Kalmanova filtru dle [2], [5].

2.1. KALMANUV FILTR

Uvazujme stochasticky, t-invariantni, diskrétni systém

Xp+1 = ka + Wy (211)
Vi = ka + Vg (212)
kde {w,} a {v} } jsou procesy spliujici pro k = 0,1,2 ... nasledujici pfedpoklady

e {w,}a{v}jsoubilé¢ Sumy
e {w,}a{v}jsou s nulovou stiedni hodnotou a znamou kovarianci

e {w,}a{v,}jsou nezavislé

proces {w;} budeme nazyvat Sum systému a proces {v;} Sum méfeni. Kovarianci Sumu
systému budeme znacit Q a kovarianci Sumu métfeni R. Budeme uvaZovat stacionarni Sumy.
Jejich kovariance je tedy v Case neménna. Poslednim nutnym piedpokladem je znalost

pocatecniho stavu systému, ktery je gaussovskou nezavislou nahodnou veli¢inou danou
X ~N (O, Po)

Pro takto definovany systém je aposteriorni odhad, jinak téz nazyvany filtratni, dostaneme

jako

- ~ -1 R
Xklk = Xk|k-1 + Pk|k—1HT(HPk|k_1HT + R) (yk — ka|k—1) (213)

-1
Pk|k = Pk|k—1 - Pk|k—1HT(HPk|k_1HT + R) HPk|k—1 (214)

Apriorni, tedy prediktivni odhad je

Xiv1ke = FXp i (2.1.5)

Pesie = FPo FT +Q (2.1.6)

Ptipomenme, ze pii splnéni danych podminek a pfi linearnich maticich modelu systému
dostaneme pouzitim Kalmanova filtru daného vztahy (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) a (2.1.6) nejlepsi

linearni odhad podle stfedni kvadratické chyby. Pfi odvozeni Kalmanova filtru neni pouzito
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zaddnych aproximaci a odhad stavu je tak linedrni transformaci méfeni. Neni-li ncktery
z predpokladi splnén, je vhodné uvazit pouziti jiného filtru. V tom ptipadé se vSak jiz
dopoustime aproximaci a to bud’ linearizaci nelinedrniho systému, nebo aproximativnim
vyjadienim hustot pravdépodobnosti Sumt. V této praci se budeme dale zabyvat filtry, které
poskytuji optimalni odhad v okoli bodu ve stavovém prostoru, vnémz se dopoustime
aproximace. Tyto filtry se nazyvaji lokalni filtry a jejich nejpouzivanéjSim zastupcem je

rozsiteny Kalmanuv filtr.

2.2. ROZSIRENY KALMANUV FILTR

V této kapitole se oprostime od predpokladu linearniho systému. Mé&me model systému ve

tvaru

X1 = f () + wy (2.2.1)

Vi = h(x) + vy (2.2.2)

kde f()a h(:) jsou znamé vektorové funkce. Pro jednoduchost uvazujme navic Casové
invariantni, autonomni systém. VSechny ostatni predpoklady na systém jsou zachovany jako
v piipadé Kalmanova filtru. Sumy jsou tedy nezavislé, s nulovou stfedni hodnotou a znamou
kovarianci. Pocatecni stav je opét nezavisla nahodna gaussovska veli¢ina se znamou stiedni

hodnotou a kovarianci.

Pfirozenym pfistupem, jak se zbavit nelinearit v maticich modelu systému, je dany model
linearizovat pouzitim Taylorova rozvoje. Tim se vSak dopoustime aproximace a ziskané
odhady jiZ nebudou ptfesné. Urceni rekurznich vztahl rozsiteného Kalmanova filtru Ize nalézt

Vv [1] nebo [5]a my si je nyni shrime. Vztahy pro vypocet filtracniho odhadu jsou

R dh(x;) R (2.2.3)
h(x) = h(Rype-1) + o |1 Xk = Xje—1)
Xk
=H(Lk|k-1)
R = Ripk—1 + Pepe—1HT (Rrepe—1) (H(Ripe—1) Prepe—1 HT (Rie-1) 2.24

+ R)_l ()’k - h(£k|k—1))

Pk = Prpe—1 = Prpp—1H™ Ruepi—1) (H Rrep—1) Pepe—1 HT (Rie—1) (2.2.5)

-1 R
+R) "H(&yjk—1)Prj-1



Vypocet prediktivniho odhadu je dan vztahy

Fa) = F(Rp) + % v G = T (2.2.6)
=Fk()?k|k)

Rievrpe = [ (Rpr) 2.2.7)

Pirie = F R P F' (Bigi) +Q (2.2.8)

Budeme-li pozadovat vyssi kvalitu odhadu rozsiteného Kalmanova filtru, muZeme pro
estimaci vyuzit i vysSich ¢lend Taylerova rozvoje funkcei f(+) a h(+). VyuZzijeme-li naptiklad 1
¢lent rozvoje druhého fadu, dostaneme takzvany filtr druhého fadu. Dals$im moznym
zpusobem, jak zlepsit kvalitu odhadu, je né€kolikandsobné vyuziti méfeni v Case k. Je totiz
ziejmé, Ze vyuZzitim méfeni yj dostaneme presnéjsi stfedni hodnotu odhadu £y, nez jako
byla prediktivni stfedni hodnota odhadu Xy ;. Ur¢ime-li nyni novou aproximaci funkce
h(xy), ale nyni jiz v bod¢ Xy, miZeme tuto aproximaci vyuzit k opétovnému vypoctu
filtracni hustoty pravdépodobnosti odhadu. Protoze je mozno timto zplsobem iterativné
zlepSovat kvalitu odhadu az do chvile, kdy obdrzime dal§i méfeni, je takovyto filtr oznacovéan
jako itera¢ni. Obdobnym zptsobem lze navic zlepsit kvalita odhadu i pro ostatni piedstavené

lokalni filtry.

EKF je nejhojnéji vyuzivanym lokalnim filtrem. Jeho nevyhodou je, Ze vypocet derivaci
matic dynamiky systému a méfeni mize byt obtizny a pfi n€kterych typech nelinearit mtize

davat Spatné odhady stavu. Tento nedostatek by mél fesit nasledujici filtr.

2.3. UNSCENTOVANY KALMANUV FILTR

Unscentovany Kalmanav filtr (UKF) je dalsi modifikaci Kalmanova filtru pro odhad stavu
nelinearnich systémi. Tento filtr na rozdil od EKF nelinearizuje funkce f(-) a h(+). Misto

toho vyuziva unscentovanou transformaci, jejiz princip je dle [6] nasledujici:

2.3.1. UNSCENTOVANA TRANSFORMACE
1. UvaZujme n-bodil vektoru X se zndmou stfedni hodnotou x a kovarianci P,. Tento
soubor bodi budeme nazyvat sigma-body. Pro znamou nelinearni transformaci

y = h(x) chceme nalézt sttedni hodnotu y a kovarianci P, ndhodné veliciny y.

2. Vybér 2n sigma-bodu provedeme tak, aby platilo
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Xo =% (2.3.1)
=X+ (\/(n+ K)Px). pro i=1,..,n
l
X;=X— (\/(n + K')Px). pro i=n+1,..,2n
l

s vahou jednotlivych bodu

=
I

W, =~ (2.3.2)
n+k
1 o (2.3.3)
m—m pTOl—l,...,ZTL

kde k € R je uzivatelem voleny parametr, (w/(n+K)Px)i je i -ty sloupec

odmocniny matice (n + k)P,, kdy plati

(\/(n + K)Px)T (J(n + K)px) = (n+ k)P, (2.3.4)

Numericky Ize (y/(n + x)P, ) ziskat naptiklad pouzitim Choleského rozkladu.

3. Proved'me transformaci jednotlivych sigma-bodu, takze dostaneme soubor jejich

transformovanych hodnot vyuZzitim vztahu

yi =h(x;) pro i=0,..,2n (2.3.5)

4. Stiedni hodnotu y nahodné veli¢iny y dostaneme jako jeji vaZzeny pramer

2n (2.3.6)

1
y=%ZWiyi

i=0
5. Kovarianci P, ndhodné veli¢iny y dostaneme jako

1 & (2.3.7)
—_ g -y _—a\T
P, = Zn; Wi =y —y)

2.3.2. UNSCENTOVANY KALMANUV FILTR
S takto definovanou unscentovanou transformaci miizeme nyni definovat unscentovany
Kalmantv filtr pro systém definovany v kapitole 2.2 se znamou prediktivni hustotou

pravdépodobnosti pocatecniho odhadu stavu systému

p(xo) ~N(xq: Xo|-1, Poj-1)
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Filtratni odhad hustoty pravdépodobnosti ziskame, aplikujeme-li pro znamé hodnoty Xy, @
Py k-1 prvni tii kroky unscentované transformace z kapitoly 2.3.1. Kovarianci predikce

méfeni a kovarianci mezi predikci méfeni a prediktivnim odhadem pak vypoéteme jako

1<, X X o (2.3.8)
P, = Zz(; Wi (J’ik|k_1 - Yklk—l) (J’ik|k_1 - )’k|k—1) +R
l:
% 2.3.9)
1 T (
ny = %ZO VVl (xik|k—1 - xk|k—1) (yik|k—1 - yk|k—1)
1=
Vztahy pro ziskani filtraéniho odhadu jsou pak
R = Ripe—1 + Py Byt Vi = Pipre—1) (2.3.10)
Ky
Peie = Prje—1 — KkuKkT (2.3.11)

Obdobnym zptusobem aplikujeme prvni dva kroky unscentované transformace z 2.3.1 pro Xy

a Py .. Dostaneme tak prediktivni odhad, ktery je dan nasledujicimi vztahy

| (2.3.12)
5C\k+1|k = %Z M/l fik+1|k
i=0

L& . (2.3.13)
Presape = %Z ACTIEE A ICEE 1)
i=0

vvvvvv

piesnost odhadu stfedni hodnoty stavu, protoze k jeho vypoctu pouzivame vEétSi mnozstvi
bodii. Dals$i vyhodou je niz§i vypocetni naro¢nost pro nékteré systémy, protoze odpada
nutnost vypoctu Jacobiho matice. Pii pouziti UKF pocitame pouze transformace jednotlivych

bodil sigma-vybéru, coz je vypocetné nendro¢na operace.

2.4. DIFERENCNI FILTR PRVNIHO RADU

Dalsimi zastupci lokalnich filtrd jsou diferen¢ni filtry. Jejich anglicky nazev je divided
difference filters (DDF). Lze se setkat s DDF prvniho a druhého fadu. V této praci se
omezime pouze na diferencni filtr prvniho fadu podle [7], [9]. Princip jejich fungovani je

velmi podobny rozsifenému Kalmanovu filtru, s tim rozdilem, Ze misto derivaci funkci f(-) a
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h(*), a tedy nutnosti pocitani jejich Jacobyho matic, pouzivaji DDF diference. K linearizaci se
vyuziva Stirlingovy interpolace prvniho fadu. Funkce méfeni h(x;), potiebna k uréeni

filtracni hustoty pravdépodobnosti je aproximovana jako

y = h(x;) (2.4.1)
= h(Rkpk-1)
1
+ {ﬂ <hi (J?"'k‘l TS k|k—1) —h (J?k'k‘l N Ksjk|k—1)>}
H(j)

kde h; je i — ta fadka funkce méfeni h(x;). Clen Sj je j — ty sloupec matice Sy x—1, pro

k|k—1

T - Iy /e = r r w o 1A
kterou plati (Sk|k_1)(5k|k_1) = Pyjk-1- Matice H(i,j) se pak sklada ze ¢lend na pozici
(i,)), danych fesenim ¢asti rovnice v {} proi =1,...,naj =1,...,n. Parametr k je volen
uzivatelem a urcuje délku interpolacniho intervalu. Pro normélni rozlozeni hustoty
pravdépodobnosti je standardng volena jeho hodnota x = /3. S vyuzitim takto definované

interpolace mtizeme nyni definovat filtra¢ni odhad hustot pravdépodobnosti pomoci DDF

ST e N(Ff NTIT (1 i 1

K, = 5k|kHT(l.])(H(l,])HT(1,]) +R) (2.4.2)
k\klk = 5C\k|k—1 + Kk (yk - h(2k|k—1)) (243)
Pee = Pepe—1 — K (HGDHT(0,)) + R)K] (2.4.4)

Obdobné jako jsme aproximovali funkci h(x; ), mizeme aproximovat funkei f (x;).

~ 1 ~ ~ (2.4.5)
fa) = f(Rip) + {ﬂ <fi (Xk|k + KSjk|k) —fi (Xk|k - KSjklk)>}
F(ij)
Dostaneme pak nasledujici prediktivni odhad hustoty pravdépodobnosti
Riperr = [ (Rrpr) (2.4.6)
Pejesr = FANFT (L)) + Q (2.4.7)
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3. POLYNOMIALNI FILTRY

V této kapitole se budeme zabyvat odhadem stavu linearniho systému, na ktery piisobi Sumy
popsané¢ vice jak dvéma momenty nahodné veli¢iny. K feSeni této ulohy pouzijeme filtr zvany

kvadraticky filtr [10].

3.1. NEGAUSSOVSKY SYSTEM

Pti definovani Kalmanova filtru v ¢asti 2.1 jsme uvazovali systém, jehoz Sumy byly popsany
pomoci prvnich dvou momenti ndhodné veli¢iny. V pfipadé, Ze budou tyto Sumy mit
gaussovské rozlozeni hustot pravdépodobnosti, budou uplné popsény pro znamou stiedni
hodnotu a kovarianci. Budou-li vSak na systém pusobit negaussovské Sumy se znamymi i
vy$§imi momenty, lze dosahnout zlepSeni oproti Kalmanovu filtru vhodnou volbou
nelinedrniho filtru. V poslednich letech byla tato problematika hojné feSena a existuje celad
fada piistupt, jako napiiklad [12], [11], ¢i [15], vedoucich k zlepSeni odhadu stavu

negaussovskych systému. V této praci se budeme zabyvat kvadratickym filtrem.

Ten uvazuje stochasticky systém se zndamym stavovym popisem a Sumy popsanymi prvnimi
¢tyfmi momenty. Kvadraticky filtr se snazi poskytnout lepsi odhad stavu, nez bychom dostali
pouzitim libovolného linearniho filtru, ale pfitom je zachovana jednoduchost a rekurzivita
vypoctu. Kritérium optimality je zvoleno ve smyslu stfedni kvadratické chyby. Opét
predpokladame, ze Sumy pusobici na systém jsou bilé, nezavislé, s nulovou stfedni hodnotou.
Jak jiZ bylo napséano vyse, na rozdil od Kalmanova filtru jizZ neptedpoklddame prvnich dvou,
ale ¢ty momentti Sumové nahodné veli€iny, které musi byt kone¢né. Pomoci nich rozsitime
stavovy prostor systému vyuzitim kvadratu méteni. Vysledny rozsifeny prostor definujeme

jako spojeni ptivodniho, nerozsiteného stavového prostoru a druhé mocniny stavu.

3.2. KRONECKERUV SOUCIN

Protoze pfi roz§ifovani stavového prostoru Vv kvadratickém filtru budeme pracovat s maticemi
a vektory, neni mozné pouzit jednoduché mocnéni jednotlivych skalarnich ¢lend matic
modelu systému, ale je tieba vypocist Kroneckertiv soucin [15] pro vypocteni mocnin matic

podle nasledujici definice:

M¢jme matici A velikosti #-n a matici B velikosti m-m. Kroneckertiv soucin je pak dan jako
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biiA .. bigA (3.2.1)
AQB=| + -
buiA - bpmA

Jsou-li matice A a B ctvercové, pak je vysledna matice po Kroneckerové soucinu opét
ctvercovd, a jeji dimenze je m'n. V této praci bude mocnina matice ziskand Kroneckerovym

sou¢inem znac¢ena

x,LZI = x, @ xi (3.2.2)

V tomto piipad¢ se jedna o kvadrat vektoru stavu. Pro Kroneckertv soucin dale plati

(AQB)(CQ®D)=ACQBD (3.2.3)

3.3. OPTIMALNI KVADRATICKY FILTR
Uvazujme nasledujici linearni diskrétni autonomni systém podle [10]
X411 = Fkxk + Wi (331)
Vi = Hkxk + Vg (332)
pro ktery plati x, € R", y, € R™, F, € R"™, H, € R™™ . Dale predpokladame znalost
pocate¢niho stavu x,, kdy plati E{x, } = 0. Pro Sumy plati, Ze se jedna o nezavislé nahodné
veli¢iny, které jsou popsany znamymi prvnimi étyfmi momenty. Sumy jsou taktéZ nezavislé

na pocatecnim stavu. Dale predpokladame

E{||f|2|||2}< 00 E{||Wk|2|||2} < E{llvk|2|||2}<oo

Pro takto definovany systém muiZzeme zavést rozsiteni vektoru stavu a vektoru méfeni jako

—_ Xk n+n?
Xr = |, 12I| €R
Xk

Yk )
YRk = [y]lz|] g€ Rmtm

Pomoci takto definovaného rozsifeného vektoru stavu snadno vypocteme jeho vyvoj v Case.

Vyvoj x, je definovan vztahem (3.3.1). Vyvoj ¢lenu x,LZl je dan jako
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x,lczll = (Fkxk + Wk)lzl (333)

= Fkxk ® Fkxk + Fkxk®wk + Wk®Fkxk + Wi ® Wi
[ —
=F112|x,|(2|

Rozsifenou matici dynamiky systému pak lze definovat jako

Fe 0 (3.3.4)
fre=|o g

Rozsiteny vektor stavového Sumu pak lze zapsat jako
_ Wk (3.3.5)
WRk - [Fkxk®wk + wk®Fkxk + wy, X Wk]
Wk
B [(1®Fk)(Wk®xk) + (F®D (x, ®wy) + wy !

Analogickym vypoétem jako v ptipadé (3.3.4) ziskame matici rozsifenou vystupni matici

systému
u H, 0 (3.3.6)
R — 0 HIL2|
a matici Sumu méfeni
Vo = Ul ] (3.3.7)
Rp Hkxk®vk + Uk®Hka + Vi ® Vg

Uk
B [(1®Hk)(vk®xk) + (H®D (%, ®vy,) + 12!

Nyni odvodime kovarian¢ni matice rozsifenych Sumul. Za¢neme opét odvozenim pro stavovy

Sum
u,(w) usz(w) (3.3.8)
QRk = E{WRkWRTk} = [ﬂi (w) ]3/‘/{4}
kde
py = E[wwy ] (3.3.9)
uzs(w) = E[w, (I®F) (W, ®x;) + (F.®D) (x,, ®wy) +w, 2H7)] (3.3.10)
= E[w, (I®F,) (W, ®x;)] + E[w (F,®I)(x;®w;)]
=0 =0
+ Efwew '] = Efww, ']
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wi = E[(I®F) Wi ®xi) + (F®D (3 @w;.) (3.3.11)
+wi 2D (URF) (Wi ®xy) + (F®I) (%, @wy.)
+ w2 | = E[u,(w) 12
= E[(I®F) W ®x,) W ®x;) " (I®F,)"
+ E[(I®F,) (W ®x;.) (%, ®w; )" (F, @D
+ E[(F ®1) (. @w) (W, ®x) (I®F, )"
+ E[(F,®D) (x,, ®wy.) (x, @wy )" (F. @D
+ Ewe 2w 2] = iy () @pi () T
= (I®F) (4, (W) ®P)(I®F,)"
+ (I®F) (2 (W) ®P )M (F, @D
+ (I®F) (P ®uy (W) )M (IQF,)"
+ (Fe®D (P @z W) ) (F®DT + pa(w)
— (W) ®ua(w) "

kde matice M je definovana jako

]
]
]
]

yQx (3.3.12)
M =
xQy

Jedna se tedy o matici ,,prohazujici” fadky na pravé strané nasledujiciho vztahu tak, aby

platila jeho rovnost

E[(we®x;) ( ®wi)"] = (1, ®PIM" (3.3.13)
Matici P, jsme ziskali vybérem submatice dimenze n z kovarian¢ni matice odhadu
rozsifeného stavu Pp, .Analogicky jako jsme ziskali rozsifenou kovarian¢ni matici stavového
Sumu Qp, , mizeme ziskat rozSifenou kovarian¢ni matici vystupniho Sumu Rp, , pouze
nahradime matici Fj, matici Hj,, ndhodnou veli¢inu W veli¢inou V a momenty ndhodné veli¢iny

u; (w) momenty y; (v).
Vysledny algoritmus kvadratického filtru je dan nasledovné:
Nejprve uved’'me vztahy pro vypocet filtracniho odhadu
XRk|k = XRk|k—1 (3314)
o171
+ PRk|k—1HRk [RRk + HRkPRk|k—1HRk] [YRk

- HRkXRk|k—1]

16



-1
_ T (3.3.15)
Pre = Friper = Priger Hri [RRk + HRkPRka—lHRk] Hp, Pryye—s
Vztahy pro vypocet prediktivniho odhadu jsou
XRk+1|k == FRkXRk|k (3316)
PRk+1|k = FRkPRk|kFRk + QRk (3317)

Optimalni odhad stavu pak ziskame vybérem prvnich n slozek z odhadu rozsiteného vektoru

stavu Xp, .
Piiklad 3.1 (Skalarni piipad)
Uvazujme systém se stavovym modelem

X1 = O,6Xk + Wi, (3318)
Vi = 0,8Xk + v, (3319)
Sumy piisobici na systém jsou nezavislé snulovou stiedni hodnotou. Jejich rozdéleni

pravdépodobnosti je dano nésledujici pravdépodobnostni funkci.

Wy 1 3 9
p(wy) % 12_8 %
Vi 1 3 9
p(v)) = = =

Tabulka 3.1: Pravdépodobnostni funkce Sumt pro piiklad 3.1

Na nasledujicim obrdzku je zobrazen stav daného systému a jeho odhad pouzitim
kvadratického filtru. Pro porovnani kvality filtrace je vykresleno porovnani s Kalmanovym

filtrem. Dale jsou vykresleny prumérné stiedni kvadratické chyby odhadi pro sto simulaci.
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system
— kvadr.f.
KF

12
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stav x
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krok k

Obrazek 3.1: Odhad stavu skalarniho systému pouzitim kvadratického filtru. Porovnani

s Kalmanovym filtrem.

kvadr.f.

RMSE

0 5 10 15 20 25 30 35
krok k

Obrazek 3.2: Primérna kvadraticka chyba odhadu stavu skalarniho systému pouzitim

kvadratického a Kalmanova filtru pro sto simulaci
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Pro numerické ovéteni kvality odhadu je v nasledujici tabulce jeSté vypsana stredni

kvadraticka chyba odhadu primérné realizace trvajici 30 krokd.

E[%]]
kvadraticky filtr 6,7
Kalmaniv filtr 14,43

Tabulka 3.2: Stiedni kvadraticka chyba odhadu kvadratického filtru a Kalmanova filtru

Z této tabulky je patrné, ze pouzitim kvadratického filtru jsme dostali odhad systému
s ptiblizn€ polovi¢ni stfedni kvadratickou chybou odhadu nez v ptipad¢ pouziti Kalmanova

filtru.
Priklad 3.2 (Skalarni pripad s odchylkovym modelem)

Dalsiho zlepSeni kvality odhadu pro dany systém bylo dosazeno dle [10] zavedenim
odchylkového modelu

XRk+1 = FRkXRk + WRk (3320)
?Rk = HRkXRk + VRk (3321)

Nejprve ur¢ime odchylku rozsifeného vektoru métfeni. Ta je danéd vztahem

- Yk 3.3.22

kde matice L pfedstavuje tzv. akumulator stavu. Jedna se o hodnotu rozsifeného odhadnutého
vektoru stavu z pfedchoziho kroku simulace, tedy Ly = Xg, _,. S takto ziskanou odchylkou

méteni provedeme odhad rozsifeného stavu systému stejné jako v ptikladé 3.1 s tim rozdilem,

7e nyni dostaneme odchylku odhadu stavu X - Odhad rozsifeného stavu je pak dan jako

X, = Xp, + L (3.3.23)
Z takto nalezeného rozsifené¢ho stavu opét vybereme prvnich n slozek, které jsou odhadem
puvodniho, neroz§iteného stavu. Funkénost odchylkového modelu ovéfime na stejném
systému jako v ptiklad¢ 3.1. Dostaneme tak nasledujici odhady stavu a vyvoje primérnych
hodnot chyb pro oba filtry
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Obrazek 3.3: Odhad stavu skalarniho systému s vyuzitim kvadratického filtru pii vyuziti

odchylkového modelu. Porovnani s Kalmanovym filtrem.

9 .

kvadr.f.
8+ kalm.f.
7 |
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RMSE
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Obrazek 3.4: Vyvoj pramérné kvadratické chyby odhadu stavu skalarniho systému pouzitim

kvadratického a Kalmanova filtru pro sto simulaci pii vyuziti odchylkového modelu
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Opét vykreslime tabulku s hodnotami stfednich kvadratickych chyb obou filtrii pro primérné

realizace systému.

E[%]]
kvadraticky filtr 3,01
Kalmaniv filtr 14,43

Tabulka 3.3: Stfedni kvadraticka chyba odhadu stavu skalarniho systému pouzitim

kvadratického filtru s odchylkovym modelem a Kalmanova filtru

Z tabulky je patrné, Zze zavedenim odchylkového modelu se zlepsila kvalita odhadu ptiblizné
dvakrat. Takovéto zlepSeni vSak nebylo pro riizné systémy pravidlem a je tedy na uvéazeni,

zda je v dané tloze zavedeni odchylkového modelu prospésné.
Priklad 3.3 (Vicerozmérny systém)

Nyni se oprostime od ptedstavy skaldrniho systému a budeme se zabyvat vyuzitim
kvadratického filtru pro odhad stavu vicerozmérného systému. Uvazujme systém

S nasledujicim dvourozmérnym stavovym modelem

[x1k+1 ] _ [ 0 1 ] [xlk] + [Wlk] (3.3.24)
X2k+1 -0,5 —-0,611%2, W2,

X1 3.3.25

Y = [O 0,3] [le;] + Vg ( )

Sumy pusobici na systém jsou nezavislé s nulovou stfedni hodnotou. Jejich rozdéleni
pravdépodobnosti je dano pravdépodobnostni funkci podle tabulky 3.1. Aplikaci filtru na
takto definovany systém pfi simulaci o tficeti krocich byly nalezeny odhady stavii, které jsou
na nasledujicim obrazku. Pro odhad byl pouzit jak kvadraticky filtr bez odchylkového

modelu, tak i filtr s odchylkovym modelem. Pro porovnani byl pouzit Kalmaniv filtr.
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Obrazek 3.5: Odhad dvourozmérného stavu systému vyuzitim kvadratického filtru,

kvadratického filtru s odchylkovym modelem a Kalmanova filtru

Z obrazkl je patrné, ze pouzitim kvadratickych filtrG jsme ziskali kvalitni odhady stavi

systému. Tuto skutecnost potvrzuji i obrazky vykreslujici vyvoj pramérné chyby odhadu pro

sto simulaci pro oba filtry i hodnoty stiednich kvadratickych chyb primérné realizace.

RMSE x1

301
kvadr.f.
odchyl.kvadr.f.
25r KF
201
151
101
5r |
|
0 !” L L L L L ]

krok k

25

30 35

RMSE x2

16

14

— kvadr.f.
odchyl.kvadr.f.
KF

krok k

35

Obrazek 3.6: Vyvoj primérné chyby odhadu stavu dvourozmérného systému pii vyuziti

kvadratického a Kalmanova filtru pro 100 simulaci pfi vyuziti odchylkového modelu
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E[#] E[%3]

kvadraticky filtr 21,52 11,96
kvadr.f. (odchylkovy m.) 22,91 13,29
Kalmanuv filtr 38,28 23,65

Tabulka 3.4: Stiedni hodnota kvadratu chyb pfi pouziti kvadratického filtru, kvadratického

filtru s odchylkovym modelem a Kalmanova filtru

Pouzitim kvadratického filtru se, podobné¢ jako ve skalarnim pitipad¢, zmenSila stfedni
hodnota kvadratu chyby oproti Kalmanovu filtru pfiblizn€é na polovinu. Pouzitim
odchylkového modelu jsme v8ak nyni neziskali dal$i zlepSeni odhadu oproti kvadratickému
filtru bez odchylkového modelu, tak jak tomu bylo ve skalarnim ptipadé. Pouzitim
kvadratického filtru bez odchylkového modelu jsme vzdy ziskali lepsi odhady nez

z Kalmanova filtru, i kdyZ velikost zmenSeni stfedni hodnoty kvadratu chyby se ménila.
Priklad 3.4 (Sumy systému s rovnomérnymi rozdélenimi hustot pravdépodobnosti)

V tomto piikladé se budeme zabyvat odhadem stavu stejného systému, jako byl v pfedchozim
ptikladg, tedy popsaného rovnicemi (3.3.24) a (3.3.25) s tim rozdilem, Ze budeme uvazovat

stavové Sumy s rovnomérnymi hustotami pravdépodobnosti

1 . .
p(wy) = { 2 wy € (=1;1) (3.3.26)
0 wy € (—0;—1) U (1;0)
1
p(w,) = { 4 wy € (—=2;2) (3.3.27)
0 w; € (—%0;=2) U (2;2)

stejné tak uvazujme Sum méteni s rovnoméernou hustotou rozloZeni pravdépodobnosti

1
p(v) = { 7 v E (=2;2) (3.3.28)
0 ve (_OO; _2) U (2; oo)

Pro takto definovany systém provedeme odhad vektoru stavu pomoci kvadratického filtru a
Kalmanova filtru stejné¢ jako v piikladé 3.3. Vysledek simulace je pak zndzornén na

nasledujicim obrazku
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Obrazek 3.7: Odhad dvourozmérného vektoru stavu kvadratickym a Kalmanovym filtrem pfi

rovnomérném rozdéleni pravdépodobnosti Sumii.

Z obrazku je ziejmé, ze pouzitim obou filtri dostavame stejné odhady stavu. Tento fakt nam
potvrdil i vypocet stfednich kvadratickych chyb odhadd. Tento jev je zplsoben tim, Ze
rovnomérné rozdéleni ma tfeti moment ndhodné veli¢iny nulovy. To zplsobi, ze matice

roz$ifeného Kalmanova zisku, daného matici

-1
_ r (3.3.29)
Kz, = Pryyes Hr, [Re + He Pryy_, HE, |

je pokazdé blokoveé diagonalni. Zptesnéni odhadu, které ziskame rozsifenim vektoru stavu

vyuzitim znalosti 3. a 4. momentu nahodné veli¢iny, se tedy nepromitne do odhadu

puvodniho, nerozsiteného vektoru stavu.

3.4. POLYNOMIALNI FILTR VYSSIHO RADU

Principy odvozeni optimalniho kvadratického filtru z kapitoly 3.3 lze obecné pouzit

k odvozeni filtru vyssiho fadu. Musime si vSak uvédomit, ze mame-li stav systému
X € R™"
tak polynomidlni filtr i-t¢ho f4du bude pouZzivat rozsifeny vektor stavu

[ Xk ] (3.4.1)
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Jestli tedy budeme chtit navrhnout napfiklad filtr ¢tvrtého fadu pro systém druhého fadu, pak

rozsifeny vektor stavu bude vypadat nasledovné

X (342)
X2
2,93
Xp, =|_131| € R2+22+23+2*
Xk

L

a bude 30. fadu. Tento fakt by nam pii dostatecném vypocetnim vykonu nemusel obecné
branit v navrhu filtru. Je vSak tfeba brat dale v potaz, jak by pro takovy systém vypadaly

roz§ifené matice systému. Roz$ifena matice dynamiky systému by pak byla

[Fk 0 0 0 1 (3.4.3)
Io E* 0 o0 I
F, =
=10 o R0
lo o o EF*
Rozsiteny vektor stavového Sumu je pak
Wr, (3.4.4)
| o |

Fkxk®wk + Wk®Fkxk + Wy ® Wi
- Fk|2|xl|(2| ® Wi + Fkxk®wk®Fkxk + Fkxk®wl|(2| + Wk®Fkxk®Wk + Wl|(2|®Fkxk + Wl|{3|
(Fxp + wi ) @ (Fexie + wi ) ® (Fiexy + wi )® (Fiexy + wy)

Posledni ¢len rozsifeného vektoru stavového Sumu jiz neni pro piehlednost roznasoben. Pro
navrh filtru ¢tvrtého fadu je nutné pro takto ziskané Wy, urcit kovarianéni matici Qg, . Postup
ziskani této matice je analogicky jako v kapitole 3.3, aviak vysledna matice Qg, je natolik
rozsahla, ze ji zde nebudeme uvadét. Poznamenejme vSak, ze bude vyuzivat znalosti prvnich
osmi momentli Sumové ndhodné veli¢iny. Obecné miizeme tvrdit, Ze pro navrh filtru i —tého

fadu pozadujeme znalost prvnich 2i momentti ndhodné veliCiny.

3.5. VYPOCETNI NAROCNOST KVADRATICKEHO FILTRU

Zvétseni kvality odhadu pouzitim kvadratického filtru ma svoji cenu. Tou je pozadavek na:

e Nutnost znalosti vyssich momentti nahodnych procesti reprezentujicich Sumy

e Vyssi vypocetni naroky.
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Mira omezeni plynouci z prvniho pozadavku je ruzna ptipad od piipadu a je na uvazeni
navrhare filtru, zda bude pro dany systém mozné nalézt spravné momenty ndhodnych veli¢in
popisujicich Sumy. Pro dobfe znamé Sumy bude tedy toto omezeni takika zanedbatelné. To 0
omezeni plynoucim z vysSich vypocetnich naroku fici nelze, protoze to je nutno brat v uvahu
vzdy. VypiSme si nyni pro nazornost ¢asy porovnavajici ¢asovou naro¢nost Kalmanova a
kvadratického filtru pro piiklady pouziti predstavené v této praci. Zaénéme porovnanim pro

skalarni ptipad

Cas [s]
kvadraticky filtr 10,14
Kalmaniv filtr 8,76

Tabulka 3.5: Casova naroénost kvadratického a Kalmanova filtru p¥i odhadu 100 tis. stavii

skalarniho systému

Je patrné, Ze pro odhad stavu skalarniho systému je zvySeni ¢asové naro¢nosti Kvadratického
filtru oproti Kalmanovu filtru takika zanedbatelné. Konkrétné se jedna o ndrlst naro¢nosti o
15,75%, coz je narust, ktery bude pro vétSinu aplikaci pti dnesnich vypocetnich vykonech
akceptovatelny. Diametraln€ odliSny ptipad nastdva, budeme-li chtit odhadnout 100 tisic
stavi, ale tentokrat pro dvourozmérny systém. V tuto chvili dostaneme nasledujici ¢asové

naroc¢nosti filtra

Cas [s]
kvadraticky filtr 287
Kalmanuv filtr 8,7

Tabulka 3.6: Casové naroénost kvadratického a Kalmanova filtru p¥i odhadu 100 tis. stavii

dvourozmérného systému

Casové naro¢nosti Kalmanova filtru jsou pro skalarni a dvourozmérny piipad takika totozné.
Mirn¢ krats$i doba vypoctu u dvourozmérného systému je ziejme zpusobena lepsi optimalizaci
udaj o casové naroCnosti Kvadratického filtru pro tento ptipad. Nardst Casu potiebného pro
vypocet je oproti odhadu stavu skalarniho systému 28 nasobny. Z tohoto faktu lze usuzovat, o
jak vyrazné omezeni pii volbé filtru pro odhad stavu se jedna. Je nutno navic podotknout, ze
dalsi exponencionalni nartst ¢asové narocnosti vypoctu by nastal v piipadé, Ze bychom méli
systém vyssiho tadu, ¢i kdybychom chtéli pouzit polynomidlni filtr vyssiho fadu nez je

kvadraticky filtr. Z tohoto divodu Ize vyvodit doporuceni pro aplikaci polynomialnich filtr

26



pouze u systémi, jejichz odhady stavu potiebujme pouze s dostatecné velkou periodou.
Budeme-li chtit tuto periodu snizit, bude muset byt navyseni vypocetniho vykonu zafizeni, na

némz pobézi estimacni algoritmus, velmi vyrazné.
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4. ROBUSTNI FILTRY

V této kapitole se seznamime s dal$im filtrem, ktery je alternativou ke Kalmanovu filtru.
Jedna se o robustni filtr, ktery je jinak téz oznadovan jako H., filtr '. Ten ma oproti

Kalmanovu filtru nékteré vyhody:

e Nepiedpoklada perfektni znalost modelu systému, jehoZz stav chceme odhadovat, coz
Se projevi v robustnosti tohoto filtru. Pozadavek na ptesny model systému je zna¢né
naro¢ny, protoze v realité je jejich zjistovani tézké, a tedy i drahé, a v fadé pripadu
se nam presny model nepovede nalézt.

e Neminimalizuje varianci chyby odhadu, ale maximalni chybu odhadu. Z tohoto

divodu byva téz oznacovan jako tzv. minimax filtr.

V praxi je Kalmaniv filtr ¢asto aplikovan i v pfipadech, kdy nejsou splnény jeho pozadavky,
a presto Vv fad€ piipadi dostaneme pouzitelné odhady stavu. Pouzitim robustniho filtru vSak
mizeme dostat lepsi vysledky a i z tohoto divodu jsou robustni filtry v poslednich dvaceti

letech ¢im dale tim hojné&ji vyuzivany a rozvijeny.

4.1. DEFINOVANI KRITERIA OPTIMALITY ROBUSTNIHO FILTRU

Nyni si podle [8] odvod’'me robustni filtr pro diskrétni systém

X1 = Fexy +wy (4.1.1)
Vi = Hexp + vy (4.1.2)
kde w, a v, jsou Sumové signaly. Jak jiz bylo poznamenano vySe, neplati pro Sumy
predpoklady jako v pifipadé¢ Kalmanova filtru. Mize se tedy jednat o nahodné procesy
s neznamymi rozdélenimi hustot pravdépodobnosti. Pti navrhu filtru se budeme snazit

minimalizovat kriterialni funkci

Yhzo e — Rill§, (4.1.3)

= S 02 N—1 2 2
llxo — x0||p0—1 + Zk=0(”Wk||Qk—1 + ||Vk||R;1)

Vi

kde X, znaCi nami hledany odhad, ktery minimalizuje kritérium. Symbolem X, znacime

odhad pocatecniho stavu. Protoze kritérium je zlomek, tak se jeho hodnota bude snizovat

! Pismeno H v nézvu H,, zna&i Hardyho prostor, ktery je pojmenovéan po G. H. Hardym [13], ktery tento prostor
definoval ve své praci zroku 1915. Znacka nekonecna v ndzvu znamena, ze filtr je navrhovéan tak, aby
minimalizoval maximalni chybu odhadu ve frekvencni oblasti pro vSechny frekvence.
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Vv ptipad¢€, Ze jeho Citatel se bude také snizovat. Na druhou stranu se bude hodnota kritéria
zvétSovat vhodnou volbou norem parametri Xy, wy, a v, coz jsou nastroje, jak nam ptiroda
muze branit v naSem snazeni. UZivatel bude volit matice Py, Q) a R;, pro konkrétni parametry.
Timto zpisobem Ize dany problém chapat jako minimax tlohu z teorie her, kdy neurcitost je
reprezentovana prirodou a ta je naSim soupefem, ktery se snazi co nejvice zvétSit chybu
odhadu x; — X. Jedna se tak o jiny pfistup nez v piipadé Kalmanova filtru, kdy jsou hustoty
rozde€leni pravdépodobnosti dané a ptiroda tak jiz nemd prostfedek k aktivnimu zhorSovani

nasSeho odhadu.

Matice Sy, Qi a Ry, jsou voleny navrhafem filtru podle konkrétni tlohy. Jedna se o symetrické
pozitivné definitni matice, kdy matice Q, a R, by v piipadé Kalmanova filtru odpovidaly
kovariantnim maticim Sumu systému a méfeni. V piipad¢ robustniho filtru se jednd o
hodnoceni miry ptisobeni sloZzek Sumu na jednotlivé stavy ¢i méfeni. Matice S, nam dovoluje
urcit slozky stavu, které jsou pro nas dulezité a chceme je tedy odhadnout pfesnéji, tim Ze na
prislusné pozici na diagonale S, zvolime vétsi hodnotu oproti ostatnim diagondlnim prvkim.
Jsou-li matice stavového Sumu a Sumu méfeni znamé, je-li znama i matice pocatecni
kovariance odhadu P, a v§echny tyto matice spliuji pozadavky Kalmanowvu filtru, mohou byt

stejné matice pouzity v obou filtrech.

BohuZel pifimé minimalizace kriterialni funkce neni mozna, a proto zavedeme hranici kritéria

6, kterou nesmi kritérium pfesahnout a pro kterou plati vztah

<1
h P

Upravou piedchoziho vztahu a pouzitim vztahu (4.1.3) dostaneme upravené kritérium

optimality

2 4.1.4
J = =5 llxo = Roll5 (4.14)

N-1
1
" [ = 20, =5 (Il + el )| < 1
k=0

Nasim ukolem je tedy najit takovy odhad X), ktery minimalizuje kritérium J pii daném

pocatecnim stavu systému a pii danych Sumech. To lze vyjadfit pomoci nasledujiciho vztahu

J* =min max J (4.1.5)

Xk Wk\Vk,X0
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kde J* znaci optimalni hodnotu kritéria J . Je tieba si uvédomit, ze vystup systému je
jednoznaéné uréen pocatecnim stavem x,, stavovym Sumem wy, a vystupnim Sumem v,. Lze

tedy rovnici pro optimalni hodnotu kritéria prepsat do tvaru

J* = min max J (4.1.6)

fk Wi, Y kX0

Stejné jako byla v ptedchozim vztahu nahrazena proménna v, proménnou y,, tak provedeme

zaménu i v kriterialni funkci, protoZe plati nasledujici vztah v, = y, — Hx;, atedy

Iwllh s = llyi = Hxe I (4.1.7)

Kritérium optimality pak lze piepsat do tvaru

1 A 418
=5l = %ol (@19

N-1
" [l = 2,
k=0

1
— o (wel s + = Hl20)|

Tohoto tvaru vyuzijeme pii feSeni minimax ulohy dané rovnici (4.1.6). Bude tedy vhodné

uvést nyni struény navod k feSeni optimalizacni ulohy pro dynamické systémy.

4.2, DYNAMICKA OPTIMALIZACE

Ptredpokladejme, ze mame diskrétni stochasticky systém, jehoz dynamiku lze popsat rovnici

X1 = F Qo wy) (4.2.1)

Nasim cilem je minimalizovat kritérium

= (4.2.2)
J= oG + ) Lo w)
k=0
Pro nalezeni feseni této tlohy si nadefinujme Hamiltonovy kanonické funkce
Hye = Li (X, wie) + A1 F Gee, wy) (4.2.3)

prok =0,..,N — 1. Proménné A%, se nazyvaji Lagrangeovy multiplikitory. Pro nalezeni

stacionarniho bodu je nutné fesit nasledujici Euler-Lagrangeovy rovnice
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oH, 1" (4.2.4)
aﬂk+1] = F(xp, Wi) = X 41
oH, T 3 9 (4.2.5)
[a =L = aLk G Wi) + Agyq aF(xk'Wk)
ow, = %Lk (X, wie) + Ay %F(xk,wk) =0
S hrani¢nimi podminkami, kdy poc¢ate¢ni stav x, je znam a plati
AT__aquN) (4.2.7)
N7 ax

Pro studium dalsich uloh dynamické optimalizace lze doporudit [16].

4.3, HLEDANI OPTIMALNIHO KRITERIA ROBUSTNIHO FILTRU

Nejprve naleznéme maximum kriterialni funkce vzhledem k pocate¢nimu odhadu stavu x, a

vzhledem Kk stavovému sumu w;,. Budeme tedy hledat feseni nasledujici rovnice

J* = max] (4.3.1)

X0,Wk

Definujme Hamiltonovu rovnici stejné jako v 4.2

Hk = L(Xk,Wk) + /13(1+1(ka + Wk)
Pro zjednoduseni dal§ich vypoéti zaméhme Lagrangetv multiplikator tak, aby platil

nasledujici vztah pro Hamiltonovu rovnici

Ab 4.3.2
§+1 (ka + Wk) ( )

¢imz jsme nikterak neovlivnili pravdivost této rovnice. Takto definovanou Hamiltonovu

2
Hk = L(xk,Wk) +

rovnici miizeme pouzit v rovnici kritéria dynamické optimalizace s tim rozdilem, ze funkci
@ (xy) ohodnocujici koncovy stav nahradime funkci ®(x;), kterd ohodnocuje stav pocateéni.

Dostaneme tak kritérium
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N-1 2, (4.3.3)
Jp = @G0+ ) Llxw) + = (P + wi = x101)
i=0

= ®(x0)
N-1 AT
+ Z L(xk,wk) + g+1 (ka + Wk)
i=0
N-1
22k 41
- 9 Xk+1
i=0
N-1 oA N oA
= ®(x) + Z L(x, wy) + k+1 (Fxp +wy) — ETkxk
i=0 i=0
2%
g o
Tento vztah mizeme dale upravit pii vyuziti (4.3.2) do tvaru
N oaT T (4.3.4)
22 2,
Jp = @(x) + z Hi— ) =%+ %o
= i=0
LSS 2/1T 2/1T 227
= (D(XO) z XN + 0 X
i=0 i=0
N-1
22 22y 224
=q)(X0)+ (Hk—Txk> TNXN +70X0
i=0
Stacionarni bod musi spliovat tyto podminky
dJp (4.3.5)
— = =0,..,N
o, 0 pro k=0,...,
9] 4.3.6
]D =0 pro k=0,..,N—-1 ( )
aWk
ad 4.3.7
]DT =0 pro k=0,..,N ( )
2 (24
(")

Rozdé€lime-li prvni z téchto rovnic na tfi rovnice pro xp, xy a x; prok=1,...,N—1 a
nasledné budeme rovnici (4.3.4) derivovat podle vSech proménnych, dostaneme nasledujici

vysledky

0P 220 4.3.8
(xo) +—O —0 ( )
axO 9
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245 (4.3.9)

5
oH, 2% (4.3.10)
Fr 0 pro k=1,..,N—1
OH, (4.3.11)

—L =0 k=0,.,N—1
e pro

Xp+1 — ka — Wi = 0 (4312)
Posledni rovnice je rovnici systému a je vzdy splnéna. Pomoci takto nalezenych rovnic nyni
budeme hledat staciondrni bod maximalizujici kriteridlni funkci J pro proménné x, a wy.

Zaénéme Gpravou rovnice (4.3.8) s vyuzitim znalosti po¢ateéni kovariance odhadu P,

00(xo) 22§ _ 9 (—% llxo — 9?0||12,0_1) N 27 (4.3.13)
dxg 2] 9%, )
= _Epo_l(xo—fo)+%:0
0 6
~Xo+ 2+ Py = 0 (4.3.14)
&imz jsme dostali rovnici pro vypocet pocate¢niho vztahu
Xo = %o + Podp (4.3.15)

Zrovnice (4.3.9) dostavame po upravé rovnici pro kone¢nou hodnotu Lagrangeova

multiplikatoru

Ay =0 (4.3.16)

Dosazeni do rovnice (4.3.11) dostaneme

ZA£ . (4.3.17)
aHk d L(Xk,Wk) + 9+ (ka + Wk)
aWk N aWk
. 1 2%
0 ((”xk — 215, — §(||Wk||ék—1 + llye — ka”i;l)) + %(ka + Wk))
- aWk
1 2 T
0 —§||Wk|| 1) o 2 Wy, 2 21T
— Qk + 6 — __Q—lW + k+1 — O
aWk aWk 9 ke k 9

Dostali jsme tak vztah definujici Sum systému pomoci kovariance Sumu a multiplikatoru

Wi = Qulfs1 (4.3.18)
Takto definovany Sum miizeme vlozit do rovnice systému a dostaneme
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X1 = Fxpe + Qulis (4.3.19)
Nyni dosad’'me do rovnice (4.3.10)

oH, 27 (4.3.20)
axk 0
. 1 2 227
0 <(”xk - xk”g*k - §(||Wk||ék—1 + ||Yk - kallRl?l)> + %(ka + Wk))
- axk
247 2 2 227
- Tk = 285, (x — %) +5HTRE1(yk — Hxy) + 5FTA£+1 - Tk =0

Po upravé pak dostaneme

AL =FTAL .+ HTR; (v — Hxy) + 05, (x) — &) (4.3.21)
Nyni zobecnéme vysledek ziskany v rovnici (4.3.15) pro vSechny kroky k, pficemz vyuZzijeme
rovnosti
Dostaneme
X, = X + P AL (4.3.23)

pfitom piedpokladejme, ze takto ziskana hodnota x;, ma konecnou hodnotu. Pomoci tohoto

vztahu miZzeme upravit rovnici (4.3.21) do tvaru

AL =FTAL , + H R (v — H(X + P L)) (4.3.24)
+ 08, (X + P AL — %)

Piesuneme-li viechny &leny, v jejichZ souinu se nachazi AL na levou stranu, dostaneme

AL — 08, P, AL + HTR;1HP, AL (4.3.25)
= F' 211 + H'R (v — HX,) + 605, (% — %)
AL(I—08S,P, + H'R;'HP,) (4.3.26)

= F A1 + H'R (v — Hi) + 05, (% — %)

Dostaneme tak upraveny vztah pro vypocet Lagrangeovych multiplikatora

AL =(—-6S,P,+H'R;*HP) Y (FTAL,; + H'R; ' (y,, — HX,) (4.3.27)
+ 05 (k. — %))
Nyni upravme vztah (4.3.19) stejné jako vztah (4.3.23) a dostaneme tak
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X1+ Perrderr = FX + FP Ay 4 QA (4.3.28)

Nyni upravime rovnici (4.3.27)

Xpr1 T Pry1diesr (4.3.29)
= ka
+ FP.(I — 6S,P, + HTR;'HP,)Y(FTAL 4
+ H'R (v — HXy) + 05, (% — %4)) + Qg1
=FX, + FP,(I — 0S, P, + H R;'HP) Y (FTAL, )
+ FP(I = 0S.P + HTR;\HP) ™ (TR (v
— Hx) + 05 (% — £i)) + QicAyera

Pievedeme-li vSechny ¢leny rovnice, jenz maji v souéinu 4,41 na pravou stranu, dostaneme

fk+1 - F)Ek - FPk(I — HSkPk + HTRk_lHPk)—l(HTRk—l(yk _ ka) (4330)
+ 608, (% — X))
= (= Pgy1 + FP.(I — 0S; P, + HTR;'HP)'F”
+ Q1) Ake+1

Tato rovnost plati jen tehdy, jsou-li ¢leny na obou stranach rovnice rovny nule. Pro levou

stranu tedy plati

X1 — Fxp — FP (I — 05, P + HTR,ZlHPk)_l( H'R\(y, — Hg,) (433D

+ Hsk(fk - k\k)) = 0

Xisq1 = F&, + FP.(I — S, P, + HTR,;lﬂpk)—l( H'R;\(y, — HE)  (43.32)
+ HSk (Jzk — X\k))

Stejné tak polozme pravou stranu (4.3.30) rovnu nule
(— Pyy1 + FP.(I — S, P, + H'R;'HP)'FT + Q1) A1 = 0 (4.3.33)
Poy1 = FP,(I—0S P, + H'R;*HP)'FT + Q, (4.3.34)
Timto mame jiz vSechny vztahy urcujici stacionarni bod kritéria J vzhledem k proménnym x
a wy . Téchto vztahii nyni vyuZijeme pii hledani stacionarniho bodu vzhledem k x; a yy.
K tomu je nutno upravit vztah pro vypocet kritéria optimality tak, aby bylo zavislé pouze na

téchto dvou proménnych. Po upravach, které jsou pro svoji rozsahlost soucasti prilohy I., jsme

ziskali kritérium ve tvaru
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N-1 (4.3.35)
] = Z <(fk — %) (S + 0P Sy P) (R — &)

k=0
+ 2(% — ) S P (I — 6S, P,
+H R HP) T HT R (v — H)

1
+ 5()’1{ — Hx )" (R ' HP (I — 6S,.P;

+H R HP) T HHT R = R (e — H»@)

Ziskali jsme tak kritérium zavislé pouze na proménnych X, a y;,. Nyni se jiz mizeme pokusit

nalézt stacionarni bod kritéria J tim, ze budeme fesit rovnice

0 _ 0 (4.3.36)
0%y,
o _ 0 (4.3.37)
Oy
Reseni t&chto derivaci je nasledujici
0 4.3.38
é = 2(S; + 65, P,(I — 65, P, + H'R;*HP,) 'S, ) (&) — Xy) ( )
+ 25, P, (I — 65, P, + H'R;1HP,)*HTR;; 1 (Hx,
Vi) =0
aj 2 B B B B (4.3.39)
Iy E(Rk YHP (I — 0S, P, + H'R;'HP)'HTR;* — RV (yy
— Hx)
+ QR *HP (I — 65, P, + HTR;1HP)™1S),) (%,
- 5C\k) = O
Tyto rovnice plati ve chvili, kdy

Ziskané vztahy potvrzuji spravnost naSeho zobecnéni vztahu (4.3.23) pro vSechny casy.
Musime nyni urcit, zda nalezeny staciondrni bod je minimem nebo maximem. K tomu

potfebujeme urcit druhou derivaci kritéria podle X, a y. Ziskdme tak

92 4.3.42
aTJZ = 2(S, + 08P (I — 0S,P, + H'R;'HP)™1S,) ( )
Xk
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Protoze matice S, bude vzdy volena pozitivné definitni, tak kritérium bude v bodé¢ X, nabyvat

svého minima, pokud

|P,(I — 0S,P, + HTR;*HP,)™Y|; > 0 (4.3.43)
kde i =1,...,n a oznaCuje i-ty minor dané matice. Dale vime, Ze je-li matice Ctvercova,

regularni a pozitivné definitni, pak se inverzi jeji definitnost zachovava. Plati tedy

|P,(I — 6S,P, + HTR;HP,)|; > 0 (4.3.44)

Vynasobme vyraz matici P; ! a dostaneme

|P;t —6S, + H'R;1H|; > 0 (4.3.45)
Matice Py, S; a H jsou vzdy pozitivné definitni. Stejn¢ tak i skalarni hodnota 6 je volena

kladna. Podminku (4.3.45) Ize ptepsat do tvaru

|P7t + HTR1H|; > 165, (4.3.46)
Splnéni této podminky lze zajistit dvéma zplisoby. Muizeme volit hodnotu hranice kritéria 8
dostate¢n¢ malou. Tim vSak zvySujeme piijatelnou hodnotu kritéria a ptfichdzime 0 vyhodu
robustnosti navrhovaného filtru. Druhou moznosti je volba malé hodnoty ¢lenii matice Sy,
ktera zavadi miru ohodnocujici dulezitost jednotlivych slozek vektoru stavu. Ve vétSing
ptipadt v§ak budeme chtit odhadovat v§echny stavy se stejnou dulezitosti a matici S, budeme

volit jako jednotkovou matici.

Pro navrh robustniho filtru nam sta¢i nalezeni hodnoty X, , kterda minimalizuje kritérium
optimality. Pro uplnost vSak uréeme i bod y), Vnémz kriterialni funkce nabyva svého

maxima. Druha derivace ] podle této proménné je

9?] (4.3.47)

2
] (R, *HP (I — S P, + HTR;YHP)'HTR;;Y — R;)
k

2
= ng_l(HPk (I —0S,P, + H'R;'HP,)'HT

— RR;?

2
= ng_l(HPk (I —0S,P, + H'R;'HP,)'HT

— ROR!
Matice R, je volena uzivatelem obecn¢ pozitivn¢ definitni, ¢tvercova, s plnou hodnosti, tak i
matice R; ! bude pozitivné definitni. Aby tedy nabyvalo kritérium v y, svého maxima, musi

platit
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|HP,(I — S, P, + HTR;'HP,)™*HT — R,|; < 0 (4.3.48)
kdei = 1, ...,n a oznacuje i-ty minor dané matice. Z pozadavku na minimum kritéria v bodé
%, plyne, ze matice P, (I — 65, P, + H' R;*HP,) ™! bude pozitivné definitni. Jsou tedy opét
dvé moznosti, které zaruéi, Ze bude platit nerovnost (4.3.48). Prvni z nich je mit velkou matici
R), ohodnocujici Sumy méfeni. V tomto ptipadé bude vystup y, systému, jehoZ stav chceme
odhadovat, zatizen vyraznym rusenim. Druhou variantou, kdy bude maximalizovana hodnota
kritéria v zavislosti na y,, je v pfipad¢, bude-li matice H mala. Bude se tedy ptenaset je malo
informace ze stavu na vystup a tedy i mensi vystupni Sum tuto informaci negativné ovlivni.

Jinymi slovy se snizi pomér uzitného signalu k Sumu.

4.4, DISKRETNI ROBUSTNI FILTR
Nyni vyuzijme vztaht ziskanych v minulé kapitole podle [8], kdy jsme pro systém
xk+1 = Fkxk + Wk (441)

Vi = Hkxk + 1% (442)

nalezli odhad stavu X, pti némz nabyva kritérium

_ YN e — R l13, (4.4.3)

- s 12 - 2 2
llxo = Xollp-1 + Zfzé(llwklle_l + ||Vk||R;1)

svého minima, vzhledem k X, y, @ wy, pii nichZ je toto kritérium maximalizovano. Uzivatel
tyto proménné popisuje pomoci pozitivnich symetrickych matic Py, Qy, R a S,. Uzivatel si

dale voli hranici kritéria 6 tak, aby platila nerovnost

P71 —6S, + H'R;1H|; > 0 (4.4.4)
tedy aby byla matice na levé strané nerovnosti pozitivné definitni. Odhad stfedni hodnoty

stavu lze urcit pomoci rovnice (4.3.32), do niz dosadime podle (4.3.40). Dostaneme

Ryy1 = FR + FP,(I — 0S,P, + HTR;'HP,) Y H'R; 1 (v, — HR)) (4.4.5)
Vyvoj kovariance odhadu je dan podle (4.3.34)

Pey1 = FP(I =68, P + H'R'HP)T'FT + Q (4.4.6)
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4.5, POROVNANI ROBUSTNIHO A KALMANOVA FILTRU

Pokusme se nyni pievést Kalmanuv filtr definovany v kapitole 2.1 do tvaru, ktery bude
podobny ziskanému robustnimu filtru. Zacnéme tpravou vztahu pro vypocet filtracni stiedni

hodnoty odhadu stavu

a ~ _1 ~
Xk|k = xk|k—1 + Pk|k—1HT(HPk|k_1HT + R) (yk _ kalk—l) (451)
Ky

Vyuzitim inverzniho maticového lemma

(A—BD'C)1=A4"1+A47'B(D-CA™'B)"1cA™! (4.5.2)

piidosazeni A= R,B = H,C = HT, D = P~! 1ze upravit ¢ast Kalmanova zisku do tvaru

(HPqu—rH™ +R)" = R™ = R H(Pj_, + H'R™'H) ' H'R™ (4.5.3)
= R — R7UH(I + Py HTR™'H) ™ Py HTR™1

Kalmanuv zisk 1ze pak upravit do podoby

Ky = Py HT (R-1 —R'H(I + Pk|k_1HTR‘1H)_1Pk|k_1HTR‘1) (4.5.4)
= Pe—1H'R™!
— Pyy—1H'RH(I
+ Pt HTR™'H) ™' Py HTR ™
= (1
— Pyp—1H'RH(I
+ Pey—1H"R™*H) ") Pyt HTR ™

= ((1 + Puye—t HTR™'H) = Pyt HTR7H) (1
=]

_ -1 -
+ Py—1H'R™'H) Py H'R™!

-1
= (I + Pyx—1H"R™'H) Py H™R™!

Filtra¢ni odhad stfedni hodnoty stavu lze pak vyjadfit jako

~ ~ B -1 B
Xilk = Xigk—1 t (1 + Pk|k_1HTR 1H) Pk|k_1HTR 1(}’1{ (4.5.5)
— HXj-1)

Vyuzijeme-li rovnosti
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— -1 _ 1
(I+Pey—1H"RTIH) Py = Pep—r (I + HTRTYHPy 1) (4.5.6)

dostaneme

a A~ _ _1 _
R = Repp—1 + Pepe—1 (I + HRTHPy 1) HTR™(yy (4.5.7)

— HXp 1)

Dosadime do prediktivniho kroku odhadu

X1k = FXp (4.5.8)
= FXp k-1
+ FPe—r (I + HTR™'HP ) HTR(y,
— HXjk-1)

Ziskali jsme tak vztah podobny odhadu stavu pomoci robustniho filtru (4.4.5)

Xier1je = FXp (4.5.9)
= FXj i1
+ FPk(I - BSkPk|k_1
+ HT R HPy 1) ™ H'R; (v — HRyji—1)
Porovnanim vztahti pro vypocet odhadu stavi pomoci Kalmanova filtru (4.5.8) a robustniho

filtru (4.5.9) miZzeme zapsat rovnice pro filtracni a prediktivni odhad stavu robustnim filtrem

ve tvaru

Rk = Riepe—1 + P = 08k Prje—1 + H' R HPye—) ' HTR™ (3, (4.5.10)
— HXpji-1)
X1 = FRk (4.5.11)
Upravy pro ziskani filtraéni kovariance chyby odhadu jsou relativné rozsahlé, a proto jsou

soucasti Ptilohy II. Vysledny vztah pro vypocet kovariance je

Pklk = Pk|k—1(1 + HTR_lHPklk_l)_l (4512)
Ziskali jsme tak vztah podobny jako v pfipadé robustniho filtru (4.4.6), jehoz filtracni

kovarianci odhadu Ize tedy zapsat ve tvaru

— -1
Pepe = Pk|k—1(1 — O0SP—1 + H'R 1Hpk|k—1) (4.5.13)

Prediktivni kovariance odhadu pro robustni filtr je stejna jako v ptipadé Kalmanova filtru
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Peyije = FPopFT +Q (4.5.14)
Porovnejme nyni vztahy pro vypocet filtraéni stfedni hodnoty odhadu stavu pomoci
Kalmanova filtru (4.5.8) a robustniho filtru (4.5.9). Vidime, Ze oba vyrazy se lisi pouze ve
Clenu S Py, _1, ktery zvySuje hodnotu matice zesileni K}, robustniho filtru a tim zvySuje jeho
robustnost. O stejny ¢len 8SPy ;1 se lidi i filtra¢ni kovarian¢ni matice obou filtri, které jsou
dané¢ vztahy (4.5.12) a (4.5.13). Vtomto piipadé OSPyx—1 zvySuje kovarianci odhadu

robustniho filtru a tim snizuje vérohodnost pfesnosti odhadu.

Budeme-li odhadovat vSechny slozky stavu se stejnou dulezitosti, pak S = I. Jestli budou
navic Sumy pusobici na systém a méteni norméalni, s nulovou stiedni hodnotou, pak 1ze pouzit
jejich kovarian¢ni matice Q a R i v pfipad¢ estimace pomoci robustniho filtru. Odlisnost ve
funkci robustniho a Kalmanova filtru pak bude dana hrani¢ni hodnotou kritéria 6. V ptipad¢,
7e tuto hranici zvolime nulovou, znamend to, ze se oprostujeme od pozadavku robustnosti
filtru a robustni filtr bude totozny s Kalmanovym filtrem. Stejné tak, jako se zvétsila
kovariance odhadu a matice zesileni robustniho filtru zavedenim vztahu 6SPy_,, lze
dosahnou zvétSeni téchto matic, a tedy i robustnosti Kalmanova filtru tak, Ze budeme pocitat
S vét§imi kovariantnimi maticemi Sumua Q a R, nez je jejich skute¢na hodnota. Kalmantiv filtr
tak jiz nebude poskytovat nejlepsi linearni odhady ve smyslu nejmensSich ¢tvercti, ale ziskané

odhady budou robustnéjsi.
Piiklad 4.1 (Skalarni piipad)
Uvazujme nyni jednoduchy systém s modelem

X1 = X + Wy (4.5.15)

Yk = X + Vg (4.5.16)

Uvazujeme tedy matice systému F = [ a H = I. Dale piedpokladame, ze Sumy w;, a v, maji
normalni rozdéleni hustot pravdépodobnosti s nulovou stfedni hodnotou a kovarianci Q =
R = 1. Budeme chtit odhadovat vSechny slozky vektoru stavu se stejnou dulezitosti, tedy

S = 1. Hodnotu hranice kritéria & musi uzivatel volit tak, aby byla splnéna podminka (4.4.4)
P71 —6S, + HTR;'H|; > 0
V naSem skalarnim pfipadé¢ miZeme tuto nerovnost piepsat do tvaru

Pt —0S, +H'R;'H >0
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PPl—6+1>0 (4.5.17)
coz je nerovnost splnéna pro 6 € (0; 1). Jak jiz bylo ukazano v ptedchozi kapitole, pro 8 = 0
se z robustniho filtru stane Kalmanuv filtr. Naopak je z rovnice (4.5.9) patrné, ze bude-li se
hodnota 6 blizit k jedné, pak se bude matice zesileni K, zvétSovat k nekone¢nu. Pro dalsi
simula¢ni ovéfeni funkénosti volme 6 = 0,3. Nejprve vykresleme vysledek simulace, jestlize
bude systém odpovidat pfesné¢ svému modelu. Pro porovnani vykresleme i porovnani

s Kalmanovym filtrem

12

system
KF
Hinf

stav x

2 | | | | |

0 10 20 30 40 50 60
krok k

Obrazek 4.1: Odhad stavu skalarniho systému pti vyuziti robustniho filtru. Porovnani

s Kalmanovym filtrem.

Z tohoto obrdzku je patrné, Ze pii pfesné znalosti modelu systému poskytuje robustni filtr
hor$i odhady nez Kalmantv filtr. Tento fakt potvrzuje i vypocet stfedni kvadratické chyby a
maximalni absolutni chyby odhadu obou filtrli, jejichz hodnota je zapsdna v nasledujici
tabulce. Zvétseni téchto chyb je zpuisobeno vet$i matici zesileni K, robustniho filtru oproti

Kalmanovu filtru, tak jak je vysvétleno v kapitole 4.5.
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E[**] max|X|
robustni filtr 0,88 1,98
Kalmanuv filtr 0,85 2,25

Tabulka 4.1: Stfedni kvadraticka chyba a maximalni absolutni chyba odhadu robustniho a

Kalmanova filtru pii pfesném modelu systému

Nyni se pokusme vyuzit vyhody robustnosti U robustniho filtru a uvazujme nepfesny model

systému. Konkrétné budeme uvazovat chybnou kovarianci Sumu systému. Misto Q = 1, coz

je hodnota uvazovand modelem, bude Q =5. V tomto pfipadé dostaneme odhad stavu

systému znazornény na nasledujicim obrazku.

stav x

system
KF  H
Hinf

10 20 30
krok k

60

Obrazek 4.2: Odhad stavu skalarniho systému pouzitim robustniho a Kalmanova filtru pfi

nepiesné hodnoté kovariance Sumu systému.

Z tohoto obrazku neni pfimo patrné zlepSeni odhadu aplikaci robustniho filtru, a proto

vykresleme i vyvoje maximalni hodnoty absolutni chyby pro sto simulaci.
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Obrazek 4.3: Maximalni hodnota absolutni chyby odhadu stavu skalarniho systému

S nepiesnym modelem pro sto simulaci pfi pouziti robustniho a Kalmanova filtru

Nyni je jiz patrné, Ze robustni filtr ndm poskytuje presnéjsi vysledky nez Kalmantv filtr.

Tento fakt potvrd'me jesté tabulkou s chybami odhadi pro primérnou realizaci.

E[%?] max|x|
robustni filtr 1,64 2,81
Kalmaniv filtr 4,26 4,18

Tabulka 4.2: Stfedni kvadraticka chyba a maximalni absolutni chyba odhadu robustniho a

Kalmanova filtru pfi nepiesné kovarianci Sumu systému

Poznamenejme, ze robustni filtr poskytoval lepsi odhady stavu systému nez Kalmantv filtr i
pti dalSich nepfesnostech modelu systému, jako je strannost Sumil ¢i nepfesné hodnoty matic

FaH.
Priklad 4.2 (Vicerozmérny pripad)

Uvazujme nyni systém popsany modelem druhého fadu
[x1k+1 ] _ [ ] [xlk] Wlk (4.5.18)
x2k+1 O 5 0 6 xzk Wzk
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— X1
yi =[0 1] Xy, + vy

(4.5.19)

pfiCemz uvazujme Sumy wy, W, a vy bilé, S normalnim rozlozenim hustot pravdépodobnosti,

nulovou stfedni hodnotou a kovarianci rovnou jedné. Dale pfedpokladejme, Ze jsou Sumy

vzajemn¢ nezavislé. Apriorni odhad stavu je dan opét normdalnim rozloZzenim s X, = 0 a

cov(xy) = 1. Hraniéni hodnotu kritéria volme stejné jako v pfedchozim ptipadé 6 = 0,3.

Tim tato hodnota spliluje kritérium (4.4.4) pro vSechny ¢asy. Vykresleme nyni vyvoj odhadu

filtra¢ni stfedni hodnoty stavu, jestlize bude model pfesné odpovidat pozorovanému systému,

a vykresleme i porovnani maximalnich absolutnich chyb odhadu robustniho a Kalmanova

filtru pro sto simulaci.

4 4
system system
3t S \ ke
Hinf \ | Hinf
2F 4
1r 4
o] ~ 1r il
x x
g O 1 &
@ @ ok |
1r B
A+ 4
2+ B
3tk i 2F 4
4 | | | | | | 3 | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35

krok k

krok k

Obrazek 4.4: Vyvoj odhadu stavu vicerozmérného systému pomoci robustniho a Kalmanova

filtru pfi pfesném modelu systému
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Obrazek 4.5: Maximalni absolutni chyba odhadu stavii vicerozmérného systému pouzitim

robustniho a Kalmanova filtru pro sto simulaci
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Opét se ndm potvrdilo, ze pii presném modelu systému dostaneme pouzitim Kalmanova filtru

lepsi odhady stavu nez pouzitim robustniho filtru. Uvazujme nyni, Ze stfedni hodnota hustot

pravdépodobnosti Sumi systému neni nulova, ale plati pro n¢ w; = w, = 10. V tuto chvili by

se mé¢la potvrdit vyhodnost pouziti robustniho filtru, ktery priklada vétsi dilezitost métend,

nez je tomu v piipadé¢ Kalmanova filtru. Vykresleme nyni stejné obrazky jako pii pouziti

piesného modelu systému.
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Obrazek 4.6: Odhad stavu vicerozmérného systému pouZitim robustniho a Kalmanova filtru

pii nepfesném modelu systému
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Obrazek 4.7: Maximalni absolutni chyba odhadu stavu vicerozmérného systému pouzitim

robustniho a Kalmanova filtru pfi nepfesném modelu systému pro sto simulaci

Z té€chto obrazku je patrné, Ze robustni filtr funguje dle piredpokladu Iépe nez Kalmantv filtr.

Robustni filtr 1ze aplikovat i pro odhad stavu systémd, jejichz modely jsou zatizeny mensimi
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nepiesnostmi, nez je vnaSem piipadé vyraznd chyba uvaZovanych stifednich hodnot
stavovych Sumu. Nasi motivaci pro volbu takto vyrazné chyby modelu bylo nazorné potvrzeni

ptinosu robustniho filtru.
Piiklad 4.3 (Model systému s nepfesnou matici dynamiky)

V tomto piikladé se pokusime dokazat vyhodnost pouziti robustniho filtru pro odhad stavu
systému, jehoz model ma nepiesnou matici dynamiky F. Konkrétné budeme uvazovat model

systému stejny jako v piedchozim ptikladé popsany rovnicemi (4.5.18) a (4.5.19)
[x1k+1 ] _ [ ] [xlk] Wlk
x2k+1 0 5 O 6 ka Wzk
xlk
yi =[0 1] [xzk] + vy

Matici kovariance Sumt systému volme na rozdil od ptedchoziho piikladu jako

02 0
o= o2l
Tuto zménu modelu jsme provedli proto, abychom potlacili pisobeni stavovych Sumi a mohli
tak 1épe demonstrovat funkcnost robustniho systému pro danou neptesnost modelu systému.
Matice dynamiky redlného systému, ktery chceme timto modelem popsat, je mirn€ odli$na.
Konkrétné budeme uvazovat matici F

F [ N(0; 0,1) N(1; 0,1)
N(-0,4;0,1) N(0,5;0,1)

Vsechny ¢leny matice redlné dynamiky systému jsou tedy ndhodné veli¢iny s normalnim
rozdélenim hustot pravdépodobnosti, S danou stiedni hodnotou a kovarianci. Aplikujme
robustni a Kalmaniv filtr pro takto definovany systém pfi vyuziti chybného modelu pro 2000
riznych realizaci realného systému. Na nasledujicim obrazku vykreslime maximalni chyby

odhadu stavii pro vSechny realizace. Hrani¢ni hodnotu kritéria volme 6 = 0,1.
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Obrazek 4.8: Maximalni absolutni chyba odhadu stavu vicerozmérného systému pouzitim

robustniho a Kalmanova filtru pfi nepfesné matici dynamiky systému pro 2000 realizaci

Z téchto obrazki neni zcela patrny ptinos robustniho filtru. Vypisme si tedy maximalni chybu

odhadu stavii primérné realizace pro oba filtry

max|x| max|x,|
robustni filtr 0,37 0,33
Kalmanuv filtr 0,38 0,35

Tabulka 4.3: Maximalni chyba odhadu stavu primérné realizace systému pii pouZiti

robustniho a Kalmanova filtru

Z této tabulky je jiz 1épe patrné, Ze pouzitim robustniho filtru dostavame dle ptedpokladu
odhady stavu systému S mens$i maximalni chybou odhadu. Bohuzel neni mozné ziskat vyrazné
prokazatelngjsi vysledky potvrzujici vyhodnost pouziti robustniho filtru pro nepfesnou matici
dynamiky modelu systému. Je to dano faktem, Zze k tomu, aby byly vysledky prokazatelné;si,
bychom museli model systému zatizit vyrazn€jsimi chybami. Tim by se v§ak mohly nekteré
realizace systému stat nestabilnimi. Stejné tak je tfeba pro tento piiklad vhodné volit hrani¢ni

hodnotu kritéria 8 volit obezietné a radéji mensi.

4.6. VYPOCETNI NAROKY ROBUSTNIHO FILTRU

Stejné jako jsme v kapitole 3.5 diskutovali vypocetni naro¢nost kvadratického filtru, tak se

nyni zabyvejme rozborem numerické slozitosti robustniho filtru. Vysoka vypocetni naro¢nost
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by pak mohla byt ptekazkou pro aplikaci filtru. Nejprve uved’'me dobu potiebnou pro odhad

100 tis. stavil skalarniho systému z ptikladu 4.1 pomoci robustniho a Kalmanova filtru.

Cas [s]
robustni filtr 8,07
Kalmanuv filtr 10,96

Tabulka 4.4: Casova naro¢nost robustniho a Kalmanova filtru p¥i odhadu 100 tis. stavil

skalarniho systému

Dostali jsme tak takika totozné doby trvani vypoctu odhadii pomoci obou filtrti. Mirné kratsi
Cas, ktery byl potieba K ur¢eni odhadi pomoci robustniho filtru, je dan vhodnou volbou matic
ohodnocujicich Sumy a nelze obecné tvrdit, Ze by byl robustni filtr méné vypocetné narocny
nez Kalmaniv filtr. Uved'me jest€¢ dobu potiebnou pro odhad stavii obéma filtry pro

dvourozmérny model systému z piikladu 4.2.

Cas [s]
robustni filtr 8,82
Kalmanuv filtr 8,1

Tabulka 4.5: Casova naro¢nost robustniho a Kalmanova filtru pii odhadu 100 tis. stavii

dvourozmérného systému

Z tabulky je ziejmé, Ze ani pii odhadu stavu dvourozmérného systému nejsou mezi obéma
filtry vyraznéjsi rozdily v Casu potfebném pro vypocet. Lze tedy tvrdit, Ze na rozdil od
kvadratického filtru, ktery vykazoval vyraznou asovou ndro¢nost pifi odhadovani stavu
vicerozmérného systému, robustni filtr nevykazuje Zadny vyrazny nardst vypocetni naro¢nosti
oproti Kalmanovu filtru. Bude-li se tedy navrhat rozhodovat, ktery z filtri je pro dany

problém vyhodnéjsi, nebude muset brat v potaz vypocetni nadrocnost obou filtra.

4.7, NELINEARNI ROBUSTNI FILTRACE

V ptedchozi ¢asti této kapitoly jsme se zabyvali odvozenim a ukazkou aplikace robustniho
filtru pro linedrni systémy. Systémy, jejichz stavy chceme odhadnout, vSak obecné linedrni
nejsou. V kapitole 2 jsme si predstavili nejcastéji pouzivané lokalni filtry zalozené na
modifikaci Kalmanova filtru. V pfipadé, ze nebudeme znat piesny model nelinearniho

systému ¢i budeme-li chtit minimalizovat maximalni chybu odhadu filtru, mizeme k odhadu

49



pouzit néktery z robustnich filtri pro nelinearni systémy. Dva nejCastéji pouzivané z téchto
filtrt budou predstaveny v této Casti prace. Stejné jako u lokalnich filtri zalozenych na
Kalmanové filtru, i nyni budou nelinedrni matice modelu systému nahrazeny jejich linearnimi

aproximacemi.

4.7.1. ROZSIRENY ROBUSTNI FILTR

Tento filtr, jak jiz ndzev napovida, je velmi podobny rozsitenému Kalmanovu filtru (EKF).
Vyjdeme-li z [17], ¢i [18] a z porovnani tvaru Kalmanova a robustniho filtru v kapitole 4.5,
pak je ziejmé, ze rozsiteny robustni filtr 1ze urcit analogicky jako rozsiteny Kalmanuv filtr,

ktery jsme odvodili v kapitole 2.2. Uvazujme nelinearni systém popsany stejnym modelem

X1 = f(x) + wy

Vi = h(x,) + vy

Filtra¢ni odhad rozsiteného robustniho filtru pak lze vypocist pomoci rovnic

Oh(x) X 4.7.1.1)
h(xi) = h(Rp-1) + ox, | 2ims (e = Ziee—1)
=H Lk |k-1)
Xrelk (4.7.1.2)

= X |k—1
+ P (I — 08, Pyjpe—s
+ H" (Zepe—1) R "H (Ree—1) Prepe—1) " HT (Riepe—1)R™ (i
— h(Xyjk-1)
Petke = Pepeos (I = 0SPyy + H (Rt )RH (Repee1 ) Pes) — (4713)
Prediktivni odhad je pak stejné jako v piipadé EKF, tedy vztahy (2.2.6),(2.2.7) a (2.2.8)

d
fx) = f(xk|k) +—— f(xk) |2 k= Xiie)

=F (x k|k)
Rievrpe = [ (Rpr)
Pesie = F Rip) Pepe FT Riepe) + Q
Poznamenejme, Ze takto navrZzeny rozsifeny robustni filtr ma stejné vlastnosti jako rozsifeny

Kalmanuv filtr. Je tedy opét tfeba urcit Jacobiany matic modelu systému. Dale neni opét
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zarucena dobra kvalita odhadu pro nékteré typy nelinearit. Rozsifeny robustni filtr vykazuje

mirné vyS$i vypocetni narocnost neZ EKF.

4.7.2. UNSCENTOVANY ROBUSTNI FILTR

I druhy zpfedstavenych robustnich filtri pro nelinearni systémy vykazuje vyraznou
podobnost s lokalnim filtrem pfedstavenym v kapitole 2.3. Uved'me si nyni vztahy potiebné
pro urceni odhadu stavu pomoci unscentovaného robustniho filtru podle [19]. Prediktivni
odhady dostaneme analogicky jako v 2.3.2 aplikaci prvnich dvou kroki unscentované
transformace z kapitoly 2.3.1 pro znamé filtracni odhady Xy a Py,. Dostaneme tak vztahy

totozné s (2.3.12) a (2.3.13)
2n
~ 1 A
xk+1|k = %z VVL xik+1|k
i=0

2n
1 T
Presape = gz Wi (R = e1k) (B — Beie)
i=0

Pro nalezeni filtratnich odhadi pouzijeme prvni tii kroky unscentované transformace pro

zndme Xy |1 @ Pyjx—1. Vypoctéme kovariance podle vztahii (2.3.8) a (2.3.9)

2n
1

p, = %; W, ()A’ik“(_l - yk|k—1> ()7ik|k_1 — )7k|k_1)T +R
1 L T
B,y = %; 4 (??i,dk_l - ??k|k—1) (}7ik|k_1 - }7k|k—1)

Prediktivni odhad méteni je

1 2n
Vrpk-1 = %Z WiV
i=0

Filtra¢ni odhad je pak dan jako

Rk = Zupp—1 + Py B (ke — Phjie-1) (4.7.2.1)
T -1 47.2.2
P, PL PT ( )
Peke = Prj—1 — [Py Prejie—1] I pT
xv "gt Prjie—1 Jelk—1
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Unscentovany robustni filtr ma oproti rozsifenému robustnimu filtru stejné vyhody, jako ma
UKEF oproti EKF. Nemusime tedy fesit derivace matic systému a je vypocetné méné narocny

pro nékteré systémy.
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5. ZAVER

Tato prace se vénuje odhadu stavu stochastickych systémii, neboli estimaci ¢i filtraci. Jedna se
o hojné rozvijenou oblast kybernetiky, ktera je dulezita pro dal$i moznost navrhu fizeni
systémul na zéklad¢ odhadnutého stavu. Dal§imi moznostmi vyuziti estimace je monitorovani
systémil, odhadovani neznamych parametriit modell nebo feseni uloh rozhodovani. Tato prace
byla koncipovana tak, aby poskytla Ctenaii uceleny nahled do zakladnich casti dané
problematiky, a dale se zamétuje na blizsi seznameni s vybranymi filtry. Za¢ina proto nejprve
strunym uvodem seznamujicim cCtenafe Se zdkladnimi pojmy, nutnymi pro pochopeni

zakladt problematiky estimace a s jejim stru¢nym historickym vyvojem.

Druha kapitola se zabyva nyni jiz standardné pouzivanymi lokdlnimi filtry, tedy filtry
poskytujicimi optimalni bodové odhady stavu nelinearniho systému. Pro jejich lepsi
pochopeni jsou na zacatky kapitoly shrnuty rekurzivni vztahy Kalmanova filtru. Poté jsou jiz
ve strucnosti piedstaveny spolu vybrané lokalni filtry, kterymi jsou rozsifeny Kalmantv filtr,

unscentovany Kalmaniv filtr a diferencni filtr.

Nasleduje tieti kapitola nazvana Polynomialni filtry. Jedna se o filtry, které na rozdil od
Kalmanova filtru neuvazuji Sumy systému popsané pouze prvnimi dvéma momenty. Misto
toho vyuzivaji i znalosti vy$Sich momenti Sumovych nahodnych veli¢in. Sviij ndzev maji
proto, ze k zahrnuti téchto vySSich moment do filtru vyuZzivaji polynomialniho rozSiteni
vektoru stavu. My se v této praci zabyvame zejména kvadratickym filtrem [10], jakozto
nejjednodussi variantou polynomidlniho filtru. Kvadraticky filtr rozsifuje vektor stavu pouze
0 svuj kvadrat. V praci odvozeny diskrétni kvadraticky filtr je nasledné pouzit k odhadu stavu
nékolika riznych systémui. Simula¢né se nam tak potvrdil teoreticky ptredpoklad, ze diky
lepsimu popisu Sumti poskytuje kvadraticky filtr lepsi odhady stavu systému nez kalmantiv
filtr pii negaussovskych Sumech. V kapitole je dale diskutovana moznost aplikace
polynomidlnich filtra vysSich fadi. Zavérecna cast kapitoly se pak zabyva analyzou vypocetni
narocnosti  kvadratického filtru. Zde je odhalen jeden ze zdkladnich problémi
zabranujici hojnéjSimu vyuziti polynomialnich filtra, a tim je vyrazny nartst ¢asu potiebného

pro odhad stavu oproti Kalmanowu filtru, a to zejména pro systémy vyssich rada.

S druhym z detailnéji predstavenych filtrGi se ¢tendf seznami ve ctvrté kapitole. Jednd se o
robustni filtry. Ty na rozdil od Kalmanova filtru neminimalizuji stfedni kvadratickou chybu
odhadu, ale minimalizuji maximalni chybu odhadu. Pro odvozeni algoritmu diskrétniho

robustniho filtru je feSena minimax uloha znama z teorie her podle [8]. Navrhat, ktery se
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rozhodne aplikovat robustni filtr, musi zvolit hrani¢ni hodnotu kritéria 6 a matici
S ohodnocujici miru dulezitosti jednotlivych slozek vektoru stavu. Dale jest¢ musi volit
matice Q a R, které ohodnocujici Sumy. V piipadé, ze maji Sumy systému normalni rozlozeni
hustot pravdépodobnosti, jedna se o kovarian¢ni matice Suma stejn¢ jako u Kalmanova filtru.
V praci jsou diskutovany i dalsi podobnosti robustniho a Kalmanova filtru. V kapitole jsou
dale teSeny ptiklady prokazujici vyhodnost pouziti robustniho filtru pro rizné neptesnosti
v modelu systému, a to jak pro neptfesny popis Sumi, tak pro nepfesnou matici dynamiky
systému. V kapitole je opét diskutovana vypocetni naro¢nost zkoumaného filtru, ktera je
VvV tomto piipadé srovnatelna s Kalmanovym filtrem. V zavéru prace je Ctenaf seznamen se
zakladnimi robustnimi filtry pro nelinedrni systémy. Konkrétné se jednd o rozsifeny robustni

filtr a unscentovany robustni filtr.
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PRILOHA |. (UPRAVA KRITERIA ROBUSTNIHO FILTRU)

V této piiloze se budeme zabyvat Gpravou kritéria optimality, tak aby bylo zavislé pouze na
proménnych X, a y,. Ze vztahu (4.3.15) si vyjadfeme hodnotu multiplikatoru

A = Pyt (%0 — %o) (1.1)
Ur¢ime-li kvadratickou normu A7 pro pocateéni kovarianci P,, dostaneme
0 Prop 0
126113, = AoPodo = (xg — )" (P DT PyPyt (x9 — %o) (1.2)
o — o < 112
= (xg — %) Py (%0 — %) = Ilxg — Xollp-1
pficemz jsme vyuzili pfedpokladu symetricnosti matice Py. Miizeme tak upravit kritérium

(4.1.8) tak, Ze

1 I.3
] = =35, -9
N-1
+20m—m&
k=0
1 2 2
=5 (Wl + llyie = Hx Il )
Nahradime-li jesté x;, podle vztahu (4.3.23) a w;, podle (4.3.18), ziskame
1 1.4
J = 51131 (-4
N-1
+ Z (”fk + P — ??k”%k
k=0
1 T 2 _ NTY)
5 (10 Ak 1 + llyie = HGE + PAD )
Z rovnice (4.3.16) vime, ze A} = 0, a tedy musi platit
N N-1 N N-1 (|_ 5)
0= z A};Pkﬂ.k - Z Agpklk = A(Y)'Pkﬂ.o + Z A{Pklk - Z A’};Pk/’{k
=0 /= =1 k=0
N-1 N-1
= A PiAg + Z Me+1 Pt A — Z AicPicy
k=0 k=0
N-1

1 1
=-3 125113, — EZ(A£+1Pk+1Ak+1 — 2iPiAi)
k=0

Cimz dostaneme rovnost
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N-1 (1. 6)
11, = = D (s Pesadiess = 2P
k=0

kterou mizeme vyuzit k dosazeni do vztahu.

= (1.7)
J=3 Z (A1 Pres1 e+
k=0
N-1
- P ). (nfk EEA
k=0
1 T2 _ TN ((2
~ 5 (1AL 115 + 1y = HGE + PADIG )
N-1
-> (n»zk + L - %l
k=0
Lo 2 _ e
=~ 5 (ME 113, + llyi = HGE A+ DI )
1 7 T
+ 5 Qicrr Peradiss — A Pici)
Tuto rovnici mizeme dale upravit, protoze plati
wi Qi ' Wi = A1 QeQc ' QA r = At Quisr = 12514115, (1.8)

pfi¢emZ jsme vyuzili predpokladané symetri¢nosti Q. Nyni miZeme dosadit do kritéria a to

dale upravit
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=

-1

J = <||fk + P — Rell§,
0

=~
Il

1 -
— 5 (IAEw 03, + i = HG + PADI )

1 7 T
+3 (Ak+1Pr+1Ak41 — A Pedi)

N-1

= Z ((fk — RS (e — &) + 20 — R ) TS P AL

k=0

T r 1 T 1 T
+ Ak Py S P Ay, — 51k+1Qk/1k+1 + 5/1k+1pk+1/1k+1

1 T T p—1 _
— Eﬂkpk/lk — k — Hx ) R (v — HXy)

2 1
+3 (Ve — Hx ) R 1 HP AL — =2, PL HTR,;lHPk,1£>

0
Zabyvejme se nyni Gpravou Casti této rovnice

1 T 1 T 1 T
—51k+1Qk/1k+1 + 5/11{+1Pk+1/1k+1 = 5/11(+1 (Pre+1 — Qi) Ak+1

Za Clen Py, 1 mizeme dosadit z rovnice (4.3.34). Zanedbejme pritom ¢len %

A+ (Presr — Q) A
= Ae+1((FP (I = 08P + H'R'HP) T FT + Q)
— Qi) A4
= Aex1(FPe(I = 08Py + H R HP) T FT ) A4

Upravme si rovnici (4.3.24)

F'As1 = 2k — H'R (7 — H(® + PA))
— 08 (X + P A, — %)
a dosad'me do vztahu (I. 11)
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A1 (Pt — Qi) Ay
= (A}; — HTR,;l(yk — H(% + Pk/ﬂ;))
T
— 08y (% + P2l — a?k)) (Pe(I — 6S,P, + HTR,;lHPk)—l)(Al
— HTR; (v, — H(%i + P AY)) — 0, (% + Pl — %))
= (ALU = HTR;*PH — 05, P) — HTR; () — HE)
— 0, (% — 2)) (P — 6P, + HTR,;lHPk)—l)(/ll (I —H'R;'P H
— 0S,P) — H'R ' (v — Hiy) — 08, (% — %1))
= ALP.(I — 6S,P, + H'R;HP) 1P Ay — 65, (% — X)) P Ay,
— = HE)" R HP A, — 041 Py Sic (R — &)
+ 6028, (%6 — %) P, (I — S, P, + HTR;YHP) 1S, (X — &)
+ 0y, — Hx)TR;1HP, (I — S, P, + H'R;1HP,)™1S, (% — %)
— AP H R (v — HE)
+ 68, (% — X)TP. (I — S, P, + H'R;'HP,)*HTR; * (v, — HXy)
+ (v — HG) R HP (I = 68, P + H' R HP) T HY R (v, — HE, )

Pti splnéni predpokladu, ze matice P, a S jsou symetrické a 6 je skalarni, budou vSechny

¢leny v posledni ¢asti vyrazu skalarni. Diky tomu mizeme vyraz piepsat do tvaru

Mot (Pres1 = Qi) g (1. 13)
=AL(I —65,.P, + H'R;'HP,) Py A iq
— 260 (% — &) Sk Pedic — 2 — HE) R "HP Ay,
+ 6028, (%, — %) P, (I — 6S,, P,
+HTRi;THP) TSy (B — &)
+ 208, (% — %)TP. (I — 0S, P,
+H'Ri;'HP) T HT R (v — H%)
+ (Vi — H&E) R ' HP (I — 65, Py
+H"R"HP) T HT R (v — HX,)

Poznamenejme, Ze
P Y(I - P.6S, + P,H'R;'H) = (I — 65, P, + H'R;*HP,)P; ! (1. 14)

Prvni ¢len na pravé strany rovnice (l. 13) lze upravit do tvaru

AL(I — 0S8, P, + H'R;'HP) P Ay 41 (1. 15)
= AP Ay1 — OAL Py Sy Py + AP HTR.PHP Ay,

Dosad’'me zpét do (I. 13) a dostaneme
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X+ Pres1 = Q) A
= AP Agy1 — OALP.S P Ay + ALP HT R YHP Ay — 20 (% — £3)T Si P Ay,
— 2(yi — HG) R "HP Ay,
+ 028, (% — %) TP, (I — S, P, + HTR;YHP) 1S, (X — &)
+ 208, (% — %) P, (I — S, P, + HTR;*HP,)*HTR; 1 (v, — Hxy)
+ vk — HX) R " HP (I — 08, P + H'RT HP) T HT R (v — H)

Takto ziskanou rovnici vyuzijeme k upravé kritéria podle (I. 9)

N—1
o \Te = o o NT T T r 1 T
] = (e — %) S G — %) + 2(X — Xy)" S Py + Ay Py S P Ay, — 5/1k+1QkAk+1
=0
1 T 1 T T p—1 _
+ §Ak+1pk+1/1k+1 - 5/1kpk/1k — (k — Hx ) 'R~ (y — Hxy)
2 1
+3 (v — Hx ) "R IHP, AL — EAkPkT HTR,;lHPk,1£>
N—1
= Z ((fk — 278, (o — &) + 2(% — £) TSP AL, + A PLSi P2,
=0

+ ALP Ay — OALP.S P Ay + ALP HTRIHP, A — 20 (R — &) T Sic P
—2(y, — H )R ' HP Ay,

+ 628, (X — £) P (I — 0S5, P, + HTRYHP) LS, (6 — %)

+ 208, (% — 2)"P,(I — 0S,P, + H'R;*HP,)'H™R;; 1 (y, — Hxy)

+ (v, — Hx ) "R;*HP, (I — 6S,P, + H'R;'HP,)'HTR; 1 (y, — HX)

1 T o NTp—1 _ 2  NTp—1 T
— =P Ay — e — HX )" Ry, (v — HXy) +5()’k — Hxy) R, "HP A,

0
1
— EAkPkT HTR,;lHPkA{>
N-1
= z <(fk — )" (Sk + 0P S P) (R — %)
k=0

+2(% — %) S P (I — 65, P, + H'R;'HP,) ' HT R,  (y,, — Hy)

1
+5 0 = HB)T (R HP(I = 0SPy + HTR HP) U HT Ry
- ROy — ka))

Dostali jsme tak kritérium ve tvaru zavislém pouze na proménnych X, a yj.
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N-1 (1. 16)
] = Z ((fk — %) (S + 0P S P) (R — &)

k=0
+ 2(% — ) S P (I — 6S, P,
+H R HP) T HT R (v — H)

1
+ 5()’1{ — Hx )" (R ' HP (I — 6S,.P;

+H R HP) T HHT R = R (e — H»@)
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PRILOHA Il. (UPRAVA KOVARIANCE CHYBY ODHADU KF)

V této priloze se budeme zabyvat Gpravou vztahu pro vypocet filtraéni kovariance chyby

odhadu Kalmanova filtru dané vztahem

Prk = Prjk—1 — Kk HPyjre—1 (11. 1)
Dosadime-1i Kalmanuv zisk ziskany v (4.5.4)
- -1 _
Pk|k =Pk|k—1_(I+Pk|k_1HTR 1H) Pklk—lHTR 1HPk|k—1 (“2)
_ _ -1 _
= Pepe—1 — (Pijk—1 + H'R™'H) "H"R™'HPy4
Aplikujme na vyraz v zavorce inverzni maticové lemma
Preye = Prjk—1 — (Pk|k_1 (1. 3)
— Pyy—1HT(R
-1 _
+ HPy—1HT) HPy—1 )HTRTIHPy oy
= Pejk—1 = Pej—1H" R HPy e
+ Pyy—1HT (R
-1 _
+ HPy—1H") "HPy—tH'R™ HPy 4
= Pyji-1 (1 — H'R™'HPy 4

-1
+HT(R + HPy—1H") Hpk|k—1HTR_1HPk|k—1)

. . ’ . y Iz _1
Opétovnou aplikaci inverzniho maticového lemma na vyraz (R + HPy 1 H T) dostaneme

Pk = Prjk—1 (1 — H'R™"HPy 1
+HT (R—1 ~ R H(PGh_y + HTR_lH)_lHTR_l) HPk|k_1HTR‘1HPk|k_1)
= Pyjk—1 (1 —H'"R™'HPy -1 + H R HPy . tH' R HPy 4
—H'RH(Pgi—q + HTR_1H)_1HTR_1HPk|k_1HTR‘1HPk|k_1)
= Peies (I = HTR™' HPyey + (HTRHP 1)’
— H'R™H(Pgjh_y + H'R7'H) ™ (H"R" HPey 1))
= Peir (1 — HTR™UHP oy + (HTRIHP 1)’

— HTR™YHP (I + HTRYHPy 1) (HTR™'HPiye—1)")
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coz lze upravit do tvaru
— _ 2
Pyk = Py (1 — H'R™'HPyp—y + (HTR HPy 1)
3 -1
— (H"R™'HPy—1) (I + HTR'HP, 1) )
= Pprjk—1 ((1 +H'R™'HPyy—1) —H'RHP, 1 (I + HTRT'HPy )

+ (HTR™ HPy 1) (I + HTR™1HP 1)

— (H'R'HPyy1)’) (1 + HTRT HPy) ™

Po roznasobeni dostaneme

Piike = Prj—1 ((1 +H'R™'HPy—1) —H'R'HPy—1 (I + HTR'HPy )
+ (H"RHPy 1) (I + HTR™'HP ;)
— (HTR'HPyy1)’) (1 + HTRTHPy) ™
= Pyje-1 (1 +H"R™*HP, -1 —H'R™'HPy 1 — (HTR‘lHPk|k_1)2
+ (H"RHP 1)’ + (HTR™'HPye_y)’
— (H"R ' HPy 1)’ )(I + HTRIHP_y)

_ -1
= Pk|k—1(1 + HTR 1HPk|k—1)

Kovariance chyby pro filtra¢ni odhad je tedy dana vztahem

_ -1
Py = Pep—1(I + HTR™YHPy 1) (11. 4)
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