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Uvod

Vektorovy prostor je jeden z hlavnich objektl studia linearni algebry. Ve vektorovém
prostoru jsou definované operace, jako je s¢itdani a nasobeni. Prvek vektorového
prostoru se nazyva vektor. Ve vektorovém prostoru lze dva vektory secist a jejich
soucet je opét prvkem vektorového prostoru, toto plati i pro nasobeni. Vektorem je
vedle orientované usecky také usporadana n-tice realnych dcisel, matice nebo

polynom. Tato prace je zamérena na vektorové prostory polynomd.

V prvni Casti prace se budeme vénovat zakladnim pojm0 tykajicich se vektorovych
prostorl a podprostorl. Definujeme vektorovy prostor a podprostor. Tyto pojmy si
ukdzeme na pfikladech tykajicich se polynoma. Dale definujeme dalsi pojmy, jako je
linedrni kombinace, linedrni obal, linedrné zavisld mnozina, mnoZina generdtorl, baze
a dimenze vektorového prostoru. Tyto pojmy si téZz predvedeme na konkrétnich
prikladech. V prvni ¢asti se budeme vénovat vektorovym prostoriim polynomu jedné
neurcité. V druhé casti této kapitoly se budeme vénovat vektorovym prostorim

polynom{ dvou neurcitych.

V druhé kapitole se budeme vénovat linearnimu zobrazeni. Definujeme co to linedrni
zobrazeni je. Uvedeme si zakladni pojmy, které se linearniho zobrazeni tykaji, jako je
jaddro, obraz, hodnost a defekt homomorfismu. Dale se budeme zabyvat délenim
polynomU a matici homomorfismu. VSechny tyto pojmy predvedeme na konkrétnich

prikladech.

Ve treti kapitole se budeme vénovat skaldrnimu soucinu. Definujeme co to skalarni
soucin je. Uvedeme si zakladni pojmy, které se skalarniho soucinu tykaji, jako je
ortogonadlni vektor, ortogonalni podmnozZina a ortogondlni baze. VSechny tyto pojmy

predvedeme na konkrétnich prikladech.



1. Vektorové prostory a podprostory polynomu

V uvodni kapitole definujme nékteré zakladni pojmy, které se tykaji vektorového

prostoru a které budeme v nasledujicich kapitolach pouzivat.

1.1. Vektorové prostory polynomu jedné neurcité

Jako prvni definujeme vektorovy prostor.

Definice 1.1.1. (vektorovy prostor): Necht T je téleso a V mnoZina s binarni operaci
sCitani, kterou budeme znacit symbolem “+“. Necht je dano zobrazeni kartézského
soucinu TxV do mnoziny V; dvojici prvk(i a € T a v € V toto zobrazeni pfifazuje prvek,
ktery znacime a.v nebo jednoduseji av; hovofime o ndsobeni prvkd mnoziny V prvky
télesa T, které znacime symbolem “.“. Necht dale plati:

(i) Y uveVv u+v=v+u

(ii) VY uv,weV (u+v)+w=u+(v+w)

(iii) JoeEV VYueV u+o=u

(iv) VYuevVv 3-ueV u+(-u)=o

(v) YuveV VaeT a.(u+v)=a.u+a.v

(vij VUu€eV Va,b€eT (a+b).u=a.u+b.u

(vi) Yu€eV Va,beT (a.b).u=a.(b.u)

(viii) Yuev l.u=u

Potom budeme fikat, Ze V je vektorovy prostor (nebo linearni prostor) nad
télesem T. Prvkim mnoziny V budeme fikat vektory, prvk(m télesa T skalary. Vektor
oznaceny symbolem o a popsany axidmem (iii) se nazyvd nulovy vektor prostoru V,
vektor oznaceny symbolem —u a popsany axiémem (iv) se nazyva opacny vektor

k vektoru u. [1]

Priklad 1.1.2.
Nyni provedeme dlkaz, Ze polynomy jedné neurcité stupné nejvyse dva tvori

vektorovy prostor.



(i) Mdame dokazat, Ze soucet ua v je roven souctuvau
Oznacime siu a v:
u=p(x)=ag+a;x+ax>
v=q(X)= bg+bx+b,x*
Dosadime a vypocteme soucet u a v:
u+v=(ag+rax+ax’)+(bg+b x+b,x%)=
=ao+bo+(a1+b1)X+(az+b2)X2=
=bo+ao+(b1+a1)x+(b2+a2)x2=
=(bo"'b1X+b2X2)+(ao+31X+32X2)=
=q(x)+p(x)=v+u
Z vypoctu je zfejmé, Ze nezdlezi na tom, jestli s¢itame u a v nebo v a u. Proto je

u+v=v+u.

(ii) Mame dokazat, Ze (u+v)+w=u+(v+w)
Oznacimesiu, va w:
u=p(x)=ap+a;x+a,x’
v=q(X)= bo+bx+b,x*
W=r(X)=Co+CiX+CoX°
Dosadime do (u+v)+w:
(uv)+w=[(ag*ax+ax’)+(botbyx+byx’) [+ (coteyxteox’)=
=[ag+bo+(a1+by)x+(a,+b,)x2 ]+ (Corcix+Cx%)=
= ag+bo+co+(ar+by+ci)x+(ay+h,+c,)x’=
=(ag+ax+ax’)+[(bo+bix+bx%)+(Cotcix+cx%)]=
=p(x)+(a(x)+r(x))=u+(v+w)

Z vypocCtu je ziejmé, ze (u+v)+w=u+(v+w).

(iii)  Mame dokazat, Zze sou¢tem polynomu u s nulovym polynomem, dostaneme
polynom u.

Oznacime si u a o:



u=p(X)=ap+ax+ax’
0=0(x)=0+0x+0x"
Dosadime do u+o:
u+0=(ag+ax+a,x°)+( 0+0x+0x’)=
=ay+0+(a,+0)x+(a,+0)x’=
= agta;x+ax’=
=p(x)=u

Vypoctem jsme zjistili, Ze u+o=u.

(iv)  Mame dokazat, ze u+(-u)=o.
Oznacime si u:
u=p(x)=ap+a;x+a,x’
A dosadime:
u+(-u)=(ag+arx+ax’)+( -ag-arx-ax’)=
=ag-ag+(as-a;)x+(ay-a,)x’=
=0+0x+0x’=0

Vidime, Ze u+(-u) je opravdu rovno o.

(v) Mame dokazat, Ze a.(u+v)= a.u+a.v
Oznac¢ime u,v,a:
u=p(x)=ap+a;x+a,x’
v=q(X)= bo+bx+b,x*
a=a
Dosadime za a.(u+v):
a.(u+v)=a. [(agrax+ax’)+(bg+b x+b,x%)]=
=(a.ag+a.a;x+a.a,x°)+(a.by+a.bx+a.b,x%)=
=a.p(x)+a.q(x)=a.u+a.v

Z vypoctu je ziejmé, Ze a.(u+v)= a.u+a.v.



(vi)  Mame dokazat, Ze (a+b).u= a.u+b.u.
Oznacime u, a, b:
u=p(x)=ag+a;x+ax>
a=a
b=b
A pocitame:
(a+b).u=(a+b).( agtax+ax’)=
=(a.ag+a.a;x+a.a,x°)+(b.ag+b.a;x+b.a,x%)=
= a.p(x)+b.p(x)=a.u+b.u

Vidime, Ze (a+b).u= a.u+b.u.

(vii)  Mame dokazat, Ze (a.b).u=a.(b.u)
Oznacime u, a, b:

u=p(x)=ag+a;x+ax>

a=a

b=b
Dosadime a upravujeme:

(a.b).u=(a.b).( ag+a;x+a,x?)

=a.b.p(x)=a.(b.u)

Je zfejmé, Ze (a.b).u=a.(b.u).

(viii) Mdame dokazat, ze 1.u=u.
Oznacime si u:
2
u=p(x)=ag+a;x+ax
A pocitame:
2
1.u=1.(ag+a;x+ax")=
=1ao+1a1x+1a2x2=
2
= agtaiX+taX =

= p(x)=u



Vidime, Ze 1.u=u.

Jsou splnény vSechny defini¢ni vlastnosti vektorového prostoru.
Dokazali jsme, Ze polynomy jedné neurcité stupné nejvyse dva tvori vektorovy

prostor. Vektory budeme znacit pismeny, vétsinou z konce abecedy.

Priklad 1.1.3.:(vektorové prostory polynomu):
Uvedte néjaké prvky vektorového prostoru polynom( jedné neurcité stupné nejvyse
dva.

p(x)=ax2+bx+c u=x+1 € Ry[x]

v=x2-2x+5 € R,[X]

Poznamka: Polynomy jedné neuréité f(x) p(x)=ag+a;x+a,x’+....+ax", kdy? a,z0 jsou

stupné n.

vs 2
Napriklad:Pro n=3 p(x)= ag+ax+a,x +a3x3
U=1+x-x>+5x>

v=2-4x+0x>+x°>

Priklad 1.1.4.(co neni vektorovy prostor)

Najdéte nulovy vektor v mnoziné M={ax’+bx+c;a#0;a,b,cER}

Reden:

Necht:
o=aox2+box+c0 ; 2920
u= ax’+bx+c

Lze najit o tak, aby platiloo + u=u?

Dosadime za o a u:



Je rovno (ag+a)x*+(bg+b)x+(co+c)= ax’+bx+c?
Pocitame:
Cotc=C => cp=0
bot+b=b => by=0
agta=a =>ay=0
Zde nastava spor. Byla zadana podminka, Ze se ap nesmi rovnat 0.

ProtoZze v mnoziné M neexistuje nulovy vektor, mnoZzina M neni vektorovy prostor.

Dale si definujeme co je to vektorovy podprostor.

Definice 1.1.5. (vektorovy podprostor): Necht (V,+,.) je vektorovy prostor nad
télesem T. MnozZina W je vektorovym podprostorem V(budeme psat WccV), pravé
tehdy, kdyz

(i) W je podmnozZinou V,
(ii) (W,+,.) je vektorovym prostorem nad télesem T. [1]

Ovérovani, zda néjaka mnoZzina je vektorovym podprostorem podle definice 1.1.5. by

bylo zdlouhavé, proto bude vhodnéjsi uzivat nasledujici vétu.

Véta 1.1.6.: Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. MnoZina W je vektorovym
podprostorem prostoru V pravé tehdy, kdyz plati:

(i) W je podmnozZinou V,

(i) W =z0,

(iii) YuveWw U+vew,

(iv) VYUueEWVAET AUEW. [1]

Dukaz:
Jestlize je W podprostorem prostoru V, potom ziejmé (i)-(iii) plati, nebot
s¢itani vektor( a ndsobeni vektor( skaldry je v podprostoru W stejné jako v prostoru

V.



Jestlize naopak pro podmnoZinu W prostoru V plati (i)-(iii), pak je na této
mnoziné definovana operace scitani i operace nasobeni prvkd mnoziny V prvky télesa
T a tyto operace funguji stejné, jako kdyz prvky mnozZiny W povaZujeme za prvky
prostoru V. Pro tyto operace plati axiomy (i)-(ii) a (v)-(viii) z definice vektorového
prostoru, nebot tyto axiomy plati pro vSechny prvky prostoru V. ProtoZe je podle (i)
mnozina W neprazdna, existuje prvek u € W; podle (iii) je potom Ou=0 € W. Pro kazdy
prvek v € W je dale podle (ii) (-1)v=-v € W, tj. mnoZina W obsahuje s kazdym
vektorem vi vektor knému opacny. Plati tedy i axiom (iii) a (iv) z definice o

vektorovém prostoru. [1]

Tuto vétu vyuzijeme pro reSeni nasledujiciho prikladu.

Priklad 1.1.7.

Rozhodné, zda je dana mnozina W vektorovym podprostorem daného vektorového
prostoru V:

W jsou vSechny polynomy p(x) stupné nejvySe dva s koeficienty vQ, pro které
p(1)+p(-1)=0. V jsou vSechny polynomy stupné nejvyse dva nad télesem racionalnich

Cisel.

Reseni:
Oznaéime polynom nejvyde druhého stupné p(x)=ax’+bx+c. Pro x=1 dévé hodnotu
p(1)=a+b+c, v bodé x=-1 ma hodnotu p(-1)=a-b+c. Vzhledem k tomu, Ze p(1)+p(-1)=0,
musi platit (a+b+c)+(a-b+c)=0, a tedy c=-a. MGZeme proto psat W={ax’+bx-a; a,b€eQ}

MnozZina W je podmnoZinou V, je tedy splnéna podminka (i), soucet polynomu
z W se od souctu polynom( z V lisi jen v absolutnim ¢lenu, to znamend,ze V bude asi
podprostor.

(ii) neprazdnost W: Necht je napfiklad a=0, b=1, pak x EW, atedy W # @

(iii) uzavienost W na soutet: Zvolme u=a;x*+bjx-a;, v=a,x*+b,-a,. Souétem

takovych vektoru je vektor u+v=(a+a,)x>+(by+b,)x-( a;+a,). | bez oznaéeni a=a;+a,,



b=b;+b, je zfejmé, Ze koeficient absolutniho ¢lenu je opacny ke koeficientu
kvadratického ¢lenu, takze soucet je prvkem W.
(iv) uzavienost W na nasobeni skalarem: Vzhledem k tomu, Ze v polynomu
Au= A(ax*+byx-a;)= Aa;x*+Ab;x-(Aa,)
je vedouci koeficient opacny k absolutnimu ¢lenu, coz plati pro vsechny prvky
W, je i \UEW.
Mnozina vSech polynom( p(x) stupné nejvyse dva spliujici podminku p(1)+p(-1)=0 je

vektorovym podprostorem prostoru V.

Nyni si definujeme linearni kombinaci.

Definice 1.1.8.(linedrni kombinace): Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a
V4, V...V jsou vektory prostoru V a ay, a,,... a, prvky télesa T. Vektor Zle aVv;

se nazyva linearni kombinace vektorll vyv,,...v, s koeficienty a;, a,,... a,. Jestlize je
mnozina vektor(l prazdna (vtom pripadé mlzeme psat k=0), pak hovofime prazdné
linedrni kombinaci, kterou klademe rovnou nulovému vektoru. Jestlize je k > 1, pak
v pfipadé a;=a,=...= a,=0 hovorime o trivialni linearni kombinaci a v opacném pripadé,
tj. je-li aspon jeden z koeficientl ay, a,,... a, nenulovy, o netrivialni linedrni kombinaci.

[1]

Priklad 1.1.9.

Utvorte linedrni kombinaci vektorU:

5 6 0 0 30 2 4 0 23
u= V= w= z prostoru Z;
4 0 0 2 00 1 00

s koeficienty A\;=5, A\,=4, A3=3

Reéeni:

56 0 0 30 2 40
AU+ Av+ Azw=5 +4 +3 =
4 00 2 00 1 00

) 3 56+43+34 0) (3 5 0
154442431 0 0) (300

10



Dale si definujeme linearni obal.
Definice 1.1.10.(linedrni obal): Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a M
podmnozina prostoru V. Prlnik vSech podprostord prostoru V, které mnozinu M

obsahuji, nazveme linearni obal mnoziny M a ozna¢ime symbolem [M]. [1]

Priklad 1.1.11.

o .. 56 0)(0 3 0)(2 40 23
Co tvofi linedrni obal mnoziny M={ , , }z prostoru Z;,° ?
4 0 0)2 0 0){1 00O

Najdéte néjaké dalsi prvky [M].

Reden:
56 0 0 30 2 40
M={a +b +C ;a,b,cE Z;}
4 00 2 00 1 00
350 0 0O
eM, emMm
(3 0 O] (0 0 Oj

Nyni si definujeme linearné zavislou mnozinu.

Definice 1.1.12.(linedrné zavisla mnoZina): Necht V je vektorovy prostor nad télesem
T. Necht M je podmnoZina prostoru V. Podmnozina M se nazyva linedrné zavisl3,
jestlize néjaky vektor mnoziny M je mozno vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich
vektord této mnoZiny. V opacném pripadé se mnoZina M nazyva linedrné nezavisla.

[1]

Véta 1.1.13.: Necht M je podmnozZina vektorového prostoru V nad télesem T.
Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) Mnozina M je linedrné zavisla.
(ii) Nulovy vektor je mozno vyjadfit jako netrividlni linearni kombinaci
navzajem rliznych vektor(i mnoziny M.

(iii)  Existuje vlatni podmnozina N mnoziny M, pro kterou je [N]=[M]. [1]

11



Priklad 1.1.14.
Rozhodnéte, zda je mnozina M={x’+x-2, 2x*+x-3,x-1}C R,[x] linedrné zavisla.
Reseni:
V mnozZiné jsou tfi vektory, kazdy z nich ma tfi slozky — koeficienty polynom.
Mnozina M m{Ze byt linedrné zavisld i nezavisla.
Je-li M linearné zavisla, existuji k4, k,, ks, z nichZ aspon jeden je nenulovy, tak ze
kius+kyuytksus=o0
Po dosazeni a jednoduchych Upravach musi platit:
(ky+ 2k )X+ (ky+ko+ka)x+(-2k-3k,-ks)=0x*+0x+0
VyreSime odpovidajici homogenni soustavu tfi rovnic a tfrech neznamych
k;+2k, =0
ki+k,+ks=0
-2k1-3ky-ks=0
Sectenim poslednich dvou rovnic dostaneme vztah —k;-2k,=0, ktery je
ekvivalentni s prvni rovnici. Zvolme k, libovolné (nenulovy), napt. k,=1, pak k;=-2k,=-2
a ks=k,=-2 a -2u;+u,+us je netrividlni linedrni kombinace vektor(i z M, ktera je rovna

nulovému vektoru. Proto je M linedrné zavislou mnozinou.

Dadle si definujeme mnoZinu generatora.
Definice 1.1.15.(mnoZina generatord): Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a
M je podmnoZzina prostoru V. Jestlize linedrnim obalem podmnozZiny M je cely prostor
V, pak fikdme, Ze M je mnozinou generator( prostoru V, respektive Ze mnozina M
generuje prostor V.

Prostor V se nazyva konecné generovany, existuje-li kone¢na mnozina, ktera
ho generuje; v opacném pripadé se prostor V nazyva nekonecné generovany.

Jestlize je M mnozina generdator(i prostoru V, pak kazdd podmnoZzina prostoru
V, kterd M obsahuje, je také mnozinou generator( prostoru V. Kazdy vektorovy

prostor ma zifejmé mnozinu generatord; napf. mnozina V generuje prostor V. [1]

12



Priklad 1.1.16.
Rozhodnéte, zda mnozZina M generuje dany vektorovy prostor V.Pokud M generuje
V, vyjadiete dany vektor v jako linedrni kombinaci prvk( M.
M={x’-x+1,2x+2,2x’+2x+5},V je prostor polynom( stupné nejvyée dva nad télesem R,
v=x’+1
Redeni:
V mnoziné jsou tfi vektory, kazdy z nich ma tfi slozky-koeficienty. Neni-li M linearné
zavisla, generuje prostor V.
Oznaéme u;= X2-x+1, U,=2x+2, u3=2x2+2x+5 a w=ax’+bx+c libovolny vektor V. Pokud M
generuje V, lze kazdy vektor we V vyjadrit jako linearni kombinaci prvk( mnoziny M:
kiug+kous+ksus=w
Dosazeni a Upravy
ky(x%-x+1)+K,(2x+2)+K3(2X°+2x+5)= ax’+bx+c
kyX-Kqx+Kq+2Kkox+ 2K+ 2ksx*+2ksx+5= ax’+bx+c
(ky+2K3) X2+ (K +2ky+2k3)x+k+2k,+5ks= ax*+bx+c
vedou k soustaveé tfi rovnic o tfrech neznamych s parametry a,b,c
k,i+2ks=a
-k1+2k,+2ks=b
kq+2k,+5ks=c
Redenim soustavy rovnic sé¢itaci metodou nebo Gpravami matice soustavy na
odstuprnovanou matici ziskame:

1 0 2|a 1 0 2| a 1 0 2 a
-1 2 2|b|~|0 2 4|a+b|~|0 2 4 a+b
1 2 5]|c 0 4 7]|b+c 0 0 -1|-2a-b+c

(Postup Upravy na odstupniovanou matici:1. krok: 1.radek pricten k 2. fadku, 2. radek

pricten ke 3. radku;2. krok:(-2)ndsobek 2. radku pricten ke 3. radku)

Zjistime, Ze
k,+2ks=a
2k,+4ks=a+b
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-kz=-2a-b+c

Odsud je
kz=2a+b-c
ky=- ga - §b+2c
k;=-3a-2b+2c
a tedy

(-32-2b+2¢)(}*-x+1)+( - ga - §b+2c)(2x+2)+( 2a+b-c)(2X°+2x+5)= ax’+bx+c  (*)
Pro libovolné a,b,c jsme nasli resSeni kq,k;,ks, tj. pro libovolny vektor w jsme nasli
linearni kombinaci vektor( u;,u, us. MnoZzina M dany prostor generuje. Zbyva vyjadrit
v=x2+0x+1 jako linedrni kombinaci prvki M. Koeficienty vektoru v, a=1, b=0, c=1,
dosadime do (*), tim ziskdme hledanou kombinaci

3
V=-Uq- E u,+us.

DalSim pojmem je baze vektorového prostoru.

Definice 1.1.17.(baze vektorového prostoru): Necht V je vektorovy prostor nad
télesem T. MnoZina M je bazi vektorového prostoru V jestlize:

(i) M je linearné nezavisla mnozina,

(ii) M generuje prostor V. [1]

Priklad 1.1.18.

Je mnozina M = {x3+x*+1, x3+x+1, x*+x,x*+1}C R;[x] baze? Pokud ano, najdéte
soufadnice vektoru u = x> vzhledem k bazi M.

Reden:

Oznacime si u, Uy, Us, Uy:

us= X+l

u,= XCx+1

Us= X°+X

2
Usz=X+1
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Zjistime, zda M generuje zadany prostor tim, Ze budeme délat zmény v linedrnim
obalu, dokud neziskame kanonickou bazi stejného prostoru.
1

Ug-Uy;  Uy; Us-Ug; -UgtUy; Ug-Up; Us-Up+Uy; Us-Uy; Ui-Us;.2 -1

M = [x3+x2+1, XCHx+1, x2+x,x2+1]:[xz—x,x3+x+1,x—1,—x3]=[x2—x,2x,x—1, x3]: [xz, 2x, -1, x3]=
3 .2
=[x%, x%, x, 1]
. s v 3 ’ .. v .

Vidime, Ze x’=1u;+0u,+0 u3-1u,. Ziskali jsme tedy soufadnice vektoru u.

<x*>=(1,0,0,-1)

JelikoZz jsme nasli soufadnice vektoru u, mnozina M je baze.

Dale si definujeme dimenzi vektorového prostoru a predvedeme ji na prikladech.
Definice 1.1.19. (dimenze vektorového prostoru): Necht V je vektorovy prostor nad

télesem T. Dimenzi vektorového prostoru V, piSeme dim V, rozumime pocet prvk{

libovolné baze V. [1]

Priklad 1.1.20.

Najdéte dimenzi prostoru T;[x] az Ts[x].
Reseni:

dim T4[x]=2 baze{l,x}

dim T,[x]=3 baze{1,x,x°}

dim T3[x]=4 baze{l,x,x*x°}

dim T,[x]=5 baze{1,xx* x> x"}

dim Ts[x]=6 baze{1,x,x*,x*x* x}

Véta 1.1.21.(o dimenzich spojeni a prinikd): Necht U,V jsou podprostory néjakého
vektorového prostoru nad télesem T. Potom je

dim(U+V)+dim(UnV)=dim U+dim V. [1]

Poznamka: Spojenim vektorovych podprostord U a V, piSeme U+V, rozumime linedrni
obal jejich mnozinového sjednoceni, tj.

U+V=[UuV]= {u+v, ueu, veVvy}.
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Priklad 1.1.22.

Urcete dimenzi priniku podprostor( V,,V, prostoru Qs[x], jestlize Vy=[x3-x242x+3, 2x°-
2x%4+3x+4], V,=[3x>-3x°+5x+7, 4x>-4x*+7x+10]

Redeni:

Nejprve zjistime dimenze podprostor( Via V,. Oba prostory jsou generovany
dvéma nenulovymi vektory. Pro generatory V; plati, Ze Zadny neni nasobkem druhého
(2x3-2x°+3x+4 nelze zapsat jako k (x>-x*+2x+3)). Jsou proto linedrné nezavislé a
dimV,;=2. Rovné: V, je generovan vektory, pro které neexistuje ktak, ze 3x°-
3x°+5x+7=k(4x>-4x*+7x+10). Generatory proto tvofi bazi V, a dimV,=2. Zbyva stanovit
dimenzi podprostoru V;+V,, ktery je generovan sjednocenim generdtort prostord V,
aV,

Vi+Vo=[C-x24+2x+3, 2x3-2x2+3x+4, 3x°-3x°+5x+7, 4x>-4x*+7x+10]=

=[x3-x2+2x+3, -X-2, -X-2, X+2]=
=[x*-x*+2x+3, -x-2]

(Postup Uprav: 1, Vynasobime polynom x*-x*+2x+3 (-2) a pfi¢teme k polynomu

2x3-2x°+3x+4, polynom x>-x’+2x+3 také vyndsobime (-3), ale pfi¢teme

k polynomu 3x>-3x*+5x+7, dale polynom 2x>-2x*+3x+4 vynasobime (-2) a

pfic¢teme k polynomu 4x>-4x*+7x+10. Témito Upravami ziskdme: [x>-x*+2x+3,

-X-2, -X-2, X+2].

2, Ddle vynasobime polynom -x-2 (-1) a pfictu k polynomu -x-2.

Ten samy polynom vynasobim také 1, ale pfi¢tu ho k polynomu x+2. Témito

dpravami dostanu: [x>-x*+2x+3, -x-2].)

Nasli jsme dvouprvkovou bazi prostoru V;+V, , proto je dim V;+V, =2. A nyni uZ
mUzZeme pocitat dim(V,NV,). Ta se podle véty o dimenzich a spojeni prinikd spocita
takto:

dim(V,nV,)dimVi+dimV,-dim(V,+V,)=2+2-2=2
Dimenze pruniku podprostord ViV, prostoru Qz[x], jestlize Vi=[C-x*+2x+3, 2x°-

2x%4+3x+4], V,=[3x>-3x°+5x+7, 4x>-4x’*+7x+10] je rovna &islu 2.
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1.2. Vektorové prostory polynomu dvou neurcitych
Nejprve si definujeme polynomy n neurcitych.

Poznamka: Obor integrity budeme znacit I.

Obor integrity |, se skldda ze vSech moznych souctl konecného poctu scitanct tvaru

ki ko kn
Agiky.ky X1 X3~ Xy

kde ay k,., €1, ki ko, ...k, jsou celd nezaporna Cisla.

Kazdy prvek z |, mGZeme tedy zapsat ve tvaru

m; m; mn
é é ki k2 kn
z aklkz_"knxl Xy X

k1:0 k2:0 kn:O

kde m;, m,,...m, jsou cela nezaporna Cisla. [4]

Definice 1.2.1.: Obor integrity |, se nazyva obor integrity polynoma n neurcitych nad |
a znaci se l[xy, X,...x,]. Jeho prvky se nazyvaji polynomy n neurcitych nad | a znaci se

f(x1, X5,...X4), 8(X1, X5,...%,) atd.

x s o . k .-
Clenem polynomu n neurcitych nazyvame vyraz ay, , k,X; X;° .- X", stupen clenu
polynomu je s = ky+ ky+...+k,, stupent polynomu n neurcitych je maximum

ze stupnd jeho ¢lent. [7]

Poznamka: My budeme pracovat s polynomy dvou neurcitych nad télesem T, tj.

s polynomy, které maji koeficienty v télese T. Budeme je znacit f(x, y).

Priklad 1.2.2.

Polynomem dvou neurcitych z oboru integrity T[x, y] je napfiklad polynom
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f(x, y)=2x*+xy-y*+3x-6, kde ¢leny polynomu jsou vyrazy 2x%, xy, -y>, 3x, -6. Stupné
jednotlivych ¢lent jsou 2, 2, 2, 1, 0 a je tedy zifejmé, Ze stupen polynomu f je 2, tj.

jedna se o polynom druhého stupné.

Priklad 1.2.3.
Uréete stuperi polynomu f(x, y): X*+2x°y*+10x’y-2x+y>+5, jestlize
a,f(x, y) €Tl yl,
b, f(x, y) € TIx]ly],
¢, f(x, y) € TlylIx].
Redeni:
a) Stupen polynomu f(x, y) uréime podle definice jako maximum ze stupnd jeho ¢lend.
Stupen polynomu f(x, y) je 5.
b) Polynom f(x, y) pfepiSeme vzhledem k neurcité y, tj. jako polynom jedné neurcité y,
jehoz koeficienty jsou polynomy jedné neurcité x:
Vo+(23)y2+(10x%)y+(x>-2x 5).
Stupen polynomu f(x, y) je 3.
c) Polynom f(x, y) prepiSeme vzhledem k neurcité x, tj. jako polynom jedné neurcité x,
jehoz koeficienty jsou polynomy jedné neurcité y:
x5+(2y2)x3+(1Oy)x2-2x+(y3+5).

Stupen polynomu f(x, y) je 5.

Ukazeme si, jak se témito polynomy operuje.

Priklad 1.2.4.

Seltéte polynom f=4x’+2xy-3x+2 a g=2y*-2xy+3y-4.

Redeni:

(4X*4+2Xy-3x+2)+(2y°-2xy+3y-4)= 4x*+2xy-3x+2+2y>-2xy+3y-4=
=4x2+2y2—3x+3y—2
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Vidime, Ze mlZeme scitat pouze prvky, které se shoduji v obou mocninach. Téz
vidime, Ze nezaleZi na tom, jestli sCitdme f a g nebo g a f. Tim je splnéna prvni

defini¢ni vlastnost vektorového prostoru.

Priklad 1.2.5.

Vynasobte soucet f a g z prikladu 1.2.4. Cislem 2.

Re3eni:

2.( 4x*+2y*-3x+3y-2)= 8x*+4y*-6x+6y-4

Vynasobime-li polynom f islem 2 a téZ polynom g Cislem dva ziskame:
2.(4x%+2xy-3x+2)= 8x’+4xy-6x+4

2.(2y*-2xy+3y-4)= 4y*-Axy+6y-8

Setteme-li tyto dva vysledky, ziskame:8x*+4y*-6x+6y-4.

Je zfejmé, Ze 2.(f+g)=2.f+2.g. Je tedy spInéna pata definicni vlastnost vektorového

prostoru a to, Ze a.(u+v)=a.u+a.v.

Priklad 1.2.6.
Najdéte opacny polynom k polynomu f z prikladu 1.2.4.
Reseni:
Opacny polynom k polynomu f je —f.
Tedy: -f=-4x%-2xy+3x-2
Nyni seéteme fa (-f):
(4x%+2xy-3x+2)+( -4x>-2xy+3x-2)=0
Z vypoctu je zfejmé, zZe soucet polynomu f a a jeho opacného polynomu (-f) ziskdame
nulovy polynom. Tedy je splnéna ¢tvrta defini¢ni vlastnost vektorového prostoru

polynomd, Ze u+(-u)=o.

Obdobné by se pokracovalo pro zbylé defini¢ni vlastnosti vektorového prostoru. A
pak bychom mohli tvrdit, Ze polynomy dvou neurcitych stupné nejvyse 2 také tvofri

vektorovy prostor. Budeme ho znacit T,[x,y], obsahuje vSechny polynomy tvaru



a20X” +a11Xy + Azy” + a10X + A1y + Aoos
kde koeficienty a,g, ..., agg jsou prvky néjakého télesa. Analogicky pro dalsi prostory

polynom vice neurcitych.

Poznamka: Baze prostoru T,[x,y] bude mit tvar {xz, Xy, y2, X, Y, 1}, odkud je zfejmé, ze

dimenze prostoru je 6. Podobné by se postupovalo pro dalsi vektorové prostory.

Priklad 1.2.7.
Rozhodnéte, zda mnozina M ={=2x* +3y — 2, xy + y* — 2x + 3, 3xy +x +y + 8, X’ —y* + 2x
+1, 2x% —xy +2y, 2y* + 3x —y — 2} < Q,[x, y] je linedrné zavisla.
Redeni:
Oznacime-li prvky mnoziny M postupné u;, u,, ..., Ug, pak podle véty 1.1.13 (ii) se
pokusime zjistit, zda existuje jejich netrividlni linedrni kombinace, kterd je rovna
nulovému vektoru, tj. zda

kiug + kyus + k3usz + kaus + Ksus + kgug = 0 (*)
a alespon jeden z koeficientl ky, ks, ..., kg je rdzny od nuly. Po dosazeni za uy, u,, ..., Ug,
o a dalSich upravach dostaneme:
(-2kq +k4 + st)XZ + (ky + 3ks = ks)xy + (ko — kg + ks)yz +(-2k; + k3 +2Kk4 + 3ke)x + (3ky +k3
+ 2ks — kg)y + (-2k; + 3k, +8ks + k, — 2kg) = Ox* + Oxy + Oy” + Ox + Oy + O
Polynom na levé strané je roven polynomu na pravé strané, kdyZz odpovidajici si
koeficienty jsou si rovny. To vede na soustavu Sesti linedrnich rovnic o Sesti
neznamych. ReSeni takové soustavy by bylo pomérné zdlouhavé, mlZeme si
vypomoci napf. vypoctem v programu Mathematica nebo v jeho online dostupné
podobé WolframAlpha:
A={{-2,0,0,1,2,0},{0,1,3,0,-1,0},{0,1,0,-1,0,2},{0,-2,1,2,0,3},{3,0,1,0,2,-1},{-2,3,8,1,0,-2}}
Tim je zadana matice soustavy A.

Solve[A.{k1,k2,k3,k4,k5,k6}=={0,0,0,0,0,0},{k1,k2,k3,k4,k5,k6}]
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Zapis A.{k1,k2,k3,k4,k5,k6}=={0,0,0,0,0,0} prevede matici soustavy na soustavu Sesti
linearnich rovnic v neznamych ky, ..., kg, které maji na pravych stranach 0. Pfikazem
Solve je dan pokyn k vyreseni takové soustavy vzhledem k neznamym kg, ..., kg,.
{{k1—0,k2—0,k3—0,k4—0,k5—0,k6—0}}

Vysledek naznacuje, Ze neexistuje netrivialni linedrni kombinace polynom{ mnoziny

M, ktera by byla rovna nulovému polynomu, proto je M linearné nezavisla.

Priklad 1.2.8.
Pfedpokladejme, Ze mnozZina M z predchoziho prikladu je bazi prostoru Q[x, y].
Najdéte souradnice vektort X2, Xy, y2, X, Y, 1 vzhledem k M.
Redeni:
Hledejme nejprve <x2>M, tj. soutadnice polynomu x* vzhledem k bazi M. Soufadnice
jsou koeficienty linedrni kombinace vektort mnoziny M, kterd je rovna x?,

kqu; + KoUy + KaUs + kaug + ksus + kgug = X2
Uloha povede opét na Fedeni soustavy 6 linedrnich rovnic o 6 nezndmych, pficemz
matice soustavy bude stejnd jako v predchozim pfikladu, sloupec pravych stran
nebude nulovy vektor, ale vektor (1, 0, 0, 0, 0, 0). Vypocet si opét usnadnime
v programu Mathematica.
Solve[A.{k1,k2,k3,k4,k5,k6}=={1,0,0,0,0,0},{k1,k2,k3,k4,k5,k6}]
{{k1->— 23—2,,k2—>— %,,k3—> 23—8,k4—>-25,k5—>13—7,k6—>— %}}
Je tedy (<*)y = (-22/3; -67/3; 28/3; -25; 17/3, - 4/3)
Podobné muiZeme postupovat pri hledani souradnic dalSich vektor(i. Odpovidajici
sloupce pravych stran budou po radé vektory (0,1,0,0,0,0), (0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,0),
(0,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,1). Uvedme vypocty, které bychom provedli v Mathematice:
Solve[A.{k1,k2,k3,k4,k5,k6}=={0,1,0,0,0,0},{k1,k2,k3,k4,k5,k6}]
{{k1—>-16,k2—-50,k3—21,k4—-56,k5—~12,k6—-3}}
Solve[A.{k1,k2,k3,k4,k5,k6}=={0,0,1,0,0,0},{k1,k2,k3,k4,k5,k6}]

k12 k2—>-8,k3—>— = kd—>=Z k5—>— k6—>-1}
2 4 2 4 4
Solve[A.{k1,k2,k3,k4,k5,k6}=={0,0,0,1,0,0},{k1,k2,k3,k4,k5,k6}]
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{{k1—2,k2—6,k3—— g k4—7,k5—>— %,k6—>§}}
Solve[A.{k1,k2,k3,k4,k5,k6}=={0,0,0,0,1,0},{k1,k2,k3,k4,k5 k6]
{tklo—2 k25— 2 k357 kd—-3,k5-> 3 k65— =}}

3 3 6 6 6
Solve[A.{k1,k2,k3,k4,k5,k6}=={0,0,0,0,0,1},{k1,k2,k3,k4,k5 k6]

{{k1—>£,k2—>§,k3—>— 2,k4—> ﬂ,kS—) — 5—3,k6—>E}}
6 3 12 2 12 12

Odtud zfejmé

(xy)m = (-16; -50; 21; -56; 12; -3) (v = (5/2; 8;-13/4; 17/2; -7/4; 3/4)
(Om=1(2;6;-5/2;7;-3/2;1/2) (Y)m = (-2/3; -8/3; 7/6; -3; 5/6; -1/6)
(1)m = (35/6; 55/3; -91/12; 41/2; -53/12; 13/12)
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2. Linearni zobrazeni vektorovych prostori a podprostort

V této kapitole si nejprve definujeme, co je to lineadrni zobrazeni a dale také

definujeme pojmy, které se linearniho zobrazeni tykaji.

2.1. Linearni zobrazeni
Definice 2.1.1.(linedrni zobrazeni): Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem
T. Zobrazeni f prostoru Vdo prostoru W se nazyva linearni zobrazeni, neboli
homomorfismus, jestlize plati:

(i) Vu,veVv f(u+v)=f(u)+f(v),

(ii) YueV Va€eT f(au)=a.f(u).
Jestlize f je homomorfismus prostoru V do prostoru W, potom se mnozina

Ker f ={u€U; f(u)=0}
nazyva jadro homomorfismu f a mnozina
Im f ={veV; 3 ueU f(u)=v}

se nazyva obraz homomorfismu f. [1]

Priklad 2.1.2.
Rozhodnéte, zda je dané zobrazeni homomorfismus.
f:U->V, flox+B)=(2a+B)x*+(a+B)x+(a+2B), U=(Zs)1[x], V= (Z3),[X]
Redeni:
Nejprve ovérime, zda je splnéna prvni podminka a to, ze f(u+v)=f(u)+f(v). f(u+v) si
oznacime pismenem L (jako leva strana). f(u)+f(v) si oznalime pismenem P (prava
strana)

(i) u=(ox+B)

v=(0,x+B,)

fu+v) =(2(0+0,)+ B1#B2)X>+( a0+ Br+Bo)x+ o +0,+2(B1+B,)=L
P=f(u)+f(v)=((20t+B1 )X +(0t1+B1)X+011+2B1 ) +((2004B2) X +( 0+ B ) X+01,+2B5) =((2 (o +0,) +B4

+Bz)X2+( a1 +B1+ Qi +By)x+ agt a+2(B1+pB;)
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ProtoZe se L a P rovnaiji, je tim ukdzano, Ze zadané zobrazeni spliiuje prvni defini¢ni

vlastnost linearniho zobrazeni.

Dale ovérime, zda zadané zobrazeni spliiuje druhou defini¢ni vlastnost linearniho
zobrazeni a to, Ze f(au)=a.f(u). Budeme postupovat obdobné jako u prvni podminky.
Pismenem L oznacime f(au) a pismenem P oznacime a.f(u).

(ii) u=(ax+B1)
L=((2aa;+aP)x*+(ac;+aB;)x+ac+2aP;)
P= a((2as+B1)X*+(ar+B1)x+a1+2B1)=(2a0 +aBy)x*+(ay +aBy)x+aa, +2aB;)
P a L se rovnaji. Je tedy splnéna i druha defini¢ni vlastnost linearniho zobrazeni.

Protoze jsou splnény obé dvé podminky, je dané zobrazeni homomorfismus.

JelikozZ v prikladu 2.1.5. budeme k jaddru a obrazu hledat jesté hodnost a defekt

homomorfismu, musime si je nejprve definovat.

Definice 2.1.3.(hodnost homomorfismu): Necht f je linearni zobrazeni (U, . ,+) do (V, .
,4) nad télesem T. Hodnosti homomorfismu f rozumime dimenzi obrazu

homomorfismu f

r(f)=dim(Im f). [1]

Definice 2.1.4.(defekt homomorfismu): Necht f je linearni zobrazeni (U, . ,+) do (V, .
,4) nad télesem T. Defektem homomorfismu f rozumime dimenzi jadra

homomorfismu f

d(f)=dim(Ker f). [1]

Priklad 2.1.5.

Najdéte jadro, obraz, hodnost a defekt homomorfismu.
f:R>->R;[x]

f(a,b)=(2a+b)x*+(a-3b)x-2a-b
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Redeni:
Jadro homomorfismu je mnozina vsech vektor( prostoru, z néhoz zobrazuji, zde R?,
které se zobrazi na nulovy vektor druhého prostoru, zde na nulovy polynom.
Ker f: f(a,b)=0
f(a,b)=(2a+b)x*+(a-3b)x-2a-b
(2a+b)x*+(a-3b)x-2a-b=0x*+0x+0

2a+b=0 2.3b+b=0 ->b=0
a-3b=0 ->a=3b
-2a-b=0 a=0

Ker f={(0,0)}= {0}

Poznamka: Vyjde-li nulovy vektorovy prostor jako jadro linearniho zobrazeni, pak jde
podle véty 10.15. na strané 112 v [1] o monomorfismus neboli prosty

homomorfismus, ktery zobrazuje dva rlizné vektory na dva rdzné vektory.

Obraz pocitame podle véty 10.4., vlastnosti (vi) na str 103 v [1].
Im f:  MnoZina generator R? je naptiklad {(1,0),(0,1)}
Im f=[f(1,0),f(0,1)]=[2x*+x-2, x*-3x-1]
Hodnost-r(f): r(f)=dim (Im f)=2
Defekt-d(f): d(f)=dim (Ker f)=0

Priklad 2.1.6
Najdéte jadro, obraz, hodnost a defekt homomorfismu.
fiRa[x, y]->Rulx, y]
f(a20x2+a11xy+a02y2+a10x+a01y+aoo)=( -2a;0ta0+tag)x+(3a11-a01)y+ a20-2 ano
Nejprve budeme pocitat jadro.
-2a,9ta1g  +agy =0
3ay; -do1 =0

dyo -2 ag =0

25



d20=doo

ap1=3a11

a10=230-a10
Jadro tvori vSechny polynomy z R,[x, y], které maji tvar
2300X2+a11XV+302V2+(2302'300)X+3a11y+aoo, oo, A11, A02€R.
Lze ho zapsat také ve tvaru:

Kerf=[2x*-x+1, xy+3y, y*+2x]

Defektd(f)=dim (Ker f)=3
Vypocet obrazu:
Imf=[£(x°), flxy), f(y*), f(x), fly), f(1)]= [1, 3y, -2%, x =y, x-2]= [1, %, -y, x-2]= [1, X, -y]=
=[1, %, y]= Ru[x, y]
(provedené upravy: 1. krok:3.(-y)+3y, 2.x+(-2x)
2. krok:2.1+(x-2), (-1).x+(x-2)
3. krok:(-1).(-y))
Hodnost:r(f)=dim (Im f)=3

2.2.Déleni polynomu
Zde predvedeme, jak funguje déleni dvou polynoma. A dale si ukazeme, Ze fikladem
homomorfismu vektorovych prostorl polynom0 je i zobrazeni ¢, které polynomu

jedné neurcité pfirazuje zbytek po déleni danym polynomem.

Poznamka (déleni polynomu): Mame-li délit dva polynomy f a g, nejdfive musime
zkontrolovat, zda jsou oba polynomy usporadany sestupné podle mocniny x.
Vydélime prvni ¢len polynomu f prvnim ¢lenem polynomu g, vysledkem je ;.
Polynom ¢; vynasobime polynomem g a vysledny polynom g¢; odefteme od
polynomu f. Polynom f- g, oznacime jako f;. Je-li stupen polynomu f; vétsi nebo
roven stupni polynomu g, pokracujeme v déleni. Prvni ¢len polynomu f; délime opét

prvnim ¢lenem polynomu g a postupujeme analogicky jako v predchozi ¢asti. [6]
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Priklad 2.2.1. (polynom jedné neurcité)

Vydélte polynomy fag:  f=2x*3x>+x’-5x+2

g=x2-3x+2
Redeni
f g8 91 9 @3
(2x*-3x+x2-5x+2):( X*-3x+2)=2x"+3x+6
g q: 2x*-6x3+4x°
f1=f-g @1 3%°-3x°-5x+2
g ¥, 3x°-9%*+6x
f,=f-g,f-g, ¢1-g @ 6x>-11x+2
g ¢3! 6x°-18x+12
r: 7x-10

Vysledkem déleni je tedy ¢asteény podil 2x*+3x+6 a zbytek r(x)= 7x-10

Poznamka:Prikladem homomorfismu vektorovych prostor(i polynomu je i zobrazeni
¢, které polynomu jedné neurcité pfifazuje zbytek po déleni danym polynomem.

Ukazme to nejprve na prikladé.

Priklad 2.2.2.
Jsou dany polynomy f; = x> - 32 + 2x° + 1, f, =x° - 4x> + 3x, g = X° + x + 2. Vydélte
polynomy dle zadani: (a) f; : g, (b) f,: g, (c) (f, +f,) : g, (d) (-6.f) : g
Redeni:
(@) (-3 + 2+ 1):(x* + x+2)=x> - x* - 4x + 8
XX +2x°
X5 +2x7+1
x*-x>-2x
-A3C+4x%+1
-4x>-4%>-8X

8x°+8x+1
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8x°+8x+16
15

Muzeme tedy psét, ze: (x°- 3x° + 2x% + 1)= (x> + x + 2).(x>-x*-4x+8)+15

(b) (x* - 4x* + 3x):( x> + X + 2)=x - 5
XX’ 42X
-5X°4X
-5x°-5x-10
6x-10

Muazeme tedy psat, Ze: (x° - 4x% + 3x)=( x* + x + 2).(x-5)+6x-10

() (x°- 3%+ 2% + 1)+(x° - 4x% + 3x)=x" - 2x> - 2x* + 3x + 1
(X -2x3- 2%+ 3x+ 1):(X* +x+2)=x = x*—3x + 3
XX +2x
X"-4x3-2x°+3x+1
Xx-2%°
-3x°+3x+1
-3%°-3%°-6X
3x°+9x+1
3x°+3x+6
6x-5

Muzeme tedy psét, ze: (X° - 2x% - 2x% + 3x + 1)=( x* + x + 2).(x° = x* = 3x + 3)+6x-5

(d) -6.(x*-3x° + 2x° + 1)=-6x" + 18x>- 12x* - 6
(- 6x° + 18%> - 12x° — 6):( x> + X + 2)=- 6X° + 6X° + 24x — 48
-6x°-6x"-12x
6x"+30x°-12x°-6
6x +6x>+12x

24x>-24%°-6
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24x3+24x°+48x

-48x*-48x-6
-48x*-48x-96
90
MuZeme tedy psat, ze: (- 6x° + 18x> - 12x> — 6)=( x> + X + 2).(- 6x° + 6x* + 24x — 48)+90

Vsimnéme si, Ze soucet zbytk( ziskanych délenim v (a) a (b), tj. -15 + (10 + 6x), je
roven zbytku pfi déleni v (c), tj. -5 + 6x. Rovnéz plati, Ze -6-nasobek zbytku po déleni f;
:g, coz je -6.(-15), je roven zbytku po déleni -6.f; : g.

Lze usoudit, Ze zobrazeni ¢, v némz je polynomu f pfifazen zbytek r po déleni danym
polynomem g, je homomorfismus, protozZe jsme na prikladu ukazali, Ze soucet obrazt
o(f1) + o(f;) = ry + r, je roven obrazu souctu, ¢(f; + f,), podobné ndsobek obrazu

a.¢(f;) = a.ry je roven obrazu nasobku, ¢(af;).

Pomoci hlavni véty o déleni polynom( dokazeme vétu Cislo 2.2.4, tj. Ze popsané
zobrazeni ¢ je homomorfismus i v obecném pripadé.
Véta 2.2.3.(hlavni véta o déleni polynomi):Necht jsou dany polynomy f(x)#0,g(x)
z oboru integrity (T(x),+,.), kde plati st[g(x)]21, potom existuji polynomy Q(x), R(x)
takové, Ze plati

f(x)=Q(x).g(x)+R(x), kde R(x)=0 V st[R(x)]<st[g(x)].

Tyto polynomy jsou jednoznacné urcené. [5]

Véta 2.2.4.: Necht T,[x] je vektorovy prostor polynom( stupné nejvySe n nad
komutativnim télesem T a g je nenulovy polynom stupné m.
Zobrazeni @: T,[x] 2 Tmal[x], vnémz je polynomu f pfifazen zbytek r po déleni

polynomem g, je homomorfismus.

Dukaz: Predpokladejme, Ze f;, f, jsou libovolné prvky T,[x], a je libovolny prvek télesa

T a g je dany polynom stupné m.
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Podle hlavni véty o déleni polynomu plati

fi=dig+n

f=dx8+12
kde neuplné podily q4, g, a zbytky ry, r; jsou uréeny jednoznaéné a stupné polynomu
r1, r; jsou mensi nez m. Pro soucet polynoma fq, f, plati f; + f, = (q1.g + r1) + (q2.8 + 12)
= (g1 + 92).8 + (ry +1,). Je tedy (r; + ry) jednoznacné uréeny zbytek po déleni polynomu
f, + f, polynomem g.
V popsaném zobrazeni plati ¢(f;) = ry, ¢(f,) = rp, o( f; + ;) = ry + rp, odkud je rovnost
o(f1+5,) = olfy) + @(f,) zFejma.
Podobné pro a-nasobek polynomu f; plati af; = a(q;.g + r1) = (aq1)g + ary, odkud ar; je

zbytek po déleni af;:g, a tedy plati ¢(af;) = ap(f,).

2.3. Matice homomorfismu, skldadani homomorfismu
Zde si definujeme matici homomorfismu. Ukazeme, jak funguje skladani

homomorfismu. A také definujeme dalsi pojmy potfebné k vypoctim.

Definice 2.3.1.(matice homomorfismu): Necht V a W jsou vektorové prostory dimenzi
m a n nad télesem T a f je homomorfismus prostoru V do prostoru W. Necht
M={v,,.....,V,,} je baze prostoru Va N bdze prostoru W. Matici homomorfismu f
vzhledem k bazim M, N budeme rozumét matici typu n x m nad télesem T, ve které na

misté jj stoji i-ta soufadnice vektoru f(v;) vzhledem k bazi N. [1]

Véta 2.3.2.(matice homomorfismu): Necht V a W jsou vektorové prostory dimenzi m
a n nad télesem T a M, N baze téchto prostorl. Necht f je homomorfismus prostoru
Vdo prostoru W a A matice typu n x m nad télesem T. Matice A je matici

homomorfismu f vzhledem k bazim M, N pravé tehdy, kdyz pro kazdy vektor v € V je

(FV)IN" =AW [1]
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Véta 2.3.3.(skladani homomorfismii): Necht U, V, W jsou vektorové prostory nad
télesem T a K, M,N po radé jejich baze, necht f je homomorfismus prostoru V do
prostoru W a necht g je homomorfismus prostoru U do prostoru V. Jestlize A je
matici homomorfismu f vzhledem kbazim M, N a B matici homomorfismu g
vzhledem k bazim K, M, potom je soucin AB matici homomorfismu fg vzhledem

k bazim K, N. [1]

Priklad 2.3.4.(Skladani homomorfismu, matice homomorfismu)

Jsou dany homomorfismy (vzhledem k uspofadanym kanonickym bazim pfislusnych

1 0 0 1 00 0 O
rostorG- {1, x, x>, x> }, , , , {1, X
P { }(ooj(ooj(loj[oJ{ })

f: Q3[X] ->Q2X2 f(aX3+bX2+CX+d)= ( a+2c 2b- dJ
—a+d b+3c
g: Q2x2_> Qu[x] g(j ?J =(a+2B-3y)x+(-B+2y+6)

Najdéte predpis pro slozeny homomorfismus gf a matice homomorfisma f, g, gf

(vzhledem ke kanonickym bdazim pfislusnych prostora).

Reseni:
SloZzeny homomorfismus je dan pfedpisem:

2c 2b-d
g[f(ax3+bx2+cx+d)]=g( aree J

—-a+d b+3c
=[a+2c+2(2b-d)-3(-a+d)]x+[-(2b-d)+2(-a+d)+b+3c]=(4a+4b+2c-5d)x+(-2a-b+3c+3d)

Oznatme M, N, P postupné kanonické baze prostord Qs[x], Q**

, Qi[x] pfi stejném
usporadani vektoru jako v zadani.
Pro sestaveni matice A homomorfismu F je tfeba znat souradnice obraz(i prvki M

vzhledem k N.

f(1)=((1) _Oljz> (f(1))n=(0. ((1) 8]+(-1). (8 $J+1. G gjw. (8 SJ)N=(0,-1,1,0)

f(x)=((2) 2J=> (F(x)In=(2. ((1) 8J+o. (8 (1)}+o. G 8}3. [8 2]>N=(z,o,o,3)
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f(x2)=(8 ij => (f(xz))N:(O. ((1) 8] +2. (8 ;] +0. ((1) gj+1 (g Sj Ww=(0,2,0,1)

5 (1 0) I 10 01 00 0 0), _
f(x )—(_1 Oj_> (f(x ))N—(l.[o 0j+0. [O Oj+(-1). (1 Oj+0. (0 lj)N—(l,O,-l,O)

Matice A homomorfismu f ma tvar:

N O

0
-1
0

e
w o o N
= O

A ziskali jsme ji tak, Ze jsme zapsali ziskané soufadnice do sloupce.
Najdeme téz obrazy vektord baze N vzhledem k bazi P:

10

=1x+0 => 1x+0)p=(0,1
g 00 ( »»=(0,1)
01
=2x-1 => 2x-1)p=(-1,2
g 00 ( Ye=( )
00
g =-3x+2 =>  (-3x+2)p=(2,-3)
10
00
g 01 =0x+1 => (0x+1)p=(1,0)

Matice B homomorfismu g ma tvar:
0 -1 2 1
B= .
1 2 -30
Sloupce matice C homomorfismu gf tvofi usporfadana dvojice:
(f(1))p=(-5x+3)p=(3,-5)
(f(x))p=(2x+3)p=(3,2)

(F(x*))p=(4x-1)p=(-1,-4)
(F(°))p=(4x-2)p=(-2,4),

3 3 -1 -2
C= .
[—5 2 4 4)

je tedy
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Definice 2.3.5.(matice pfechodu): Necht' V je vektorovy prostor a M, N jeho dvé baze.
Matici prechodu od baze M kbazi N budeme rozumét matici identického

homomorfismu prostoru V vzhledem k bazim M, N. [1]

Priklad 2.3.6.
Najdéte matici prechodu od baze N k bazi M.
M={-2x* +3y — 2, xy + Y2 —2X + 3, 3xy +X +y + 8, x> —y* + 2x + 1, 2x> — xy +2y, 2y* + 3x —
-y =2}
N=0<, xy, ¥%, %, y, 1}
Redeni:
Najdeme soutadnice vSech ¢lend N. Vyuzijeme identitu.
f(x*)=1.(x*)=x*
OO = (-22/3; -67/3; 28/3; -25; 17/3, - 4/3) viz priklad 1.2.8.
f(xy)=1.(xy)=xy
(xy)m = (-16; -50; 21; -56; 12; -3) viz priklad 1.2.8.
fy*)=1.(y")=y*
(YD = (5/2; 8; -13/4; 17/2; -7/4; 3/4) viz piiklad 1.2.8.
f(x)=1.x=x
(Xm =(2; 6;-5/2;7;-3/2; 1/2) viz priklad 1.2.8.
fly)=1.y=y
(Y)m = (-2/3; -8/3; 7/6; -3; 5/6; -1/6) viz priklad 1.2.8.
f(1)=1.1=1
(L)m =(35/6; 55/3;-91/12; 41/2; -53/12; 13/12) viz priklad 1.2.8.

ProtozZe jsme vypocitali souradnice bazovych vektord mnoziny N vzhledem k bazi M je

matice,
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_22 46 2, 2 3
3 2 3 6

87 50 g 5 80D
3 3 3

28 5, B3 5 7 A
3 4 2 6 12
25 _56 M7 _3 4
2 2

7 4, 7 3 5 _53
3 4 2 6 12
24 5 3 1 1 13
3 4 2 6 12

sestavena ze souradnic, matici pfechodu od baze N k bazi M.

Priklad 2.3.7.(matice homomorfismu vhledem ke zménénym bazim prostora)

Homomorfismus f:R,[x] ->R? je dan matici

A:(l 0 —lj
2 1 2
Vzhledem k bazi M={x*+x, -x+2, 2x*+2} prostoru R,[x] a kanonické bazi prostoru R’
Urcete matici homomorfismu f vzhledem ke kanonickym bazim téchto prostord.
Redeni:
Aby byl ddn homomorfismus f matici vzhledem ke kanonické bazi prostoru R,[x], tj.
vzhledem k K={1,x,x*} a kanonické bazi prostoru R?, tj. N={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1}, staci
najit matici prechodu B od kanonické baze Kk bazi M. To je matice identického
homomorfismu f: Ry[x]-> R,[x] vzhledem ke K a M. Matice AB™ je matici sloZzeného
homomorfismu ff;, ktery uréuje dany homomorfismus vzhledem ke kanonickym
bazim.
B- matice pfechodu od M ke K, tj. matice f;

(fl(x2+x))K=(x2+x)K=(O,1,1), protoze x*+x=0.1+1.x+1.x°

(f1(-x+2))=(-x+2)¢=(2,-1,0), protozZe —x+2=2.1-1.x+0.%>

(f1(2x%+2) =(2x*+2)¢=(2,0,2), protoze 2x*+2=2.1+0.x+2.X’
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0 2 2
B={1 -1 O
1 0 2

Soutin AB™ Ize vypoditat riiznymi zpasoby. Lze nejprve najit inverzni matici k matici B

a pak touto matici nasobit matici A zleva, nebo lze vypocet soucinu provést najednou

pomoci sloupcovych Uprav. My pouzijeme sloupcové Upravy.

Vypocet souinu AB™:

0o 2 2 2 2 0 2 0 O 2 0 O 2 0 0
1 -1 0 0 -1 1 0O -1 1 0 -1 O 0 -1 O
1 0 2 2 0 1 2 -2 1|72 -2 -1 0 0 -1
1 0o -1{|-1 0 1{ (-2 1 1| |-1 1 2| |3 -3 2
2 1 2 2 2 2 -1 2 2 -1 1 4 -3 1
1 0 O
01 O
~0 0 1
§ 3 -2
2
2 3 -1
(Upravy matice: 1. : prohozeni prvniho a tfetiho sloupce
2. : vynasobeni prvniho sloupce (-1) a pficteni ke druhému sloupci
3. :vynasobeni druhého sloupce 1 a pficteni ke tretimu sloupci
4. : vynasobeni tretiho sloupce 2 a pficteni k prvnimu sloupci,

Matice

vynasobeni tfetiho sloupce (-2) a pricteni ke druhému sloupci

5.:

. , , 1 . ) .
vynasobeni prvniho sloupce p vynasobeni druhého sloupce (-

1) a vynasobeni tretiho sloupce (-1))

33 2
2
{231}

je matici homomorfismu f vzhledem ke kanonické bazi prostoru R,[x] a kanonické bazi

prostoru R’
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3. Vektorové prostory polynomti se skalarnim soucinem

V této kapitole se budeme vénovat skaldrnimu soucinu polynom( a dalS$im pojm(m,

které se skalarniho soucinu tykaji.

Nejprve definujeme skalarni soucin.
Definice 3.1.( skalarni soucin, unitarni prostor): Necht V je vektorovy prostor nad
télesem R. Skalarnim soucinem na prostoru V nazveme kazdé zobrazeni f mnoziny V x
V do télesa R, které ma nasledujici vlastnosti:

(i) Yuvev f(u,v)=f(v,u),

(ii) Yuv,wevV f(u+v, w)=f(u, w)+f(v, w),

(iii) VYuveV VAER f(Au, v)=A.f(u, v),

(iv) Vuey, u#o f(u, u)>0.
Prostorem se skalarnim soucinem, respektive unitarnim prostorem, budeme rozumét

kazdy vektorovy prostor s néjakym pevné zvolenym skalarnim soucinem. [1]

Skaldrni soucin dvou polynomU mizeme definovat bud takto:

n

flu,v) = Z a;b;.

i=0
Tento skaldrni souc¢in budeme nazyvat standardni skalarni soucin.
Napfiklad v prostoru R,[x] u=a,x*+a;x+ao
v=b2x2+b1x+b0

f(u, v)=a,b,+a;bi+aghy.

Anebo mlzZeme skalarni soucin dvou polynom( definovat pomoci integralu, nebot Ize

polynomy povaZovat za specidlni pfipady funkci:
b

flu,v) = fu.vdx,

a

kde jsou meze rovny bud' a=0 a b=1, nebo a=-1 a b=1.
Tim je definovan skaldrni soucin i na prostoru vSech polynomu stupné nejvyse n.
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Nyni dokazeme na prikladu, Ze jsou splnény vSechny defini¢ni vlastnosti skalarniho

soucinu.

Priklad 3.2.
Dokazte, ze pro R,[x] plati vSechny defini¢ni vlastnosti.
Reseni:
K feSeni nejprve vyuzijeme standardni skalarni soucin.
(i) Mdame dokazat, Ze skalarni soucin f(u, v) je roven skaldarnimu soucinu f(v, u).

u=a,x*+a;x+a,
v=b2x2+b1x+b0

f(u, v)=a,b,+a;bs+agbg

f(v, u)=b,a,+bia;+bgag
Koeficienty polynomU u i v jsou redlna Cisla, proto nezdlezi, jestli ndsobime a;.b; nebo

bi.a;, vysledek bude stejny. Proto je f(u,v)=f(v,u).

(ii) Mdame dokazat, ze f(u+v, w) je rovno f(u, w)+f(v, w).
u=a,x’+a;x+a,
v=b2x2+b1x+b0
W=CoX*+CqX+Co
f(u+v, w)=(a,+b,)c, + (a;+b1)cs + (agtbg)co=a,¢, + byCy + @1¢1 + byCq + 2o + boCo =
= a,C, + a1C1 + apCo + b,Cy + bicy + by
f(u, w)+f(v, w)=(a,c, + a;¢; + agCo) + (b,cy + bicy + bocg)=
=a,C, + a1C1 + agCo + b,Cy + + bycy + bocy

Z vypoctu je vidét, ze f(u+v, w)=f(u, w)+f(v, w).

(iii)  Mdame dokazat, ze f(Au, v) je roven A.f(u, v).
U=a2X2+a]_X+ao

2
V=b2X +b1X+b0
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f(Au, v)=Aa,b, + Aa;b; + Aaghy
Kdyz vytkneme A ziskame: A(a,b, + a;1b; + aghy)
A.f(u, v)=A(a,b, + a;1b; + agbg)
Vysledky pro f(Au, v) a A.f(u, v) jsou shodné, a proto je splnéna i tfeti definicni

vlastnost.

(iv)  Mame dokazat, ze skalarni soucin f(u, u)>0.
2
u=a,X +aiX+ag
2 2 2
f(u, u)=aa, + @131 + agap =a, + ;" + ag
Nasobime-li dvé stejna realna Cisla, vysledek je vidy nezaporny. ProtozZe je u nenulovy
vektor, je aspof jeden z koeficientd rtzny od nuly, a tedy a,’+ a;> + a,>>0. A proto je

splnéna i ¢tvrta definiéni vlastnost.

Dokazali jsme, Ze jsou splnény vSechny ¢tyfi defini¢ni vlastnosti pro standardni

skalarni soucin.

Nyni vyuZijeme skalarni soucin definovany pomoci integralu.

(i) Mdame dokazat, Ze skalarni soucin f(u, v) je roven skaldrnimu soucinu f(v, u).
Poznamka: Abychom se nepletli ve znaceni, skalarni soucin si mizeme oznacit i takto:
¢=(u, v)

u=f(x)

v=g(x)
1

o(u,v) = ff(x)g(x)dx

$ (v, 1) = j 9(Of ()dx

Nasobeni polynom( je komutativni, proto je integral ze soucinu stejny nezavisle na

tom, jestli nasobime f(x) s g(x) nebo g(x) s f(x). A proto mizeme psat, ze f(u, v)=f(v, u).
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(ii) Mdame dokazat, ze f(u+v, w) je rovno f(u, w)+f(v, w).

u=f(x)

v=g(x)

w=h(x)
Wﬂ+uw)=fU00+g@HM@¢w=fU@M00+g&M@de

dp(u,w) + p(v,w) =

1 1
= f fCOh(x)dx + f g(x)h(x) dx

=fU@M&Hm&M@HM

Vyuzili jsme znalosti z matematické analyzy, vidime, Ze f(u+v, w)=f(u, w)+f(v, w).

(iii)  Mdame dokazat, ze f(Au, v) je roven A.f(u, v).
u=f(x)

v=g(x)
1

¢uww=jdﬂwmmm=ajﬂwmmm
Aaww=1]ﬂwmmm
Je patrné, ze f(Au, v)=A.f(u, v).

(iv)  Mdame dokazat, Zze skalarni soucin f(u, u)>0.

u=Ff(x)

¢ma>=j}10ﬂm¢x=ff%m¢x

f(x) dava v p¥ipadé u rizného od nulového polynomu hodnoty vétsi ne? 0 pro
libovolné x€R. Hodnota urcitého integralu bude proto kladna.
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Dokazali jsme, Ze jsou splnény vSechny ¢tyfi defini¢ni vlastnosti pro standardni

skalarni soucin.

Véta 3.3.(vlastnosti skalarniho soucinu): Necht V je unitarni prostor. Potom plati:
(i) YVuev f(u,0)=0,
(ii) Yuv,weV f(u,v+w)=f(u, v)+f(u, w),
(iii) VYuveVv VAER f(u, Av)=A.f(u, v),
(iv)  Vuy..,u,vy..,Vm, EV Vay,...,anb,...,.bm ER

f Q=1 WUy, Z;n:1 bjvj) = Xk=1 Z;nzl arb; f (uy, vj). [1]

Nyni si ukaZzeme na konkrétnim prikladu platnost ¢tvrté vlastnosti skalarniho soucinu,

protoze platnost ostatnich se snadno nahlédne.

Priklad 3.4.

Ukazte, Ze je splnéna Ctvrta vlastnost skalarniho soucinu, ktera se tyka soucinu

linearnich kombinaci polynomd, v jednoduchém pripadé, kdy:

f(x)=F1(x)+F(x)+3(x); F1(x)=x+1, Fo(x)=-3, f3(x)=x"1

8(x)=g1(x)+€a(x); 81(X)=)X*+x, g2(X)=2x+1

Redeni:

f(x)=x’+x-3

g(x)=-x2+3x+1

Nejprve vypocteme skalarni soucin polynomd f(x) a g(x) podle levé strany rovnosti z

(iv). Pouzijeme skaldrni soucin definovany integralem.
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1
L= ff(x)g(X)dx =
= f(x2 +x—3)(—x*+3x+ 1)

1
= f(—x4+2x3 + 7x* — 8x — 3)dx =
-1

5 4 3 1
=[—x—+x—+7i—4x2—3x] =
5 2 3 1
(-243+2-4-3)-(G+3-I-4+3)=-2
52 3 52 3 15

Nyni vypocteme skaldrni soucin danych polynom( podle pravé strany rovnosti z bodu

(iv).

p= j A0 (Ddx + j L0 ga()dx + j £,(0 g1 () dx + j £ (0 g2 (dx +

1 1 1 1

+ jf3(x)g1(x)dx + jf3(x)g2(x) = j(—x3 + x)dx + j(sz + 3x + 1dx +

-1 -1
1 1

1
+ f(sz — 3x)dx + f(—6x —3)dx + f(—x“ +x3 +x% —x)dx +
Z1 21 21

1
x*  x? 2x3  3x? !
+f(2x3+x2—2x—1)dx= ——t+—=| +|—+—+x| +
21 1 -1

4 2| 3 2
+ [x® ) +[-3x% = 3x]%, + x5+x4+x3 il +
t T et 57473 2

xt % 1 1 1 (1 1y 2 3 2 3
5+ 52—« =——+——<——+—)+—+—+1—(—§+§—1)+
1

2 3 4 2 4 2) 3 2
b3 (1 3>+ 3-3)—(=3+43)4—sqipi_1
2 2 ( ) 5 4 3 2
<1+1 1 1>+1+1 11 <1 1 1+1)_ 26
5 4 3 2/ 2 3 2 3 15

Prava strana se rovna levé. Je tedy splnéna Ctvrta vlastnost skalarniho soucinu.

41



Definice 3.5.(ortogonalni vektory): Necht V je unitarni prostor. Rekneme, Ze vektory
u, v €V jsou navzajem ortogonalni (resp. kolmé), jestlize je jejich skalarni soucin

roven nule. [1]

Priklad 3.6.
Je dan vektor u=x>+2x’+1. Najdéte v R;[x] ortogonalni vektor v k vektoru u.
Reseni:
Vektor v nezname, ale budeme predpokladat, ze v=asX+a,x>+a;x+a,
(a) vyuzijeme standardni skaldrni soucin

u.v=1asz+2a,-a;+1a,
Podle definice 3.5. jsou dva vektory ortogonalni, jestlize je jejich skalarni soucin roven
nule.

a3++2a,-a,1+ap=0
Jednim zfteSeni rovnice je napf. Ctvefice as=1, a,=0, a;=1, ap,=0. Jednim

z ortogondlnich vektor je nap¥iklad v=x>+x.

(b) vyuzijeme skaldrni soucin definovany integralem

1 1
Ju.v dx = ](x3 +2x% —x + D (azx3+a,x* + a;x + ay)dx =
1 1

1
= f[a3x6 + (a, + 2a3)x® + (a; + 2a, — az)x* + (ap + 2a; — a, + az)x3 +
-1

7

1
X 1

+(2ag — a; + a,)x* + (—ay + a;)x + a,] dx = az [7] + (a, + 2a3)g [x®]L, +

-1

1 1
+(a1 + zaz - a3)§ [XS]El + (ao + Zal - a2 + a3)Z [X4]£1 +
1 311 1 271 1
+2ay —a, + az)g[x 12+ (—ap + al)i[x 121 +aplx]2; =

2 2 2
:;a3+(a1+2a2 _a3)§+(2a0_a1+a2)§+2a0
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Urcity integrdl je roven nule napt. pro a;=0, a,=0, a;=25, ag=2, a tedy v=25x+2 a u jsou

ortogonalni vektory.

Definice 3.7. (ortogonalni podmnozina): PodmnoZina M prostoru Vse nazyva

ortogonalni, jestlize jsou kazdé dva jeji rlizné vektory navzajem ortogonalni. [1]

Priklad 3.8.
Ovétte, 7e je mnozina M = {x3 — 1,x% + x,x3 + x? — x + 1} v R3[x] ortogonalni.
Reseni:
Oznacimesiu, v, w:
u=x-1
v=X24X
W=x+x-x+1
Podle definice 3.11. je mnoZina ortogonalni, jestlize jsou kazdé dva jeji rizné vektory
navzajem ortogonalni. Proto provedeme skalarni souciny mezi vektory.
f(u, v)=f(x>-1, x*+x)=1.0+0.1+0.1+1.0=0
f(u, w)=f(x>-1, x*+x*-x+1)=1.1+0.1+0.(-1)+(-1).1=0
f(v, w)=f(x*+x, x>+x*-x+1)=0.1+1.11.(-1)+0.1=0
Skalarni soudiny jsou rovny nule, proto jsou ortogonalni. MnozZina M je tedy

ortogonalni.

Definice 3.9. (ortogonalni baze): Ortogonalni, resp. ortonormdlni bazi unitarniho
prostoru budeme rozumét kazdou bazi tohoto prostoru, ktera je ortogonalni, resp.

ortonormalni mnozinou. [1]

Definice 3.10.(GramUv-Schmidtlv ortogonalizaéni proces): Necht {u, ...u,}je baze
unitarniho prostoru V. Jestlize
Vi=Uy,

f(uz,v1)

Vo=U, — .
702 foyn

1
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f(uz,vq1) f(usz,vz)

V3=U3— . — .V,
3713 fw,v1) L f(va,v2) 2
f(un,vy) f(un,vn_1)
Vo=upy—uy, — ————. — =, —_1,
R o2 R f@n_1vm—) "1

potom{v,, ... v, } je ortogonalni baze prostoru V. [1]

Priklad 3.11.
Je dédna baze M={x + 1,—2x + 3}. Najdéte Gram-Schmidtovym ortogonalizaénim
procesem ortogonalni bazi pro R4[x].
Redeni:
Oznacime si uy, Uy:
u;=x+1
U,=-2x+3
(a) vyuzijeme standardni skaldrni soucin
Podle definice 3.8.:
1. krok: vi=uy

f(vyuz)
fw,v1)

2. krok: vy=u,-Auq; M=

Vypocteme neznamé:
f(vy,vy)=f(x+1, x+1)=1.1.41.1=2
f(vq,u,)=f(x+1, -2x+3)=1.(-2)+1.3=1
Al:;

Dosadime a vypocteme v;:

Vy=-2X+3 - %.(x+1)

x 1
Vy=-2X+3 -~ — -
2 2

Vo= 5x 5
2 2 2

Ortogonalni baze je tedy O = {x +1,— %x + ;}
(b) vyuzijeme skalarni soucin definovany integralem

Budeme postupovat obdobné.

44



Vypocteme nezndmé:

1

f(vy,vy) = f(x2 +2x + 1)dx =

-1

1 2 8
§[x3]11 + [xz]ll + [X]ll = § + 2= §

1
2 1 4
flouue) = f(—sz +x+3dx =~ [P+ P + 3] = — o+ 6=
-1

3

_ 14

T3

1 7

_3 _7

A= 8 =3

3

Dosadime:

Vy=-2X+3 - E.(x+1)

7x 7
Vo=-2X+3 - — — —
4 4

15x 5
Vp= —— — =
4 4

Ortogonalni baze je tedy O = {x +1,— 1?’Tx + %}
Priklad 3.12.
Je dédna baze M={x+1,—x?+1,2x—1}. Najdéte Gram-Schmidtovym
ortogonalizanim procesem ortogonalni bazi pro R,[x].
Redeni:
Oznacime si uy, Uy, Us:
u=x+1
u2=—x2+1
us=2x-1
(a) vyuzijeme standardni skalarni soucin
Podle definice 3.8.:
1.krok: vi=u,

}\1=f(v1'u2)

2.krok: vo=uy-Auy;
2L T (0 wy)

Vypocteme nezndmé:
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f(vy,vq)=f(x+1, x+1)=0.0+1.1+1.1=2

f(vy,u,)=f(x+1, -x*+1)=0.(-1)+1.0+1.1=1
1

}\1=E

Dosadime a vypocteme v;:

Vy=-x>+1 - %.(x+1)

2 X 1
Vo= X+l - = — =
2 2

2 X 1
Vy=-X"— =+ -
2 2

3.krok: vs=uz—A,.v; — A,.v,,

1 = f(vy,u3)
! f(v1,v1)
1, = f(wa,us)
2 f(2,v2)

Vypocteme nezndmé:

f(vy,uz)=f(x+1, 2x-1)=0.0+1.2+1.(-1)=1

Ve R T e R T W IR VA S S
f(v,, v,)=f(-x 2+2,x 2+2)(1)+( 2) +(2) 1+4+4 »
= =% 11 5 1)=(-1) 0L 1= —-1_1__3
f(vy,uz)=f(-x 2+2,2x1)(1).02.2+2.( 1) 1 . .
1
Al:;
Azz-l
Dosadime a vypocteme v;:
—9y-7-1 VT
v3=2x-1 2.(x+1)+1.( X' =2+ 2)
v3=2x-1-£—1-x2—£+l
2 2 2 2

2
Vz=-X"+x-1

Ortogonalni baze je tedy O = {x +1,—x% — g + %, —x?+x- 1}.

(b) vyuzijeme skaldrni soucin definovany integralem
Budeme postupovat obdobné.

Vypocteme neznamé:

46



471 371 271
f(vy,uy) = f(—x3 —x*>+x+1)dx = [_xz + [_x_] + [x ] + [x]1,4
1 -1 -1

) 3 2
-1
_1(1)11+1 +1(1)_4
4 4) 3 3 2 2 3
1
2 1 371 271 1 2 8
fuv) =[G+ 20+ Ddr =01 + 21 + 1l =5 +2 =3
z 1
11=%=—
3
Dosadime a vypocéteme v,:
V,=-x2+1 -% (x+1)
vz——x2+1—£—l
2 2
_2_x 1
Vy=-X 2+2

A= _f(vy,us) =f(172,u3)
Ui’ " f(wav2)

3.krok: V3=U3_/11. vy — Az. Uy,

Vypocteme neznamé:

f(vpug): ](2x2+x—1)dx=[27963] +lx72] _[x]llzi_zz_g

1

f(vy,v,) = f(x - X ———f+%>dx

-1

x11 2
3, =3
1
o) = [ (-2 + 2 D)= il R R
f (02, u3) = SRR A 4 2l =
-1 -1 -1
2
__3__-
h=—g=-]
3
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Dosadime a vypocteme v;:

oy —1+2 S(—y2 X4t
V3=2X 1+4.(x+1)+2.( X 2+2)

2
v=2x — 14542 2 gy 4 2
4 4 2 4
5x2 11x 1
Vy=————+=
2 4 2
2
Ortogonalni baze je tedy O = {x +1,—x% —=+=>, —% — % + %}

Definice 3.13. (norma): Necht V je unitarni prostor. Normou (téZ délkou vektoru v €

V budeme rozumét realné Cislo ||u|| = /f (u, u). Vektor v se nazyva normovany (téz

jednotkovy), jestlize je [[u]| = 1. [1]

, s , p u
Poznamka:Znormovanim vektoru u € V rozumime Upravu Tl

Priklad 3.14.

. SNt Lt 5x 5 v,
Znormujte ortogonalni bazi 0 = {x +1, ey + E} z prikladu 3.9.
Reseni:

Oznacime si uy, Uy:

u;=x+1
5x 5
Uy=——+ -
2 2

(a) vyuzijeme standardni skaldrni soucin

Nejprve vypocteme normu u;:

lull = v f(wuw)

lull=Jfx+1Lx+1) =V11.+11=+2

Znormujeme vektor u;:

u
[lull
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x+1 X 1 _ V2x 2
V2o V2 V2 2 2
Nyni vypoclteme normu u,:
| = (5x+5 5x+5)_ <55(5)+55)_ 25
wl= I~y *ty=72%z)= [\"z2:\72) 23 4
Znormujeme vektor u,:
5 ' 5 5
—2t3 32 1 _\/E N 2x 2
i —i-(_x‘l‘ )—7(_35 )__T+7
Z V2
Znormovana baze je tedy O = {Q + £ — Q + \/2_}
(b) vyuzijeme skalarni soucin definovany integralem
Nejprve vypocteme normu uy:
lull = v f(w,w
g 1 2
flu,uy) = ](x2 +2x + 1)dx = §[x3]11 + [x2]Y, + [x]t, = 3t 2 =

8

hull = |3

Znormujeme vektor uy:

u
|||
x+1 X

Nyni vypolteme normu u,:

1
25x% 25x 25
f(uz,uz)zj 4 _T-I_T dx =

-1
25 (25) 25 25 25 (

BRIV A

25

4

1

)=

25x
12

V6

25

6

25

2

V6

1.5

25x

50

3

] [2 5x1"

8
3
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il = |22 =5 |2
wl= 1373

Znormujeme vektor u,:

5x 5 5x 5
2t "2, 2 _Ve Ve
A

V6 V6 V6 6
X X
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Zaver

Tato préce byla vénovana vektorovym prostordm polynom.

V prvni kapitole jsme si definovali vektorovy prostor. Dokazali jsme, Ze polynomy
jedné neurcité stupné nejvyse dva tvori vektorovy prostor. Ukazali jsme, co vektorovy
prostor neni. Dale jsme definovali vektorovy podprostor a na prikladu jsme ukazali, ze
dand mnozina W je vektorovym podprostorem daného vektorového prostoru V. Dale
jsme definovali dalsi pojmy, jako je linedrni kombinace, linearni obal, linedrné zavisla
mnozZina, mnoZina generator(, baze a dimenze vektorového prostoru. Vsechny tyto
pojmy jsme si téZ predvedli na konkrétnich prikladech. V prvni ¢3asti jsme se vénovali
vektorovym prostorim polynomu jedné neurcité. V druhé ¢asti této kapitoly jsme se

vénovali vektorovym prostoriim polynom{ dvou neurcitych.

Ve druhé kapitole jsme se nejprve vénovali linedrnimu zobrazeni, které jsme si
definovali a nasledné na prikladu ukazali, Ze dané zobrazeni je homomorfismus. Dale
jsme si definovali dalsi pojmy jako je jadro, obraz, hodnost a defekt homomorfismu.
Tyto pojmy jsme si ukazali na prikladu.

V dalsi ¢asti jsme se vénovali déleni polynomu. Nejprve jsme si fekli, jak déleni
polynomU funguje a predvedli jsme to na konkrétnim prikladé. A dale jsme ukazali, ze
pfikladem homomorfismu vektorovych prostorl polynomu je i zobrazeni ¢, které
polynomu jedné neurcité pfirazuje zbytek po déleni danym polynomem.

V posledni ¢asti této kapitoly jsme definovali matici homomorfismu, skladani
homomorfismu a matici prechodu. VSechny tyto pojmy jsme si predvedli na

konkrétnich prikladech.

V posledni kapitole jsme se vénovali vektorovému prostoru polynomu se skalarnim
soucinem. Nejprve jsme si definovali skaldrni soucin. Ukazali jsme, ze m(ze byt
definovany dvéma zpulsoby a to bud’ jako standardni skalarni soucin, nebo pomoci

integralu. Na prikladu jsme dokazali platnost defini¢nich vlastnosti. Dale jsme si
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definovali ortogonalni vektor, ortogonalni bdzi, GramUv-Schmidtliv ortogonalizacni

proces, ortogonalni podmnoZzinu a normu. Tyto pojmy jsme predvedli na prikladech

52



Resumé

This bachelor thesis was devoted to the vector space of polynomials.

In the first chapter we defined the vector space. We proved that polynomials a vague
degree no more than two forms a vector space. We showed what is not a vector
space. Furthermore , we defined linear subspace and on the example we showed that
the given set W is a vector subspace of a vector space V. We defined other concepts
such as linear combination, linear span, linearly dependent set, a set of generators,
basis and dimension of vector space. All these notions, we also performed on
examples. In the first part we focused on vector spaces polynomials of one
indeterminate. In the second part of this chapter we focused on vector spaces of

polynomials two indeterminate .

In the second chapter we first gave a linear view, which we defined and we showed
that the representation is a homomorphism. Furthermore, we defined other
concepts such as the nucleus, picture, rank and defect homomorphism. These
concepts we shown in the example.

In the next part we focused division of polynomials. First, we discussed how the
division of polynomials works and we showed it on a concrete example.

In the last section of this chapter we defined the matrix homomorphism,
homomorphism and folding gradient matrix. All these concepts we demonstrated on

specific examples.

In the last chapter we focused on the vector space of polynomials with scalar
product. First, we defined the scalar product. We shown that it can be defined in two
ways, either as a standard scalar product, or using the integral. On the example we
were able to force the defining characteristics. Furthermore, we defined orthogonal
vector orthogonal basis, Gram - Schmidt orthogonalization, orthogonal subset and

standard. These concepts we demonstrated in the examples.
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