ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI

FAKULTA PEDAGOGICKA
KATEDRA MATEMATIKY, FYZIKY A TECHNICKE VYCHOVY

HLEDANI CELOCISELNYCH ZAVISLOSTI MEZI REALNYMI
CisLY
BAKALARSKA PRACE

Pavla Filipovicova

Vedouci prace: doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc.

Plzen, 2016



Prohlasuji, Ze jsem diplomovou praci vypracovala samostatné

s pouzitim uvedené literatury a zdroju informaci.

V Plzni, 1. ¢ervna 2016

vlastnoruc¢ni podpis



PODEKOVANI{

Rada bych podékovala vedoucimu mé bakalarské prace,
doc. RNDr. Jaroslavu Horovi, CSc., za vécné pripominKky a ¢as, ktery mi vénoval.



Misto tohoto listu bude originalni zadani bakalai'ské prace.



OBSAH

1 OBSAH
L1 o TSRS 2
1. PRVNIKAPITOLA: SRINIVASA AAIYAGNAR RAMANUJIAN .....cuveieiiiurieeeeitreeeeeitreeeeenareeeeesseeeeesasseeeeensseeeesnseens 3
1.1 ZIVOTNT OSUDY .eevevieeeeeeeeeeseeeeeeeeeeeteaeeseseeesseteeesees et esesess et eseeessesssesessssssseseseseseseessteseseesessreneaes 3
1.2 RAMANUJANOVY VYSLEDKY ...uvreeeiitreeeeiireeeeseiseeeessseeeessssesesssseseesssssssssssssssssssssssssssssessssssessssnnsenes 4
1.2.1 Jeho fady konvergujici k pfevracené hodnoté Cisla 77 ......ccoccevvvveerceeviieniniee e, 4
2 DRUHA KAPITOLA: GRAM — SCHMIDTUV ORTOGONALIZACNT PROCES ....vveieeivieeeeeiiieeeeeieeeeesnneeeesvseeeennnenas 6
2.1 JORGEN GRAM eeiuutiieeeetteeeeeetteeeeeitteeeeeetbeeeeeatseeeeaassaeeeaassaeeseassaeeeaasssseeaasseseesassaeeesasseeeesassaseesases 6
2.2 ERHARD SCHMIDT . .vtieeeetreeeeeitreeeeeitreeeeeatseeeeeasseeeeaasseeeeaassseessassssesasssssessssssseesassssessasesessassesessanes 7
2.3 GRAMUV — SCHMIDTUOV ORTOGONALIZACNI PROCES ....vvvveeeureeeeeetreeeeeitreeeeeereeeeeasreseesasseeeesaseseesanns 9
2.3.1 Vektorové prostory se skalarnim souCinem .........cooccveiiriiieeiniiiie e 9
2.3.2 Ortogonadlni a ortonorMalni BAze ........cococuieeieiiieeccee e e e 14
2.3.3 Gram(v — SchmidtQv ortogonalizaCni ProCes........coeeeveeeiveeecereeireeeeeeeecree e e 16
D T S |V, a4 PSR 21
2.4 LLL-REDUKOVANA BAZE A LLL ALGORITIMUS ....tvteeeeeeeieuereeeeeeseesinrenenreeeseessnnsssneseessssssnnsssnnssessennns 27
3 OBJEVOVANI CELOCISELNYCH ZAVISLOSTH 1vvvereeeeeesiiurrreeeeeeeeeeistsseeeseeesisissssesesseesssssssssssesssssssssssssssessannns 41
3.1 CELOCISELNE VZTAHY MEZI CISLY .uuvvreeeeeeeeeeiiurrreeeeeeeeieeurseeeeeeessisissssessesesessssssssessessessssssssssssessanans 41
3.2 DIOFANTICKA APROXIMACE ...ccuvvveeeeiureeeeeetreeeeessreeeesseesessssesesassesessssesesssssssesssssssesssssssessssssseens 43
3.3 FAKTORIZACE CELOCISELNYCH POLYNOMU ..uvveieeiurrieeeitreeeeeirreeeesreeeeesssesessssesessnssesesssssesesssssesenns 44
ZAVER ... tttteeee e ettt et e e e et e e e e e e e e e e e et aba e e e e e e e e e —————teeeeaa e ab—aaaataeeaa ettt aaaaaaeeeaaaabraaaeeaeeeaaaarraaaaaeees I
RESUME ..eeeii ittt e e e e e e ettt e e e e e e e ata e e e e e eeesaaaaba s aeeeeeesassanseaanaeeesaaansssaeaeeeeeseaasssennaeeeessannsssnnneeasessnnssnnn Il
SEZNAM LITERATURY ...uttieeiitteeeeetteeeeeteeeesaissseesaseseesasssssesassssssanssssesanssssessnssssssanssssessnsssssssnssesessasesassnns 11



Uvop

Uvop

Cilem mé prace bude se seznamit s velkymi osobnostmi matematiky, jakymi
byli Srinivasa Aaiyagnar Ramanujan, Jorgen Gram a Erhard Schmidt. Seznamit se

s jejich praci a objevy.

Hlavnim cilem bude ctenare seznamit s dvéma algoritmy, které se vyuZzivaji
pro hledani celoCiselnych zavislosti mezi redlnymi ¢cisly. Témi jsou
Gramiv-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces, ktery je pouzivany pravé i v LLL

algoritmu.

Je to téma, o kterém se obecné malo vi, protoZe je to vcelku novy objev.
Zajimavé také je to, Ze se Gramiiv-Schmidtlv ortogonalizani proces jmenuje pravé po
téchto dvou matematicich, protoZe stouto metodou priSel jako prvni Laplace.
Takzvany LLL algoritmus je pojmenovany po svych objevitelich Lenstrovy, Lenstrovy

a Lovaszovy, ktefi ho publikovali aZ v roce 1982, je to tedy teprve 34 let staré téma.

Po vysvétleni kazdého z algoritmi bych poté rada udélala nékolik ptikladt, ve

kterych uvidime, jak funguji. A néjaky si ovérime v pocitacovém programu.

Pro znalost téchto algoritmd bude potfeba se seznamit s nékterymi pojmy

z linearni algebry, kterym budu vénovat pomérné velkou ¢ast prace.

Na zavér prace bych se rada vénovala hledani celociselnych zavislosti mezi
realnymi Cisly, pro néz je pravé LLL algoritmus dulezity. Ale neni jediny. Na hledani
celociselnych zavislosti existuji rlizné algoritmy. Témi nejzndméjSimi jsou napriklad
HJLS, ktery je pomérné mlady, publikovan byl aZ v roce 1992 a v roce 1999 byl jesté
zdokonalen. A dalsim je napriklad PSOS algoritmus. Vice jich zminovat nebudu,

protoZe je v praci nebudu bliZe rozebirat.
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1. PRVNIi KAPITOLA: SRINIVASA AAIYAGNAR RAMANUJAN

1.1 ZIvOTNiOSUDY

Velmi nadany indicky matematik, narozeny 22. prosince 1887, byl jednim
z nejgenialnéjSich matematikii své doby. Na zakladni Skolu nastoupil, kdyZ mu bylo
necelych pét let. Na stredni Skolu nastoupil vlednu roku 1898, tedy kdyZ mu bylo
necelych jedenact let. Maly Ramanujan mél dobré vysledky ve vSech predmeétech,

nejvice ho ale bavila matematika.

Vroce 1900 se zacal sdm zabyvat problematikou aritmetickych a geometrickych rad.
0 dalsi dva roky pozdéji se naucil feSit kubické rovnice, coz ho tak bavilo, Ze chtél
najit svoji vlastni metodu jak tesit rovnice ¢tvrtého radu, tedy kvartické rovnice.

Nasledujici rok se snazil najit feseni rovnic patého radu, to se mu nepodarilo.
Na stiredni Skole studoval matematiku hloubéji samostudiem. V roce 1904 se hloubéji

AR 1 v . o .
zabyval radou Z— a vypocital Eulerovu konstantu na patnact desetinnych mist.
n

Na zakladé dobrych studijnich vysledkii ziskal stipendium na univerzitu, na kterou
nastoupil v roce 1904. Ovsem kvili tomu, Ze se Ramanujan vénoval jen matematice a
ostatni predméty zanedbaval, dalSi rok mu bylo stipendium odebrano. Uspét na

vysoké Skole se pokousel jesté jednou, ale opét nedspésné.

Pokracoval tedy vjeho matematickych pracich, ve kterych studoval napft. fetézové
zlomky a divergentni rady. Poté nanesStésti na rok onemocnél a podstoupil i operaci.

Vroce 1909 se oZenil s desetiletou divkou, se kterou Zil az o dva roky pozdéji.

Navzdory tomu, Ze nemél vysokoSkolské vzdélani, byl Ramanujan dobfe znam
univerzitnim matematikim v Madrasu, predevSim pro jeho excelentni prace pro
Casopis Indickd matematickd spolec¢nost, kde odvodil vztahy mezi eliptickymi
modularnimi rovnicemi. Dale pak vtomto casopise zverejnil brilantni vyzkum o
Bernoulliho ¢islech. Na doporuceni byl roku 1912 jmenovan do funkce urednika, kde
potkal mnoho vlivnych lidi. Naptiklad S. N. Aiyar publikoval svij clanek, ktery se
zabyval rozloZenim prvocisel, v Ramanujanové praci. Profesor stavebniho inZenyrstvi
na Univerzité v Madrasu, C. L. T. Griffith si také vS§iml Ramanujanovych vyjimecnych
schopnosti, napsal dopis profesoru matematiky M. J. M. Hillovi o Ramanujanové praci

na téma Bernoullieho ¢isel.
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Hill odpovédél brzy, ale nepodarilo se mu pochopit vysledky divergentnich rad, ke
kterym S. Ramanujan dospél. Ramanujan se nevzdal a poslal dalsi dopis a to
profesoru matematiky Hardymu. Ten uz zdjem o vysledky projevil, ale par vysledk
potieboval dolozit a objasnit. Tato odpovéd’ Ramanujana velice potésSila a pozadal
Hardyho o pomoc pri ziskani stipendia na Univerzitu v Madrasu. Stipendium poté
opravdu ziskal, a to na dobu dvou let. Diky spolupraci s Hardym Ramanujan
vystudoval Cambridge’s Bachelor of Science Research a ziskal tak titul Ph.D. Roku

1917 vazné onemocnél a jeho lékari se obavali, Ze zemfre.

Dne 18. dnora 1918 by Ramanujan zvolen kolegy do seznamu stipendistli na Royal
Society of London, a to byla velika Cest. Dostal nékolik vyznamenani a zdalo se, Ze se
jeho zdravi trochu zlepsuje. Roku 1919 se vraci zpét do Indie a nahle se jeho
zdravotni stav zhorsil. I pifes vSechna 1ékarska osetieni nasledujictho roku bohuzel

umirg, a to presné 26. dubna 1920 v pouhych 32 letech.

obr. 1: Srinivasa Aaiyagnar Ramanujan

1.2 RAMANUJANOVY VYSLEDKY

1.2.1 ]JEHO RADY KONVERGUJICi K PREVRACENE HODNOTE CISLA 7

Tento genialni matematik, Srinivasa Ramanujan, objevil nékolik nekonecnych rad

konvergujicich k hodnoté l Jeho poznamky, tykajicich se téchto tfad, byly napsany
/s
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je§té v Indii, do Anglie si je vzal s sebou a dale je rozvijel. Jednou z téchto rad je rada:

Z(4n)v (1103+26390n) 1
9801 % (n!)* 396" i

Na Ramanujanovych tradach je zajimava hlavné rychlost konvergence k l Dalsi
zr

ukazky rad konvergujicich k této hodnoté jsou napriklad:

(@m))’'“@2n+5) 1
; (n!)6163n+1 -

Z(1) (4n)1(21460n+1123) _ 1
e n') 4412n+1210n+1 T

DalSim matematicky krasnym vztahem, ktery Ramanujan vymyslel je vztah, ktery

propojuje dvé dtlezité konstanty 7 a e:

1 ~ f5+\/§_\/§+1 egn
" 2 2

1+ oy

1+ ¢
1+...

Ramanujan byl konstantami 7 a e okouzlen. Dal$im tématem, kterym se Ramanujan

zabyval, i kdyZ to o ném neni tolik znamé, je zlaty rez.
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2.1 JORGEN GRAM

Narodil se 27. Cervna 1850 v Dansku. Po ukoncéeni zakladniho vzdélani nastoupil na
stredni Skolu, tu vroce 1868 dokoncil a nastoupil na univerzitu. V roce 1873 Gram
ziskal magistersky titul v matematice. Gram publikoval svou prvni praci jesté pred
tim, neZ absolvoval. Jednalo se o praci o moderni algebfe a v roce 1874 ji publikoval

ve vétSim vydani ve francouzstiné.

Roku 1875 ziskal svoje prvni zameéstnani jako asistent v pojiStovné Hafnia. V té dobé
pracoval na matematickém modelu hospodareni v lesich. Jeho kariéra se vyvijela
dobie a brzy byl povySen. Jeho prace pro pojistovnu ho privedla zpatky do
matematického vyzkumu. Pracoval na pravdépodobnosti a numerické analyze,
protoze tato dvé témata vyuzival denné prakticky i v zaméstnani. O téchto tématech
dokonce i vydal knihu a diky ni mu byla udélena hodnost doktora véd roku 1879.
Gram pozdéji tuto praci vydaval v Journal fiir Mathematik a zasadné prispéla v rozvoji
teorie integralnich rovnic. Dale zvetejnil druhy ze svych ¢ty dokumentd v oblasti
lesnictvi. JelikoZ tato prace byla psana v danstiné a nebyla nikdy otisknuta v jinych
zemich, tak Gram nikdy neziskal mezinarodni uznani pro tuto praci, které si zaslouZil.
Némecti vyzkumnici, ktefi Gramlv vyzkum neznali, publikovali praci tykajici se
stejnych problémi. Jejich praci nebyla tak uspokojiva jako ta Gramova, ale i pres to
ziskali pravé ono mezinarodni uznani tito Némecti vyzkumnici. V letech 1883 a 1889

vydal dalsi dva dily dokumentu o lesnictvi.

Gramova prace na pravdépodobnost a numerickou analyzu ho dale vedla studovat
abstraktni problémy v teorii ¢isel. V roce 1884 ziskal zlatou medaili Kralovské danské
akademie véd pro svou praci Vyzkumy poctu prvocisla mensi nez dané cislo, kterou

publikoval v ¢asopise Spolecnost.

Ackoli pokracoval v praci pro Hafnia pojiStovnu ve vysoké pozici, zalozil si vlastni
pojistovaci spolecnost, Skjold pojiStovnu. Byl i jejim reditelem a jednatelem od roku
1895 azZ do roku 1910. Diky jeho zaméstnani byl predsedou pojiSténi Danské rady.
Gram casto predndasSel v Danské matematické spolecnosti a ovlivnil tak pozitivnim
zplsobem pristi generaci danskych matematikii. Navzdory tomu, Ze byl v podstaté

amatérskym matematikem, obdrZel vyznamenani za jeho matematické prispévky.
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Vroce 1888 byl poctén svolbami do Spole¢nosti. Casto se ucastnil zasedani
Spolec¢nosti a publikoval v ¢asopisech Bratrstva. Po mnoho let byl pokladnikem

Danské akademie.

OvSem nejvice se ho pamatujeme diky Gramové - Schmidtové ortogonalizatnimu
procesu. Zemfel kvili podivné a smutné nehodé. Stalo se tak 29. dubna 1916 v jeho

65 letech pri cesté na setkani Danské akademie, kdyZ ho srazil cyklista.

obr. 2: Jorgen Gram

2.2 ERHARD SCHMIDT

Narodil se 13. ledna 1876 v Estonsku. Navstévoval mistni univerzitu v Dorpatu pred
odchodem do Berlina, kde potom studoval. Doktorat ziskal na Univerzité v Gottingenu
roku 1905. Disertac¢ni praci psal na téma integralnich rovnic. Po ziskani doktoratu Sel
do Bonnu, kde byla ocenéna jeho habilita¢ni prace v roce 1906. Vroce 1908 vydal
dilezitou praci na nekone¢né mnoho rovnic o nekone¢né mnoho neznamych. Po
odchodu z Bonnu Schmidt ziskaval rtizné pozice v Curychu, Erlangenu a ve Vratislavi,
nez byl jmenovan profesorem na Univerzité v Berliné roku 1917. KdyZ Schmidt
dorazil do Berlina, snaZil se o zaloZeni institutu aplikované matematiky, ktery
univerzité chybél. Poté, co institut byl zrizen, Schmidt musel naplnit post feditele

Institutu aplikované matematiky. Jeho schopnosti byly uznany i mimo matematiku,
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jelikoZ byl jmenovan dékanem v akademickém roce 1921/1922 a vicekancléfem

Univerzity v Berliné v letech 1929-1930.

Tricata léta byla pro Schmidta velice téZka. S nastupem nacistii k moci v roce 1933 byl

vvvvvv

posty.

Vroce 1936, kdy problémy byly velmi obtiZzné, Schmidt se stal vedoucim némecké
delegace na mezindrodnim kongresu matematikd, kterd se konala v Oslu. Schmidt
zastaval pozici autority na Univerzité v Berliné, a proto musel béhem téchto tézkych
let prosadit rezoluce proti Zidiim, ale jeden z Bieberbachovych asistentii prohlasil:

»,Myslim, Ze Schmidt viibec nepochopil Zidovskou otazku.”

Po skonceni druhé svétové valky byl Schmidt jmenovan feditelem matematiky
Vyzkumného tstavu Némecké akademie véd. V této funkci zlstal az do roku 1958,

pak odesel do dlichodu.

Vjednom ze svych ¢lankl publikoval to, ¢emu se dnes fika Gram - Schmidtiv
ortogonaliza¢ni proces. Méli bychom si vsak uvédomit, Ze Laplace tento proces

predstavil jesté pred Gramem a Schmidtem.

Schmidt zemfel 16. prosince 1959 v Berliné, bylo mu 83 let.

obr. 3: Erhard Schmidt
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2.3 GRAMUV - SCHMIDTUV ORTOGONALIZACNI PROCES
Nejprve si pripomeneme pojmy jako skalarni soucin, vektorovy prostor se skalarnim

soucinem, ortogonalni bazi a bazi ortonormalni a dalSi pojmy z linearni algebry.

2.3.1 VEKTOROVE PROSTORY SE SKALARNIM SOUCINEM

Prvky R", tj. vektory vektorového prostoru R", budeme psat sloupcové. Matici se

sloupci bl,bz,...,l;k e R"™ budeme psat jako (151‘52‘...‘15,(). Linearni obal vektort

—

Z;I,EZ,...,Z;k budeme znacit <l;1,b2,...,l;k>.

Méame-li baze B:(l;l,Ez,...,En) a C=(¢,c,,....¢,) prostoru R", pak matici
prechodu od baze B k bazi C rozumime (jednoznacné urenou) matici X, pro kterou

C=BX, kde B=(b|...

l;”) a C=(¢|¢,|...|¢,). Tedy i-ty sloupec matice X je roven
vyjadreni vektoru c; v bazi B. Matice prechodu od baze C k bazi B je rovna X

7 ’ v o T - T . 7
Skalarni souéin vektorit X =(x,,X,,...,X,) @ ¥y=(,,....,»,) je danvztahem
- =  =T=
X-y=Xy=xy,+XY,+...+ X,y ,

kde T vdruhém vyrazu znali transponovani a soucin chapeme maticové, tj. jako

soucin matice typu 1xn s matici typu nx1. Velikost vektoru x budeme znacit
HENGER
Dva nenulové vektory nazveme kolmé, pokud je jejich skalarni soucin roven 0.

Definice 1: Vektorovym prostorem nad télesem T rozumime neprazdnou mnoZinu
prvki V, na niZ je definovano scitani dvojic prvki (tedy Vi, veV:i+veV) a
nasobeni prvki z Vprvky ztélesa T (tedy Vii eV AVreT:rieV). Uvedené operace

musi spliovat tyto podminky:

1. u+v=v+u i,v €V, neboli komutativita
2. (@+v)+w=i+(Vv+w) ii,v,weV , neboli asociativita
3. F30e€eV:0-u=0 ueV

+7v u,veV,reT,neboli distributivita
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5. (r+ s)ﬁ =ri+su ueV;r,s eT,neboli distributivita sc¢itani cisel

6. r(si)=(rs)u iieV:.r,s,eT, neboli asociativni zakon
nasobeni

7. 1-u=u ueV

Priklady vektorovych prostori:

e Téleso T spolu soperacemi scitdni a nasobeni definovanymi na T je V

(vektorovy prostor) nad T.
e Specialné téleso realnych cisel je V nad R.

e MnozZina vSech polynomi s koeficienty v T je spolu s obvyklymi operacemi

s¢itani a nasobeni prvkem z T vektorovy prostor nad T.

Definice 2: Neprazdnou podmnoZinu W vektorového prostoru nazveme
podprostorem prostoru V, jestlize W je vektorovym prostorem vzhledem k operacim

scitani a ndsobeni prvky z T definovanymi na V. Zna¢ime W c V.

Definice 3: Bud' M podmnozina vektorového prostoru V. Priinik vSech podprostori

prostoru V, obsahujicich mnozZinu M, nazyvame linedrnim obalem mnozZiny M a

znatime [M]. Je-li mnoZzina M konetna, M ={ii,,ii,,...,i,}, pak misto [ {ii,,ii,....,i,} |
budeme psat [ﬁl,ﬁz,...,ﬁn].

Definice 4: PodmnoZina M vektorového prostoru V se nazyva bdzi, jestlize je linedrné
nezavisla a generuje V.

Definice 5: Neprazdna podmnoZina M vektorového prostoru Vnad télesem T se

nazyva linedrné nezdvisld, jestlize pro kaZdou vlastni podmnozinu NcM je
[N]C[M]. V opac¢ném pripadé, tj. kdyZ existuje vlastni podmnoZina N mnoZiny M
takova, Ze [N] = [M], se mnoZzina M nazyva linedrné zavisla.

Definice 6: Podmnozina M vektorového prostoru V se nazyva mnoZivou generdtort
prostoru V, jestlize [M]:V. Mizeme téz ftikat, Ze mnoZina M generuje V.

Nebo-li: Podmnozina M vektorového prostoru Vje mnoZinou generatort prostoru V,

praveé tehdy kdyz kazdy vektor z V je linedrni kombinaci vektorli z mnoZiny M.

10
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Definice 7: Bud'te u,,u,,...,u, vektory z vektorového prostoru V. Linedrni kombinacit

vektort i,,u,,...,u, nazveme kazdy vektor
U=nKu+hLi,+...+ru, =) ri,

kde 7,1,,...,t, eT.Prvky r,7,,...,r, nazyvame koeficienty linedrni kombinace. Linearni
kombinace se nazyva trividlni, pokud jsou vSechny jeji koeficienty rovny nule. Pokud
je alesponi jeden rlizny od nuly, rikdme, Ze je netrividlni.
Priklad 1: Zjistéte, které z téchto mnoZin generuji R*:

a) {(1,1,1,1),(2,1,3,2),(-2,3,-1,0),(-1,0,1,1)},

b) {(2,1,0,2),(-5,-3,2,4),(1,1,1,2)},

c) {(1,2,1,2),(2,1,2,1),(1,1,1,1),(-2,0,-1,-3),(-1,1,0,-2)},

d) {(-1,1,0,-1),(2,0,1,3),(1,2,3,4),(2,3,4,6),(1,-3,5,-7)}.
Resent:

a) nejprve si rozepiSeme vektory do matice a zjistime, zda jsou LZ nebo LN:
1 2 lla 1 2 2 -~ a

0|b . 0O -1 5 1|b-a
l|c 0 2 4 1|c-b
1|d 0 0 2 2|d-a

1
1
1
1 2 2 -1 a 1 2 -2 -1 a
0
0

\o)

1
3
2

S = W

-1 5 1| b—a . 0 -1 5 1 b-a
0O 6 3|lc—2a+b 0O 0 6 3 c—2a+b
0O 2 2| d-a 0 0 0 3|-a+b—c+3d

Vektory jsou linedrné nezavislé a dokaZeme najit pro libovolné a, b, ¢, d
dokaZeme najit reSeni.
Tato mnoZina generuje R*.

b) Negeneruje R4 jsou dany jen 3 vektory.

o

11
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c) také nejprve rozepiSeme do matice:

1 21 =2 -lja 1 21 =2 -1 a
211 0 11b . 211 0 1| b .
1 21 -1 0Ofc 0 00 1 1fc—a
2 11 -3 2/d 0 0 0 -3 3ld-b
1 21 =2 -1 a
211 0 1 b
0O 00 1 1 c—a
0 00 0 O|d-b+3c—3a
Negeneruje R%
d) opétrozepiSeme do matice:
-1 21 2 1ja -1 21 2 1] a
1 0 2 3 -3/b . 0 2 3 5 2la+b .
0 1 3 4 5]|c 0 1 3 4 5| c
-1 3 4 6 -7|d 0 3 6 9 -10/b+d
-1 2 1 2 1 a -1 2 1 2 1 a
0 0 -3 -3 —12la+b-2c . 0O 1 3 4 5 c
0O 1 3 4 5 c 0 0 -3 -3 —-12{a+b-2c
0 0 -3 -3 -25|b+d-3c 0 0 0 0 -13|-a—c+d

Vektory jsou linearné nezavislé a dokaZeme najit pro libovolné a, b, ¢, d
dokaZeme najit reSeni.
Tato mnoZina generuje R*.

Definice 8: Rekneme, Ze vektorovy prostor Vnad T ma konecnou dimenzi, jestlize ve

V existuje kone¢nd mnozina generatord.

Definice 9: Bud V #0 vektorovy prostor kone¢né dimenze. Dimenzi prostoru
Vrozumime pocet prvki libovolné jeho baze. Trividlni vektorovy prostor V =0 ma
dimenzi 0. Vektorovy prostor dimenze n budeme znacit V,, nebo budeme psat dim V =

n.

Priklad 2: Urcete dimenzi podprostoru [(1,2,1,3,-2,4),(1,2,2,3,-6,8),(1,3,4,1,-7,11),
(3,7,7,7,-15,23),(2,3,0,8,-3,5)] prostoru R®.

12
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1 213 2 4 1 2 1 3 2 4
1 223 -6 8 0 0 1 —4
Reseni:|1 3 4 1 -7 11/0/0 1 3 =2 -5 7|0
37 7 7 -15 23| |0 1 -2 -9 11
2308 -3 5 0 -1 2 2 1 -3
1 2 1 3 =2 1 21 3 2 4) (121 3 24
01 3 2 -5 7 013 -2 571|013 =2 -517
0 0 I 0 —4 J/10 01 0 —4 4|0/0 01 0 —4 4
01 4 =2 -9 11 001 0 —4 4/,/000 0 0 O
0 -1 2 2 1 3) {001 0 —44) 000 O0 0 O

Takze dim W = 3.

Definice 10: Bud'te Va V’ vektorové prostory nad télesem T. Zobrazeni f mnoZiny

V do mnoZiny V’se nazyva homomorfismus, jestliZe pro vSechna iui,v eV, reT plati:

<y

fla+v)=f(a)+f(v)
f(rﬁ :r-f(ﬁ)

Homomorfismus f, ktery je prostym zobrazenim, se nazyva monomorfismus.
Homomorfismus f, ktery je zobrazenim Vna V', se nazyva epimorfismus.
Homomorfismus, ktery je soucasné monomorfismem a epimorfismem, se nazyva
izomorfismus. Rekneme, Ze vektorové prostory Va V’jsou izomorfni, V=V’ jestlize
existuje izomorfismus prostoru Vna V. Pro homomorfismus vektorového prostoru

IV do vektorového prostoru V'budeme pouzivat oznaceni f:V —>V'.
Definice 11: Bud'te V, V" vektorové prostory a f:V — V' homomorfismus. MnoZinu
Ker f = {ﬁ € V|f(ﬁ) = O} nazyvame  jddrem  homomorfismu  f.  MnoZinu

Imf = {f(ﬁ)|ﬁ € V} nazyvame obrazem homomorfismu f.

Véta: Bud f homomorfismus vektorového prostoru Vdo vektorového prostoru V"
Pak:

a) fje monomorfismus, praveé kdyz Ker f= 0,

b) fje epimorfismus, pravé kdyz Im f= V",

c) fjeizomorfismus, pravé kdyzZKer f=0alm f=V".

13
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Diikaz
a) Pokud je f monomorfismus, je zifejmé Ker f = 0. Obracené predpokladejme,
7ze existuji vektory u,veV,i=#v, takové, zZe [f(u)=f(). Pak
O0=fW)—f¥)=f@ui—-Vv), takze 0= —v e Ker f, coZ je ve sporu. Tvrzeni b)
je jasné a tvrzeni c) vyplyvdza) ab).m
Definice 12: Budte f,h:V—>V' g:V'—>V" homomorfismy. Homomorfismus
gf:V—>V" definovany vztahem (gf))=g(f({)) nazyvame sloZenim (nebo

sou¢inem) homomorfismi f a g. Soucet homomorfismi fa h je definovany vztahem

(f +h)(i) = f(ui)+h(ii) Nasobeni homomorfismii f prvkem reT je definovano

vztahem (rf)(u)=r-f(u).

2.3.2 ORTOGONALNI A ORTONORMALNI BAZE

Definice 13: Necht Vje vektorovy prostor nad télesem T, pak skaldrnim soucinem na
prostoru Vnazveme kazdé zobrazeni f mnoziny VxV do télesa T, které ma

nasledujici vlastnosti:

1) Vx,yeV fxy) = f(y,x),

2) Vx,y,zeV Sty 2)=f2)+ f(,2),
3) Vx,yeV,VaeT flax,y)=a- f(x,y),

4) VxeV,x#0 £(x,x)> 0.

KdyZ mame definovany skalarni soucin dvou vektord # a v, ktery zapisujeme jako

ii -V, miZeme rozepsat axiomy, které jsou:

(S)(VieV) ii-ii

v

Onit-u=0-iu=o0,

(S,)(Vu,veV) -v =Vv-u,neboli: plati komutativita,

N

(S;)(Vu,v,weV) -(V+Ww)=iuv+uw, neboli: plati distributivita sé¢itani

NI

vektory,

SH)vu,veV),(1eR) (A-u)v=A-(u-v).

14
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, rozumime realné cislo

Definice 14: Velikosti (normou) vektoru v, kterou znaéime|\7

||17|| definované rovnosti:

JestliZe se ||\7|| =1, pak se vektor v nazyva normovany (jednotkovy).

Definice 15: Odchylkou ¢ dvou nenulovych vektort # a v, rozumime thel ¢ € <0,7r>.

Tento dhel je definovany takto:

<)
<l

cosp =

<)

Priklad 3: Mame dané tri body: A=[1,5,1], B=[5,6,0], C=[2,5,2]. Urcete thel a.

<!

Resen:
i=B-A=(4,1,-1)
i=C—-A=(1,0,1)
=4 +12 +(-D* =
i =N+ =2

oSG = 4-1+0+(-1)-1 :2:0,5

Jig\2 6

a=60

Definice 16: Rekneme, Ze vektory x,yeV jsou navzdjem ortogondini, tedy kolmé,
jestlize je jejich skalarni soucin roven nule. Podmnozina M prostoru Vse nazyva
ortogondlni, jestlize jsou kazdé dva jeji rGzné vektory navzijem ortogonalni.
PodmnoZina M prostoru V se nazyva ortonormdlni, jestlize je ortogonalni a kazdy jeji
vektor je normovany. Ortogondlni, resp. ortonormdlni bdzi prostoru V budeme
rozumét kazZdou bazi tohoto prostoru, kterd je ortogonalni, resp. ortonormalni

mnozinou.

Priklad 4: Dva jednotkové vektory vroviné, které jsou na sebe kolmé, tvori

ortonormalni bazi.

Pozn.: Zatimco ortogonalni mnozina mize obsahovat nulovy vektor, mnozina

ortonormalni ho obsahovat nemtiZe. Kazda ortonormalni mnozina je tedy linearné

15
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nezavisla. Poznamenejme jesSté, Ze z kazdé ortogonadlni podmnoZiny neobsahujici

nulovy vektor miZeme normovanim vektori utvotit mnozZinu ortonormalni.

Definice 17: Necht M je podmnozina vektorového prostoru V. Rekneme, Ze vektor
v eV je ortogondlni k podmnoZiné M, jestliZe je ortogonalni ke kazdému vektoru této
podmnoZiny. MnozZinu vSech vektorli prostoru V, které jsou ortogonalni
k podmnoziné M, zna¢ime symbolem M *. Jestlize W je podprostor prostoru V, potom

mnoZzinu W* nazyvame ortogondlni doplnék podprostoru W v prostoru V.

2.3.3 GRAMUV - SCHMIDTUV ORTOGONALIZACNI PROCES

Tento proces pro danou bazi b,b,,...,b, prostoru " nalezne bazi b°,b,,....b
takovou, Ze: b’ -b; =0 provSechnal<i<;j<n,

7% " — — - = v .

b’ =b —Xx,, kde X, e<b1,...,bi71> pro vSechna 1<i<n.
Tedy: z prvni vlastnosti je patrné, Ze vysledné vektory b°,b,",...,b° jsou vzajemné

i

kolmé. A z druhé vlastnosti plyne, Ze <l;1,l;2,...,l;>:<l;l*,152*,...,1;i*> pro vSechna i.

Vektor X, zdruhé vlastnosti je ortogonalni projekci vektoru l;l na podprostor

<l;1,52,...,15i_]>, neboli nejlepsi aproximace vektoru x; vtomto prostoru. Vektor 1;,* je

potom kolmici na tento podprostor, neboli ortogonalni projekci vektoru l;l na

ortogonalni doplnék <l;1, b >l.

> ™i-1

f Ciofs | R iy

obr. 4

Gramiv - Schmidtiv ortogonalizacni proces si mliZzeme predstavit tak, Ze vstupni

vektory postupné narovnavame do kolmé polohy, i - tym vektorem posouvame

16
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v podprostoru ureném prvnimi i vektory tak, aby se neménil objem

rovnobéznosténu, ktery tyto vektory urcuji.

ProtoZe jsou na sebe vektory vystupujici na pravé strané kolmé, tak plati

-2 — 112 2 —- —
Hbiu =‘b,.* +[%||"- A specialné Hbi*HSHbiH'

7%
i—1

Jak spocitat vektory 131 ? Vektor X, leZi v podprostoru <Ell;2b > , tedy

pro jista redlna Cisla . Tyto koeficienty budeme pocitat tak, Ze roznasobime vztah

— —

b’ -b; = (b —X,) -l;; =0 a dosadime vyjadreni vektoru x,. Dostaneme vztah:

|

—
*

3

_ iy T
ST

J T

7k
J

3

Sy

J

Vektory b’",...,b" jsou tedy vektory b,,...,b, jednoznatné uréeny takto:

_>*
b1:1

Vyjadrenim vektori b,,b,,...,b, ziskdme maticovy zapis

I o, oy oo u,
A T
0O 0 0 .. 1

17
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Ted ukaZeme alternativni zpiisob vypoctu ortogonalni projekce X, vektoru 5,

—

na podprostor <l§1,l;2,...,I;H>. Hledame vektor X =xb +xb,+...+x_b_, vektor

l;l. — X, je kolmy na vSechny vektory lgll;z ...b_,. Avyjde soustava rovnic:

Goi g (5t =GB B B B
kde G;;  je tzv. Gramova matice vzhledem k vektoriim l;l,lgz,...,l;ifl, je dana
predpisem
e N - T /- -
Gy s s =Bb)it =(B- 1B ) (B]--15.).

Rozdil téchto dvou postupil je vtom, zda vyjadfujeme vektor X vnové bazi

- - —

b.,b,...,b; , nebo ve staré bazi b,,b,,...,b,_,. Vyhoda prvniho postupu je ta, Ze vznika
soustava rovnic na diagonalni matici, takZe mliZeme jeji reSeni (,uu) primo vyjadrit.
Jesté si pripomenme, Ze absolutni hodnota determinantu udava n-rozmérny

objem rovnobéznosténu urceného sloupcovymi (fadkovymi) vektory dané matice.

Geometricky vyznam determinantu Gramovy matice udava druhou mocninu k-

rozmérného objemu rovnobéznosténu urc¢eného bazovymi vektory 5,,b,,...,b,.

Definice 18: Necht Vje realny nebo komplexni unitarni prostor. Gramovou matici

vektord Wi, w,,...,w, €V nazyvame matici

(wlw) . (wlw,)

Gty ) = (wawi) o (walw,)

() e (]

Wﬂl )

Determinant této matice se nazyva Gramiiv determinant vektora w,, w,,...,w

m "

Gramova matice vektorli W, w,,...,w, je tedy sestavena ze skaldrnich

m

soucind téchto vektort tak, Ze na misté ij je skalarni soucin (Vvl| Wj) X

Jestlize je M ={¥,...,V,} baze prostoru V, potom je G(¥,....,V,) ,matici

n

skalarniho soucinu“ vzhledem k bazi M.

18
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JeSté si upresnime pojem pouzity v predchozi definici, a to komplexni unitarni

prostor:

Prostorem se skaldrnim soucinem, resp. unitdrnim prostorem budeme rozumét kazdy
vektorovy prostor s pevné zvolenym skalarnim soucinem. Redlnym, resp. komplexnim
unitarnim prostorem budeme rozumét unitarni prostor nad télesem realnych, resp.

komplexnich cisel.

Priklad 5: Uvazujeme mnozinu vektort v, =(1,1,0), v, =(2,0,1), v; =(0,1,1). Proved'te

Gramiv-Schmidtlv ortogonalizacni proces.

Musime tedy najit takové vektory, které maji jednotkovou velikost, jsou navzajem

kolmé a kazdy z vektori v, lze zapsat jako linearni kombinaci vektori i, .

Jesté pred tim, neZ zacneme pocitat, si ovérime linedrni nezavislost. Ta je patrna uz

L2etmym“ pohledem, ale pro jistotu si vektory piepiSeme do matice:

1 20 1 2 0 1 2 0
1 0 1|00 -2 1|0]0 -2 1
0 1 1 0 1 1 0 0 3

a vidime, Ze jsou skutec¢né linearné nezavislé. Ted se budeme vénovat ortogonalizaci.
Gramiv-Schmidtiv ortogonalizacni proces se da provadét rliznymi postupy. My si

nyni ukdZeme dva z nich.

Reseni 1:
v, = \_51* =(1,1,0)
1_’;2 = (2, O’l)
‘_53 = (O, 1, 1)
\_52-\71* (2+0+0)
= = =1
Ilel ‘\_}.* 2 12 +12
1

v,y (0+1+0) 1
/131:‘ 2 = 2 :E

—%

Vi

19
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\_;2* = 62 _ILIZI : ‘_)’1* = (27 0’ 1) _1(17 1’ O) = (1’_1’ 1)
VeV, (0-1+D

Hyp =

TP D+

—%

v,

v o o 1
V3 =V =gV, — sV, :(0,1,1)_5(1,1’0)—0(1,_1,1):
=(0,1,1) - 1 l ,0 —l,l,l

2°2° 2 2

A ziskavame tedy trojici vektort: ¥, =(1,1,0),v; =(1,—-L1),V; = (—

2

)

Za prvni vektor i, dosadime normovany vektor ¥, poZadujeme, ale velikost vektorii

N |~
N | —

Reseni 2:

i, bylarovna jedné. Tedy

1/\2
i =2 =[1/{2
E
Za druhy vektor zvolime takto:
(1 1 11 ]
27071 - 797’0 : 7’7’0 '(29091)j
- _1g—ﬁ¢@-@)__( ) (JE V2 :)((JE V2 j ] _
2T = o= - = = —
”Vz_ul(ul'vz)” ( 1 1 j ( 1 1 j
2,0,D—|| ——=,—+—=,0 ||| —=,—=,01-(2,0,1
cor-\| 550\ @) o)

a5 55

(2,0, —(1,1,0) Wzan @Lm”

(1 -1,1) 1,-1,1

¢ 4 (=1)> +12 J_

Tento vektor ma jednotkovou velikost, protoZe:

i) () ()

20
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a také je u, -ui, =0 o CemZ se miiZeme presvédcit, tak, Ze vektory vynasobime:

i i :ﬁl"jz_(ﬁl'ﬁl)(ﬁl'vz):(ﬁl"_}z)_(ﬁl'vz) -0
b I, @@, - v,)| |, =i, @@, - v ,)|
§3_ﬁ2(ﬁ2'§3)_ﬁ1(ﬁ1'§3) _

Zbyva posledni vektor: i, = ——F"F—"—————
’ ||v3 —u, (U, - V) —u, (U -v3)||

(0,1,1) -

() oo
oo (a) |

(0,1,1)-(0,0,0) — (1 1,0)

(0,1,1)-(0,0,0) -

A ted uZ jsme vypocitali jednu z nekonetné mnoha moZnych ortonormalnich bazi,

ktera tedy je:

1 1 -1
L

{d, iy, } =1—=| 1|,
B[ B

. (konec prikladu)

& -

[\ I

2.3.4 MRIiZKY

Nyni se sezndmime s pojmem mriZky a uvedeme si jejich vlastnosti. BliZe se budeme
vénovat mriZkdm v dimenzi 2 a probereme problém hledani kratkého vektoru v dané
miiZce.

Budeme se zejména zajimat o mrizky celoCiselné. Kazda mrizka ma pro n>2
nekonec¢né mnoho bazi, jako napt. dvojice vektora (1,0),(0,1) a (123,124),(124,125)
jsou bazemi jedné stejné mrizky L =07>. Budeme se snaZit najit relativné kratkou bazi
dané celociselné mrizky. Nejlepsi bude, kdyZ najdeme bazi sloZenou z co nejkratSich

vektord, jako je to ve vy$e uvedeném piikladé pro L=[1° ziejmé kanonicka baze

21



2 DRUHA KAPITOLA: GRAM — SCHMIDTUV ORTOGONALIZACNI PROCES

(1,0),(0,1). Nejkratsi bazi je vSak kromé malych hodnot n téZké najit. Nezname totiz

zadny algoritmus pro nalezeni nejkratStho nenulového vektoru v dané mriZce.

Nejkrats$i bazi dané mrizky je tedy slozité najit. LLL (Lenstra-Lenstra-
Lovaszlv) algoritmus je schopen v polynomialnim case najit bazi, ktera neni o mnoho

n-1

horsi neZ je ta nejlepsi. Nejkratsi vektor nalezené baze bude nejvyse [22] -krat delsi

nez nejkratsi nenulovy vektor mrizky.

Definice 19: Podmnozina L c[1" se nazyva mrizka, pokud existuje baze l;l,l;z,...,l;n

vektorového prostoru I " takova, Ze
L :ZDE,- :{le];i (XX, €L }
i=1 i=1

Vektory [;1’1;2’---’[;” nazyvame bdzi této mrizky. MrizZku L nazveme celociselnou, pokud
LcOr.
Tvrzeni 1: Dvé baze prostoru [1 " jsou bdzi stejné mrizky pravé tehdy, kdyZ je matice
prechodu od jedné ke druhé celoCiselna s determinantem +1.
Diikaz:
B=(1;l,l;2,...,l;n) a C=(¢,6,,...,¢,) jsou baze prostoru [ ". Oznaéme B,C piislu$né
matice a oznatme X (resp. Y) matici prechodu od B do C (resp. od C do B). Takze
C=BX aB=CY aplati Y=X"".
Praveé tehdy kdyz:
a) =
Ptredpoklad: B a C jsou baze stejné miiZky. ProtoZe kazdy vektor z baze C je
celoc¢iselnou linearni kombinaci vektorii z baze B, je X celociselna. Podobné Y je
celoCiselna. Navic je XY jednotkova matice a podle véty o souclinu
determinantu je det X detY =1, takZe det X =#1.
b) <

Predpoklad: X je celociselna a |det X| =1. Pak také Y je celociselna. Tedy kazdy
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vektor z B je celociselnou linedrni kombinaci vektorti z C a naopak, takze Ba C

jsou bazi stejné mrizky.m
Definice 20: Determinantem mriZky L s bazi b,,b,,...,b, rozumime cislo

b)

d(L) = ‘det(l;, 5,)...

Determinant je dllezitym parametrem miizky a udavd n-rozmérny objem
rovnobéznosténu urc¢eného bazovymi vektory. Snadnym dlisledkem predchoziho

tvrzeni je, Ze determinant na volbé baze nezavisi.

Mrizky v dimenzi 2
Definice 21: Bazi (151,152) celo¢iselné miizky L —[J* nazveme nejkratsi, pokud
a) 151 je nejkratsi nenulovy vektor z L a

b) 52 je nejkratsi vektor L\ <l;1> .

Algoritmus 1: (Gaussova redukce mrizky)
vstup: baze (51,52) miizky Lc 0’
vystup: nejkratsi baze mrizky L

1. opakKuj v ptipadé Hl;l H >HI;2 , potom prohod’ 5,5,

- -

X= [:uzl]: %
J2]

b=,
dokud x=0

2. vrat se (151,152)
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Po probéhnuti kazdého cyklu je (131,152) bazi mrizky L. Pfi kazdém pribéhu cyklu se
delsi vektory zkrati a mriZka tedy obsahuje konecné mnoho bodi s velikosti mensi
nez predem dané ¢islo.

Priklad 6: Méjme tii baze mrizky L: (12,2),(13,4); (1,2),(11,0) a (1,2),(9,-4). Ktera je
nejkratsi?

Resenf:

Uvédomme si, Ze kolmé vektory jsou nejkratsi bazi.

12,2)-13,4) (156+8) 164 164

T2 03] iz 2 i34 148185 745

a =7°38" .... tento thel se kolmosti ani nepribliZuje

1,2)-(11,0) 11 11 5

P ato] B s s

[ =63°26' ... tento uhel je vétsi, ale porad neni kolmy

1,2)-(9,—4) 9-8 1

A TS N TR N N AN P

y =87°24" ... Tento uhel je témér kolmy, takZe tato baze je nejkratsi.

Piiklad 7: M&me bazové vektory b =(1,5) a b, =(6,21). Najdeme nejkrat3i bazi
miizky.
Regent:
Nyni uzZ nebudeme pocitat thly, protoZze mame zadany jen bazové vektory. Pouzijeme

algoritmus Gaussovy redukce mrizky.

1| 09620 ={6+1025}=[12}=4’
11,5) V26 26

tzn., Ze poloZime 152 =(6,21)—-4(1,5) =(6,21)—(4,20)=(2,1) a protoze x=0

pokracCujeme od zacatku. Ale musime prohodit vektory, podle prvni podminky.
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. _|en-as :{2+5}:[z}:1
o Jeof | [ sl

tzn., Ze polozime 132 =(1,5)—-(2,1)=(-1,4), a protoZe je uz HI%H >HEI

, tak vime,

zZe ve tretim kroku vyjde x=0.

Res$enim je tedy dvojice vektort (2,1),(-1,4).

Nyni si dokazeme funkénost algoritmu Gaussovy redukce mrizky.

Dukaz:

Necht 151,152 je baze miizky L vracena v algoritmu. UvaZujeme libovolny nenulovy

vektor v v mriZce L takovy, Ze:
\7=xl;1+yl;2 x,yel, xy#0.

A tedy druhd mocnina normy v je:

I e s L ; 1
||v||2=\/(xb1+yb2)-(xbl+yb2) =x Hbl 2+2xy(bl.b2)+yszzu2 a protoZe |,uzl|S5, tak

plati ‘51-52‘ < %Hﬁl H a tedy ||\7||2 > x* HE ‘2 —XyHBI H2 +y° nguz .

2 — 12
, pokud je y=0, tak je alespon Hblu .

Pokud x=0, tak je tento vyraz alespon ‘Bz

Pokud je 0<|y| < |x , potom x” —xy >0, takZe soucet dvou prvnich vyrazi je kladny a

, pak y*—xy>1 a uZ soucet druhého a

- 12
dostavame alespoii HbZH a pokud 0<|x|<|y
- 112 -
tretitho Clenu je alespon HbZH takze b, je opravdu nejkratSim nenulovym vektorem

m¥izky a vektory z L\ <151> maji délku alespoii HBZH -

Na zavér tématu mriZek uvedeme jednu aplikaci mrizek v dimenzi 2

v teorii ¢isel a par prikladi.
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Tvrzeni 2: Kazdé prvocislo p takové, ze p=1(mod4), je souctem dvou Ctvercd, tj. Ize

ho zapsat ve tvaru p=a’+b’,kde a,bell .
Piiklad 8: Najdéte nejkratsi bazi mrizky L —[J* dané bazovymi vektory (3,8),(5,14).
Resenf:

HBI H < HB2 , takZe vektory necham v tomto poradi

(3,8)-(5,14) {127}
X = ) = :1
|(3,8) 73

b, =b, —xb, = (5,14)—(3,8) = (2,6)

HBZH —J4+36 =40 takze to znamen3, e HBI H > H52H a musim je prohodit.

{(2,6)(3,8)} {54}
P ECLIAC LN P a5
|2.6)] 40

b, =b,—xb, =(3,8)—(2,6)=(1,2)

HBZH =5< HBl H =/40 , takze opét prohodime

xX= w :{E} =0, ted algoritmus skoncil a miizeme Fict, Ze nejkratsi baze
|2.6) 40

miizky L je dvojice vektort (2,6),(1,2).

Piiklad 9: Najdéte nejkratsi bazi miizky L —[1° dané bazovymi vektory (9,5),(5,3).
Reseni:
HEIH =106 > HEZH =34, takZe musime prohodit vektory.
|20l 01,
|(5.3)] 34

b, =b, —xb, =(9,5)—(5.3) =(4,2) atedy
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HEIH =34> HEZH =20, takZe opét prohodime vektory

(4,2)-(5,3) {26}
x=| == —|=1
[4.2) 20

b, =b, —xb, = (5,3)—(4,2) = (1,1) atedy

HEIH = @> HE2H = ﬁ to je v poradku, nemusime prohazovat vektory

x= w :{i} =0 ted algoritmus skoncil a mlzeme Fict, Ze nejkratsi baze
[4.2 | L20

miizky L je dvojice vektort (4,2),(1,1).

2.4 LLL-REDUKOVANA BAZE A LLL ALGORITMUS

Nyni uz vime, Ze kdyZ chceme najit nejlépe co nejkratsi bazi mrizky, snazime se docilit

toho, aby na sebe byly jeji vektory dostatecné kolmé. Bazi, u niZ jsme celociselnou
: . : . - y . 1
aproximaci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace docilili toho, Ze koeficienty ‘ ylj‘<5,

se rika redukovana vzhledem k velikosti. Redukovanost vzhledem k velikosti, ale

zarucuje kolmost pouze v pripadé, Ze velikosti vektori prilis neklesaji.

Bylo by tedy dobré najit podminku dostate¢né silnou, aby bylo moZné

takovou bazi najit v rozumném (polynomialnim) Case.

To se podatilo Arjenovi Lenstrovi, Heindrikovi Lenstrovi a Laszlévi
Lovaszovi vroce 1982 v jejich slavném c¢lanku Factoring Polynomials with Rational

Coefficents, coz v prekladu znamena faktorizace polynomt s racionalnimi koeficienty.

Zavedeme pojem LLL-redukované baze mrizky a poté LLL algoritmus.

Definice 22: Bézelsl,...,bn miizky L c[1" se nazyva LLL-redukovand, pokud:

1
(R1) ‘””‘SE provSechna 1< j<i<n

2

(R2) (b ’ 2(%— ’ ilj b pro vSechna 1<i<n.

i-1
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— 12
bl ,

Podminku (R2) miiZeme chépat jako zeslabeni podminky HEZ H2 > %‘

kterou mame zarucenou, kdyZz skonc¢i algoritmus Gaussovy redukce mfiiZky

v dimenzi 2. Po upravé podminky (R2) dostaneme

a kdyz vyuzijeme kolmost vektort 1;,* a b

i+1

2

bi* 5:1 l;:l

2
2
+ U

2>§‘
T4

dostavame podminku ekvivalentni

k podmince (R2), tedy podminku

(R27) ‘EI* + 4 i—lgiil

2 3z | « .
>—|lb || provsechna 1<i<n.
4 i—1

-
i

Vektory b’ +u, . b’ ab’, jsou kolmice vektorii b ab_, na podprostor <[;1,...,I;l._2>.
Podmince (R2") Ize tedy rozumét tak, Ze jestli promitneme miizku o dimenzi 2

generovanou vektory l;l a Z;H na ortogonalni doplnék prostoru <l;1l;kz>, pak je
splnéna podminka algoritmu Gaussovy redukce miizky na usporadani vektort podle

velikosti aZ na faktor %

3 oy 1 v U ,
Konstanta 1 v (R2) miZe byt nahrazena néjakym jinym libovolnym

realnym cislem z intervalu (%,1) .

Lemma 1: Pro libovolnou LLL-redukovanou bazi a kazdé 1<i< j <n plati:

il <2

Dukaz:

i—1 - =
Kvili tomu, Ze b =b"+ b* a vektory b",b.,....b" jsou vzijemné kolmé,
i i ILllk k 1 2 i
k=1

dostaneme

b’ bl
i k

oI |

, il

2

+ Z Hir
k=1
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PouZzitim podminky (R1) a nerovnosti mezi vektory l;l*,l;; ,... dostaneme

—

& <[ 2+§i2"*\1§; I 2(1+%(2"—2)js

2

<27 5" <22 57| = 27 B
- i - J - J

A ziskdvame tak odhad soucinu velikosti vektori LLL-redukované baze a velikosti

prvniho vektoru v této bazi, v zavislosti na determinantu mrizky.

Tvrzeni 3: Pro libovolnou LLL-redukovanou bazi Ii,...,lgn miizKky L plati

n(n—1)

Caw a |2 < 2%M.

aw<[ils). <>
Dikaz:

Nerovnost d(L)SHEIHHEZH""‘E"H jiz byla dokazana v dtlikazu tvrzeni 2. Z Lemmatu

odvodime dals$i nerovnost:

n(n—1)
=2 * d(L)

Ei*

W a0
[1le[<I1>"

I, S
vynasobime-li nerovnosti Hb'H <22 Hb’H pres vSechna 1<i<n, tak dostaneme

2 n(n-1)

=2 2 d(L)

i <11

2n n i1
<[12"
i=1

a konecny vysledek ziskdme odmocnénim.m

—

b

1

d(L.).H ”H se Fika defekt kolmosti baze I;I,l;z,...,l;n. Dokazali jsme, Ze LLL-

Cislu

n(n-1)
redukovana baze ma defekt kolmosti nanejvys 2 * .]Jako posledni nerovnost, kterou

odvodime je dolni odhad velikosti nejkratSiho nenulového vektoru miizky pomoci

velikosti vektroru LLL-redukované baze.

—

Tvrzeni 4: Pro libovolnou LLL-redukovanou bazi bl,...,l;n miizky L a libovolny

nenulovy vektor v € L plati:
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S|
&) <2= Il
Dikaz:

n
Pro Vel existuji celd Cisla x,x,,...,x, takovd, Ze v =) xb. Oznatime kindex
i=1

Koo =
takovy, Ze x,#0, tedy V=) xb,x ,#0. Protoze b =b'+) ub;, tak plati

i=1 J=1

k-1
V=x,b; + Y v.b’ projista redlna &sla vj. Takze
j=1

— 2 —_ 12
b, > Hb,f pak uZ staéi pouzit Lemmat 1.m

—12 2
71" = x¢]

2
2 *
+2.V Hb j
J=1

Kostra LLL algoritmu je jednoducha. Nejprve provedeme Gramuv-
Schmidtlv ortogonalizacni proces, potom celociselnou aproximaci tohoto procesu
ziskame novou bazi spliiujici podminku (R1) a otestujeme podminku (R2), neni-li pro

néjaké kroky i splnéna, prohodime vektory [;, a l;,._l a vratime se na zacatek algoritmu.
Algoritmus 2: (LLL algoritmus)

vstup: baze ];1’---,];” miizky Lcl"

vystup: LLL-redukovana baze mrizky L

—

1. Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci spocitej l;l*,...,b: apu;,1<j<i<n

2. pro i=2,...,n udélej

pro j=i—1,...,1 udélej

xX= I:'uii:l

My =y — X
pro /=1,.., j—1 udélej u, = 1, —xu,

3. pro i=2,...,.n udélej
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s[5 <( -,

prohod b, a b, ,
jdina 1.

4. vrat 1515

n

2
, tak potom

Po provedeni kroku 2. bude splnéna podminka (R1), pokud ukaZeme, Ze hodnoty

4; jsou spravné aktualizovany.

Lemma 2: Po provedeni kroku 2. bude splnéna podminka (R1).

Dukaz:

vz Sk = , " v , 7 7
Oznatime ¢;,c,,v, nové hodnoty pro b,,b,, po odecteni xb;, od vektoru b,.

Tedy El:l;l.—xl;j a ¢ =b, pro k+i. Proto%e ¢ vznikl z b, piiétenim vektoru

z podprostoru <Z;IEH>, plati E,f:l;,: pro kazdé 1<k<n. Pro k,I takova, Ze

I<k=#i,je

ek
CiCr

7o
bkb]

Vo =727
e

b/

=Hy

Prol takové, Ze j<I<i,je vektor 1;,* kolmy na l;j , takze

ci; _(b—xb)b, _bb;

—

b/

—k

Vi
‘ ¢

1

2 ‘

Protoze bb; =b b , tak plati

1

2

&c;  (b—xb)b;

J

ek

Vi =
‘c

J

A konecné, pro /< j mame

—

J

2

¢é (b—xb)b;

ek

Vi =
‘c

1

=12
2

2 Hi
2
L= gty —x
= Hy = XH; -
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Ukazali jsme, Ze po provedeni vnitiku cykll pro i a j jsou hodnoty g,

N A . . o1 ;e
aktualizovany spravne a nova hodnota pro u; je nejvyse 3 Navic jiné hodnoty

nez y,,l < j se neméni, takze diky poradi vykonavani cyklii mame zaruceno, Ze po

provedeni kroku 2. jsou y,, aktualizovany spravné.m

Vysledna baze po skonceni algoritmu spliiuje podminky (R1) a (R2).

Ted uZ je jasné, Ze algoritmus konci a nyni se provedeme dilikaz, Ze algoritmus skonc¢i
v polynomialnim case vzhledem k velikosti vstupu.

K tomu budeme potiebovat nasledujici hodnoty Da d;, 1<i<n:

2

" kS
bj

D:fl[di,kde d =m
i= j=

Cislo d; je tedy rovno ¢tverci objemu rovnobéznosténu uréeného prvnimi i vektory
baze, d, =d(L)* aplati, Ze: d, =det(GB,,Bz,...,1i)'

Ukazeme, Ze hodnota D neni prilis velka vzhledem ke vstupu. V kroku 2.
se neméni a ve 3. kroku prohozenim vektorl se alespoii %krét zmensi. Proto se do

kroku 1. mnohokrat nevratime.

Lemma 3: Velikost D i pocet navratii do 1. kroku je polynomialni vzhledem k velikosti

vstupu.
Dukaz:

Velikost vstupu mizeme odhadnout hodnotou

M =max(n, log(maX HEJ H))
j

Na kazdy vektor je treba alespon jeden bit a vektor normy r vyZaduje alesponi logr

bitd. Cislo d, je zfejmé mensi nez (max Hl%”)ﬂ Cislo D tedy na zacatku splnuje

)n(n—l)

D< (m;@x Hl; :
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Krok 2. neméni hodnoty l;l*, tedy ani D (jak jsme ukdazaly v dlikazu Lemmatu 2). Po

—

prohozeni vektort b, a b,_, se vektory b *,,...,b *, , nezméni, nezméni se ani hodnoty

d,....d,,.Zvyjadreni d, =det(G; ) je vidét, Ze se nezmeéni ani ¢isla d,....,d, . Misto

— —

b}, oznatime novou hodnotu ¢, , jenZ je kolmici b, k podprostoru <I;l,...,bi_2>, takze

- —
%

¢ ,=b/+u b, ,. Zrovnocennosti (R2) a (R2") vidime, Ze norma tohoto vektoru

je S%HE?_IH. Cislo di se tedy zmensi alespon %krét a snim i hodnota D. D je zdola
omezeno jednickou, a proto je podminka z kroku 3. splnéna nejvyse kolikrat:

log, D <n(n-1)log, (max HEJ‘H) ato je jisté mensinez CM’ pro jistou konstantu C.m
3 3

Béhem jednoho pribéhu kroki 1., 2., 3. probiha polynomialné mnoho operaci s¢itani,
odcitani, nasobeni a déleni ¢isel 1, a sloZek vektori b a b’ .K diikazu, Ze algoritmus
pracuje v polynomidlnim c¢asu chybi odhad velikosti Ccitateli a jmenovateld
zUcastnénych cisel.

Lemma 4: Pro kazdé 1< j<i<n je

d_brel” ‘l;l* <D a d,p; el .
Dtikaz:

- Y =
Zvolime se tedy libovolné 1<i<n. Vektor b’ lze napsat jako b;=b —)» ab,, kde

(a,....a; ) je feSenim soustavy linearnich rovnic

Podle Cramerova pravidla je kazdé a, podilem determinantu jisté celociselné matice

a determinantu matice Gz;, P , ktery je roven d,_, TakZe
sl

b—>d_ ab, el

-1 i
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7% n , 7% T 1 . v/
Pro libovolné j je d, b, €[1", proto plati de_lbj >1 tedy ‘bj Zd—. Definice Cisel d,
j-1
této nerovnosti dostdvame
‘E*de: d., <d d*. . .d*<D?
i di ‘5*2‘5*2 ‘5*2 +171 i
1 2 N | 2
a konecné
b -b; b b L - .
_ l J _ 1 J _ * _ *
i =4, ‘q* y=d;———=d;, (bz j )—bz (d/‘—lbj )ED "
. J
' d

— 12
Lemma 5: Po provedeni 2. kroku plati Hb,. H <nD’ prokazdé 1<i<n.

Dukaz:

i—1
Protoze b, =b; + Z,u[jb; avektory b, jsou na sebe kolmé, plati
j=1

— 12 =
51 =l

= o2 1
+> 4 Ib5|| - UzZitim Lemmatu 4 a nerovnosti x4, <— dostavame
g J g 2
j=l

6] <o +2iD2 < D? +ZD2 <nD’
e

Nyni po shrnuti poznatkii dostavame polynomialni mez pro ¢asovou slozitost LLL

algoritmu.

Tvrzeni 5: LLL-algoritmus pracuje v polynomidlnim case v zavislosti na velikosti

vstupu.
Dukaz:

Vlemmatu 3 jsme dokazali, Ze pocet navrati do 1. kroku je shora omezeny
polynomialné. VSechny operace (kterych je polynomiadlné mnoho) se provadi
s racionalnimi Cisly, jejichZ jmenovatel je rovnéz polynomialné omezen (dokazano
v Lemmatu 4) a jejichZ velikost je také polynomialné omezena (dokazano v Lemmatu

4a5)m
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LLL algoritmus byl formulovan ve své zjednodusSené podobé, provadi
Fadu zbytecnych operaci. Napriklad test ve 3. kroku je lepsi provadét priibézné, ne
pocitat celou Gramovu-Schmidtovu ortogonalizace a jeji celociselnou aproximaci

ZNOVU.

Priklad 10: Najdéte LLL redukovanou bazi mrizky dané bazi:
b, =(1,1,1),b, = (-1,0,2),b, = (3,5,6)

Regeni:

Nejprve provedeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci:

b’ =b=(1,11),

by =b,— by =(-1,0,2) - B2 ALY 102)—— (LL) = ( 1,_l,§j
RER 2733
b,-b' b,-b,
My = 3_,* 7o M 3_,*2_2
Bl ]
4 15
(356)( = j
7 * 7 7 7% 356 111 3 3 3 4 1 5
by =b;— py,b” — py,b,” =(3,5,0) - ( A ) 111 .(__’__’_
a1, 1 5 3" 3’3
3 3

13 4 15 3 9
=356~ (LD [‘5"5 5] (‘7 SV ‘aj

Takhle je dokon¢ena Gramova-Schmidtova ortogonalizace. V kroku 2. kdyZ dosadime

za i =2, j =1, tak se nic nestane. Dosadime i =3, j =2 a vyjde:

13 -
x={ gy | =[] = [ﬁ}l,b3=b3—xb2=<3,5,6>—(—1,o,2>=(4,5,4)

Pro i=3,j =1 vyjde:
14
=1, ]= {3} 4, b b —xb (4,5,4)—-4(1,1,1)= (0,1,0)
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Pro ptehlednost: na konci kroku 2. mame:

p = (1,1,1),b, = (~1,0,2),b, = (0,1,0)

b, =(1,1,1),b, = (-1,0,2),b, = (0,1,0)

(0 1 0).(_4,_1’5j
1 0.L0)-(0.LD _I 33°3) 1

ﬂ21:§’1u31_ _5’ H 2 :_a

Ve 3. zkontrolujeme nerovnost, jestli neni potreba prohodit vektory.

o ey T
3 [P

2
=_, , takZe prohodime.
14

b

Tedy: 131:(1,1,1),132 =(O,1,O),l;3 =(—1,0,2). Ted se vratime na zacCatek a zopakujeme

Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci:

b’ =b =11

- - 1 12 1

b'=b,—ub" =(0,1,0--1L1L)=|-——,=2,——

o) , = My b =( ) 3( ) ( 33 3j

L~ - 112 1 3 3
b, =b, — b’ =(-1,0,2 LLD+—|——,2,——|=|-2,0,=
> by = )()2(33 3)(2 2)

Krok 2.: beze zmény; zkontrolujeme, zda neni tfeba prohodit vektory.

provedeme ortogonalizaci.

- 112 — —
bl =3,|b|=L|b|=5, prvni je vétSi nez druhy, takZe prohodime a opét

=(0,1,0),b, = (1,1,1),b, = (~1,0,2)

1

" =b =(0,1,0)
b, = b, — 11,,b," = (1,1,1)—(1,0,1) = (0,1,0)
D 1 3 3
b, =b,— b’ — ,b," =(~1,0,2)-0-=(1,0,)) = -=,0,>
3 c102-0-La0n-(-202)

3. krok: LLL algoritmus je dokoncCen, nasli jsme LLL-redukovanou bazi.

Pro jistotu si ukaZeme jesté jeden priklad a nas vysledek porovname s vysledkem,

ktery zpracuje pocitaCovy program.
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Priklad 11: Najdéte LLL-redukovanou bazi miizky dané bazovymi vektory
b =(0,3,4),b, =(-1,3,3),5, = (5,4,7).
Resenf:

Prvni krok: Gramova-Schmidtova ortogonalizace:

b =b"=(0,3,4)
b,-b* 21
_b5 4l
ﬂZl —»1* 2 25
b,-b> 16
My =52 = Az
b 25

- — 21 63 84 12 9
b, =b, —1, -b"=(-1,3,3)——(0,3,4) =(-1,3,3 0,—,— |=| -1,—,——
gl L — Aty by =( ) 25( ) =( ) — ( 25’ 25} ( 25 25}

14

bb, "5 -14 1

234 34 17
25

My =

—

by

. 7 12 9
b =b, —,-b/ b, = (5,4, 7——034———1———:
s =by — 15, -b) — 1, - ( ) ( ) 17( > 25)

—48 64]_(7 -84 63] ( —78 2432 78)

=(5,4,-7)- (0——
25° 25 17 " 425° 17

17425 425

Druhy krok:

. . 2
1=2,j=1: /Uzl _|:2_:|:

. . 7
i=3,j=2: x=[ﬂsz]={_ﬁ

}:—1:»153 =b,— xb, = (4,7,4)
Treti krok: porovname

. =, 34
=250, || =—

7%
2

takze prohodime
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Pied opakovanim algoritmu, rekapitulace:

b =(~1,3,3),b, = (0,3,4),b, = (4,-7,4)
21 5

=b", 1, :E’ﬂal :E

S
S

Prvni krok: Gramova-Schmidtova ortogonalizace:

. - 21 21 63 63) (21 6 13
by =b, — i, -b' =(0,3,4)—=—(-1,3,3)=(0,3,4) | - —, —, — |=| =—,——,—
2 =0 =ty B =( )19( )=( )(191919j(19 1919
o 10
_b-b, 19 _-10_ 5
Hyp = _,*2_%_34_17
’ 19

=y 5(21 6 13
b3 =0; — Uy b — M bz _(47 4‘)__( 1,3, )__(_ BN _j:

1719 19 19
(-2 (105 06 (T 1 7
19 19 19 323 323 323 17 17 17

Druhy krok:

[\.)

1

9} 1= b, = b, — xb, = (1,0,1)

i=2,j=1: x:[ym] [

[

5
=3,j=2: x= -— =0
l J X [ﬂ32] ‘: 17i|
Treti krok: porovname
2
2

_ 34

< HI;IH takze prohodime

Pted opakovanim algoritmu, opét pro poradek provedeme rekapitulaci:

h =(1,0,1),b, = (~1,3,3),b, = (4,-7,4)

— 2
=b’, 1, :E:Lﬂm =0

S

Prvni krok: Gramova-Schmidtova ortogonalizace:

b =b, =B =(-1.3,3)=(1,0,) =(-2,3,2)

)
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2 DRUHA KAPITOLA: GRAM — SCHMIDTUV ORTOGONALIZACNI PROCES

7% g 7% Tk 5
by =by — 3, -b; — g1y -b, = (4,7,—4)—0(1,0,1)—ﬁ(—2,3,2) -

47 ay_o_[_10 15 10) (78 104 _78
17 17 17 17 17 17

Druhy krok:
i=2,j=1: x=[w,]|=[1]=1=b,=b,—xb =(-2,3,2)

i=3,j=2: x=[,u32]:{i}:0

Treti krok: porovname

Tedy nic neprohazujeme.

1352

b'l=2.|b,=17,|b, ==--1179.53

El* Ez* EZ* < ‘ l;;*

<|

2

Pted opakovanim algoritmu, opét rekapitulujeme:

(1,0,1),b, = (<2,3,2),b, = (4,7,—4)

LS
Il

=b 4, =0, 445, =0

Z rekapitulace je jasné, Ze dalsi opakovani je zbytecné provadét. Nasli jsme tedy LLL-

redukovanou bazi mrizky

Stejné zadani vloZime do online matematického programu Wolfram Alfa zavolanim

prikazu ,latticereduce:

39



2 DRUHA KAPITOLA: GRAM — SCHMIDTUV ORTOGONALIZACNI PROCES

3% WolframAlpha

B E B

Vstup.

0 3
LatticeReduce[[—L 3 3 ]]
4 -7

Vysledek:

H_ll 0! _1}) {_'zt 3: 2}: |4:| ?' _4”
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3 OBJEVOVAN{ CELOCISELNYCH ZAVISLOSTI

3 OBJEVOVANI CELOCISELNYCH ZAVISLOSTI

Hledani celoCiselnych vztahli mezi ¢isly je jedna z aplikaci LLL redukce. Nékolik
téchto aplikaci si nyni ukdZeme. Bude se jednat dale o diofantické aproximace a

polynomialné rychlou zavérec¢nou fazi Berlekamp-Henselova algoritmu.
3.1 CELOCISELNE VZTAHY MEZI CISLY
Celociselnou zavislosti mezi redlnymi Cisly ¢, ...,c, rozumime rovnost
mo, +ma, +...+moa, =0,
kde my,...,m, jsou cela ¢isla. K nalezeni takového vztahu miZeme zkusit najit kratky
vektor b v miizce L™ dané bazi

(10.....0.[N, ]).(0.1,0....,0.[ Na, ])......(0.1.....0.1,[ N, ])

kde N je dostatetné velké &fslo. Vektor b lezi v mifZce L:

b=m(10....,0,[Ne])+...+m,(0.1.....0.L[Ne,]) 0
0 (my,m,,...,m,,N(aym +...+a,m,))

ProtoZe vektor b je kratky, tak cisla my,...,m, nebudou priliS velka a ¢islo

ao,m, +...+a,m, bude celkem malé. V nejlepSim pripadé to bude nula.

VySe popsanym zpusobem lze najit fadu zajimavych vztahd, jako je

naptiklad Machintiv vzorec, pro ktery staci hodnota N kolem 10 000:

1 1
-7 +16 arctg| — |—4 arctg| — |=0
g(sj g(239j

Jinym prikladem je hledani minimdlnich polynomi algebraickych c¢isel,
tak Ze pro dané ¢islo S polozime «,=p', tak pokud takovy polynom existuje a

najdeme celociselny polynom, jehoZ kofenem je £.

Na hledani celociselnych zavislosti existuji specialni algoritmy.
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3 OBJEVOVANI CELOCISELNYCH ZAVISLOSTI

JimizZ jsou napr. HJLS (Johan Hastad, Bettina Just, Jeffrey Lagarias, Claus-Peter
Schnorr), r. 1896; PSOS (Ferguson), r. 1988; PSLQ (Ferguso a Bailey), r. 1992.
Vyznamnym vysledkem algoritmu PSQL byla naptiklad tato rovnost:

ﬂzz%( 4 2 v 1 j,které umoziuje rychle nalézt n-tou cifru
016"\ 8k+1 8k+4 8k+5 8k+6

Cisla 7 v hexadecimalni (Sestnactkové) soustavé, aniz bychom znali predchozi cifru.

Rada bych ukazala, Ze se v této radé blizime ¢islu =z jiz pfi malych n hodnotach.

Vyuziji online matematického programu Wolfram Alfa pro vypocet:

2 1 1

1,4
Z Bns+d 8 n+5 Bn+h 8n+l 102913

1
16" 32760
n=0

3.1414224606422466422466422466422460422466422466422466422466...

a 2 I ]

4
Z Brn+d Bn+s = 8n+6 * Bnsl _ 615863 723

16" 196 035 840

n=0

e=ghir

3.141587390346581523052111287405405052463875993287757993640. . .

g ool 1 1

4
Z 8 n+4 " Bn45  Basb ¥ 8n+1 = 357201535487
16" 113700 787 200

n=0

Llesetinne 1mar e

3.141592457567435381837004555057293394007389950594818748976...
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3 OBJEVOVAN{ CELOCISELNYCH ZAVISLOSTI

Pro ¢islo 7~ je mnoho znamych celociselnych vztaht, jako naptiklad zlomek

%:3,14159292, dalSim zajimavym celoc¢iselnym vyjadrenim Ccisla 7 je tento

12
32
52
72
92
6+ I
6+

Fetézovy zlomek s pravidelnou strukturou: 7 =3+
6+

6+

6+
6+

3.2 DIOFANTICKA APROXIMACE

Pro libovolna realna cisla ¢,,a,,...,c, a 86(0,1) existuji cela ¢isla z,z,,...,z,.,q
splnujici:

Z

<< proi=1,...n a  l<g<e™.
q

q

Pomoci LLL algoritmu lze najit jen o néco malo horsi aproximaci v polynomialnim

case.

Tvrzeni 6: Existuje polynomidlni algoritmus, ktery pro zadana raciondlni cisla

5, 1h,...,1, a 0<g <1 najde cela ¢isla z,, z,,..., z,,q splnujict:

n(n+l)

<— proi=1,...,n a I1<g<2 ¢ g™

Dukaz:

Uvazujme mifzku L ™" s bazi

_n(n+1)

— 4
=(z,—-q,....z,—a,q,2 £

n+l )

_n(n+l)

2 4 8n+1)

(1,0....,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1,0), (0, ~@y»...,—x

n?

Pokud by posledni sloZka nebyla raciondlni, tak ji s dostatecnou piresnosti

zaokrouhlime na racionalni ¢islo. Ozna¢me b aproximaci nejkratSiho nenulového

vektoru mriZky L nalezenou LLL algoritmem, tedy:
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3 OBJEVOVAN{ CELOCISELNYCH ZAVISLOSTI

_n(n+l)
2 4 8n+]) —

b=z2,0,..,0)+...4+2,(0....,0,,0) + g(~a,. —t,....,~
_n(n+l)

_anq, 2 4 gnJrl)

n’

=(z,—,q,...,Z

n
pro cela Cisla z,z,,...,z,,q, ktera se daji v polynomialnim Case spocitat z vektoru b
jako reSeni soustavy linedrnich rovnic. Z tvrzeni 4 dostavame

_n(n+l)

HEH <2 d(L) = ST P

Velikost vektoru b je nejvyse ¢, takze absolutni hodnoty véech sloZek jsou mensi ne

&, CoZ po upraveé dava nerovnosti z tvrzeni.m

3.3 FAKTORIZACE CELOCISELNYCH POLYNOMU

Nyni se dostdvame k tématu, které bylo piivodni motivaci pro vynalez LLL algoritmu.
UkaZeme si, jak lze pomoci LLL algoritmu rozloZit primitivni celo¢iselny polynom na

ireducibilni faktory v polynomialnim case.

Pripomeneme princip Belekamp-Henselova algoritmu:
vstup:  fell [x] primitivni bezctvercovy polynom stupné n

zvolime vhodné prvocislo p a najdeme pomoci algoritmu rozklad polynomu

fmodp voboru [l [x]. Tento rozklad zdvihneme na rozklad fmodm v oboru

0, [x], kde m je mocnina p. Nyni je potieba nalezené faktory zkombinovat tak, aby

vz

vznikl rozklad f voboru [x], coZ je nejtézsi cast. Pomoci LLL algoritmu lze tento

krok ,zpolynomidlnét” tak, Ze pro dany faktor modm spocitdime odpovidajici faktor

polynomu f.

Ukazeme si myslenku pavodniho algoritmu zc¢lanku Lenstry, Lenstry,

Lovasze, v praxi je ale algoritmus zaloZeny na této myslence pomaly.

Vroce 2002 priSel Mark van Hoeij s jinym algoritmem zaloZenym na LLL-
redukci, ktery je velmi rychly a jeho varianta je aplikovana ve vétSiné pocitacovych

systému.

Nyni si zavedeme znaceni:
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3 OBJEVOVAN{ CELOCISELNYCH ZAVISLOSTI

Uvazujme libovolny ireducibilni faktor u el ,[x] polynomu fmodma oznatme d
stupném polynomu u. Nasledujici tvrzeni 1ik4, Ze kdyZ najdeme krdtky
(tzn.|g|" <m||f|*) polynom gell[x], ktery je modulo m délitelny u, pak nejvétsi
spolecny délitel (f, g) je nekonstantni polynom.

Tvrzeni 7: Necht f,gell [x] jsou polynomy stupné n, k, a m je prirozené Cislo a
uell m[x] je monicky nekonstantni polynom, ktery déli fmodm i g modm. Pokud

||f||k lg|" < m, pak nejvétsi spolecny délitel (f, g) je nekonstantni.

Dukaz:

Existuji celociselné polynomy s, t takové, Ze res(f,g)=sf+tg a podivame-li se na
tento vztah modulo m a vezmeme v potaz, Ze fmodm i gmodm jsou délitelné u,
zjistime, Ze res(f,g)modm je C(islo délitelné polynomem u. ProtoZze u je

nekonstantni a monicky (7 ma typicky netrivialni délitele nuly, mocninu prvocisla),

plati res(f,g)modm=0. Absolutni hodnotu determinantu mizZeme shora odhadnout

soucinem velikosti fadkd, tedy podle definice rezultantu

resf, | <A1 el <m

Z toho plyne, Ze res(f,g) =0 a podle Sylvesterova kritéria je nejvétsi spolecny délitel

(f, g) nekonstantni.m

Tvrzeni 8: MnoZina polynom@ P = {g el [x]:degg< j,u|(g modm)} je miizka s bazi

j—d-1

d—1
Bz{u,wc,...,ux LM, MX,. .., MX }

Dukaz:

Je jasné, Ze B < P. Ale, méjme libovolny polynom g € P. ProtoZe u|(g mod m), existuji

polynomy ¢,r €l [x] takové, ze g =qu+mr.

Délenim polynomu r polynomem u se zbytkem dostaneme ¢',7 €[] [x] takové, Ze

r=q'u+r,degr' <d.Nynilze psat g =qu+m(q'u+r")=(qg+mq" u+mr'.

Srovnanim stupnt obou stran ziskame deg (g+mqg')< j—d .=
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ZAVER

Cilem mé prace bylo hledani celociselnych zavislosti mezi redlnymi cisly.

Bohuzel jsem této kapitole nevénovala tolik prostoru, jako jsem chtéla.

[ pies to jsem rada, Ze jsem tuto praci psala, protoZe jsem se seznamila
s jednim matematickym velikdnem, a to se Srinavasa Ramanujanem. Nikdy pied tim
jsem o ném neslysSela a po badani po informacich o ném si myslim, Ze to byl naprosto
genidlni ¢lovék. Dokazal vymyslet riizné sloZité vzorce a mél k tomu jenom tuzku a

svij prosluly zapisnik.

Dale jsem se seznamila s LLL algoritmem, o kterém jsem také drive neslySela.
K nému byla zapotrebi znalost Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu,
kterym jsem se také v praci zabyvala. Na oba algoritmy jsem zpracovala nékolik

prikladti.



RESUME

In this thesis, I wrote three biographies of three mathematicians. Srinivasa

Ramanujan, Gram and Schmidt.

[ also introduced a few concepts from linear algebra that are needed to
explain the Gram -Schmidt algorithm and LLL algorithm. Chapter searching integer
dependencies between real numbers I unfortunately did not manage to devote as

much time as [ wanted.
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