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Abstrakt

Predkladané bakalarské prace je zaméfena na optimalizacni tlohy v teorii
portfolia. Prace obsahuje zékladni pojmy, jako jsou charakteristiky aktiva
a portfolia, odhad stfedni hodnoty a smérodatné odchylky ndhodné veli¢iny
popisujici vynos aktiva za urcitou dobu. Dale je formulovana kvadraticka
a Pareto optimalizace vCetné vét o existenci a jednoznac¢nosti feSeni. Popsané
tlohy jsou poté aplikovany na cenné papiry v CR.

Klicova slova

Teorie portfolia, optimalizacni iloha, Markowitztiv model, vynos, riziko, pro-
dej nakratko, efektivni mnozina, cenné papiry, portfolio, burza.



Abstract

The bachelor thesis is focused on optimization problems in portfolio mo-
dels. Basic terms of portfolio theory, such as the characteristics of the as-
set and the portfolio, estimates of the mean value and standard deviation
of the random variable describing the return of the asset over a certain period
of time, are described in the introduction. Next part deals with quadratic
and Pareto optimization including theorems about existence and unique-
ness of the solution. The described problems are then applied to stocks
in the Czech Republic.
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Znaceni

R’n

A ¢ R™*"
I 6 Rnxn
min A

max A

T—T0

mnoZzina v8ech uspofadanych n-tic redlnych ¢isel

{xeR":x =0}

sloupcovy vektor z mnoziny R"
Vie{l,..,n}:z; >y
Vie{l,...,n}:z; >y

norma vektoru x

vektor x, pro ktery plati x = (1,1, ...

realné matice typu m X n
jednotkova matice typu n x n
minimum mnoZiny A
maximum mnoZziny A
supremum mnoziny A

prunik mnozin A; a As

rozdil mnozin A; a As

)T

hodnota funkce f : R" — R v bodé x € R"

limita funkce f v bodé zq

parcidlni derivace funkce f vzhledem k proménné x

gradient funkce f v bodé x

okoli bodu x



E(...) stfedni hodnota
D(...) rozptyl

C(...) kovariance



Uvod

Cilem této bakalaiské prace je zabyvat se optimaliza¢nimi tlohami v teorii
portfolia, kde se pfedev§im zaméFime na kvadratickou a Pareto optimalizaci.

Préace je rozdélena do 4 ¢asti. Prvni kapitola obsahuje zakladni pojmy z teorie
portfolia, jako jsou charakteristiky aktiva a portfolia, déle je popsana his-
torickd metoda pro odhadovéni o¢ekdvaného vynosu a rizika zmény vynosu.
Popsén je Markowitziiv model, ktery je nezbytny pro zpracovani optimali-
za¢nich tloh, zminén je i model CAPM. Dalsi kapitola se zabyva kvadra-
tickou optimalizaci véetné vét o existenci a jednoznacnosti feSeni. Nasledné
popisujeme Pareto optimalizaci. TTet{ kapitola je vénovana aplikaci vySe zmi-
nénych dloh na cenné papiry v CR. Pro rizné hodnoty vstupnich parametra
(napf. minimalni vynos portfolia a minimalni zastoupeni jednotlivych cen-
nych papiri v portfoliu) je vypoé&itan procentualni podil jednotlivych aktiv
a vykresleny efektivni mnoziny v Markowitzové smyslu. Sestaveni portfolii
bude vzdy pii zakdzaném , sell short”. K odhadim je pouzit doplnék Resitel
dat v softwaru Excel. V posledni kapitole jsou popsany tlohy, kterymi bych
se chtéla zabyvat v budoucnosti.



Kapitola 1

Zakladni pojmy teorie portfolia

,, Teorie portfolia je mikroekonomickd disciplina, kterd zkoumd, jaké kombi-
nace aktiv je vhodné drzet dohromady, aby takto vytvorené portfolio mélo
urcité, predem dané vlastnosti.” [1, str. 9]

1.1 Model portfolia

Budeme uvazovat nasledujici charakteristiky aktiva a daného portfolia skla-
dajictho se z n € N aktiv [1, str. 26].

Charakteristiky aktiva:

A; (i = 1,2,...,n) ... ndhodna veli¢ina charakterizujici i-té aktivum (po-
pisuje vynos i-tého aktiva za ur¢itou dobu)

7 = E(4;) ... stfedni hodnota nahodné veli¢iny, kterd urcuje o¢ekavany
vynos aktiva za ur¢itou dobu

T € R" ... vektor ofekavanych vynosnosti 7;

0?2 = D(4;) ... rozptyl ndhodné veliciny

1

o; = /D(4;) ... smérodatna odchylka nédhodné veli¢iny, kterd urcuje ri-
ziko zmény vynosu aktiva za urcitou dobu

Cij = C(A;, Aj) ... kovariance vynosnosti mezi aktivy i a j
O nahodné veli¢iné popisujici vynos i-tého aktiva budeme predpokladat,

ze ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou r; a rozptylem 02-2, SmMéro-
datné odchylka o; méii riziko, Ze nebude ocekavaného vynosu dosazeno.



Portfolio je tvofeno skupinou aktiv (napf. akeii), kterd jsou v majetku jed-
noho investora.

Charakteristiky portfolia:

x € R™ ... vektor, jehoZ slozky odpovidaji procentnimu zastoupeni jednotli-
vych aktiv v portfoliu

x; ... procentni podil (vaha), kterym je i-té aktivum zastoupeno v portfoliu

d;, (hi) ... dolni (resp. horni) mez oznacujici nejmensi (resp. nejvétsi) po-
voleny procentualni podil i-tého aktiva v portfoliu

n
Tp = Z x;A; ... vynos portfolia za uréitou dobu
i=1

n n
op = g g z;Cijx; ... riziko zmény vynosu portfolia za urcitou dobu
i=1 j=1

n

Tp = E x;T; ... otekdvany vynos portfolia za urc¢itou dobu
=1

Tmin ..~ Minimalni pfijatelny vynos portfolia

V optimalizaci portfolia se hleda nejlepsi zptsob, jak investovat kapitéal do sku-
piny aktiv. Jestlize je bran v uvahu klasicky model portfolia s n aktivy
(akciemi) odloZenymi na uréitou dobu, potom x; oznafuje mnoZstvi ak-
tiva ¢ drzené po celou dobu investice za cenu, ktera byla na za¢atku obdobi.
Pro hledani nejlepsi investice existuje Siroka Skala omezujicich podminek,
napf. vzniké omezeni na rozpocet nebo nezaporné investice x > 0, neboli je
zakazan ,sell short“ |2, str. 155]. Kdyby byl povolen , prodej nakrdtko, zna-
menalo by to drzeni zaporného podilu i-tého aktiva v portfoliu. Investor
si vyptjéi aktivum a proda ho tfeti strané, v dobé splatnosti vypiijéeného
aktiva si aktivum koupi zpét a vrati majiteli to, co si vypujéil, rozdil cen
pii prodeji aktiva tfeti strané a jeho zpé&tného nakupu je zakladem investo-
rova zisku nebo ztraty [1, str. 23].

1.1.1 Metody odhada parametra 7;, 0, a Cj;

Stanoveni co nejpfresnéjsich hodnot o¢ekavaného vynosu a rizika zmény vy-
nosu portfolia je slozité, protoze tyto charakteristiky jsou ovlivnény velkym
mnozstvim vlivia, které jdou jen tézko urcit. Casto se pouzivd kombinace
historické metody odhadu, ktera je zaloZena na vyvoji cen aktiv, souCasné
s expertnimi odhady, které poskytuji lidé, pohybujici se na finan¢nich trzich,



ktefi jsou schopni vyhodnocovat nejriznéjsi informace souvisejici s danou
firmou a cenou jeji akcie. Expertni metoda je blize popsana v kapitole 4,
ale neni v préaci pouzita.

HistorickA metoda pro odhadovani parametria 7;, 0; a Cj;

Pti tomto odhadu budeme pouzivat nasledujici proménné a charaketristiky
[1, str. 27 - 28]

n ... pocet aktiv v portfoliu

T ... poCet obdobi, neboli doba trvani portfolia vyjadiena v Casovych oka-
mzicich (napf. den, tyden, mésic)

k ... zvolena délka obdobi, pro které chceme urcit velikost zmény trzni ceny
aktiva (1 <k <T)

P;; ... trzni cena i-tého aktiva v case t, kde t =1,2,3,...,T
P; i+ ... trzni cena i-tého aktiva v case t + k, kde t = 1,...,T — k

D41 ... vySe dividendy i-tého aktiva, na kterou méa vlastnik narok, jestlize
drzi i-tou akcii pred ex-date v Case t. Mélo by se jednat o ,Cistou divi-
dendu, tj. po odecteni srazkové dané (v CR je pro fyzické osoby sazba dané
ve vy$i 15 %). Ex-date je nejdilezitéjsi den pro investora, protoZe je to prvni
den, kdy kupujici jiz nemé narok na nejblizsi dividendu nebo také prvni den,
kdy lze prodat akcie bez ztraty naroku na vyplatu dividendy [10].

it ... relativni prirtstek trzni ceny i-tého aktiva v ¢ase (¢t + k) oproti trzni
cené v Case t, ktery je definovan takto:
P _p
g =Ry n, t=1,..,T — k. (1.1)
P4
Jestlize budeme uvazovat za aktiva akcie, u kterych budou vyplaceny divi-
dendy, budou tyto akcie pfevedeny na bezdividendové pomoci multiplikatoru:

D,
M, =1— "8 i1 . n t=1,..

’ .
2,t

T —1. (1.2)

Postup pfevedeni akcif na bezdividendové je znazornén na nasledujicim pii-

kladu:

Priklad 1. Jestlize je k datu 18. 2. 2017 (ex-date) ¢ista dividenda 40 K¢

a k 17. 2. 2017 je cena akcie (Close) v hodnoté 423 K¢, potom je multiplika-
40

cten takto M = (1 — —1) = :
tor vypocten takto ( 423) 0,905



V Tabulce 1.1 jsou zobrazeny hodnoty cen akcii (Close) a jejich néasledna
uprava (Adjusted close):

Datum |Close [KE]| Dividenda[KE] | Adjusted close [KE]
19.2.2017 431 431
18.2.2017 425 40 (ex-date) 425
17.2.2017 423 423*0,905=382,82
16.2.2017 422 422%0,905=381,91

Tabulka 1.1: Ukazka pfepoctu na bezdividendové akcie

Jestlize je portfolio brano na 2 roky (napf. rok 2016 a 2017) a v kazdém roce
dojde k vyplaceni dividend, potom se v roce 2017 vypocte k danému dni
multiplikdtor M; a dojde k prenasobeni odpovidajicich cen (Close) daného
aktiva, které jsou pred ex-date (viz Tabulka 1.1). V roce 2016 se vypocte k da-
nému dni multiplikdtor My a ceny akcie, které jsou pred datem ex-date, jsou
prenésobeny multiplikatory Mj i Ms. Ceny, které jsou za timto datem, jsou
pfenasobeny pouze multiplikdtorem M; [8].

Ocekévany vynos i-tého aktiva za celou dobu trvani portfolia T je vypocten
aritmetickym prameérem relativnich pfirtstkid trznich cen:

T—k
_ 1 .
T'Lk = m Tit, 1= 1, ey T (13)
t=1
Koeficient k je vidy pevné zvolen. Jestlize k = 1, potom se jedna o jedno-
denni zménu trzni hodnoty a zkracené se pise 7 , = 7.

Riziko zmény vynosu i-tého aktiva za celou dobu trvani portfolia T je vy-
pocteno pomoci vybérové smérodatné odchylky:

1 T—k
o; — m Z(T@t —?i’k)Q, ’l = ]., ceey 10 (14)

t=1

Abychom mohli vypocitat riziko zmény vynosu celého portfolia, musime znét
kovarianci mezi dvojicemi ndhodnych veli¢cin A; a A;. Historickd metoda
umoziuje v podstaté jako jedina kvantifikovat kovarianci mezi ndhodnymi
veli¢inami, které popisuji vynos jednotlivych aktiv, a to pro &k = 1 ve tvaru:

1 T-1

Cij = m Z(Ti’t — Fi)(rj,t — Fj), 1= 1, N, ] = 1, ey M (15)
t=1



1.2 Markowitzuv model

Model vychazi z toho, Ze investor se zajima o o¢ekdvany vynos portfolia r,
a riziko zmény vynosu portfolia o,. Kombinace vyse zminénych charakteristik
zndzonuji v roviné o, —ry, tzv. indiferencni krivky. Indiferenéni kifivky obsa-
huji jednotliva portfolia, kterd znazoriujeme také v roviné o, — rp,, kde kon-
krétnimu portfoliu odpovida konkrétni bod.

Y

¥

Obréazek 1.1: Indiferen¢ni kfivky

Kazda kiivka predstavuje vSechny kombinace portfolii, které investor bere
za stejné zadouci. Tato vlastnost je vysvétlena na Obrazku 1.1, kde portfolia
A a B jsou pro investora stejné dobra, ikdyZz maji rizné ocekdvané vynos-
nosti a rizika. Portfolio B mé vySsi riziko nez portfolio A a mélo by byt
pro investora méné vyhodné. To vsak neplati, protoze toto riziko kompen-
zuje zisk z vyS8i oCekavané vynosnosti portfolia B vzhledem k portfoliu A. In-
vestorovu preferenci lze vyjadrit pomoci ,,utility function u(rp,op)*. Funkce
prifadi dvojici vynos - riziko danou preferenci investora

(opsTp) = u(op, 1p). (1.6)

Indifrenéni k¥ivky jsou potom hladiny této funkce. Dalsi vlastnosti je, Ze in-
vestor bude chtit vice portfolio, které lezi na kiivce, jez je umisténa vyse nez
ostatni indiferen¢ni k¥ivky. Tvar kfivek zéavisi na investorové postoji k da-
nému riziku [5, str. 18].

1.2.1 Mnozina piipustnych a efektivnich portfolii
Mnotzina efektivnich portfolii u rizikovych aktiv

Mnozinu v8ech moznych portfolii, ktera lze vytvorit z danych aktiv zménou
jejich procentuélniho zastoupeni, nazyvame mnoZinou pripustngch Tesent,
zkracené pripustnou mnozinou.



Pro mnozinu efektivnich portfolii, ktera slouzi investorovi k vybéru efektiv-
niho portfolia z mnoZiny pripustnych portfolii, musi platit nasledujici pred-
poklady [5, str. 27]:

(i) ,,Portfolia nabizeji mazimdlni ocekdvanou vgnosnost pii riznijch drov-
nich rizika.*

(i) ,,Portfolia nabizeji minimdlni riziko pFi riznijch ocekdvanych drovnich
vynosnosti portfolia.*

Znamend to, ze investor chce maximalizovat primérny vynos z portfolia,
tato vlastnost se nazyva nenasycenost. Pokud by mélo vice portfolii stejny
vynos, investor si vybere to s mensim rizikem zmény vynosu, neboli investor
je k riziku averzni.

Y 3
Ip ,
Efektivni
mnoZina c
‘d MnoZina
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Obrazek 1.2: Efektivni a pfipustnd mnozina rizikovych aktiv

Aplikace téchto podminek je vidét na Obrazku 1.2, kdy efektivni mnozina
obsahuje portfolia B a C'. Ozna¢me B portfolio, které vznikne tak, Ze se mini-
malizuje riziko s maximélnim vynosem a ozna¢me C portfolio, které maxima-
lizuje vynos pii minimalnim riziku. MnoZzina efektivnich portfolii je popséna
kfivkou mezi body B a C'. Portfolio A je neefektivni, protoZe pii nizsi vy-
nosnosti je jeho riziko vyssi nez u portfolia B [1, str. 47].

Tvorba optimalniho portfolia je popséna v kapitole 2.3.

MnoZzina efektivnich portfolii u bezrizikovych aktiv

Riziko zmény vynosu bezrizikového aktiva je nulové, ocekdvany vynos 7y € R,
ktery je pfedem dan, je roven napf. vynosu statnich dluhopisi, pokladnic-
nich poukéazek nebo terminovanych vklada. V nasi dalsf praci bude ry brano
jako kladné.



Kazdé portfolio z efektivni mnoZiny obsahuje nejvyse jedno bezrizikové ak-
tivum, protoze bezrizikové aktivum s nejvyssim vynosem dominuje vSechna
ostatni. PTi zafazeni aktiva do portfolia dojde ke zméné efektivni mnoziny.

1‘p A ,
Efektivni c
mnoiina
_#Mnoiina
Y piipustnych
portfolii
) -
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>
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Obrazek 1.3: Efektivn{ a pfipustnd mnozina s bezrizkovym aktivem

Na Obrazku 1.3 je vidét, jak se zménila efektivni mnozina, ktera je v tomto
pripadé tvofena polopfimkou danou bodem R a portfoliem T a kiivkou
obsahujici portfolia T a C. Tecny bod T se nazyva tangencidlni portfo-
lvo, protoze smérnice piimky je rovna tangenté thlu, kterou svird piimka
s osou oy |1, str. 32].

1.3 Model ocenovani kapitalovych aktiv CAPM

Model CAPM (Capital Asset Pricing Model) je specidlnim piipadem portfo-
lia, ktery obsahuje nejen rizikova aktiva, ale i bezrizikové aktivum (bezrizi-
kova piijéka, nakup statniho dluhopisu, atd.). Jedna se tedy o tlohu nalezeni
mnoziny efektivnich portfolii, kdy portfolio je sloZeno z vySe zminénych aktiv.
Model pouziva opét statistické charakteristiky a navazuje na Markowitziv
model.

Predpoklady CAPM jsou takové, Ze vSichni investofi jsou rizikové averzni,
maji stejné obdobi na sestaveni portfolia, stejnou bezrizikovou sazbu, vSechna
aktiva jsou nekonec¢né délitelna a vesSkeré informace jsou pro vSechny inves-
tory stejné dostupné.

Model CAPM je rovnovaznym model. Jestlize v8ichni investofi budou inves-
tovat do portfolia T' a jeho kombinaci s bezrizikovym aktivem, musi na trhu
existovat rovnovaha. To znamené, Ze portfolio T' obsahuje nenulovy podil
vSech rizikovych aktiv na daném trhu. Vysledné portfolio T' se nazyva trzni
portfolio a je tvoreno investicemi do vSech aktiv v takovém poméru, kde mira
investovand do jednotlivého aktiva odpovida jeho relativni trzni hodnoté.
Hlavnim pfedpokladem umoziujicim stanoveni trzniho portfolia je, Ze vsichni
investofi jsou si rovni v tom smyslu, Ze maji stejna ocekévani o budoucnosti,
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predpokladaji tedy stejnou hodnotu parametri o; a 7;. Pro hledani tohoto
portfolia se vyuziva konstrukce polopiimky CML [5, str. 58|.

1.3.1 Polopiimka Capital Market Line CML

Model CAPM lze odvodit pomoci polopfimky CML, ktera znézornuje rov-
novéhu mezi ocekdvanou vynosnosti a smérodatnou odchylkou efektivnich
portfolii za predpokladu zavedeni bezrizikového aktiva s vynosnosti r¢ a ri-
zikovosti oy = 0. Pii tvorbé efektivni mnoziny, ktera je tvorena polopiimkou
vychéazeji z bodu R = [0,7f] a prochézejici bodem M = [0, 70], se sna-
Zime maximalizovat velikost tangenty thlu, ktery svira polopiimka s osou o,
(viz Obrazek 1.4). Tangencidlni portfolio M bude za predpokladi uvedenych
v kapitole 1.3 odpovidat trznimu portfoliu T. Polopfimka musi obsahovat
alespon jeden bod z mnoziny piipustnych portfolii. Jestlize je ,sell short®
zakazan, pak misto polopfimky CML ziskame tsecku spojujici body R a M.

Polopiimka CML ma tvar

rp =1+ wap, op >0, (1.7)
oM
kde
rf ... ocekdvany vynos bezrizikového aktiva,
ry ... oGekdvany vynos trzniho portfolia,
o ... riziko zmény vynosu trzniho portfolia [5, str. 58].

A
p
CML
I -
M Mnozina
efektivnich
portfolii - -
R
»
Ot g,

Obrazek 1.4: Capital Marktet Line
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Kapitola 2

Zakladni pojmy matematické
optimalizace

2.1 Existence a jednoznac¢nost feSeni pro obecnou
alohu

Stejné jako v |3, str. 24] bude zapsana zakladni minimaliza¢ni tloha ve tvaru
min{f(x)| x € V}, (2.1)

kde funkce f : R"™ — R se nazyva tucelovd funkce a mnozina V. C R" se
nazyva mmnozina pripustngch tesend.

Definice 1. [3, str. 24] Necht f je realna funkce definovana na mnoziné
V C R". Bod Xt € V se nazyva bodem globdlniho minima, resp. ostrého
globdlniho minima funkce f na mnoziné V, jestlize pro kazdé x € V' \ {xop }
plati

f(xopt) < f(X)7 resp. f(xopt) < f(X)

Definice 2. [3, str. 26] Necht f je realna funkce definovana na mnoziné
V C R"™. Bod xopt € V' se nazyva bodem lokdlniho minima téelové funkce f
na mnoziné V, jestlize existuje okoli U(Xop) bodu Xqp takové, ze plati

f(Xopt) < f(x), pro viechna x €V NU(Xopt).
Maximaliza¢ni tlohu [3, str. 24] budeme zapisovat ve tvaru
max{f(x)| x € V}, (2.2)

kde funkce f : R"™ — R a mnozina V C R" jsou dany.
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Definice 3. [3, str. 24] Necht f je realna funkce definovana na mnoziné
V C R". Bod x4yt € V se nazyva bodem globdlniho mazima, resp. ostrého
globdlniho mazima funkce f na mnoziné V', jestlize pro kazdé x € V' \ {xop }
plati

f(xopt) > f(x), T1esp.  f(Xopt) > f(x).

Definice 4. [3, str. 26] Necht f je realna funkce definovana na mnoziné
V C R". Bod xp; € V se nazyva bodem lokdlniho mazima tcelové funkce f
na mnoziné V', jestlize existuje okoli U (xop) bodu X, takové, ze plati

f(Xopt) > f(x), pro viechna x &V NU(Xopt)-

Nésledujici véta obsahuje postacujici podminky pro existenci globélniho mi-
nima a maxima na kompaktni mnoziné.

Véta 1 (Weierstrassova véta [3, str. 42]). Necht funkce f : R" — R je spojita
na neprazdné a kompaktni (tj. uzaviené a ohrani¢ené) mnoziné piipustnych
feseni V' C R". Potom f nabyva na V svého globalniho minima a maxima.

Jestlize mnozina pfipustnych feseni neni omezena, potom lze pouzit nasle-
dujici disledek Véty 1:

Vé&ta 2. Necht funkce f : R” — R je spojita na mnoziné piipustnych Feseni
V C R", ktera je neprazdna a uzaviend, a plati

lim f(x) =400 (koersivita). (2.3)

||| =00
Potom f nabyva na V' svého globalniho minima.

Véta 3. [3, Véta 5.4.1.] Je-li funkce f spojitd a konvexni na nepréazdné,
kompaktn{ a konvexni mnoziné V', potom plati

(i) kazdé lokalni minimum funkce f na mnoziné V' je globalnim minimem
fnaV,

(ii) je-li funkce f ostfe konvexni, potom existuje nejvyse jeden bod minima.

2.2 Kvadratickid optimalizace

Definice 5 (Uloha kvadratické optimalizace [2, str. 152]). Necht jsou dany
matice A € RP*" a G € R"™*", symetrickd matice S € R™" a vektory
b € RP, h € R™ ac € R". Ulohou kvadratické optimalizace rozumime tlohu
najit vektor x,,; € R" takovy, Ze

fXopt) = min{f(x)| x € V}, (2.4)

1
Jx)=5x"Sx+c’x a Vi={x€R'|Ax=b a Gxxzh} (25)
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Funkce v (2.5) je kvadratickd a mnoZina pfipustnych feseni je urcena linear-
nimi podminkami (viz Obréazek 2.1). Pfipustna mnozina V' je mnohostén, hla-
diny ucelové funkce, které je konvexni kvadratické, jsou znézornény jako pre-
rusované kiivky a bod x,,; je bodem optima.

‘—vf{xopt)

X ope

Obrazek 2.1: Geometrické zobrazeni kvadratické optimalizace

Abychom mohli formulovat nutné podminky ve tvaru, ktery bude popsan
ve VE&t€ 4, musime zavést podminku regularity, ktera 1ika, Zze gradienty ak-
tivnich vazeb musi byt linearné nezavislé |3, str. 124]. V piipadé ulohy obsa-
hujici pouze rovnostni vazby staci predpokladat, ze matice A méa hodnost p.
V tloze, kde jsou pouze nerovnostni vazby, musi byt linedrné nezavislé gra-
dienty aktivnich vazeb, neboli musi byt linearné nezavislé odpovidajici fadky
matice G.

Definice 6. [3, str. 105]| Pro dané i € {1,...,m} a prvky {g:1, gi2, --., gin } ma-
tice G € R™*" z (2.5) fikame, Ze i-t4 nerovnostni vazba je aktivni v bodé x,
jestlize

911 + gioT2 + ... + GinTn = h;. (2.6)

Pro nutné a postacujici podminky existence minima kvadratické funkce z De-
finice 5 musime sestrojit Lagrangeovu funkci ve tvaru

L(x,u,v) = %XTSX +cf'x +uT(Ax — b) = vI(Gx — h), (2.7)

kde x € R", vektory u € RP a v € R™ jsou vektory Lagrangeovych multipli-
katort piislusejici odpovidajicim omezujicim podminkam [4, Definice 17].

Véta 4 (Karushovy-Kuhnovy-Tuckerovy podminky [3, str. 123 - 124]). Pred-
pokladejme, Ze vektor X, € R" spliwuje (2.4), a také podminku regularity.
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Potom existuji vektory Lagrangeovych multiplikitort u € RP a v € R™
takové, ze plati nasledujici podminky

(;ixﬁ(xopt, u,v) = SXept + €+ ATu-GTv =0, (2.8)
0

a—uﬁ(xopt, u,v) = AXqt —b =0, (2.9)

%.C(Xopt, u,v) = Gxo —h > 0, (2.10)

v (Gxopr —h) =0, (2.11)

v > 0. (2.12)

Podminky (2.8) - (2.10) jsou podminky stacionarnosti Lagrangeovy funkce,
specialné vztahy (2.9) - (2.10) vyjadiuji podminky pfipustnosti, dale pod-
minka (2.11) je podminka komplementarity a (2.12) je podminkou nezapor-
nosti.

V pripadé portfolia, kde mame podminku nezapornosti ve tvaru x > 0,
pro matici G € R"™*™ a vektor h € R™ plati, ze m = n. Matice G € R™*" je
jednotkova a vektor h € R" je nulovy. Tvar K - K - T podminek je nasledujici

0

8—X£(xopt, u,Vv) = Sxgp +C+ ATu—-v=o0, (2.13)
;uﬁ(xopt, u,v) = Ax,r —b =0, (2.14)
0
a—vﬁ(xopt, u,v) = Xopt i 0, (215)
V%ot = 0, (2.16)
v = 0. (2.17)

Véta 5. [3, str. 154] Jestlize matice S € R™*"

(1) je pozivné semidefinitni, potom K - K - T podminky jsou i podminkami
postacujicimi, neboli jestlize x,,r € R™ spliwje (2.8) - (2.12), potom Fesi
tlohu minimalizace (2.4),

(ii) je pozitivn€ definitni, potom ucelova funkce z tlohy (2.4) je ostie kon-
vexni a bod minima je nejvySe jeden.

Priklad 2. |3, Priklad 4.4.6] Nasim tkolem je minimalizovat funkci

2 2 2
f(@1, 22, x3) = 21 + 23 + 23
s témito omezujicimi podminkami
—2x1 + 9 — x3 > —H,

T + T + 3 = 3.
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Lagrangeovu funkci sestavime ve tvaru

£($1,$2,$3,u1,l}1) = ($% +:c% +$§) + u1($1 + 22 + 23 — 3)

+ ’U1(—21’1 + 9 — T3+ 5).
Nutné podminky (2.8) maji tvar

2x1 +uy — 2v1 =0,
2x9 +uy +v1 =0,
2x3+uy — v, =0,

dale pak podminka komplementarity a nezapornosti (2.11) - (2.12) je ve tvaru

’1)1(—2%'1 + o —x3 + 5) =0,
U1 Z 0.

Z podminky z1 +x2+x3 = 3 vyjadiime x1, tedy 1 = 3 —x2 —x3 a dosadime
do prvni nutné podminky.

Nutné podminky jsou potom néasledujici

6 — 229 — 223 + up — 2v1 = 0,
229 +u1 +v1 =0,
2x3 +uy +v; = 0.

Ze treti rovnice vyjadiime vy ve tvaru v; = —2x3 —u; a dosadime to do zby-
vajicich rovnic

6 — 229 + 223 4+ 3u; =0,
2.7}2 — 2.2173 =0.

7 druhé rovnice plyne, Ze o9 = x3, a tedy z prvni rovnice plyne u; = —2.
Nutné podminky se diky ziskanym feSenim zjednodusi do tvaru

2.%1 - 2U1 = 2,
2x0 +v1 = 2,

21’2 — V1 = 2.
Dopoctenim této soustavy ziskdme v1 =0 a x1 = x9 = x3 = 1.

Matice S je pozitivné definitni, protoze je ve tvaru 2I. Vyplyvéa z toho, Ze bod
X = (1 1 I)T je jedinym bodem minima.
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Jestlize neuvazujeme podminku regularity, mizeme psat Lagrangeovu funkci
ve tvaru [3, str. 123]:

1
L(x,up,u,v) = uo(ixTSx +cf'x) +ul(Ax —b) —vI(Gx — h), (2.18)

kdex e R", up > 0,uec R’ av e R™.

Véta 6. [3, str. 123 - 124] Predpokladejme, Ze vektor x,,; € R" splhuje
(2.4). Potom existuje ¢islo ug > 0 a vektory Lagrangeovych multiplikatori
u € RP, v € R™ (ne vSechny nulové) takové, Ze plati nasledujici podminky

0
8—£(xopt, up, U, V) = ugSXept + uoC + ATu-GTv =0, (2.19)
X
0
8—£(Xopt, up, U, V) = AXppr —b =0, (2.20)
u
0
—L(Xopt, ug, u, V) = GXppr —h = 0, (2.21)
v
vl (Gxppr —h) =0, (2.22)
v = 0. (2.23)
Lagrangeova funkce z Prikladu 2 je potom
L(w1, 72,73, u0,u1,v1) = up(z] + 23 +x3) +ur (w1 + z2 + 23 — 3)

+ 1)1(—2:6'1 + Ty — 3+ 5).
Sestavime nutné podminky

2ugxy + up — 2v1 =0,
2ugxo + up +v1 =0,

2upxs +up —v; =0,
dale pak podminku komplementarity a nezapornosti

v1(—2x1 + 29 — 23+ 5) =0,
v1 > 0.

1
Dopoctenim feseni zjistime, Ze kdyz polozime ug = —, potom bude platit

uy = —1,v1 =0 a x; =9 = x3 = 1. Jestlize zvolime uy = 0, potom u; =0
a vy =0.
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2.3 Pareto optimalizace

O Pareto optimalizaci hovorime, jestlize mame zadano vice kritérii, coz zna-
mend alespon dvé ucelové funkce (napt. v naSem piipadé f; a f2) a chceme
tyto funkce optimalizovat souc¢asné. Nen{ vétsinou mozné najit vSechna feSeni
tlohy, hleda se pouze konecna aproximace mnoziny feSeni.

Definice 7. |2, str. 182] M&jme funkce fi, fo : R — R a pfipustnou mnozinu
V C R"™. Vektor X4 € R" je Pareto optimdlni pro fi a f; na mnoziné V/
jestlize

(1) Xpar €V,

(ii) jestlize x € V a fi(x) < fi(Xpar) pro i = 1,2, potom f;(Xpar) = fi(x)
pro:=1,2.

Vektor Xp,- € R" je Pareto optimalni pravé tehdy, kdyz nelze najit jiny vek-
tor, ktery by zlepsil obé kritéria soucasné. Geometricky vyznam je ilustrovan
na Obréazku 2.2, kde plati nasledujici:

((fl(xpaT)a f2(XpaT>) - Ri) nP= {(fl(xpar)7f2(xpar))}7 kde
P ={(fi(x), f2(x))| x € V'}.

Falx) A

P

(F (% pard: 2 (% card)

T
- s

S~

Fi(x)

Obrazek 2.2: Geometrické zobrazeni Pareto optimalizace

Prikladem mnoziny V' je mnozina dana linearnimi rovnostmi a nerovnostmi
z(25)vetvaruV = {x € R"| Ax=b a Gx > h}, kde matice A € RP*",
G € R"™ " a vektory b € R, h € R™ jsou dany.

Pareto optimalni vektory lze najit feSenim minimaliza¢ni dlohy ve tvaru
min{z; f1(x) + 22 fo(x)| x € V'}, (2.24)

kde z > 0 je pevné zvoleny vektor |2, str. 178 - 179]. Tomuto postupu fikame
skalarizace.
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Jestlize f1 a fo jsou konvexni, potom funkce

f:(x) = 21f1(%) + 22f2(x), x€R", (2.25)

je konvexni. Pro rtizné volby vektoru z > 0 dostaneme obvykle jiny Pareto
optimalni vektor x,q;.

2.4 Aplikace v teorii portfolia

ResSeni optimaliza¢ni tlohy v Markowitzové smyslu

Model 1. Stejné jako v [2, str. 155] je tloha definovana tak, Ze pfi znamé
kovarian¢ni matici C € R™ ", vektoru ocekdvanych vynosnosti T € R"
a rmin € R hledame vektor x,,; € R" takovy, ze funkce

n

n
op(x) = Z Z 2;Cijz; =x' Cx, x€R", (2.26)
i=1 j=1

nabyvéa svého minima v bodé x,,; za podminek
rp(x) = FI'x > rmin, 17x=1 a x> 0. (2.27)

V ucelové funkci je symetrickd matice S z Definice 5 nahrazena kovarian¢ni
matici 2C, vektor ¢ je zde nulovy. P#i tvorbé matic A a G a odpovida-
jicich pravych stran b a h zélezi na tom, jestli podminky z (2.27) jsou
rovnostniho nebo nerovnostniho tvaru. Jestlize jsou podminky rovnostniho
tvaru, potom spadaji do prvniho vztahu v definici mnoziny V' ve (2.5). Na-
opak, jestlize jsou nerovnostniho tvaru, spadaji do druhého vztahu. Matice
A € RY™ je tvofena Fadkem samych jednicek a vektor b € R je tvoFen jed-
nickou. Matice G € R™D*™ je jednotkové matice az do radku n, fadek n+1
je tvofen oekavanymi vynosy. Vektor h € R™™ je nulovy az do fadku n,
posledni fadek je tvofen miniméalnim océekdvanym vynosem.

V tomto modelu dochézi k minimalizovani rizika portfolia o, a zaroven
je pritom kladen pozadavek na ur¢itou minimalni vysi ocekdvaného vynosu
portfolia 7, neboli volba portfolia x,,; zahrnuje kompromis mezi oc¢ekévanym
vynosem a rizikem. Pfedpokladem je, Ze se bude investovat do rizikovych ak-
tiv [2, str. 155].

Ucelova funkce (2.26) vyjadiuje minimalizaci rizika zmény vynosu za uréci-
tou dobu. Prvni vztah v omezujici podmince (2.27) zaruc¢uje dosazeni alespoii
minimalni prijatelné vynosnosti portfolia r,,:,, kterd je stanovena predem.
Druhy vztah v (2.27) zajistuje, aby soucet relativnich podila jednotlivych
aktiv v portfoliu se rovnal jedné, neboli zajisténi toho, Ze investor vyuzije
prave tu ¢astku, ktera je pro tento ucel stanovena. Posledni nerovnost v (2.27)
znamend, Ze neni povolen prodej nakratko tzv. ,sell short |2, str. 155].
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MnozZina efektivnich portfolii v Markowitzové smyslu

V této tloze dochézi soucasné k maximalizovani funkce ocekavané vynos-
nosti r, a zaroveir k minimalizovani funkce rizika zmény vynosnosti o, ne-
boli hledame Pareto optimdlni portfolio. S touto tlohou koresponduje mno-
Zina piipustnych a efektivnich portfolii z kapitoly 1.2.1.

Model 2. Stejné jako v [2, str. 186| je uloha definovana tak, Ze pfi znamé
kovarian¢éni matici C € R™*" a vynosnosti T € R" hleddme Pareto optimalni
vektor Xp,qr € R? ve smyslu Definice 7, kde

1
fi(x) =op(x) = §XTCX, fo(x) = —rp(x) = —fTX, (2.28)
a mnozina
Vi={xcR"1Tx=1 a x>0} (2.29)

Vektor xpq, 1ze sestrojit pouzitim skalarizace ve tvaru
21xT Cx — 2Tl x, (2.30)
za podminek
1"x=1 a x>0 (2.31)

Volba multiplikatori z; > 0 a zo > 0 zavisi na tom, jak moc investor preferuje
vynos nad rizikem nebo naopak, jak moc chce mit investici bezpe¢nou. Cim
VEtSi je z1, tim méa kvadraticka ¢ast funkce (2.30) vétsi vliv, neboli kdyz hle-
ddme minimum, hledame portfolio s nizs§im rizikem. Kdyz se naopak zvét-
Suje z3, dochézi k maximalizovani vynosnosti.

Pomoci skalarizace a zvolenim konkrétnich multiplikdtord z > 0 pfeve-
deme tlohu (2.28) - (2.29) na ulohu kvadratické optimalizace (2.4) - (2.5),
kde S =221C a c = —z9T.

Jestlize zvolime zp = 1, potom v uloze (2.30) - (2.31) dostaneme vSechny
Pareto optimalni portfolia s vyjimkou dvou piipadi z; — 0" a 21 — 400,
kde v prvnim piipadé dostaneme maximéalni o¢ekdvanou vynosnost bez ohledu
na riziko a v druhém pripadé dostaneme minimalni riziko bez ohledu na oce-
kéavany vynos (viz portfolia B a C' z Obrazku 1.2) [2, str. 186].

Tyto varianty muzeme nadefinovat nasledujicim zptsobem:

Mnozina piipustnych portfolii P ma tvar

P={(op,rp) |0p=x"Cx, r,=7'x, 1Tx=1, 0=x}. (2.32)
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7 (2.31) vyplyva, ze 0 = x < 1. Tuto podminku miZeme nahradit obecnou
podminkou d < x < h, kde vektory d,h € R" budou pfedem zadané.

Jestlize hledame extrémni hodnoty efektivnich portfolii, tak nejdiive nadefi-
nujeme mnozinu FE, portfolii maximalizujicich o¢ekédvany vynos ve tvaru:

E, ={(op,7) €P|r,= max r,} (2.33)
(or,rp)EP

a potom mnoZinu Ej, ktera obsahuje portfolia s minimalnim rizikem (mno-
Zina efektivnich portfolii v Sharpeho smyslu) ve tvaru:

E;=A{(os,75) € P|os= min o,}. 2.34
(Gur) €P o= min o) (2.31)

Prinikem téchto mnoZin F, a Fy ziskdme mnoZinu efektivnich portfolii Ej;,
neboli mnozinu Pareto optiméalnich vektora pro ulohu (2.28) - (2.29), coz je
ilustrovano na Obrazku 2.3 [6, str. 45].

VITIOS

I '_:_,'t:

riziko

Obrazek 2.3: Markowitzova mnozina efektivnich portfolii [6, str. 45|
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Kapitola 3

Aplikace na cenné papiry v CR

3.1 Vybér cennych papira

Pro ilustrovani vySe zminénych tloh jsem si vybrala 5 aktiv obchodovanych
na Burze cennych papiri Praha, kde se zpravidla obchoduji nejlikvidnéjsi
emise cennych papiri. Do portfolia jsou zafazena tato aktiva: CEZ, a.s.,
KOMERCNI BANKA, a.s., ERSTE GROUP BANK, UNIPETROL, a.s.
a CETV CME. Vybér aktiv byl ovlivnén délkou historie dostupnych kurz,
protoze portfolio je brano na 5 let.

Data byla stazena ze zdroje [10], kde je mozné dohledat uzaviraci ceny,
ale i dalsi potfebné informace. U dat byla nésledné prekontrolovana jejich
uplnost a byly upraveny piipadné nedostatky (vymazani datum, u kterych
chybéla informace o cené). Akcie byly dale prevedeny na bezdividendové po-
moci vzorce (1.2), vySe dividend a dny ex-date BCPP jsou brany ze zdroje [9].
Vsechny ceny danych aktiv a dalsi vysledky, které budou v praci uvedeny
jsou k nalezeni v excelovském souboru bakalarskapracekopova.

Nazev cenného papiru ISIN Kurz [KE] | Objem obchodu [KE]
CEZ, a.s. CZ0005112300 | 429,5 210 675 835
ERSTE GROUP BANK, a.s.| ATOD00652011 | 867,6 152 190 894
KOMERCNI BANKA, a.s. | CZ0008019106 | 949,7 39 759 904
UNIPETROL, a.s. CZ0009091500 | 285,9 16 955 712
CETV CME BMG200452024| 101,1 6616 879

Tabulka 3.1: Prehled aktiv a odpovidajicich dat k 5. 5. 2017
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3.2 Popis jednotlivych cennych papiri

CEZ, a.s.

CEZ, as. je Ceska spolecnost zabyvajici se produkci a prodejem elekttiny.
Dalsim predmétem podnikani je také produkce, distribuce a prodej tepla.
Spolecnost provozuje rizné typy elektraren a poskytuje i zafizeni generujici
elektfinu nebo telekomunika¢ni sluzby. Skupina CEZ mé aktivng fungujici
spolecnosti napt. v Polsku, Bulharsku, Némecku a na Slovensku [11]. Po-
drobné informace k nalezeni v excelovském souboru na listu CEZ.
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Obrazek 3.1: Graf vyvoje kurzu akcii spolecnosti CEZ, a.s.

ERSTE GROUP BANK

ERSTE GROUP BANK je rakouska spole¢nost, ktera nabizi celou fadu ban-
kovnich a finan¢nich dluzeb, nap¥. spofeni, investi¢ni fondy, spotiebitelské
a hypotecni uveéry, atd.. Spole¢nost ptisobi v Rakousku, Ceské republice, Slo-
vensku a Chorvatsku prostfednictvim svych dcefinnych spole¢nosti [11]. Po-
drobné informace k nalezeni v excelovském souboru na listu ERSTE GROUP
BANK.
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Obrazek 3.2: Graf vyvoje kurzu akcii spole¢nosti ERSTE GROUP BANK
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KOMERCNI BANKA, a.s.

KOMERCNI BANKA, a.s. je banka se sidlem v Ceské republice nabize-
jici finan¢ni sluzby a produkty pro jednotlivce, podnikatele a malé podniky.
Hlavni ¢innosti je poskytovani avérd, zaruk a bankovnich sluzeb prostied-
nictvim pobockovych siti po celé CR, ale také poskytuje zahrani¢ni operace
a investini bankovnictvi. Banka vlastni nékolik dcefinnych spolecnosti [11].
V roce 2016 (konkrétné 12. 5.) probéhlo Stépeni cen akcii (split) v poméru
1:5, pro porovnéni z predchozimi roky je nutné vSechny kurzy pied timto da-
tem vydélit 5. Podrobné informace k nalezeni v excelovském souboru na listu

KOMERCNI BANKA.
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Obrazek 3.3: Graf vyvoje kurzu akeif spolenosti KOMERCNI BANKA, a.s.

UNIPETROL, a.s.

UNIPETROL, a.s. je holdingové spole¢nost se sidlem v Ceské republice. Pu-
sobi v sektoru rafinérii, a to v téchto oblastech: zpracovani ropy a velko-
obchod ropy, petrochemicka vyroba a jeji prodej, maloobchodni prodej mo-
torovych paliv. Podili se také na distribuci pohonnych hmot a provozovani
Cerpacich stanic [11]. Podrobné informace k nalezeni v excelovském souboru
na listu UNIPETROL.
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Obrazek 3.4: Graf vyvoje kurzu akcif spole¢nosti UNIPETROL, a.s.
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CETV CME

CETV CME je medialni skupina, kterd provozuje televizni vysilani a pod-
nikd v oblasti internetu a televize v 7 zemich stfedni a vychodni Evropy.
Televizni kanaly spolecnosti jsou napi. v Ceské republice (TV NOVA), Slo-
vensku (TV Markiza) a Chorvatsku (NOVA TV) [11]|. Podrobné informace
k nalezeni v excelovském souboru na listu CETV CME.
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Obrazek 3.5: Graf vyvoje kurzu akcii spole¢nosti CETV CME

3.3 Odhadnuti potirebnych charakteristik

Zakladem pro optimalizacéni tdlohy je odhadnuti ocekdvané vynosnosti 7;,
rizika zmény vynosu o; v portfoliu, a také urceni kovarian¢ni matice C. Od-
hady provedeme z historickych dat od dubna roku 2012 az do bfezna roku
2017, doba trvani portfolia je T' = 1252 dni. V8echny odhady byly provedeny
ke dni 31. 3. 2017. Abychom mohli tyto charakteristiky odhadnout, musime
nejdiive ze vzorce (1.1) vypocitat relativni pfirtstky trznich cen pro hodnoty
k=21 (1 mésic) a k = 63 (3 mésice), protoze piedpokladame, Ze mésic ma
v priuméru 21 obchodnich dni. Oc¢ekavanou mési¢ni (resp. tFimésiéni) vynos-
nost 7; odhadneme pomoci vzorce (1.3) a ze vzorce (1.4) odhadneme riziko
zmény mésiéniho (resp. tfimési¢niho) vynosu o;. Jednotlivé vypoéty a od-
hady jsou na listu Uprava dat 1 mésic, resp. Uprava dat 3 mésice.

Otekdvany vynos Riziko zmény vynosu
Aktiva | Casova fada 1 mésic| Casova fada 3 mésice | Casovd fada 1 mésic | Casova fada 3 mésice
CEZ -0,70% -1,94% 6,38% 12,40%
KB 1,04% 3,06% 5,59% 7,84%
EGB 1,67% 5,06% 9,01% 14,11%
UNIPETROL 0,64% 1,44% 5,51% 8,76%
CETV CME 0,31% -0,47% 15,17% 22,65%

Tabulka 3.2: Tabulka odhanutych charakteristik pro jeden (resp. tfi) mésice
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Z Tabulky 3.2 je vidét, Ze nejvySsi mésicni (resp. t¥imésicni) vynos plyne
z akciif ERSTE GROUP BANK] zaroven se v3ak jedné i o jedno z nejriziko-
véjsich aktiv. Nejvétsi riziko plyne z cennych papiri CETV CME.
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> [ ]
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o

S _050%

-1,00%
0,00% 2,00% 400% 600% BO0D% 10,00% 12,00% 14,00% 16,00%

Riziko zmé&ny vynosu
Obréazek 3.6: Prostor Riziko - Vynos, ¢asova fada 1 mésic

Pro vytvoreni mnoziny efektivnich portfolii a dalsich potfebnych vypocéta
budou déle brany pouze historické jednomési¢ni vynosnosti.

K tomu abychom zjistili vztahy mezi jednotlivymi aktivy ndm poslouzi kova-
rian¢ni matice C, kde jednotlivé prvky matice byly vypocteny podle vzorce
(1.5). Kovarian¢ni matice je symetrickd a na hlavni diagonéle jsou rozptyly
danych aktiv.

CEZ KB EGB UNIPETROL| CETV CME
CEZ 0,00473 0,00157 0,00137 0,00025 -0,00089
KB 0,00157 0,00313 0,00204 0,00019 0,00035
EGB 0,00137 0,00204 0,00812 0,00107 0,00087
UNIPETROL 0,00025 0,00019 0,00107 0,00304 0,00123
CETV CME -0,00089 0,00035 0,00087 0,00123 0,02302

Tabulka 3.3: Kovarianéni matice C

3.4 ResSeni optimalizac¢nich tloh

Jestlize mame urcené potiebné charakterisitky, muzeme zacit resit optima-
liza¢ni tlohy, kde bude za kol zjistit procentuélni podil jednotlivych aktiv,
a také vytvoreni efektivnich mnozin portfolia.

3.4.1 Hledani podila akcii v portfoliu v Markowitzové smyslu

Pro zjisténi procentualniho podilu jednotlivych aktiv v portfoliu uvazujeme
tlohu z Modelu 1, kde je tedy zakazéan ,,sell short“ a podminka, Ze se investuje
v8e. Musime znat kovariancéni matici C, a také si musime zvolit minimalni
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oc¢ekévany vynos r,;,. Pro odhad bylo zjisténo, Ze kovarian¢ni matice je po-
zitivné definitni (vSechna vlastni ¢isla matice C jsou kladna), bod minima
je tedy nejvyse jeden.

Odhad byl proveden v softwaru Excel pomoci dopliku Resitel dat na listu
Podily jednotlivijch aktiv a pro porovnani bylo zvoleno nékolik moznosti s riz-
nym minimalnim oéekdvanym vynosem 7;,y,.

Minimalni ocekdvany vynos r,,;, je nulovy

Minimalni ocekédvany vynos je nulovy, neboli nastava situace, kdy investor
neprodéla. Pii tomto vynosu ma nejvétsi procentuélni podil v portfoliu spo-
le¢nost UNIPETROL, a.s., naopak nejmensi podil pfipada spole¢nosti ER-
STE GROUP BANK.

Minimalni oéekavany vynos i, je zvySen na 1 %

Pti tomto vynosu se procentuélni podil jednotlivych aktiv zméni a nejvétsi
podil bude mit KOMERCNI BANKA, a.s.. Naopak spole¢nost CEZ, a.s.
nebude mit podil zadny.

Minimalni o¢ekdvany vynos r,,;, je zvolen na 1,67 %

Minimalni vynos byl zvolen nejvétsi mozny, kdy jesté ma optimaliza¢ni iloha
feseni. V tomto piipadé nejvétsi (skoro 100 %) podil pripadé spolecnosti ER~
STE GROUP BANK. Ostatni spole¢nosti maji podil nulovy nebo minimalni.

Optimalni portfolio neexistuje, jestlize minimalni o¢ekédvany vynos presdhne
hodnotu 1,67 %.

Frmin 0 Frmin 0,005 Frmin 0,01 Frmin 0,015 Frmin 0,017
' 0,005274 ' 0,005270 ' 0,010000 ' 0,015000 ' 0,016660
oy 0,001466 o, | 0,001466 o’ | 0,001823 oy 0,005359 o, |0,008064
O 0,038294 O 0,038294 O 0,042701 O 0,073203 O 0,089802]
Aktiva Vihy Aktiva Vihy Aktiva Vihy Aktiva Vihy Aktiva Vihy
Xier 18,02% Hier 18,03% Xier 0,00% Xier 0,00% Xier 0,00%
Xia 34,63% Xia 34,63% Xea | 47,02% Xia 26,99% Xia 0,44%
Xecs 0,24% Xecs 0,23% Xess | 16,68% Xecs 73,01% Xes | 99,56%
XunipETROL 42,87% Kumperro | 42,86% Xumiperror| 35,55% XuniPETROL 0,00% Xumieerror | 0,00%
XeeTv CME 4,24% Keerveme | 425% Koerweme | 0,75% XeeTv cME 0,00% Keerveme | 0,00%
Suma x; 100,00% Suma x; | 100,00% Suma x; | 100,00% Sumax; | 100,00% Suma %; | 100,00%

Tabulka 3.4: Zvolené varianty minimalni o¢ekdvané vynosnosti 7, a k nim
odhadnuté procentudlni podily
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3.4.2 Vykresleni mnozin efektivnich portfolii

Vykresleni mnozZiny efektivnich portfolii bez zavedeného bezriziko-
vého aktiva za podminky 0,05 <x <1

Pro aproximaci mnoziny efektivnich portfolii uvazujeme tlohu z Modelu 2,
kde je zakdzan ,sell short*. Byla zavedena podminka x = 0,05, aby bylo
investovano do vSech aktiv v portfoliu, protoZe pfi aproximaci polopfimky
CML a tvoreni optimalniho (trzniho) portfolia, musi mit kazdy cenny papir
nenulovy podil. Nejprve byly pomoci doplitku Resitel dat v softwaru Excel
nalezeny vahy jednotlivych krajnich portfolii A a B, kdy u portfolia A bylo
minimalizovano riziko zmén vynost aktiv 0}, min a dale dopocten minimalni
o¢ekdvany vynos 1, min. Naopak u portfolia B byl maximalizovan ocekavany
VYNOS Tp maz @ dopocteno riziko o maq. Poté byl spocitan interval moznych
hodnot oc¢ekdvaného vynosu r,, pomoci vhodné zvoleného ekvidistantniho
kroku, ktery je mezi portfoliem s nejmensim rizikem a nejvétsi vynosnosti

(krok TP:M). Néasledné bylo vytvoreno 10 dalgich efektivnich

portfolii, u kterych bylo pfi pozadovaném vynosu minimalizovano riziko. Po-
drobné informace k nalezeni na listu Efektivni mnoZina, CML.

Vahy

Body A 1 2 3 4 5 b 7 8 9 10 B
Xem 17,77% | 13,33% | B,88% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00%
X 31,40% | 35,41% | 35,41% | 42,98% | 42,45% | 41,52% | 41,39% | 40,86% | 40,33% | 29,32% | 17,15% 5,00%
¥ecs 5,00% 5,00% 5,00% 5,91% 13,53% | 21,14% | 28,76% | 36,37% | 43,98% | 55,68% | 67,85% | 80,00%
XunpeTROL 40,82% | 41,26% | 41,70% | 41,12% 34,02% | 26,94% | 19,85% | 12,77% | 5,70% 5,00% 5,00% 5,00%
Xeerw cme 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00%
Suma x; 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% [ 100,00% | 100,00% | 100,00%

Parametry

Tojpeizdewng | 0,0056 | 0,0064 | 0,0072 | 0,0079 0,0087 | 0,0094 | 00102 | 0,0110 | 00117 | 0,0125 | 0,0132 | 0,0140
Fpjwypoitend] 0,0056 0,0064 | 0,0072 0,0073 0,0087 0,0094 | 00102 | Q0110 | 0,0117 | 0,0125 0,0132 0,0140
ozp 0,0015 0,0015 | 0,0015 0,0016 0,0017 0,0015 | 0,0022 | 0,0026 | 0,0031 0,0038 0,0046 0,0057
Op 0,0385 0,0386 | 0,0390 | 0,0395 0,0410 | 0,0435 | 0,0469 | 0,0511 | 00559 | 0,0615 | 0,0681 | 0,0756

Tabulka 3.5: Vahy a parametry jednotlivych efektivnich portfolii

Jestlize neni zavedeno bezrizikové aktivum, potom grafické znazornéni mno-
zin efektivnich portfolii vypadé nésledujicim zptsobem.

28



0,018

0,016

0,014

0,012

0,010

0,008

Ofekdvany vynos

0,006
0,004
0,002

0,000
0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08
Riziko zmény wnosu

Obrazek 3.7: Mnozina efektivnich portfolii

Vykresleni efektivni mnoziny pri zavedeni bezrizikového aktiva za
podminky 0,05 <x <1

V naSem piipadé je zakazén ,sell short”, takZe misto polopiimky CML zis-
kime pouze tsecku spojujici body Ry a M. Pro vykresleni tsecky CML
a nalezeni optimélniho portfolia jsme museli zahrnout do portfolia bezrizi-
kové aktivum. Byl vybran terminovany tcet |7] Komeréni banky s ocekava-
nym vynosem bezrizikového aktiva 7y = 0,01 %. Pocate¢ni bod R je znamy
pii nulovém riziku a mési¢éni vynosnosti r¢ = 0,0008 %. Usecka CML bude
aproximovana bodem Ry a odhadnutym tecnym bodem M. Pti hledani trz-

rM—T
niho portfolia maximalizujeme smérnici tsecky CML, tedy M Maxi-
o

M
mélni hodnotu zname, protoze z predchozi tilohy mame vytvorenou efektivni
mnozinu. Nejvétsi hodnoty dosdhneme vihami portfolia ¢. 6. Toto portfolio

bude tedy i trzni. Podrobné informace k nalezeni na listu Efektivni mnozina,
CML.

AKTIVA VAHY
Xeer 5,00%
Xee 41,39%
eze 28,76%

XympsTROL 19,85%

XeeTw ome 3,00%
Suma % 100,00%

Tabulka 3.6: Vahy trzniho portfolia ¢. 6
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Ze znalosti poc¢ate¢niho bodu R = [0;0,000008] a dopo¢teného te¢ného bodu
M = [0,0469;0,0102] je zkonstruovana tsecka ve tvaru

rp = 0,000008 + 0,217084 0.

0,016

0,014

Oéekavany vwnos

»  Trini portfolio

2
=]
=

a=Neefektivni mnodina portrolii

0,004
= E fektivni mnoZina portfolii

0,002

0,000

0,00 0,01 0,02 0,05 0,06 0,07 0,08

03 04
Riziko zmény wijnosu
Obrazek 3.8: Mnozina efektivnich a neefektivnich portfolii

Na Obrazku 3.8 je znazornéna efektivni mnozina spolu s trznim portfoliem.
Portfolia, ktera lezi pod efektivni mnozinou na oranzové kiivce, jsou nefek-
tivni, jestlize je mozné investovat do bezrizikového aktiva.

Vykresleni efektivni mnoziny bez zavedeného bezrizikového aktiva
za podminky 0,3 < zcpz <1

Pro aproximaci mnoziny efektivnich portfolii uvazujeme modifikovanou tlohu
z Modelu 2, kdy v mnoziné pripustnych feseni 0,05 = x < 1 je podminka
0,05 < x¢rpz < 1 nahrazena nerovnici 0,3 < zogpz < 1. Tato podminka
je pridéna, protoze investor muze chtit v portfoliu vétsi procentuélni podil
od znamé a velké spole¢nosti jako je CEZ, a.s.. Dojde tedy k piepoctent vah.
Podrobné informace k nalezeni na listu Efektivni mnozina, CML, CEZ.
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Vihy

Body A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 B
ez 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00% | 30,00%
s 22,60% | 25,61% | 25,33% | 25,05% | 24,77% | 24,49% | 24,21% | 23,92% | 23,64% | 17,86% | 11,43% | 5,00%
Keas 500% | 7,75% | 11,78% | 1581% | 19,84% | 23,87% | 27,90% | 31,93% | 35,96% | 42,14% | 48,57% | 55,00%

KumpereoL | 37,40% | 31,65% | 27,90% 24,15% 20,40% | 16,65% | 12,90% 9,15% 5,40% 5,00% 5,00% 5,00%
HeeTv oME 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00% 5,00%
Suma ¥ | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00% | 100,00%

Parametry
Vplpotzdovang) | 0,0036 0,0040 0,0044 0,0048 0,0052 0,0057 0,0061 0,0065 0,0069 0,0073 0,0077 0,0081
Folvypoiens) | 0.0036 0,0040 0,0044 0,0048 0,0052 0,0057 0,0061 0,0065 0,0069 0,0073 0,0077 0,0081
Uzp 0,0015 0,0016 0,0017 0,0018 0,0019 0,0020 0,0022 0,0024 0,0027 0,0029 0,0033 0,0037
o, 0,0393 | 0,0398 | 0,0407 0,0419 0,0433 | 0,0451 | 0,0470 | 0,0492 | 0,0515 | 0,0541 | 0,0571 | 0,0605

Tabulka 3.7: Vahy a parametry jednotlivych efektivnich portfolii

Grafické znézornéni aproximace kiivky tvorené mnozinou efektivnich port-
folii bylo vytvoreno vynesenim pozadovanych vynosu a dopoétenych rizik.
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Obrazek 3.9: Mnozina efektivnich portfolii

Vykresleni efektivni mnoziny pii zavedeni bezrizikového aktiva za
podminky 0,3 < zcpz <1

V tomto pripadé je i pti zavedeni nové podminky stale zakazan , sell short®,
budeme tedy sestrojovat pouze tsecku. Pro jeji vykresleni bylo vybrano
stejné bezrizikové aktivum jako v predeslé tloze pii aproximaci tsecky CML.
Pro hledani trzniho portfolia musime najit maximalni hodnotu smérnice
tuseCky CML. Nejvétsi hodnoty dosdhne smérnice p¥i pouziti vah cennych
papirt portfolia ¢. 9. Podrobné informace k nalezeni na listu Efektivni mno-
#ina, CML, CEZ.
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AKTIVA VAHY
Xee 30,00%
X 17,86%
XegE 42,14%

RUNIPETROL 5,00%

XCETY CME 5,00%

Suma x; 100,00%

Tabulka 3.8: Vahy trzniho portfolia ¢. 9

Pomoci pocate¢niho bodu R = [0;0,00008] a dopo¢teného teéného bodu
M =[0,0541;0,0073] je zkonstruovana tsecka ve tvaru

rp = 0,000008 + 0, 133938 0.
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Obrazek 3.10: Mnozina efektivnich a neefektivnich portfolii

Na Obrazku 3.10 je znazornéna efektivni i neefektivni mnozina spolu s trznim
portfoliem.

3.4.3 Hledani podili akcii v portfoliu pomoci skalarizace a vy-
kresleni efektivni mnoziny

Procentualni podily jednotlivych akcii v portfoliu zjistujeme pomoci skala-
riza¢ni tlohy ve tvaru (2.30) - (2.31), kde 2z =1 a 21 > 0 budeme libovolné
volit. VSechny tyto portfolia spadaji do efektivni mnoziny portfolii. V Ta-
bulce 3.9 jsou znézornény Pareto optimalni portfolia pro jednotlivé volby z1,

32



a také dopoctené jednotlivé parametry o, a r,. Odhad byl proveden pomoci
doplitku Regitel dat. Podrobné informace k nalezeni na listu Skalarizace.

Vahy
Body 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xeez 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 17,62% 17,73% 17,83% 17,99%
Hyp 0,00% 30,29% 41,20% 44,91% 46,27% 47,05% 34,91% 34,83% 34,76% 34,61%
Xega 100,00% 69,71% 58,80% 50,19% 30,66% 13,02% 0,38% 0,34% 0,31% 0,31%
[P— 0,00% 0,00% 0,00% 4,90% 23,07% 38,50% 42,90% 42,39% 42,38% 42,36%
R 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 1,44% 4,20% 4,21% 4,22% 4,23%
Suma x; 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00%
Parametry
fox) -0,0166 -0,0107 -0,0038 -0,0050 -0,0067 -0,0003 0,7279 1,0212 1,4612 14,6592
Zy 1,00E-02 0,8 1 1,2 2 5 300 700 1000 10000
o 0,0166872 0,0147938 0,0141121 | 0,0133775 | 0,0114291 | 0,0086031 | 0,0053540 | 0,0053314 | 0,0053115 | 0,0052840
czp 0,0081172 0,0050932 | 0,0043262 | 0,0036636 | 0,0023647 | 0,0017317 | 0,0014665 | 0,0014665 | 0,0014665 | 0,0014665
Oy 0,0900957 0,0713664 0,0657737 | 0,0605276 | 0,0486277 | 0,0416135 | 0,0382953 | 0,03825438 | 0,0382944 | 0,0382943

Tabulka 3.9: Vahy a parametry jednotlivych aktiv pii riznych volbach mul-
tiplikdtoru z;

Grafické znazornéni aproximace kfivky tvorené mnozinou efektivnich port-
folif bylo vytvoreno vynesenim paremetri o, a ry.
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Obrazek 3.11: Mnozina efektivnich portfolif
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Kapitola 4
Dalsi mozné tulohy

V budoucnosti bych se chtéla zamérit na dalsi zptsob odhadu charakteristik
7; a 0; a nize popsanou optimalizacni dlohu, ktera pracuje s netplnou kova-
rianéni matici. Tato tloha neni snadno implementovatelna v softwaru Excel,
pro numericky vypocet bude muset byt pouzit jiny softwarovy néstroj.

4.1 Expertni metoda pro odhadovani parametri 7;
a o;

Tato metoda je vhodnéjsi nez historickd metoda, protoze respektuje ¢lovéka
a jeho ocekavani ohledné budoucnosti. Jedna se o expertni odhad trznich cen
jednotlivych aktiv v okamziku realizace (ndkupu) portfolia. Kazdy expert
udéla odhad trzni ceny pro vSechna aktiva, ktera budou zafazena do port-
folia. Kvuli prehlednému znaceni nebude uvazovano troceni a diskontovani
toki vynosi, které plynou z portfolia béhem jeho trvéani [1, str. 30].

Stejné jako u [1, str. 30] budeme pfi tomto pouzivat nésledujici proménné
a charakteristiky:

n ... pocet aktiv v portfoliu
P; ... trZni cena i-tého aktiva v dobé& vzniku portfolia
N, ... poCet experti

TC;j ... velikost trzni ceny i-té¢ho aktiva podle predpovédi j-tého experta
v dobé& vzniku portfolia

D; ; ... velikost dividendy, kterou ziska vlastnik z i-tého aktiva podle j-tého
experta v dobé trvani portfolia
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Y; j ... relativni vynos z i-tého aktiva predpovidany j-tym expertem za dobu
trvani portfolia:

TCij+ Dij — P
Ytimj = PL ’

i=1,...m, j=1,..,N.. (4.1)
Yijs (Yijm) .. dand realizace (funkéni hodnota) velic¢iny Y; ;

tcij, (tijm) ... dana realizace (funkéni hodnota) velic¢iny T'C; ;

dij,(di jm) ... dana realizace (funkéni hodnota) veli¢iny D; ;

A; ... diskrétni nadhodna veli¢ina, popisujici vynos i-tého aktiva za celou
dobu trvani portfolia

Od experti miZzeme také ziskat informaci o pravdépodobnosti, s kterou od-
haduji velikost trzni ceny i-tého aktiva v dobé realizace portfolia.

N; ; ... celkovy pocet odhadt budouci trzni ceny tc; j , i-tého aktiva, ktery pro-
vedl j-ty expert

Dijm --- pravdépodobnost, Ze i-té aktivum podle j-tého experta dosahne
v okamziku realizace portfolia m-tého vynosu

Pro urceni rozdéleni pravdépodobnosti a nasledného odhadnuti parametri
T; a 0; zname soucCasné trzni ceny aktiv, které jsou zarazeny v dobé vzniku
portfolia. Déle experti zadaji potfebné hodnoty tc; ;. a d; jm a pravdépo-
dobnost p; ; , tak, aby platilo:

N
> pijm=1, i=1..n, j=1,..N. (4.2)
m=1

Poté vyjdeme ze vzorce (4.1) a vypoéteme m-ty vynos i-tého aktiva za dobu
trvani portfolia, ktery odhaduje j-ty expert:

te: + d; — P
yi,jym — Cl7j7m P7j7]7m 1 , (4.3)
(2

i:1,...,n, ]: 1,...,Ne, mzl,...,Nm.

Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny je potom dano predpisem:

N,
1 €

PlAi = Yim = Yijm] = 37 > Dpijm, (4.4)
& ]:1

t=1,..,n, m=1..,N;;.
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Ocekavany vynos 7; a riziko zmény vynosu portfolia o; mizeme definovat:

Ni,j
T = Z Di,mYim (4.5)
m=1
Ni,j Ni,j
g, = Z pi,m(yz’,m)2 - (Z pi,myi,m)2, = 1, ey M (46)
m=1 m=1

4.2 Optimaliza¢ni aloha s netplnou informaci o ko-
varianéni matici

V optimaliza¢ni tloze s netplnou informaci o kovarian¢ni matici budeme
uvazovat, ze zndme portfolio X, a o kovarianéni matici C mame jen ¢as-
te¢né informace. Matice C € R™ " je ohrani¢end maticemi L € R™"
a U e R™", tedy kazda hodnota Cj; je ohrani¢end horni a dolni mezi
Li; < Ci; < Usj, 1,5 = 1,...,n. Pro stanoveni kovarianéni matice C miiZe
byt vyuzito napf. znamych rozptylt danych portfolii, informaci o korelac¢nich
koeficientech, a nebo také muze byt matice odhadnuta pomoci faktorovych
modelu [2, str. 171 - 173].

Model 3. Ulohou je pii znamém vektoru x,, € R", maticich L € R™*"
a U € R™™ najit kovarianéni matici C € R™*" takovou, ze funkce

Xg;ptcxopt (47)
nabyva svého maxima za podminek
LC=XU a C = 0. (4.8)

Druha ¢ast podminky (4.8) fikd, Ze matice C musi byt pozitivné semide-
finitni. Optimalni kovarian¢éni matice C je ,nejhors$i“ kovarian¢ni matice
v souladu s danym intervalem, kde ,nejhorsi“ je ve smyslu toho, Ze diky ni
vznikne nejveétsi riziko zmény vynosu portfolia x,,;. Pro feSeni této optima-
liza¢ni tlohy bude vyuZzita modifikovana semidefinitni optimalizace, ktera je
popsana v [2, str. 168].
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Zaver

V préci jsou shrnuty dvé optimaliza¢ni tlohy z teorie portfolia a matematické
optimalizace, a to kvadraticka a Pareto optimalizace. K témto tiloham byly
sestaveny nutné a postacujici podminky existence minima a na jednoduchém
prikladu byly také ilustrovéany.

Optimaliza¢ni tlohy jsou vyuzity v kapitole 3, kde jsou aplikovany na cenné
papiry v CR. Bylo vybrano 5 spole¢nosti z Burzy cennych papiri Praha
(CEZ, a.s., KOMERCNI BANKA, a.s., ERSTE GROUP BANK, UNIPET-
ROL, a.s. a CETV CME). Pomoci dopliiku Resitel dat v softwaru Excel byly
odhadnuty procentuélni podily jednotlivych aktiv a zjistovalo se, pfi jakém
minimélnim ocekdvaném vynosu nebude mit tloha feSeni. V softwaru Matlab
by pro tuto tlohu byla vyuzita funkce quadprog(). Uloha Pareto optimali-
zace je vyuzita pii hledani Pareto optimaéalnich portfolii, a také pii aproximaci
efektivnich mnozin, kdy jsou dény rtzné omezujici podminky. Po zavedeni
bezrizikového aktiva byla aproximovéana polopfimka CML (resp. usecka, pro-
toZe je ve v8ech pripadech zakazéan , sell short®).

V posledni kapitole je popsan dalsi odhad charakteristik aktiva, a také opti-
maliza¢ni dloha s netplnou kovarianéni matici, témito ilohami bych se chtéla
v budoucnosti dale zabyvat.
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