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Abstrakt

V této praci se zabyvame matematickym modelovdnim diftize mezi oddélenymi ob-
lastmi, jejichz vzajemnd propojeni modelujeme grafy. S pomoci teorie grafii a obycej-
nych diferencidlnich rovnic vytvofime jednoduchy diftzni model nad grafem se dvéma
vrcholy, ktery nasledné zobecnime pro libovolny souvisly neorientovany graf.

Difazi zde nechdpeme pouze jako pfesun z oblasti s vyssi koncentraci do oblasti s
nizsi koncentraci, ale jako obecnéjsi proces pifesunu dany diftizni funkci. Je-li diftizni
funkce linedrni, modelujeme diftzi v jiz popsaném klasickém pojeti. Zvolime-li ji ale
nelinedrni, mtZeme modelovat sloZitéjsi procesy, napt. shlukovani a koexistence.

Po formalnim vybudovéani modelt nasleduji v pfipadé grafu se dvéma vrcholy a li-
nearni diftze pro libovolny graf poznatky o asymptotickém chovani. Prace je doplnéna
numerickymi experimenty i v piipadé shlukovani a koexistence pro obecny graf, které
nastifiuji mozné sméry dalsitho zdokonalovani modeli a demonstruji nékolik nevyie-
Senych otdzek k analyze modelt pfedstavenych v této praci.

Kli¢ova slova: diftize, matematicka analyza, diferencidlni rovnice, matematické mo-

delovéani, autonomni dynamicky systém, graf, spolupréce.



Abstract

In this thesis, we study diffusion among separated but connected regions. The mutual con-
nection between those regions is modelled by graphs where vertices represent regions and
edges connections among them. Firstly, we use the theory of differential equations and
graph theory to create a simple diffusion model for graph with two vertices which is after-
ward generalised for any arbitrary connected undirected graph.

The term diffusion is treated more generally in this thesis. We do not regard it only as
a movement from regions of high concentration to regions of low concentration but more
likely as a general process of movement given by a specific diffusion function. If the dif-
fusion function is linear, the common diffusion of uniform spread is modelled. But if the
diffusion function is chosen as nonlinear, more complicated processes, i.e. clustering and
coexistence can be considered.

After formal mathematical properties of models are ensured, the stability analysis fol-
lows in case of models on graph with two vertices and linear diffusion for arbitrary graph.
For models of clustering and coexistence on an arbitrary graph have been done several nu-
merical experiments to motivate further research.

Keywords: diffusion, mathematical analysis, differential equations, mathematical mod-
elling, autonomous dynamical system, graph, cooperation.
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Kapitola 1

Uvod

Matematické modelovani se v poslednich letech rychle rozsituje, kromé klasickych védnich
oborti jako fyzika nebo chemie, i do oblasti spole¢enskych véd [16] nebo biologie [3], kde
pomdhd ve vyzkumu nap¥. teorie her [11], teorie rozhodovani [13], epidemiologie [7] nebo
ekologie [1]. V této praci se budeme zabyvat matematickym modelovanim diftize s pfesa-
hem do nékolika z téchto nové rozvijenych oblasti.

Difazi v této praci nemodelujeme ve spojitém prostoru, nybrz na libovolné propojenych
oblastech, které modelujeme pomoci grafti. Jako prvni interpretace se tak naskytéd stéhovani
lidi nebo zvifat, pfedstavuji-li vrcholy rtizné oblasti a hrany jejich propojeni. To, ale neni
jedinym moznym vykladem. Reprezentuji-li vrcholy grafu napiiklad r@izné ndzory, prefe-
rence (volebni, spotiebni) nebo tieba strategie, a hrany moZzné zmény téchto nazorf, resp.
preferenci, strategii, pak mtiZeme modelovat tendence v chovani voli¢i, spotiebiteld, hraca,
zvitat, apod. V téchto pfipadech ale nedédva diftize v klasickém pojeti, tedy jako pfesun z ob-
lasti s vy3si koncentraci do oblasti z niZsi koncentraci, smysl. Proto pojem diftize v nasich
modelech rozsifime na né&jaky obecnéjsi proces presunu dany diftizni funkci.

Volbou diftzni funkce miiZeme ovliviiovat jaké tendence v chovani modelujeme. Zvoli-
me-li ji jako linedrni funkci, jednd se o model klasické diftize spéjici k rovnomérnému roz-
prostieni. Dosadime-li ale za diftizni funkci jiné nelinedrni funkce, které postupné piedsta-
vime v této praci, miZeme modelovat shlukovéni, které spéje k seskupovani do jednoho
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nebo i vice oddélenych vrcholi nebo koexistenci modelujici sloZitéjsi chovani, kdy jedinci
maji urcité protichtidné motivace, napiiklad téZi ze spoluprace a proto se chtéji shlukovat,
zéaroven vSak profituji i z vice dostupnych zdrojti z méné obydlenych lokalit. Vice o spolu-
préci z pohledu teorie her si ¢tenafi mohou pfecist v Nowak [14]. Pro jednoduchost a lepsi
srozumitelnost budeme v dal$im textu pouzivat terminologii prvné zminéné interpretace
modelu, tedy jakoZto stéhovani lidi nebo zvifat mezi riznymi lokalitami.

Prehled zékladnich matematickych definic a vét, které budeme potiebovat pro formdlni
vytvoreni a k analyze modelu, je uveden v kapitole 2, kterd je rozdélena na dvé hlavni pod-
kapitoly. Prvni z nich se zabyva teorii oby¢ejnych diferencidlnich rovnic, zejména existenci
feSeni a jeho vlastnostmi a teorif stability, kterd ndm poskytuje aparat k analyze asympto-
tického chovani vzniklych modeli. Ve druhé podkapitole definujeme pojmy z teorie graft,
které vyuzijeme zejména pii budovani modelli pro obecny graf.



V kapitole 3 si pfedstavime jednoduchy difazni model pro graf se dvéma vrcholy, po-
psany soustavou diferencidlnich rovnic. UkdZeme, jaké podminky a poZadavky musi byt
splnény, aby model zachovaval matematické vlastnosti, které ndm umozni interpretovat
jednotlivé funkce fesici soustavu popisujici model, jako relativni ¢etnosti celkové populace
pfebyvajici na ptislusnych lokalitdch. Tyto poZadavky ndm také daji kli¢ k tomu, jaké kon-
krétni funkce volit jako diftizni. Odvodime tak modely pro linedrni diftizi, shlukovéni a
koexistenci, u kterych nasledné provedeme analyzu asymptotického chovéni.

Jednoduchy model diftize pro graf se dvéma vrcholy zobecnime v kapitole 4 pro libo-
volny souvisly neorientovany graf, ktery v podobném duchu formalizujeme. Opét pomoci
konkrétnich diftiznich funkci odvodime modely pro linearni difazi, shlukovéani a koexis-
tenci, kde kompletni analyzu stability provedeme pouze u linedrni difze. Na numerickych
experimentech demonstrujeme rozdilné rychlosti konvergence feSeni ke klidovym staviim,
které zfejmé zdvisi na poctu hran v grafu a nékteré zajimavé situace pro modely shlukovani
a koexistence.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

V této praci vyuzivame poznatky zejména ze dvou rozsdhlych oblasti matematiky, kterymi
jsou teorie oby¢ejnych diferencidlni rovnic a teorie grafti. V nasledujicich podkapitolach
bude uveden stru¢ny piehled definic a vét, ze kterych vychazime v nasledujicim textu. Z te-
orie obycejnych diferencidlnich rovnic vyuZijeme zejména véty o existenci a jednoznacénosti
feSeni a ddle poznatky z teorie stability autonomnich dynamickych systémd. Teorie grafti
nam ndsledné poslouzi k zobecnéni jednoduchého modelu pro graf se dvéma vrcholy, ktery
pfedstavime v Kapitole 3, pro libovolny neorientovany graf bez smy¢ek, popsany v Kapi-
tole 4.

2.1 Obycejné diferencialni rovnice

JelikoZ budeme zkoumat dynamiku migrace populace mezi riznymi lokalitami, kterou bude
ovliviiovat zejména obydlenost danych lokalit, pouZijeme k vytvofeni modelu aparét oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic, které davaji do souvislosti funkci popisujici pocet jedincti v
danych lokalitach a jeji derivaci, vyjadfujici okamZitou zménu v zdvislosti na case.

Definice 1. Obycejna diferencialni rovnice n-tého fddu je rovnice ve tvaru:
F(t,x,x/,...,x(”)) =0,
kde F: R> — R a x = x(t) je hledana funkce.
My se budeme zabyvat rovnicemi pouze prvniho fddu, které mtizeme zapsat jako
X'(t) = f(tx(t))

a jejich soustavami:
X (t) = £(t,x(t)), 2.1)

kde x(t) = [x1(t), x2(t), ..., x,(t)]T je vektor nezndmych funkci a f : R"*! — R" je vektoro-
vou funkci.



2.1.1 Existence feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic

V této casti se budeme zabyvat existenci feSeni soustav diferencidlnich rovnic ve tvaru (2.1)
a jeho vlastnostmi. Definice 2 a 3 jsou pfevzdaty z Cibulka [2].

Definice 2. (Po¢ate¢ni dloha) Necht' je dana funkce f : R"*! — R", interval | C [¢,8] C R
abod (tp,xp) € I x R". Uloha najit funkci x : I — R" takovou, Ze

x'(t) = £(t,x(t)), tel,
{X (1) — 0, (2.2)

se nazyvd pocateni uloha a funkce x(t), spliiujici (2.2) pro v8echna t € I, nazveme feSenim
pocétecni tlohy (2.2) na intervalu I.

Definice 3. (Lipschitzovskd spojitost) Funkce f : D — R” s defini¢nim oborem D = [a, b] X
R" se nazyva lipschitzovsky spojitd vzhledem k druhé proménné, existuje-li konstanta L >
0 takova, Ze pro kazdé (t,x), (t,y) € D plati:

1£(t, %) — £, y)|| < Lx—yll. (2.3)

Definice 4. (lokdlni lipschitzovska spojitost) Funkci f : D — R" s defini¢nim oborem D =
[a,b] x R" nazveme lokdlné lipschitzovsky spojitou, je-li lipschitzovsky spojitd na kazdé
uzaviené podmnoziné defini¢niho oboru D.

Picardovu-Lindeldfovu vétu a nésledujici text o prodlouzeni intervalu existence feSeni
jsme pfevzali z Kelley, Peterson [8].

Véta 5. (Picardova-Lindeldfova, [8, Theorem 8.13]) Necht' a,b > 0 a vektorovd funkce £(t,x), f :
R"*1 — R", je lipschitzovsky spojitd v proménné x na mnoZiné

Q:={(t,x):tg <t <ty+a,l|x—x <b}.

Dile oznacme:
M := max {||f(t,x)] : (t,x) € Q}

b
h := mi — 5.
min {a, M}

Potom existuje prdvé jedno feSent x pocitecni iilohy (2.2) na intervalu [to, to + h] a navic pro kazdé
t e [to, to + h] platz’:
Ix— x| <.

Definice 6. (Maximdlni interval existence feSeni, [8, Definition 8.31]) Necht' D je oteviena
podmnozina R x R", funkce f : D — R" je spojitd a x(t) je feSeni (2.2) na intervalu (a, b).
Tento interval (a,b) nazveme pravym maximalnim intervalem existence feseni x(t), pokud
neexistuje by > b a funkce y(t), kterd fesi (2.2) na intervalu (a, by) a zroven plati, Ze y(t) =
x(t) prot € (a,b). Levy maximdlni interval existence feSeni je definovdan obdobné. Interval
(a,b) nazveme maximélnim intervalem existence feeni x(t), je-li zdroven pravym i levym
maximdalnim intervalem existence pro feseni x(t).

Véta 7. [8, Corollary 8.35] Je-li funkce f : R x R" — IR" spojitd a omezend, pak kazZdé teSeni
soustavy x'(t) = £(t,x(t)) md maximdlni interval existence (—o0,00).

4



2.1.2 Stabilita

Tato ¢ast se zabyva teorif stability autonomnich dynamickych systém, kterou rozpracoval
rusky matematik Ljapunov a kterd ndm pomfize analyzovat asymptotické chovani populace

je ptevzat z Cibulka [2].

Definice 8. Soustava obycejnych diferencidlnich rovnic popisuje dynamicky autonomni sys-
tém, je-li ve tvaru
xX'(t) = f(x(t)), t=>to, (2.4)

kde f : R" — IR" je funkce nezdvisejici na ¢ase t a ty € R je dany pocate¢ni cas.

Dale nazveme:

- prostor R” f&dzovym (stavovym) prostorem,

- x(t) € R" stavem systému v Case t > t,

- mnoZinu

{ueR":u=x(t),t>ty},
kde x : [tg, 00) — R" je FeSeni (2.4) s poatetni podminkou x(tp) = xo trajektorii,

- mnozinu v$ech trajektorii faizovym portrétem.

V dal$im textu budeme piedpokladat, Ze pro kazdé xo € R" ma prisludna pocatecni
tloha (2.4) s potatetni podminkou x(0) = xp jednoznainé feseni x : [0,00) — R". To mdme
zaruceno, pokud je funkce f lipschitzovsky spojita na R", viz Véta 5.

Definice 9. Klidovym (staciondrnim) stavem dynamického autonomniho systému (2.4) na-

zveme stav x* € R" takovy, Ze
f(x*) = o.

Definice 10. (Stabilita klidového stavu) Necht' je ddn autonomni dynamicky systém (2.4). O
klidovém stavu x* € IR" fikame, Ze:

(i) je (ljapunovsky) stabilni, jestliZe ke kazdému & > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé
xo € R", pro které plati, Zze||xo — x*|| < 6, a pro FeSeni x : [tp,00) — R” rovnice (2.4) s
pocatetni podminkou x(t9) = x¢ plati, ze

|x(t) — x*|| < e pro vSechna t > t,

(ii) je (ljapunovsky) nestabilni, jestliZze neni stabilni,

(iii) je atraktivni (pfitahuje feSeni), jestlize existuje B > 0 takové, Ze pro kazdé xo € R”,
pro které plati, Ze ||xo — x*|| < B, a pro feSeni x : [tp, 0©) — R” rovnice (2.4) s pocateni
podminkou x(f) = xo plati:

lim ||x(t) —x*|| =0,

t—o0



(iv) asymptoticky (ljapunovsky) stabilni, jestliZe je stabilni a atraktivni.

Poznamka 11. Je-li klidovy stav x* € R" asymptoticky stabilni, potom se mnoZzina
B(x") = {xo eR": tlim |x(t) — x| = 0}
— 00

nazyva oblasti pfitaZlivosti klidového stavu x*. Klidovy stav x* € R" se nazyva globédlné
asymptoticky stabilni, jestliZe jeho oblasti ptitazlivosti je cely fdzovy prostor, tj. je-li B (x*) =
R".

Text o stabilité nelinedrnich autonomnich systémii vychazi z Kelley, Peterson [8], str. 113.
Chovéni feSeni systému (2.4) blizko klidovych stavi x* je moZné zkoumat pomoci lineari-
zace, tj. aproximovanim nelinedrnich rovnic na okoli klidovych stavi x* rovnicemi lineér-
nimi. Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x*, mtiZeme soustavu (2.4) zapsat ve tvaru:

X'(t) = A(x(t) — x*) + g(x(t)), t>to, (2.5)
kde A € R"*" je konstantni matice a pro funkci g : R" — IR”, kterd vyjadfuje ¢leny vyssich

radt plati:
lsColl

lim —2——— =
x—x* ||X — X*H

Matici A v soustavé (2.5) je Jacobiho matice parcidlnich derivaci vektorové funkce f v
bodé x*, tj.

) * o) * ) %
g%ux) ;ﬁ(x) %Q(x)
AL | B e R
A i s T
L) L) o )

Pokud maji vSechna vlastni ¢isla matice A nenulové redlné casti, pak chovéni feSeni
soustavy rovnic (2.4) na okoli bodu x* je podobné chovéni feSeni linearizované soustavy
rovnic

x'(t) = Ax(t) (2.6)

blizko pocatku.
Predchozi text shrnuje nésledujici véta o stabilité.

Véta 12. [8, Theorem 3.26] Je-li x* klidovym stavem systému (2.4) a funkce £ je diferencovatelnd v
bodé x*, plati ndsledujici torzent.

(i) Maji-li vSechna vlastni ¢isla matice A zdpornou redlnou ¢dst, pak je klidovy stav x* asympto-
ticky stabilni.

(ii) Existuje-li vlastni ¢islo matice A s kladnou redlnou &dsti, pak je klidovy stav x* nestabilni.



Poznamka 13. Mame-li misto soustavy pouze skaldrni diferencidlni rovnici

X(t) = f(x(t), t>to, (2.7)

pak o stabilité klidového stavu x* € R rozhodujeme podle znaménka derivace funkce f v
bodé x*.

(i) Je-li f'(x*) < 0, klidovy stav x* je asymptoticky stabilni.
(if) Je-li f'(x*) > 0, klidovy stav x* je nestabilni.

Véta 14. [8, Theorem 2.49] Méjme soustavu rovnic (2.6) popisujici autonomni dynamicky systém a
necht’ je A konstantni matice. Pak plati ndsledujici tvrzend.

(i) Existuje-li vlastni ¢islo matice A s kladnou redlnou Cisti, pak je klidovy stav x* nestabilni.

s s

(ii) Pokud jsou vsechna vlastni ¢isla s nulovou redlnou jednondsobnd, pak je klidovy stav x* sta-
bilni.

(iii) Pokud maji vSechna vlastni &isla matice A zdporné redlné Cdsti, klidovy stav x* je globdlné
asymptoticky stabilni.

2.2 Teorie grafti

Graf je zdkladnim matematickym objektem teorie grafti. Tvofi ho mnozina vrcholt a hran,
které reprezentuji propojeni vrcholi. Pomoci této diskrétni struktury budeme modelovat
migraci populace mezi libovolnym po¢tem navzajem rizné propojenych lokalit. Nasledujici
text o grafech jsme pievzali z Holub [6]

Definice 15. Graf G je uspofddana dvojice mnozin (V(G), E(G)), kde V(G) je mnoZina vr-
cholti a E(G) je mnozina hran. Hranou rozumime dvojici vrcholtt u a v, kterou budeme
znactit {u,v}. Zélezi-li na uspofadani vrcholt ve hrané, pak nazveme graf G orientovanym a
pokud ne, budeme ho nazyvat neorientovanym.

Dale se budeme zabyvat pouze grafy neorientovanymi. U neorientovanych graft nepfi-
poustime smy¢ky, tj. hrany, které spojuji jeden a ten samy vrchol.

Definice 16. (okoli) Necht' G je graf. Jsou-li vrcholy u,v € V(G) propojeny hranou {u, v} €
E(G) tikdme, Ze vrchol v je sousedem vrcholu u a naopak. Dale oznatme N(v) mnoZinu

v8ech sousedt vrcholu v € V(G), tj. v8ech vrcholti u € V(G), pro které plati, Ze jsou spojeny
hranou {u,v} € E(G) s vrcholem v, .

N(v) = {u € V(G) : {u,v} € E(G)}. 2.8)

Tato mnoZina se nazyva okolim vrcholu v.



Definice 17. Necht' G je graf a v € V(G). Pak se &islo
deg(v) = [N(v)] (2.9)
nazyva stupném vrcholu v.

Definice 18. Necht' G, G’ jsou grafy. Zobrazeni f : V(G) — V(G’) nazveme homomorfizmus
grafu G do G/, jestliZe plati, Ze hrana {u, v} € E(G) se zobrazina hranu f{(u)f(v)} € E(G’).
Zkracené znacime f : G — G.

Definice 19. Necht' Gy, G jsou grafy. Rekneme, Ze G; je podgrafem grafu Gy, coz budeme
znatit jako G1 C Gy, jestlize V(Gy) C V(Gz) a soutasné E(G1) C E(Gy).

Poznamka 20. Oznacme nékteré specialni grafy na mnoziné vrcholt V = {1,2,...,n}:

- Uplny graf K,, = (V,(g)),
- KruZznice (cyklus) délky n > 3,C, = (V,{{i,i+1},i=1,...,n =1} U{n,1}),
- Cestadélkyn >2,P, = (V,{{i,i+1},i=1,...,n—1}).

Definice 21. Necht G je grafa f : P, — G je homomorfizmus, kde V(P,) = 1,2,...,n a
plati, Ze f(1) = u a f(n) = v. Potom podgraf f(P,) nazveme sled mezi vrcholy u a v.

Pozndmka 22. Necht' f je homomorfizmus. Jestlize ve sledu f(P,) z vrcholu u do vrcholu
v nedochdzi k opakovani hran, pak ho nazveme tahem mezi u a v, a pokud nedochézi k
opakovéni vrchold, fikdme, Ze jde o cestu mezi u a v.

Definice 23. Graf G nazveme souvislyjm, pokud pro kazdé u,v € V(G) existuje sled mezi
uaov.

Libovolny graf miizeme elegantné reprezentovat matici, napiiklad pokud ho potfebu-
jeme uloZit do paméti pocitace. Nésledujici definici jsme pievzali z Godsil, Royle [5].

Definice 24. Necht' G je neorientovany graf s mnozinou vrcholt V(G) = {1,...,n}. Pak
matici Ag = (aij)nxn, j€jiz Cleny a;; jsou dany ptedpisem:

aij:{1 ?okud{z,]}eE(G), 210)
0 jinak,

nazveme matici sousednosti grafu G.

Poznamka 25. ProtoZe G je neorientovany graf bez smycek, matice sousednosti Ag ma na
diagondle nuly a navic je symetricka.

Nésledujici text je pfevzat z Mohar [12]



Definice 26. (Laplaceova (Kirchhoffova) matice) Necht' G je neorientovany graf s mnoZinou
vrcholt V(G) = {1,...,n}. Matici Lg = (I;j)nxn, jejiz Cleny jsou dany pfedpisem:

deg(v;) proi=j,
lij=14 -1 proi #j:{i,j} € E(G),
0 jinak,
nazveme Laplaceovo matici grafu G.

Véta 27. [12, Theorem 2.1] Necht' G je graf, L je Laplaceova matice grafu G a Ay je k-té nejmenst

7 vz

vlastni ¢islo matice Lg. Potom plati:
(i) matice Lg md pouze redlnd vlastni ¢isla,
(ii) matice L je pozitivné semidefinitni,

(iii) nejmensi vlastni ¢islo Ay = 0 a k nému prislusny vlastni vektor je [1,1,...,1]T. Ndsobnost
nulového vlastniho ¢isla Ay je rovna poctu komponent grafu G.



Kapitola 3

Difazni modely na grafu se dvéma
vrcholy

Méjme dvé mista (lokality), na kterych mize prebyvat né€jaka populace a ktera jsou navza-
jem propojena. Jedinci populace se tak mohou libovolné pfemist'ovat z jednoho mista do
druhého. Tuto situaci mtZeme zndzornit grafem se dvéma vrcholy x a y, které predstavuji
jednotlivé lokality, a neorientovanou hranou, reprezentujici jejich propojeni.

Obrazek 3.1: Dvé propojené lokality x a y reprezentované grafem se dvéma vrcholy. Diftizni
funkce ¢ uréuje pravidla, podle kterych se populace stéhuje.

Dynamiku migrace populace mezi jednotlivymi lokalitami m{iZeme popsat nasledujici
soustavou diferencidlnich rovnic:

x'(t) = ¢1(x(t), y(t)),
y'(£) = ¢2(y(t), x(t)), (3.1)

kde x(t) a y(t) reprezentuji mnoZstvi jedincti populace pfebyvajicich na jednotlivych loka-
litich a ¢ : R? = R, ¢, : R? — R jsou diftizni funkce, které charakterizuji vnitini tendence
pohybu populace, tj. pravidla, podle kterych se populace stéhuje. Uvazujme, Ze tyto pravi-
dla, podle kterych se jedinci stéhuji, nezavisi na tom, ve které lokalité se zrovna nachézi, tj.
$1 = ¢2. Mame tedy pouze jednu diftazni funkci, kterou ozna¢me ¢(u, v).

JelikoZ konkrétni pocty jedincti miizeme vzdy dopocitat z relativnich ¢etnosti, zndme-li
mnoZstvi celkové populace, budeme dale uvazovat x(t),y(t) jako relativni ¢etnosti jedinct
prebyvajicich v lokalitach x, y v ¢ase t.

Migrace mezi lokalitami z4visi v naSem modelu pouze na proménnych x(t), y(t). Na-
priklad prebyvé-li jedinec v lokalité x, kde se ve stejny okamzik nachdzi i ¢tvrtina celkové
populace, a tento jedinec maximalizuje svij uZitek tak, Ze se stéhuje na vice obydlend mista,
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prestéhuje se na zdklade srovnani obydlenosti do lokality y. Toto porovnani obydlenosti jed-
notlivych lokalit mtizeme vyjad¥it jako rozdil relativnich ¢etnosti jedinct, nap¥. x(t) — y(t).
Zaved'me proto novou diftizni funkci, kterd bude nyni funkci jedné proménné a jejim ar-
gumentem bude zminény rozdil. Oznalime-li ji jako ¢(s), mtzeme soustavu (3.1) zapsat
jako

y(t) = 9(y(t) —x(t)), (32)

kde x(t),y(t) jsou relativni Cetnosti jedinct v lokalitach x,y a diftizni funkce je nyni
p:[-1L1] - R

Volbou konkrétnich funkci za diftizni funkci ¢(s), ziskdme rtzné modely, kterymi se
budeme zabyvat v dalSich podkapitolach. V nésledujicim textu formalizujeme pfedstaveny
model a ukdZeme, jak tyto konkrétni funkce volit.

Abychom mohli funkce x(t),y(t) poklddat za relativni ¢etnosti, musi pro kazdé t €
[0, ) platit:

0 < x(t)
0=<y(t)
x(t) +y(t) =1.

<1,
<1

7

Toto jsou zakladni matematické vlastnosti modelu, které potfebujeme zajistit. Aby funkce
¥ byla pro nésledujici ¢ast textu korektné definovédna, zaved'me funkci ¢ : R — IR danou
predpisem:
P(s) pros € [—1,1],
P(s) = S Pp(—1) pros e (—oo,—1), (3.3)
P(1) pros € (1,0).
Nejprve formulujme lemma o existenci a jednoznacnosti feSeni pocate¢ni dlohy dané
soustavou (3.2)

Lemma 28. (Existence a jednoznacnost feseni) Je-li funkce (s) lokdlné lipschitzovsky spojitd, pak
existuje e > 0 takové, Ze pocitecni iiloha

xX'(t) = p(x(t) —y(t)),

v (t) = py(t) —x(t), t=>0,

x(O) ~ %, (3.4)
¥(0) = yo,

md pro 0 < t < & privé jedno teSent x(t),y(t). Tento interval oznacme:
[:=[0,¢]. (3.5)
Diikaz. ]Jde o pfimy dtsledek Véty 5. O
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Nyni mdme na intervalu I = [0, €] zaji$ténou existenci a jednozna¢nost feSeni a miiZeme
proto na tomto intervalu formulovat nésledujici véty, které nam pfi urcitych poZzadavcich
na funkci (s) zajisti, Ze si feSeni x(t), y(t) potate¢ni tlohy (3.4) zachova vlastnost x(t) +
y(t) = 1, tedy Ze soucet jeho slozek je vZdy rovna jedné a déle, Ze jednotlivé slozky x(t), y(t)
nabyvaji vzdy hodnot z intervalu [0, 1].

Véta 29. (zachovdni populace) Je-li funkce (s) lichd, lokdlné lipschitzouvsky spojitd a pocdtecni hod-
noty jsou zovoleny tak, Ze xo + yo = 1, potom pro kazdé t € I plati, Ze soucet jednotlivyjch sloZek
fesent soustavy (3.2) je

x(t) +y(t) =1.
Diikaz. Zvolme z(t) := x(t) + y(t). Potom

2(t) =x'(t) +y/ (1) = p(x(t) —y(1) + Py (t) — x(t)).
Jeliko? je funkce ¢(s) licha, pro kazdé r,s € R plati:

P(r—s)+ (s —r) =9(r—s) —(r—s) =0,
a tedy z/(t) = 0. JelikoZ je derivace z(t) nulov4, feSenim je konstanta, tj. z(f) = C,C € R.
Pocate¢ni podminky jsou zvoleny tak, Ze xo +yo = 1, pak

2(0) = x(0) +¥(0) = xo + yo = 1, (3.6)

a proto z(t) = 1 je feSeni pocatecni tlohy. Po zpétném rozepsani dostdvame x(t) + y(t) =1,
coz plati pro kazdé t € I, tedy intervalu, na kterém méame zajisténou existenci a jednoznac-
nost tohoto feseni diky Lemmatu 28. O

Dusledek 30. (redukce rovnic) Plati-li predchozi véta, pak je pocitecni iiloha (3.4) ekvivalentni
pocdtecni iiloze:
") =9(2x(t) —1), tel

X(t) = P2x(t) = 1), te -

x(0) = xo.
Diikaz. Protoze si proménnou y(t) mtizeme diky platnosti Véty 29 vyjadtit jako y(t) = 1 —
x(t), tedy i yo = 1 — xp, a po dosazeni do soustavy, ze dvou rovnic o dvou neznamych,
vznikne pouze jedna rovnice o jedné nezndmsé. ]

Dalsi véta ndm zajisti, Ze funkce x(t), kterd fesi pocate¢ni alohu (3.7) nikdy v ¢ase neo-
pusti interval [0, 1], tedy ani funkce y(t) = 1 — x(t) nepfesdhne interval [0, 1].

Véta 31. (invariance intervalu [0,1]) UvaZujme funkci ¥(s) lokdlné lipschitzovsky spojitou. Je-li
pocdte¢ni hodnota xo zvolena z intervalu [0, 1] a navic plati, Ze

p(—1) > 0a zdroveri (1) <0, (3.8)

pak pro kazdé t € I plati, Ze funkce x(t), fesici pocdtecni iilohu (3.7), nabyvd hodnot z intervalu
[0,1].
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Diikaz. Pf¥edpokladejme, Ze se pro n&jaké f € I feSeni x(t) dostane mimo interval [0, 1] .
x(f) < Oresp. x(f) > 1.Pak, protoZe funkce x(t) je spojitd, musi existovat okamzik 0 < F<t,
takovy, Ze x(f) = O resp. x(f) = 1. Dosadime-li do rovnice (3.7), plati nasledujici:

(i) Je-li x(f) = 0, pak x'(f) = y(2x(f) — 1) = p(-1)
(i1) Je-li x(f) = 1, pak ¥/ (f) = p(2x(f) — 1) = 9(1) <

| \/

=

Je-li x(f) = 0 a zaroven x(f) > 0, pak ale pro t > f plati, Ze x(t) > 0, tedy neexistuje cas
t € I takovy, Ze x(f) < 0.

Stejnym zptisobem zjistime, Ze neexistuje ¢as f € I takovy, Ze x(f) > 1 Redeni x(t) tedy
nikdy neopusti interval [0, 1], coz je spor s pfedpokladem. O

Nyni sice médme zajisténé vSechny pozadované matematické vlastnosti, diky kterym m-
zeme funkce x(t),y(t) interpretovat jako relativni ¢etnosti celkové populace, zatim vSak
pouze na intervalu I = [0,¢] , na kterém mame, diky Lemmatu 28, zajisténou existenci a
jednoznacnost feSeni. Tyto vlastnosti bychom ale chtéli mit zaruceny idealné na celém in-
tervalu [0,00). Z Véty 7 o prodlouZeni intervalu existence feSeni vime, Ze pokud by byla
funkce 1 (s) spojitd a omezend, pak by maximalnim intervalem existence fegeni byl cely in-
terval [0, o0). Spojitost, dokonce lokélni lipschitzovskou, jiz ptedpoklddame. Navic, protoze
je funkce ¢(s) definovéna pro s € (—co, —1) U (1, o) jako konstantn{ funkce, je i omezena.

Lemma 32. Je-li funkce §(s) lokdlné lipschitzovsky spojitd, pak kaZdé vesent pocitecni iilohy (3.7)
md maximdlni interval existence [0, c0).

Diikaz. Jde o ptimy dtisledek Véty 7. O

Diky pfedchozimu Lemmatu vime, Ze feSeni poc¢atecni tlohy (3.7) existuje na celém in-
tervalu [0, c0). PouZijeme-li zpétné znovu Lemma 28, mdme na tomto maximalnim intervalu
navic zajisténou i jednoznacnost feseni a proto plati i Véty 29 a 31 na celém intervalu [0, o).

ProtoZe za vySe uvedenych predpokladﬁ plati, Ze funkce x(t), y(t) nikdy neopusti inter-
val [0,1], argument funkce 1(s), jenZ je rozdilem x(t),y(t), bude vzdy z intervalu [—1,1]
a muZeme proto zuGZit jeji def1n1cn1 obor pouze na tento interval. Pak je ale funkce ¢ :
[—1,1] — R ekvivalentni ptivodni funkci ¢ : [—1,1] — R a v8echny pfedchozi poznatky
platii pro ni.

Nésledujici poznamka shrnuje pfedchozi text, ktery se vénoval formélnimu zavedeni
modelu.

Poznamka 33. V predchozim textu jsme ukdzali, jakymi poZadavky na poc¢atecni hodnoty
a funkci ¢ (s) lze zajistit, aby obecny model diftaze, popsany soustavou rovnic (3.2), zacho-
vaval zdkladni matematické vlastnosti, kterymi jsou existence a jednoznacnost feSeni na
[0, 00), zachovéni populace a invariance intervalu [0, 1]. Diky témto vlastnostem mutiZzeme
feSeni x(t),y(f) interpretovat jako relativni etnosti jedincti piebyvajicich v jednotlivych lo-
kalitdch. Pozadavky na pocateéni hodnoty a funkci ¢ : [—1,1] — R tedy jsou:

1. lokélni lipschitzovska spojitost funkce ¢ na intervalu [—1,1],
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2. lichost funkce 1,

3. p(—1) > 0a zéaroven (1) <0
4. 0<x<1,0<y <1,

5 xo+yo=1.

V dalsich podkapitoldch budou popsany a interpretovany nékteré moznosti volby funkce
(s) na zdkladé vyse uvedenych kritérii.

3.1 Linearni diftize

V predchozi kapitole bylo ukdzano, jakou funkci je za 1(s) vhodné volit tak, aby si mo-
del zachoval pozadované matematické vlastnosti. Zvolme-li ¢ (s) jako linedrni funkci, kterad
splituje pozadavky shrnuté v Poznamce 33, dostaneme ¢(s) = —rs, kde r > 0. Soustava
diferencidlnich rovnic (3.2) popisujici dynamicky model je pak ve tvaru:

X'(t) = —rx(t) +ry(t),
y'(t) = rx(t) —ry(t). (39)

Tento model popisuje situaci, kdy si jedinci celkové populace mohou vybrat, na které
ze dvou rovnocennych lokalit budou pfebyvat. Obé lokality maji totoZné atributy, ale pro
jedince je atraktivnéjsi ta, kterd je méné obydlend. MiiZeme to vysvétlit tak, Ze jedincim
neplyne Zadny uZitek ze spoluprace, nybrz pouze maximalizuji sviij uzitek z rovnomérné
rozdélenych zdrojt. Pro blizsi ¢teni o spolupraci pohledem teorie her viz Nowak [14].

W(s)
1.0}

0.5}

-1.0 -0.5 [ 0.5 1.0

-0.5}

-1.0f

Obrazek 3.2: Graf funkce ¢(s) = —rspror = 1.

Parametr » udava jakou rychlosti bude probihat migrace mezi lokalitami. Budeme ho
proto dale nazyvat intenzitou migrace. Interpretace mtize byt takova, Ze parametr r popisuje
kvalitu propojeni dvou mist. Je-li » vysoké, spojeni mezi misty md velky prttok a migrace
tak mtize probihat rychleji.
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Vyse popsané chovani jedincti je ndpadné podobné zndmému fyzikalnimu procesu di-
faze, kdy latky maji tendenci se rozpinat do celého pro né dostupného prostoru a vyrovna-
vat tak koncentraci. Budeme proto pojem difiize pouZzivat i pro nd$§ model. Pro bliZsi ¢teni o
tomto tématu viz de Vries [3] nebo Drabek, Holubova [4].

VyuZijeme-li dale Dtisledku 30 o redukci rovnic a pfiddme-li po¢ate¢ni podminku, zis-
kame pocatecni tlohu:

/
{x(ﬂ__—erU)—1L t>0, (310)
x(0) = xo.

JelikoZ je (3.10) pocate¢ni tloha s nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici prvniho
fadu s konstantnim koeficientem, miizeme ji analyticky vyfesit.

Nejprve nalezneme feSeni homogenni rovnice

x'(t) +2rx(t) =0,

pomoci charakteristické rovnice. Vysledkem je funkce x(t) = Ce~?*,C € R. Partikularni
feSeni nehomogenni rovnice

x'(t) +2rx(t) =7,
budeme hledat konstantni, tedy ve tvaru x(t) = D,D € R. Dosazenim do nehomogenni

rovnice ziskdme D = 1. Pak obecnym fegenfm (3.10) je funkce

ﬂﬂszM+%CeR

Zohlednime-li potatetni podminku x(0) = xo, dostaneme feSeni pocate¢ni tlohy (3.10) ve

tvaru 1 .
_ = —2rt -
x(t) = (xo 2) e+ 5

Regeni pro proménnou y(t) 1ze dopotitat ze vztahu y(t) = 1 — x(t), .

3.1.1 Stabilita

Dtlezitou soucésti popisu dynamického modelu je analyza stability.
Nejprve nalezneme vSechny klidové stavy rovnice (3.10). Budeme tedy feSit rovnici

f(x*) =0,

kde f(x) = —r(2x — 1), .
—r(2x* —1) = 0.
Pro r > 0 je feSenim vZzdy pouze jeden klidovy stav x* = 1.
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x(0).y(t)
i

0.75

— Xx(t)

0.5 y(t)

0.25¢

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Obrazek 3.3: ReSeni potateeni tlohy (3.4) s potdteénimi hodnotami xg = },yo =3 ar =1.
X'=@(x-y) x
1f 1

-1+ -1t

Obrazek 3.4: Fazovy portrét modelu line-  Obrazek 3.5: Fdzovy portrét modelu
arni diftze popsaného soustavou rovnic  linearni diftize, popsaného rovnici
(3.9) z pohledu lokality x, tedy rovnice x’ = —r(2x — 1), pro parametr r = 1.
x'(t) = ¢(x —y), kde ¢(s) = —rs s pa-

rametrem r = 1.

Véta 34. Meéjme rovnici (3.10) popisujici model linedrni difiize. Potom prislusny klidovy stav x* = %
je asymptoticky stabilni.
Diikaz. Derivaci funkce f(x) = —r(2x — 1) ziskdme:

f'(x) = —2r. (3.11)

JelikoZ r > 0je intenzita migrace, vyraz (3.11) je zaporny pro kazdé x € IR, tedy i pro klidovy

stav x* = 7 plati, Ze
1
! —
f <2> <0,

a proto podle Véty 12 je klidovy stav x* = J asymptoticky stabilni. ]
Poznamka 35. Dopocitdinim hodnoty y* pomoci vztahu y* = 1 — x*, kde x* = % je klido-
vym stavem redukované rovnice (3.10), ziskdme vektor x* = [, 1], ktery je asymptoticky

stabilnim klidovym stavem soustavy (3.9).
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-1\0 -0.5 » 0.5 1.0

Lozt

—0.4}
Obrazek 3.6: Graf funkce §(s) = —rs(s —1)(s +1) pror = 1.

Poznamka 36. O stabilits klidového stavu x* = } vypovid4 i fizovy portrét (Obrazek 3.5).
Pro kazdé r > 0 je faizovym portrétem modelu (3.10) klesajici pfimka, kterd protina osu x v
3. Pokud x < 1 je x’ vzdy kladn4, a tedy feSeni x je rostouci funkce. Pro x > 1 je x’ vzdy
naopak zdpornd, proto feSenim x je klesajici funkce. Klidovy stav x* = % je tedy globalné
asymptoticky stabilni.

Vysledky analyzy potvrzuji, Ze jedinci mezi lokalitami budou vZdy migrovat tak, Ze se
rozdily v osidleni mist budou stéle zmensovat, tzn. relativni etnosti x(t), y(t) konverguji k
hodnoté %

3.2 Shlukovani

Volbou jinych funkci ¢(s), které spliiuji ptedpoklady Véty 29 a Véty 31, tentokrat ale neli-
nedrnich, dostaneme modely nelinedrni difaze.
Zvolime-li funkci
P(s) == —rs(s—1)(s+1),

kde r > 0 je intenzita migrace, bude soustava (3.2) popisovat situaci, kdy se jedinci maji
tendence shlukovat. Celkovd populace se tedy nerozprostfe rovnomérné mezi dvé lokality,
ale naopak se postupné vsichni jedinci pfemisti do jedné z nich. Dosazenim zvolené funkce
P(s) do soustavy (3.2), ziskdme soustavu nelinearnich diferencidlnich rovnic ve tvaru:

(£) (x(t) = y(t) = 1) (x(t) —y(t) +1),

~
—~
~~
~—
Il
|
<
—
=
—~
—~~
~—
|
<

y'(t) = —r(y(t) —x(t))(y(t) — x(t) = 1) (y(t) —x(t) +1), t>0, (3.12)
strucndji:
Y= —r(x— -y —y +1)
yY=—rly—-x)(y—x—1)(y —x+1). (3.13)



0.751

— Xx(t)
0.5 y(t)

0.251

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Obrazek 3.7: Re$eni soustavy (3.12) pro po¢ateéni hodnoty xo = 0.55,19 = 0.45 a intenzitu
migrace r = 1. Populace se cela shlukuje do lokality x.

Pribéh feseni soustavy (3.12) pro r = 1 a pocate¢ni podminky xo = 0.55ay9 =1 —xp =
0.45 ziskaného numericky je zaznamenano na Obrazku 3.7, kde mtiZeme pozorovat tendenci
pfesunu vSech jedincti populace do lokality x, kde bylo jiz na poc¢atku vétsi osidleni. To m1-
Zeme interpretovat tak, Ze na rozdil od prvniho modelu linearni diftize, kde jedinci netézili
ze spoluprace a naopak maximalizovali sviij uZitek z rovhomérné rozdélenych zdrojt, zde
jedinciim plyne uZitek ze spolupréce.

3.2.1 Stabilita
Vyuzijeme-li opét Diisledku 30, redukujeme soustavu (3.12) na jednu rovnici ve tvaru:

x'(t) = —drx(t)(x(t) —1)(2x(t) — 1),t >0, (3.14)

struc¢né:
x'=—drx(x—1)(2x — 1).

Vsechny klidové stavy modelu popsaného diferencidlni rovnici (3.14) ziskdme feSenim rov-
nice
kde f(x) = —4rx(x —1)(2x — 1), tedy:
f(x*) = —4rx*(x* —1)(2x* — 1) = 0.
Regenim jsou tfi klidové stavy x} = 0,x = 1 ax} = 1.

Véta 37. Méjme rovnici (3.14) popisujici model shlukovdni s intenzitou migrace r > 0. Potom pro
prislusné klidové stavy plati:

(i) klidovy stav x] = 0 je asymptoticky stabilni,

(i) klidovy stav x} = § je nestabilni,
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(iii) klidovy stav x3 = 1 je asymptoticky stabilni.
Diikaz. Derivaci f(x) = —4rx(x —1)(2x — 1) ziskame:
f'(x) = —24rx* 4 24rx — 4r. (3.15)

Klidové stavy dosadime do (3.15) a jelikoz r > 0 plati, Ze

f’(x*) (0) = —4r <0,
(;) =2r>0,
F(x3) = F/(1) = —4r < 0,

Proto podle Véty 12 jsou klidové stavy xj, x;3 asymptoticky stabilni a klidovy stav x; nesta-
bilni. O

0.385} 0.385f

-0.3851

-0.385¢

Obrazek 3.9: Fazovy portrét mo-

Obrazek 3.8: Fézovy portrét modelu  delu shlukovani, popsaného rovnici
shlukovani popsaného soustavou rovnic 5/ — —4rx(x —1)(2x — 1), pro parametr

(3.12) z pohledu lokality x, tedy rovnice  , — 1.
X'(t) = ¢p(x —y), kde p(s) = —rs(s —
1)(s +1) s parametrem r = 1.

Poznamka 38. Na fazovych portrétech (Obrdzek 3.8 a 3.9) miiZeme pozorovat dynamiku
chovéani populace z pohledu lokality x.

Na fazovém portrétu na Obrazku 3.8 vidime jak se rozdil relativnich cetnosti jedincti
obyvajicich jednotlivé lokality x — y ustali v jednom ze dvou stabilnich stavii —1 nebo 1,
podle volby pocéatecnich hodnot. Je-li x —y = —1, pakx = Oajellix—y = 1,x = 0.
Proménnou y lze dopocitat vztahem y = 1 — x.

Oproti pfipadu linedrni diftize je zde pfitomen nestabilni klidovy stav, kterymje x —y =
0, tedy pokud by potate¢ni hodnoty byly zvoleny jako xo = 1o = 3, systém by ztistal v tomto
stavu. Malou perturbaci by se ale systém vychylil a feSeni by konvergovala k jednomu z
asymptoticky stabilnich klidovych stavii. Perturbaci miiZeme interpretovat jako nahodny
pfechod jedince z jedné lokality do druhé, i kdyz byly ptivodné obé lokality stejné osidlené.
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Timto pfechodem ale vznikne nerovnovéha a jedna lokalita se stane vice osidlend neZ druha,
a tim také atraktivnéjsi pro dalsi, ktefi pak nésleduji onoho priikopnického jedince. Cela
populace se zacne shlukovat do jedné lokality.

Na obrazku 3.9 mtizeme sledovat stejnou situaci jen z pohledu redukované rovnice (3.14).

3.3 Koexistence

Jako dalsi volba funkce ¢ (s) se nabizi polynom péatého stupné. Tim ziskdme dal$i model ne-
linearni difaze, ktery bude modelovat situaci, kdy bude pro jedince vyhodné spolupracovat
jen do urcité miry. Touto funkci je konkrétné:

P(s):=rs(1—s)(1+s)(s—a)(s+a),

kde r > 0 je intenzita migrace a parametr 0 < a < 1 je bod, kde dojde k priiseciku s
horizontalni osou a vzniknou tak dalsi dva klidové stavy.

W(s)
0.10}

0.05}

-1.0 -0\ i 0. 110
Z0.05}

-0.10}

Obrazek 3.10: Graf funkce (s) = rs(1 —s)(1+s)(s —a)(s+a) pror =laa = 3.

Soustava diferencialnich rovnic popisujici model koexistence je ve stru¢ném zapisu ve
tvaru:

¥ = —rlr—y) (= x+ )+ x—y)(E—y—a)(x—y+a),
V=—ry—-x)1-y+x)A+y—x)(y—x—a)(y—x+a). (3.16)

Priibéh feSeni soustavy (3.16) pror = 1, a = 0.5 a pocate¢ni hodnoty xg = 0.52,y9 =
1 — xp = 0.48 je zaznamendn na Obrazku 3.11 a pro pocate¢ni hodnoty xo = 0.9,y9 = 0.1
na Obrézku 3.12. Z obrazki je patrné, Ze systém se pro obé volby pocatecnich hodnot v ¢ase
ustali ve stavu, kdy populace neni ani rovnomérné rozdélena mezi lokality ani nedochazi
ke kompletnimu shlukovani.

To miiZe byt interpretovano tak, Ze jedinci maji dva protichtidné zajmy. Na jednu stranu
téZi ze spolupréce, ale na druhou stranu se snazi maximalizovat uZitek z rovhomérné roz-
délenych zdrojt. Alternativni interpretace protichtidného zajmu ke spolupraci je averze k
pfilisSnému osidleni, popt. jako pfitomnost motivace k odlisnosti.
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(1), y(t)
[

— Xt
y(t)

0.25

Obrézek 3.11: Refeni soustavy rovnic

0.75

— x(t)

0.5 y(t)

0.25

0

Obrézek 3.12: ReSeni soustavy rovnic

(8.16) pror = 1,a = 0.5 a pocéatecni pod-
minky xg = 0.52, 9 = 0.48.

(3.16) pror = 1,a = 0.5 a pocétecni pod-
minky xo = 0.9,y = 0.1.

To, nakolik jsou jedinci naklonéni ke spolupraci vyjadiuje parametr a. Zvétsuje-li se pa-
rametr a, roste i piipadny uZitek ze spoluprace a populace se proto zacina shlukovat do
jedné z lokalit.

3.3.1 Stabilita

Pro zjednodusSeni analyzy stability vyuZijeme Dtsledku 30 a zredukujeme soustavu (3.16)
na jednu rovnici, kterou stru¢né zapiSeme jako

X' =drx(x—1)2x—-1)2x —1—a)(2x — 1 +a). (3.17)

Vsechny klidové stavy modelu popsaného diferencidlni rovnici (3.17) ziskdme feSenim
vztahu
flx") =drx"(x* —1)(2x* = 1)(2x* —1—a)(2x* —1+a) = 0.

Takto ziskdme pét klidovych stavii:

X =0,
1—

X5 = Za'
1

x§:§,

. 1+a

X4: 2 y

x5 =1

Véta 39. Méjme rovnici (3.17) popisujici model koexistence. Pro ptislusné klidové stavy plati:
(i) klidovy stav x] = 0 je nestabilni,
(ii) klidovy stav x5 = 12;“ je asymptoticky stabilni,

(iii) klidovy stav x5 = 3 je nestabilni,
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X'=g(x-y) 0.5¢

oD

-0.5+

Obrazek 3.14: Féazovy portrét mo-
delu koexistence, popsaného rovnici
X =drx(x—1)2x—1)2x—1—a)(2x —
1+a), proa = 0.5 a intenzitu migrace
r=1

Obrézek 3.13: Fazovy portrét modelu ko-
existence popsaného soustavou rovnic
(3.16) z pohledu lokality x, tedy rovnice
X(t) = plx—y), kdep(s) = rs(1 -
s)(1+s)(s—a)(s+a) proa = 0.5 a in-
tenzitu migrace r = 1.

(iv) klidovy stav x; = 12ﬂ je asymptoticky stabilni,
(v) klidovy stav xi = 1 je nestabilni.
Diikaz. Derivaci f(x) = 4rx(x —1)(2x —1)(2x — 1 —a)(2x — 1 + a) ziskdme:
f'(x) = —4r(a®(1 — 6x + 6x%) — (1 —2x)*(1 — 10x + 10x?)). (3.18)

Klidové stavy dosadime do (3.18), ajelikozr > 0aa € (0,1), plati:

f(x) = f'(0) = —4r(a® — 1) >0,
F(x3) = f (1 - “) — 4a?r(d —1) <0,
) =f (3) =2 >0
fl(x3)=f (1—;%1) = 4a%r(a®> —1) <0,
fl(x) =f'(1) = —4r(a®—1) >0

Proto podle Véty 12 jsou klidové stavy xj, x5 a xi nestabilni, zatimco klidové stavy x3, x;
jsou asymptoticky stabilni. O
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Kapitola 4

Difazni modely na libovolném
neorientovaném grafu

Doposud jsme uvazovali model diftize pouze na jednoduchém grafu se dvéma vrcholy. V
této Casti model zobecnime na libovolny souvisly neorientovany graf, kde opét vrcholy re-
prezentuji jednotlivé lokality a hrany pfedstavuji jejich propojeni, resp. moZnost migrace
mezi nimi.

Opét se budeme v dalS$im textu zabyvat formalizaci modelu a pfedpoklady na diftizni
funkci ¢ (1, v), abychom za ni mohli volit konkrétni funkce. JelikoZ nyni mame vice nez dvé
lokality, které mohou byt navzajem libovolné propojené a soucet relativnich ¢etnosti lokalit,
které spolu v dany okamzik interaguji, nemusi byt jedna, nelze jiz funkci dvou proménnych
¢(u,v) zjednodusit na funkci ¥ (s), jejiz argumentem byl rozdil relativnich ¢etnosti. Budeme
proto nadéle pracovat s funkci ¢(u,v), ¢ : QO — R, kde defini¢ni obor () je dan piedpisem:

O={(x,y) eER?:0<x<1,0<y<1—x} (4.1)

Mame-li obecny souvisly neorientovany graf G s mnozinou vrcholtt V(G) = {1,...,n}
popsany matici sousednosti Ag = (;j)nxn, miZeme soustavu rovnic popisujici model di-
faze na grafu zapsat ndsledovné:

Xi(t) = iaij¢<xi<t>,xj<t>>, i€ V(G),t>0, 42)
L

coz alternativné mtizeme zapsat pomoci okoli vrcholu i jako:

Xt = ¥ o) x(t), i€ V(G)t=0, (43)

JEN()
kde N(i) je okoli vrcholui € V(G).

Pfiklad 40. Mé&jme graf G s mnozinou vrcholt V(G) = {1,2,3,4} a mnozinou hran E(G) =
{{1,2},{2,3},{2,4},{3,4}}. Graf G mtiZeme reprezentovat matici sousednosti A ve tvaru:
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Obréazek 4.1: Graf G.

0100
101 1

Ac=1p 1 0 1 (4.4)
0110

Vskutku, matice sousednosti Ag grafu G ma nuly na diagonéle a je symetricka. Soustava
rovnic obecného modelu diftize je pak ve stru¢ném zédpisu:

xXp = ¢(x1,x2),
Xy = ¢(x2,x1) + ¢(x2, x3) + P(x2, x4),
X3 = ¢(x3,x2) + ¢(x3,x4),

(x4, %2)

Nyni opét chceme, aby model zachovaval vlastnosti tak, abychom mohli funkce x;(¢) v
ase t povazovat za relativni ¢etnosti. Tedy aby se soucet Y 1" ; x;(t) pro t > 0 rovnal jedné a
aby pro zadny vrchol i funkce x;(t) nikdy neopustila interval [0, 1].

Aby bylo mozné korektné formulovat nésledujici véty, rozsitme lokdlné lipschitzovskou
funkci ¢(u,v) : QO — R, definovanou na konvexni trojahelnikové oblasti () dané pfedpisem
(4.1), na celou rovinu R? tak, Ze kazdému bodu RR? pfifadime funkéni hodnotu ¢ v bodé
mnoziny (), ktery je mu nejbliZsi.

Definujme proto projekci P : R?> — Q) predpisem:

Po(x) :=={y € Q:|ly — x|| < ||z —x|| pro v8echna z € Q}.

Diky tomu, Ze mnoZina () je konvexni, vime, Ze existuje vZdy pravé jeden nejblizsi bod a
projekce Pq je spojité zobrazeni [15, Kapitola 1.2] a mtizeme tedy spojité dodefinovat funkci
¢(u,v) na celou rovinu IR?, &imZ dostaneme globalné lipschitzovskou funkci ¢ : R? — R
danou pfedpisem

$(u,v) = ¢(Pa(u,v)). (4.5)

Dale formulujme tvrzeni o existenci a jednoznacnosti feSeni systému (4.2).
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Lemma 41. (existence a jednoznacnost veseni) Je-li funkce ¢ : R? — R lokdlné lipschitzovsky
spojitd na celé roviné R* a vdechny pocdtecni hodnoty x;  jsou z intervalu [0, 1], pak existuje ¢ > 0
takové, Ze pocitecni 1iloha
n
xi(t) = Z aip(xi(t), (1), i=1,2,...,n, t=>0,
=1 (4.6)
xi(0) = xip,

md pro 0 < t < g prdvé jedno reSent x;(t),i = 1,2, ...,n. Tento interval oznacme:
I:=10,¢].

Nésledujici véty ndm na intervalu I zajisti vySe uvedené matematické vlastnosti mo-
delu, které chceme mit zachovany. Jsou vlastné obdobou Vét 29 (zachovani populace) a 31
(invariance intervalu [0, 1]) pro obecny graf a obecnou diftazni funkci.

Véta 42. (zachovdni populace) Uvazujme souvisly neorientovany graf G, ktery neobsahuje smycky,
zadany matici sousednosti Ag = (a;j)nxn a difiizni funkci ¢ (u, v) lokdlné lipschitzovskou na inter-
valu [0, 1], pro kterou navic plati:

¢(u,0) = —(o,u). (4.7)

Jsou-li pocdtecni podminky x; o zvoleny tak, Ze plati:

n
Y xio=1,
i=1

potom pro kazdé t € I plati, Ze soucet TeSeni soustavy (4.2) s pocdtecnimi podminkami x; je roven

jedné, tj.:

Diikaz. Zvolme z(t) := Y1 ; x(t). Potom
Z(t) = Zx:(t) = 2 Za1]¢(x1/x]) (4.8)

ProtoZe graf G neobsahuje smycky, na diagondle matice sousednosti Ag jsou nuly. Rovnost
(4.8) proto mtZeme pfepsat jako:

— n

E Z (aijp(xi, ;) + ajip(xj, x;)) - (4.9)

i=1j

Jelikoz je graf G navic neorientovany, matice sousednosti Ag je symetrickd. Proto vyraz (4.9)
je roven:

n—-1 n
Y. Y (aip(xi ) + ay(xj, x)) -

i=1 j=i+1
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Zohlednime-li dale pozadavek (4.7) na funkci ¢ (u, v), plati:

— n

Z Z (i (xi, ;) — aijp(xi, x7)) = 0,

i=1j

a tedy z'(t) = 0. Protoze derivace z(t) je nulov4, feSenim je konstanta, tj. z(t) = C,C € R.
Predpokladdme, Ze volba pocétetnich hodnot spltiuje: Y/ ; x; o = 1, potom

n n
z2(0) =} xi(0) =) xpo=1,
i=1 i=1
a proto funkce z(t) = 1 je feSenim pocatecni ulohy. RozepiSeme-li zpétné z(t), ziskame

rovnost
n
in(t) =1,i=1,2,...,n,
i=1
kterd plati pro kazdé t € I, tedy na intervalu, na kterém mame zajisténou existenci a jedno-
znactnost feSeni z Lemmatu 41. ]

Véta 43. (invariance intervalu [0,1]) Jsou-li splnény predpoklady predchozi Véty 42 a navic pro
difiizni funkci ¢(u,v) plati, Ze
$(0,0) >0 (4.10)

pro kazdé v € [0,1], potom pro kazdé t € 1ai = 1,2,...,n plati, Ze feSeni x;(t) soustavy (4.2) s
pocdte¢nimi podminkami zvolenymi dle predpokladu je z intervalu [0, 1].

Diikaz. Diky Lemmatu 41 mame z pfedpokladii zajisténou existenci a jednoznac¢nost feSeni
na intervalu I = [0, ¢]. Z ptedpokladii také plati, Ze feSeni x;(t) soustavy (4.2) zachovavaji
soulet pro kazdé t € I, 4. plati, ze Y1 ; x;(¢) = 1. Stadi proto ukdazat, Ze nenastane okamZzik,
kdy feseni x;(t) < 0. Predpokladejme, Ze existuje f € I takové, Ze néjakeé x;(f f) < 0. Protoze
funkce x;(t) jsou spojité, musi existovat okamzik 0 < f < f takovy, Ze x;(f) = 0. Dosadime-li
t do i-té rovnice soustavy (4.2), ziskdme:

n

= Z aiip(x;(F), x;(F)) Zaugb (0, x;(F)). (4.11)

Protoze a;; > 0 jsou ¢leny matice sousednosti a plati pfedpoklad (4.10), je vyraz (4.11) neza-
porny, tedy x! > 0. Je-li x(f) = 0 a zdroven x'(f) > 0, pak ale pro t > f plati, ze x(t) > 0,
tedy neex1stu]e Casf € I takovy, Ze x(f) < 0, coZ je spor s predpokladem. O

Predchozi véty ndm sice zajist'uji vSechny vyse uvedené poZadované matematické vlast-
nosti, pouze vak na intervalu I = [0,¢], e > 0. JelikoZ ale pfedpoklddame, Ze funkce ¢ (u, v)
je lokalné lipschitzovsky spojitd, a je definovdna pfedpisem (4.5), tudiZ omezend, je podle
Véty 7 maximalnim intervalem existence feseni cely interval [0, c0).

Lemma 44. Je-li funkce ¢, definovand piedpisem (4.5), lokdlné lipschitzovsky spojitd, pak kazdé
fesent pocdtecni iilohy (4.6) md maximdlni interval FeSitelnosti [0, 00).
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Diikaz. Jedna se o pfimy diisledek Véty 7. O

Miéme tedy zajisténo, Ze feSeni pocate¢ni ulohy (4.6) existuje na celém intervalu [0, 0) a's
opétovnym pouZitim Lemmatu 41, mdme na tomto maximalnim intervalu navic zajisténou
ijednoznacnost feSeni, a proto nasledné plati i Véty 42 (zachovani populace), 43 (invariance
intervalu [0, 1]) na celém intervalu [0, c0).

Protoze nyni vime, Ze zadanych pfedpokladt funkce x;(t) nikdy neopusti interval [0, 1],
argument funkce ¢(u, v) je tak vzdy z mnoZiny () dané pfedpisem (4.1) a miiZeme tak zuzit
defini¢ni obor funkce ¢ na mnozinu Q). Potom je ale funkce ¢ : QO — R ekvivalentni ptivodni
funkci ¢ : () — R a vSechna pfedchozi tvrzeni plati i pro ni.

Nésledujici pozndmka shrnuje pfedchozi text, ktery se vénoval formélnimu zavedeni
diftznich modelti na obecném souvislém neorientovaném grafu.

Poznamka 45. V této pozndmce shrneme vyse popsané pozadavky na graf G fddu n, poca-
te¢ni hodnoty a funkci ¢(u, v), které jsou potiebné pro zachovani uritych matematickych
vlastnosti obecného modelu diftize, popsaného soustavou rovnic (4.2). Témito vlastnostmi
jsou existence a jednozna¢nost feseni na [0, c0), zachovéani populace a invariance intervalu
[0,1]. Diky témto vlastnostem muzeme funkce x;(t),i = 1,2,...,n, interpretovat jako re-
lativni ¢etnosti jedinct piebyvajicich v jednotlivych lokalitdich. Pozadavky na graf G, po-
¢atecni hodnoty x;9 a funkci ¢ : (O — R, kde mnoZina () je ddna pfedpisem (4.1), jsou
nésledujici:

1. ¢(u,v) je lokélneé lipschitzovsky spojitd na uzaviené mnoziné (),
2. ¢(0,0) >0,

3. graf G je souvisly neorientovany a bez smy¢ek,

4. 0<x;0<1,prokazdéi=1,2,...,n,

5. Y0 xi0=1

Na zakladé vyse shrnutych pozadavkt budeme v nésledujicich podkapitolach volit kon-
krétni diftzni funkce a pfedstavime si zobecnéné modely linedrni diftize, shlukovéani a ko-
existence.

4,1 Linearni diftize

Chceme-li zobecnit model linedrni diftize popsany v kapitole 3.1 pro obecny graf, zvolme di-
fazni funkci ¢(u,v) := —r(u — v), kterd splituje poZadavky sepsané v Pozndmce 45. Mé&me
tedy souvisly neorientovany graf G bez smycek s n vrcholy, ktery je popsany matici soused-
nosti Ag = (a;j)nxn. Soustava obecnych diferencidlnich rovnic popisujici model pak je ve
tvaru:

n
(1) = —r Y ay(x(t) —x(t), >0, i=12,...,n (4.12)
=1
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alternativné zapsano pomoci okoli vrcholu i:

n

xi(t) =—r Y (xi(t) —xj(t)), t>0, i=12...,n, (4.13)
JEN()

kde r > 0 je intenzita migrace.

1.0
05l 0.66
0.33
0.6¢
>
o
0.4}
-0.33
0.2¢
0.0t :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
u
Obrazek 4.2: Hladiny difazni funkce pro model linearni diftaze ¢(u,v) = —r(u —v), pro

r=1.

Model popisuje situaci, kdy si jedinci mohou vybrat, na které z n lokalit budou pfebyvat.
Vsechny lokality maji totoZné atributy a jejich atraktivitu ovliviiuje pouze to, jaka ¢ést po-
pulace uz danou lokalitu obyva. V pifipadé linedrni diftize je pro jedince atraktivnéjsi vzdy
ta lokalita, ktera je méné osidlend a v disledku toho se do ni stéhuji.

Poznamka 46. Soustavu rovnic (4.12) popisujici model linearni diftize nad grafem G mi-
Zeme zapsat také pomoci Laplaceovy matice. Soustavu (4.12) 1ze tedy ekvivalentné zapsat
jako

x'(t) = —rLg - x(t), (4.14)
kde L je Laplaceova matice grafu G a x(t) = [x1(t),...,x,(t)]T je vektor nezndmych. Vice
o Laplaceové matici si ¢tendfi mohou piecist v Merris [9] nebo v Mohar [10].

Pfiklad 47. Pokratujme v P¥ikladu 40 volbou diftazni funkce ¢(u,v) := —r(u — v). Soustava
rovnic popisujici model linedrni diftize na grafu G je po algebraickych tpravach ve tvaru:

x; = r(—x1+ x2),

xy = r(x1 — 3x2 + x3 + Xxq),
xy = r(xp — 2x3 + x4),

xy = r(xp 4 x3 — 2x4).
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ZapiSeme-li tuto soustavu pomoci Laplaceovy matice, dostaneme:

X7 -1 1 0 0 X1
|1 =3 1 1| |x
4 L I R I I P (415
Xy o 1 1 =2 X4
Ptidame-li k soustavé (4.15) pocate¢ni podminku, nap¥. xo = [0.15,0.5,0.35,0]7, maZeme

vzniklou po&éte¢ni tlohu vytesit. Tato FeSeni x;(f) pak miZeme interpretovat jako relativni
¢etnosti jedincti populace, jenz prebyvaji v i-té lokalité. Na Obrazku 4.3 je zachycen priibéh
téchto feSeni pro vyse zminénou pocatecni podminku, kde mtiZeme pozorovat, Ze viechny
funkce x;(t) konverguji k hodnoté 0.25. Také je z obrazku patrné, Ze feSenim nemusi byt
pouze monoténni funkce. Asymptotickym chovanim se budeme déle zabyvat v nésledujici
podkapitole.

— X1

X2

X3

— X4

Obrézek 4.3: Graf fegeni soustavy (4.15) pro po¢atetni hodnotu xy = [0.15,0.5,0.35,0]".

4.1.1 Stabilita

Yy s TN~V

Jedinci se stéhuji z mist z vy3ssi koncentraci osidleni do mist s nizsi koncentraci. Intuitivné
tusime, Ze vSichni jedinci se v dlouhém obdobi rovnomérné rozprostfou mezi vSemi lo-
kalitami. Méme-li n lokalit, asymptotické relativni Eetnosti budou ve vgech lokalitdch 1.
UkaZme nyni, Ze asymptoticky stabilnfm klidovym stavem systému je x* = [1,1 .. 1]T 3
zadny dalsi neexistuje.

Véta 48. Méjme autonomni dynamicky systém popsany soustavou rovnic (4.12) na souvislém neo-
rientovaném grafu G s mnoZinou vrcholii V(G) = {1,..., n}, ktery je reprezentovdn matici soused-
nosti Ag . Potom existuje prdvé jeden klidovyj stav

§ [1 1 1]T
X ===y ’
nn n
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Obrézek 4.4: Porovnani priibéhti feSeni soustavy pro linedrni diftizi (4.12) nad rtznymi
grafy pro stejné pocate¢ni hodnoty xo = [0.379,0.409,0.148,0.064]" a intenzitu migrace
r=1.
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ktery je asymptoticky stabilni.
o4 r je klidovym stavem. Z definice kli-
ase nulove, tj. f(x*) = 0. Dosazenim x* do

Diikaz. Nejprve dokaZzme, Ze vektor x* = [1 1,
dového stavu plyne, Ze derivace musi byt v

soustavy (4.12) ziskame:
! 1 1
gD
]:

coz plati pro kazdé i € V(G). Vektor x* tedy je klidovym stavem. Dale jelikoz musi platit,

ixi(t) =

i=1

O(E\H

pro kazdé t € [0, 00), Zadny dalsi konstantni klidovy stav neexistuje.

Nyni pfedpoklddejme, Ze kromé konstantniho klidového stavu x* = [%, %, ., %} T exis-
tuje jesté nekonstantni klidovy stav X # x*, tj. existuje vrchol m € V(G) takovy, ze %, =
max(X) a zaroven se v jeho okoli N(m) nachazi vrchol k € V(G) pro ktery plati, Ze Xy < %y,.
Pak ale dosazenim do (4.13) pro r > 0 ziskdme:

= fi(®m)=—1r ) (x <0,

JEN(I)

tedy f(x) # 0, z &ehoz plyne, Ze x neni klidovy stav.

Dale rozhodneme o stabilité klidového stavu x* = [%, %, cer, n] . JelikoZ soustavu (4.12)
muZeme zapsat pomoci Laplaceovy matice L¢, tj. ve tvaru (4.14), o stabilité rozhodneme
podle vlastnich ¢isel matice —Lg. Z Véty 27 vime, Ze Lg ma kromé jednondsobného nulo-
vého vlastniho &isla viechna vlastni &isla kladnd. Vlastni ¢isla matice pfendsobené (—1) maji
opacna znaménka. Proto podle Véty 14 je klidovy stav x* stabilni.

Navic vlastni vektor pfislusejici nulovému vlastnimu ¢&islu je podle Véty 27 konstantni
vektor [1,1,...,1]T. V&echny perturbace zachovavajici soucet Yiev(c) Xi jsou pak kombinaci
vlastnich vektorti pfislusejicim vlastnim ¢islim se zdpornou redlnou ¢ésti, a proto je stav

11 l] T asymptoticky stabilni. 0

* __
X_[nn"’n

Ted’ jiz vime, Ze feSeni systému (4.12) nad neorientovan}’lm souvislym grafem G vzdy
konvergujf ke klidovému stavu x* = [1,1 . 1T kde n = |V(G)| je pocet vrchold, viz
4.4, kde mtizeme ddle pozorovat rtizné priibéhy feSeni soustavy popisujici systém, které k
tomuto klidovému stavu konverguji. Jelikoz hrany mezi vrcholy reprezentuji propojeni mezi
lokalitami, v grafech s vy$sim poctem hran (za stejného poctu vrcholtt) bude konvergence

feSeni ke klidovému stavu rychlejsi nebo alespoii stejnd, neZ u grafti s mensim poctem hran.

4.2 Shlukovani a koexistence

Jinymi volbami funkce ¢(u,v) miizeme modelovat i dalsi situace nad obecnym grafem po-
dobné, jako pro graf se dvéma vrcholy, viz kapitola 3, tedy shlukovani a koexistenci. Volené
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(a) Hladiny difazni funkce pro model shlukovani (b) Hladiny diftizni funkce pro model koexistence
¢(u,0) = —ruv(u — v) s intenzitou migrace r = 1. ¢(u,v) = ruv(u —v)(v — 2u — u?))(u — (20 — v?))
s intenzitou migrace r = 1

Obrézek 4.5: Hladiny diftaznich funkci pro modely shlukovéni a koexistence.

funkce za ¢(u, v) musi pro zajisténi matematickych vlastnosti modelu spliiovat véechny po-
zadavky, shrnuté v Poznamce 45. Zvolime-li diftizni funkci napfiklad jako

¢(u,v) = ruv(u —v),

kde r > 0 je intenzita migrace, budeme modelovat shlukovani. Hladiny této funkce jsou
vykresleny na obrazku 4.5(a). Soustava rovnic nad grafem G s mnoZinou vrchola V(G) =
{1,...,n}, popsanym matici sousednosti Ag = (aij)nxn pak bude stru¢né zapsana ve tvaru:

n
xi=r Zaijxixj(xi -x), i€V(G), (4.16)
j=1

alternativné:
xi=r

]

xl-x]-(xl- — xj), i=1,2,...,n, (4.17)
JEN(D)

Tendence v chovéani jedincti jsou stejné jako v pfipadé dvou lokalit. Jednotlivci maxima-
lizuji svij uzitek tim, Ze se premist'uji z fidceji osidlenych lokalit do lokalit s vétsi koncent-
raci osidleni. Co je ale rozdilné mezi modelem nad grafem se dvéma vrcholy a modelem nad
obecnym souvislym neorientovanym grafem je, Ze ne vZdy se nutné celd populace shlukne
do jediné lokality. Tento pfipad je zachycen na Obrazku 4.6, kde se vhodnou volbou poca-
te¢nich hodnot zamezilo kompletnimu shluknuti.

MiiZe také nastat situace, kdy se populace neshlukne do lokality, ktera byla na pocatku
nejosidlenéjsi. Obrazek 4.7 zachycuje takovou situaci, kdy pocetnd migrace z ostatnich loka-

LNz

lit pfevazi shluknuti ve prospéch druhé nejosidlen€jsi lokality.
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Obrazek 4.6: Pribéh feSeni soustavy rovnic (4.16) nad cestou P; pro pocate¢ni hodnotu
xo = [0.14,0.15,0.10,0,0.18,0.22,0.21]7 a intenzitu migrace r = 1. Vlivem volby pocate¢-
nich hodnot se populace shlukne do dvou lokalit 2 a 6.

Dalsi rozdil je v poc¢tu klidovych stavii. Zatimco model se dvéma vrcholy mél tfi kli-
dové stavy, model nad obecnym grafem mtze mit klidovych stavi nekone¢né mnoho. Tato
skute¢nost je zformulovana do nésledujici véty.

Véta 49. Méjme soustavu rovnic (4.17) popisujici model shlukovini a graf G s mnoZinou vrcholil
V(G) =A{1,...,n}, kden > 3. Uvazujme navic, Ze graf G neni viplnym grafem, tj. velikost mnoZiny
hran |E(G)| < (‘V(2G)|). Potom existuje nekonecné mnoho klidovijch stavii tohoto systému.
Diikaz. Jelikoz graf G neni uplnym grafem, existuji dva rtizné vrcholy u,v € V(G), které
nejsou propojeny hranou. Potom napiiklad vektor x* dany pfedpisem:

p pokudi =u,
xi =4q1—p pokudi=o,

0 jinak ,
kde parametr p € (0, 1), spliiuje podminku klidového stavu f;(x]) = 0 pro kazdé i € V(G),

kde fi(x) je pravou stranou rovnosti (4.17), §. fi(x) = r Ljenq) Xixj(xi — x;j) , protoZe diky
nulovym slozkdm vektoru x* bude soucin x;x; pro libovolné p € (0,1) vzdy nulovy. ]

difazni funkce napiiklad:

¢(u,0) := ruv(u —v) (v — (2u — u?))(u — (20 — %)), (4.18)
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Obrézek 4.7: Pribéhy feseni soustavy rovnic (4.16) nad grafem G pro pocate¢ni hodnoty x}
(pIné) a x(z) (Srafované), oboji s intenzitou migrace r = 1. Prtse¢ik funkci x; a x; je v Case
27.29.
Pocate¢ni hodnoty jsou dany:

= [0.2967,0.2033,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1], x3 = [0.2968, 0.2032,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1] T

kde r > 0 je intenzita migrace. Na obrdzku 4.5(b) jsou vykresleny hladiny této funkce. Do-
sazenim diftizni funkce do soustavy rovnic obecného modelu diftze (4.2), ziskame:

n

; ixixj(xi — xp) (xj — (2% — x7)) (xi — (25— x3)), i€ V(G), (4.19)

tedy soustavu diferencidlnich rovnic popisujici model koexistence na obecném souvislém
neorientovaném grafu G, zadaného matici sousednosti Ag = (a;).

Poznamka 50. Na obrazku 4.8 je zachyceno feSeni soustavy vzniklé dosazenim diftizni
funkce (4.18) do obecné soustavy diftiznich rovnic (4.2) nad grafem s deseti vrcholy. Z ob-
razku je patrnd slozitost tohoto modelu, ktery je citlivy na volbu pocate¢nich hodnot. Tyto
vysledky miizeme interpretovat tak, Ze pro jedince je na jednu stranu vyhodné pfebyvat v
lokalit4ch, kde je hustéjsi osidleni napiiklad z dtivodu spolupréce. Na druhou stranu vsak
ziskavaji uZitek i z volné rozdélenych zdroji. Vysledkem pomalého vybalancovani téchto

protichtidnych zajmi je kiehkd rovnovaha, kdy jsou uzitky vsech jedincti maximalni.

V pribéhu psani této kapitoly vyvstalo nékolik otdzek ohledné chovani modelti shluko-
vani a koexistence. Nékteré tyto problémy jsou zminény v zdvéru této prace, kde jsou déle
nastinény i daldi moZné sméry a ndvrhy na zdokonaleni modeld.
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(a) Prtibéh feSeni soustavy rovnic (4.19) modelujici koexistenci. (b) Graf G.

Obrézek 4.8: Pribéh feseni soustavy rovnic s diftizni funkci pro koexistenci nad grafem G
pro pocéate¢ni hodnotu

xo = [0.176,0.189,0.195,0.014, 0.038, 0.083,0.033, 0.038, 0.186, 0.048]

a intenzitu migrace r = 1. MiiZeme pozorovat slozité chovani, které se velmi pomalu usta-
luje.

35



Kapitola 5
Zavér

V této praci jsme predstavili nejprve jednoduchy diftizni model pro graf se dvéma vrcholy.
Analyzou matematickych vlastnosti modelu jsme ziskali potfebné pfedpoklady pro volbu
difazni funkce. Nésledné jsme nalezenim konkrétnich vhodnych difaznich funkeci pfedsta-
vili model linearni diftize, shlukovani a koexistence, u kterych jsme provedli analyzu stabi-
lity a tendence v chovani interpretovali pomoci vlivu uZzite¢né spoluprace.

V dalsi kapitole jsme jednoduchy difazni model rozsifili pro libovolny souvisly neori-
entovany graf, ktery jsme formalizovali v podobném duchu, jako model pro graf se dvéma
vrcholy. Opét jsme podle ziskanych pfedpokladi zajist'ujicich zdkladni matematické vlast-
nosti modelu nalezli vhodné konkrétni diftizni funkce a rozsifili tak modely linearni difdze,
shlukovani a koexistence. U modelu linedrni diftize jsme se zabyvali analyzou asympto-
tického chovéni. V ¢asti vénované zobecnénym modeltim shlukovéni a koexistence jsme
naznadili sloZitost dalsf analyzy téchto modelt.

Vyse pfedstavené modely by mohli byt ddle zdokonalovany napiiklad orientaci nebo
navic i ohodnocenim hran grafu, které by umoziiovalo modelovat jednosmérny pfesun a
rtznou kvalitu propojeni jednotlivych lokalit. Vrat'me se nyni zpétné k alternativnich vykla-
dtim modeld, o kterych jsme se zminili v tivodu této prace. UvaZovali jsme o mozné inter-
pretaci vrcholil jako preferenci (spotfebitelskych, volebnich), ndzor(i nebo strategii. Orien-
taci a ohodnocenim hran, napiiklad pravdépodobnostmi pfechodu zmén nazorti preferenci
nebo strategii, by pak mohlo byt modelovdno mozné chovéni voli¢ti, spottebitelt, hracd,
zvifat, apod.

Dalsi zdokonaleni modelt by se mohlo odvijet od modelovani riznych trovni bohatstvi
pro jednotlivé lokality, resp. vyhody plynouci z preferenci, strategii, apod., ¢imZ bychom
ziskali pro jednotlivce rizné atraktivni mista, resp. preference, strategie, apod. Vznikly by
tak dalsi nové problémy zejména z oblasti analyzy asymptotického chovéni, tj. napt. pocet
a stabilita klidovych stavii.

V neposledni fadé vyvstavaji otdzky ohledné asymptotického chovani pfedstavenych
modelti shlukovani a koexistence pro obecny graf, tj. pocet a stabilita klidovych stavii v
zévislosti na volbé pocate¢nich podminek. Dal$im pfedmétem by rovnéZ mohla byt rychlost
konvergence feSeni ke klidovym staviim v zdvislosti na po¢tu hran grafu.
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