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Abstrakt

Tato bakalarska prace je zamérena na hledani optimalniho feSeni v nékterych situacich, které
jsou modelovany pomoci ohodnoceného grafu. Hlavnim cilem této préce je poskytnout prehled
algoritmu pro hledani maximalniho, resp. optimalniho toku v siti jak v klasické statické for-
mulaci tak v dynamické podobé. Déle je v praci porovnana vypocetni slozitost tloh ve statické
a dynamické podobé. V posledni fadé je prace zamérena na vybrané aplikace téchto tloh v eko-
nomii.
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Abstract

This bachelor thesis is focused on finding optimal solutions in some situations that are modeled
using a weighted graph. The main purpose of this bachelor thesis is to provide an overview of
algorithms for searching for the maximum, respectively optimal flow in the network both in
classical static formulation and in dynamic form. Further in the work, there is a comparison
of computational complexity of the tasks in a static and dynamic versionFinally, the work is
focused on selected applications of these tasks in economics.
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1 Uvod

V préci se budeme zabyvat hleddnim optimélniho feSeni v situacich, které jsou modelovany
pomoci ohodnoceného grafu. V praxi se muzeme setkat s celou fadou rozhodovacich situaci,
které lze modelovat pravé na zakladé ohodnoceného grafu. Hlavni ulohou, kterou se budeme
zabyvat je nalezeni maximélniho, resp. optimalniho toku v siti. DalSim cilem préace je uvést

algoritmy pro feSeni problému této tlohy.

V kapitole 2 je z pocatku uvedena historie teorie grafii a nasledné je v teorii grafi uveden
vznik toku v sitich.

Kapitola 3 a 4 je zaméfena na urceni zakladnich pojmu a tvrzeni o grafech a tocich, které
jsou dulezité pro osvojeni problematiky v nésledujicich kapitolach. Tvrzeni nejsou uvadény
s dukazy avsak dukazy lze nalézt v odkazované literatute.

Kapitola 5 je zaméfena na problematiku hledani maximélniho toku ve statické formulaci. V ka-
pitole se zabyvame casové neménnymi toky a algoritmy, které slouzi k nalezeni maximalniho
toku v siti. Nékteré algoritmy jsou dokonce ilustrovany v grafickém znazornéni. Déle se v kapi-
tole zabyvame vypocetni slozitosti jednotlivych algoritmtu a nakonec kapitoly je uveden pojem
cirkulace, ktery bude uzitecny pro nasledujici kapitoly. Tvrzeni, ktera jsou zde zminéna jsou
uvedeny opét bez dukazu, stejné tak v kapitole 6 a 7. Dukazy lze vsak opét najit v odkazované

literatufe.

V kapitole 6 jsou uvedeny algoritmy pro urceni optimalniho toku s minimalni cenou. Opét
se zde zabyvame ¢asové neménnymi toky. Dané algoritmy jsou popsany v jednotlivych krocich

a opét je u algoritmu uvedena jejich vypocetni slozitost.

Kapitola 7 je zamérena na hledani maximalniho toku v dynamické siti. Zde se tedy zabyvame
toky, které popisuji strukturovanou sit a rozhodovaci problémy v pribéhu ¢asu. Hleddni ma-
ximalniho dynamického toku je ilustrovano graficky. Dale jsou uvedeny techniky pro feSeni
problému dynamického toku a je zde zminéna vypocetni slozitost danych problému tykajicich
se hledani dynamickych toku. Na zavér je v kapitole shrnuta a porovnana vypocetni slozitost
ve statické formulaci oproti dynamické.

V kapitole 8 si uvedeme uplatnéni tokt v ekonomii. Nejdiive se budeme zabyvat modelovanim
dopravni sité pomoci teorie her, kde bude zminén tzv. Braesuv paradox. Déle bude v této ka-
pitole popsana optimalizace letového provozu a problémy tykajici se letového provozu.

V zavérecné kapitole 9 je shrnuta celd préace a jsou zde okomentovany veskeré vysledky a zminény

naméty pro pripadné rozsiteni prace.



Prehled znaceni

G

Vv

spojity orientovany graf
mnozina vrcholu
mnozina hran
funkce urcujici kapacitu hrany

specidlni vrchol sité (zdroj)
specidlni vrchol sité (spotiebic)

realna ¢isla

funkce urcujici tok

rezidudln{ (rezervni) sit

cistd sit

rezervni kapacita

rezerva hrany

rezerva hran vstupujicich do vrcholu
rezerva hran vystupujicich z vrcholu
rezerva vrcholu, minimum z r*(v) a r~(v)
vyska vrcholu

prebytek vrcholu v - znaceno také jako excessy(v)
prepravni ¢as

nerovnovaha vrcholu v

graf G’ je podgrafem grafu Gy

stuperl vrcholu (deg™(v) - vstupni, deg™ (v) - vystupni)



2 Historie teorie grafti a vzniku toku v sitich

Za zakladatele teorie grafti je povazovan Leonhard Euler. V roce 1736 zvetejnil fesSeni prikladu
Sedmi mosti mésta Kralovce. Zadéani tlohy spocivalo v tom, jestli je mozné projit kazdym
mostem ve mésté pravé jednou a vratit se zpét do puvodniho mista. Euler prevedl tuto situaci
na graf tak, ze si kazdy breh predstavil jako vrchol a kazdy most pouzil jako hranu, ktera biehy
spojuje. Matematicky dokazal, ze tloha neni fesitelnd. Na nasledujicim obrazku je graf, ktery
zachycuje tlohu 7 mosti mésta Kralovce.

Obrézek 1: Graf sedmi mostti mésta Kralovce

Vznik teorie grafu jako samostatné matematické discipliny je mozno pocitat od roku 1936, kdy
vysla monografie D. Koniga ,, Teorie koneénych a nekoneénych grafu“. Od té doby vysla rada
publikaci, které se déle zabyvaji nejruznéjsimi aplikacemi teorie grafu v oblasti matematiky,
informatiky, ekonomie, atd. V tadé ptipadu je znazornéni pomoci grafii velmi vyhodné.

V roce 1845 publikoval Gustav Kirchhoff zakony, které plati v elektrickych obvodech a slouzi
k vypoctu napéti a proudu v jednotlivych vétvich obvodu. V teorii grafi nasly své uplatnéni
pii studiu tzv. toku v sitich. Problémy feSené v ramci zkoumani toku v sitich jsou motivovany
praktickymi tlohami o propustnosti - typickym prikladem je propustnost zelezni¢ni, silni¢ni
nebo vodovodni sité. Vice o vzniku a vyvoji teorie grafu lze nalézt zde [30].



3 Zakladni pojmy v teorii grafi

Grafy si muzeme predstavit jako zjednoduseni skutecného svéta, kdy dany problém lze znézornit
pomoci bodu a ¢ar, které je spojuji a na zakladé toho tim udavaji jejich vlastnosti. V teorii grafu
se témto bodum iika vrcholy (uzly) a ¢éry, které je spojuji jsou nazyvany jako hrany grafu.
Témto schématium potom fikame grafy. Pro pochopeni problematiky v nasledujicich kapitolach
si nejprve zadefinujeme zdkladni pojmy v teorii grafu (viz. [30], [9, str. 45-51], [19, str. 13-20],
8] a [16]).

3.1 Definice zakladnich pojmu

3.1.1 Definice. Obecny graf G je usporadana trojice (V, E, ¢€), kde
e V je neprazdna a konecna mnozina uzl,
e E je koneénd mnozina hran a

e cjeinciden¢ni zobrazenie : E — V2 U (‘2/), které ptitazuje kazdé hrané e € E usporadanou

dvojici uzlit (u,v) € V2 a dvojici uzli {u,v} € ().

3.1.2 Poznamka. O uzlech spojenych hranou tikdme, ze spolu sousedi a nazyvame je tedy
sousedni uzly. Ve vztahu uzel - hrana se pouziva pojem incidence. Uzel, ktery neni incidentni

s zadnou hranou se nazyvé izolovany uzel.

3.1.3 Alternativni definice. Graf G je usporddand dvojice (V, E), kde V je neprizdna

koneénad mnozina a E je mnozina dvoubodovych podmnozin mnoziny V. Prvky z mnoziny V

v
2

) znaci neorientované hrany a mnozina V' x V' znaéi orientované hrany.

se nazyvaji vrcholy grafu G a prvky z mnoziny E C ( ) U (V x V) se nazyvaji hrany grafu

v
2

Zkratky V a E pochézeji z anglického jazyka, kde vrcholy jsou anglicky Vertices a hrany Edges.

G, pricemz mnozina (

3.1.4 Poznamka. Orientovanou hranou znacime dvojici (u,v), kde u nazyvame predchudcem
vrcholu v a v nazyvame nasledovnikem vrcholu u. Déle orientované hrany typu (u,u) a ne-
orientované hrany typu {u,u} nazyvame smyckou. Grafy, které obsahuji smycky se nazyvaji
pseudografy.

3.1.5 Definice. Graf G je neorientovany, pokud E C (g) Potom tedy hrana e = {u,v}
je neorientovana hrana a spojuje vrcholy u a v. Hrana je vzdy znézornéna useckou.

3.1.6 Definice. Graf G je orientovany, pokud £ C V x V. Potom tedy hrana e = (u,v)
je orientovand hrana, kterda ma pocatek ve vrcholu u a konec ve vrcholu v. Tato hrana je

znazornéna Sipkou.



Obrazek 2: Neorientovany a orientovany graf

3.1.7 Poznamka. Ve vyse uvedenych grafech mluvime o prostych grafech. Prostym grafem
oznacujeme graf, ktery neobsahuje ndsobné hrany (vice hran spojujicich stejné vrcholy).

Grafy muzeme dale klasifikovat na zaklade:
1. Nasobnosti hran
a) Jednoduchy graf (orientovany, neorientovany) je graf, ktery neobsahuje zadné ndsobné
hrany ani smycky.

b) Prosty graf (orientovany, neorientovany) je graf, ktery mé nasobnost kazdé hrany
mezi dvéma riuznymi vrcholy nejvyse 1.

¢) Multigraf je graf (orientovany, neorientovany), ktery obsahuje hranu jejiz ndsobnost
je vetsi nez 1. V tomto pripadé se tedy nejedna o prosty graf.

Pl
N
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Obrazek 3: Multigraf a prosty graf

2. Podle pocti hran a uzla

a) Konec¢ny graf je graf, ktery obsahuje koneény pocet hran a uzlu.
b) Nekoneény graf je graf, ktery obsahuje nekonecny pocet uzlu.

¢) Prazdny graf je graf, ktery nemd zadny vrchol ani zddnou hranu. Muzeme tedy fici,
zZeV=0aE=40.
d) Upln}'f graf je graf, kde kazdé dva vrcholy jsou spojeny pravé jednou hranou. Uplny

graf na n vrcholech znatfme K,. Pron > 1 plati, ze E(K,) = (}).



— AR

Ko K3

Obrézek 4: Uplné grafy pro n € (1,6)

3.1.9 Definice. Graf G se nazyva ohodnoceny (orientovany, neorientovany), pokud ke kazdé
hrané grafu G je pritazena vaha w(e) € R.

3.1.10 Definice. Stupen vrcholu u je znacen jako deg(u). Stupen vrcholu rozlisujeme na
zakladé toho zda se jednd o orientovany nebo neorientovany graf.

1. U neorientovaného grafu lze definovat stupen vrcholu jako pocet hran, které s danym

vrcholem inciduji.

2. U orientovaného grafu rozlisujeme, zda se jedna o vstupni stupen vrcholu deg™(u) nebo
o vystupni stupen vrcholu deg~ (u). Celkovy stupen vrcholu je tedy definovan jako soucet

vstupnich a vystupujicich hran.
e Vstupni stupen deg™(u) je definovan jako:
degt(u) =|{e€ E|Fw eV ie=(v,u)}|
e Vystupni stupen vrcholu deg™ (u) je definovan jako:
deg (u)=|{e€ E|FveV :e=(u,v)}|

V grafech se ¢asto presouvame z jednoho uzlu do druhého. V takovém pripadé je nutné definovat

pojmy, které souviseji s posunem z jednoho uzlu do druhého a dale.

a) Sled v grafu G je usporddand posloupnost uzlu a hran, kde je mozné aby se uzly a hrany
opakovaly. Jestlize skoncime pii prichodu grafem v uzlu ve kterém jsme zacali jednd se
o uzavreny sled. Pokud se skon¢i v jiném uzlu nez v pocatecnim mluvime o otevireném

sledu.

b) Tah v grafu G je sled, kde se zadna hrana nevyskytuje vice nez jednou. Opét se déli na

otevieny nebo uzavieny tah.
c) Cesta v grafu G je otevieny tah, pfi kterém se kazdy vrchol vyskytuje pouze jednou.

d) Kruznice v grafu G je uzaviend neorientovand cesta. V orientovaném grafu se zavadi

pojem cyklus. Pokud graf neobsahuje zadny cyklus nazyva se acyklicky.

3.1.11 Definice. Graf G se nazyva souvisly pokud mezi vSemi dvojicemi uzlu existuje alespon

jedna cesta. V opacném pripadé mluvime o nesouvislém grafu.



4

Toky v sitich

Toky v sitich jsou predevsim vyuzivany v oblasti dopravnich problému, kde se snazime maxima-

lizovat vyuziti prepravni kapacity a to na zdkladé minimalizace prepravnich nédkladu. Hledani

maximalniho toku se v praxi vyuziva nejcastéji pii planovani rozvodu vody nebo kanalizace,

ale lze vyuzit i napftiklad pii pohybu dat po internetové siti. Pro hledani maximalniho toku

existuji zédkladni typy algoritmu, kterymi se budeme zabyvat v dalsich kapitolach préce. Nej-

prve je tieba si zadefinovat zdkladni pojmy tykajici se této kapitoly pro hledani optimalniho
feSeni maximélniho toku (viz. [9, str. 145-147], [22, str. 7-10] a [7, str. 108-110]).

4.1

1.

Zakladni pojmy

Sit S je usporadand ctverice (G, s,t,c), kde G = (V, E, €) je orientovany koneény ohod-
noceny graf. Sit obsahuje dva specidlni vrcholy s a t, kde s,¢ € V, pfiéemZ s nazyvame
zdrojem (source) a t nazyvame spotiebicem neboli stokem (target). Kazda hrana v siti e
ma pridélenou kapacitu c(e), kde kapacita je funkce ¢ : E — R.

. Tok v siti je funkce f: E — R, kterd spliuje nasledujici podminky

e 0 < f(e) < c(e) pro kazdou hranu e € E,
® > wer f(ww) =37 o f(vu) pro kazdy vrchol v € V' N\ {s,1}.

Prvni podminka udéva, ze prutok hranou f(e) je nezaporny a musi byt vzdy mensi nebo
roven kapacité hrany c(e). Druhd podminka udava, ze co do daného vrcholu pritece, tak
z néj musi také odtéci. Druha podminka je znama také jako zakon zachovani toku, jelikoz
se ve vrcholech tok neztraci. Druhé podmince se ve fyzice ika Kirchhoffav zakon. Tok,
ktery vede ze zdroje s do spotiebice t se oznacuje jako (s, t)-tok.

Bilance vrcholu f(v) neboli pfebytek (nékdy znaceno také jako excesss(v)) ve vrcholu
je urcen rozdilem mezi ptitokem do vrcholu v a odtokem z vrcholu v. Tento prebytek je

urcen nasledujicim vzorcem

fo)="Y" fluv) =Y flou) (1)

uwveFE vuel

Velikost toku |f] 1ze oznacit jako mnozstvi, které protéka ze zdroje s do spotiebice t. Ze
zdkona zachovani toku vime, ze se tok ve vrcholech neztraci, tedy velikost toku |f| lze
vypocitat jako tok, ktery pritékd do spotiebice tzn. |f| = f(t). Velikost toku lze méftit
1 jingm zpusobem a to jako velikost toku, ktery vytéka ze zdroje. Plati tedy, ze

1= flsv) =) flut). (2)

sveEE vteE

Rez mezi zdrojem s a spotiebi¢em t se nazyva mnozina vsech hran R, které spojuji uzly
mnoziny Vi s uzly mnoziny V5, kdy Vi je mnozina uzlu, kterda obsahuje pocateéni uzel
a vSechny uzly dosazitelné z pocatecniho uzlu po nenasycené cesté. Mnozina uzlu V5 je
takova mnozina, kterd obsahuje koncovy uzel a vSechny zbyvajici uzly. Kapacitu rezu
definujeme jako c¢(R) = ) . c(e). Minimaln{ Tez je fez, ktery ma nejmensi kapacitu.

8



6. Rezervni kapacita hrany je urc¢ena rozdilem kapacity a toku na dané hrané. Minimum
rezervnich kapacit hran na zvolené cesté se nazyva rezervni kapacita cesty. Podgraf
tvoreny pouze hranami s kladnou rezervni kapacitou se nazyvd rezervni sit (neboli
rezidudln{ sit) oznacovdna jako G;.

7. Rezervni sit (rezidudlni sit) je podgraf tvofeny pouze hranami s kladnou rezervni kapa-

citou a je definovéna jako Gy = (V, Ey), kde
E¢ = {(u,v) € V x V]| cs(u,v) > 0}, (3)

kde rezervni kapacita cs(u,v) je funkce V' x V' — R¥, kterd je pro kazdou dvojici vrcholu

(u,v) € V definovdna nasledovné

c(u,v) — f(u,v)  pokud (u,v) € E,
cr(u,v) == < f(v,u) pokud (v,u) € F, (4)
0 Jinak.

8. Nenasycend (vylepsujici) polocesta P je neorientovand cesta v rezervni siti z vrcholu
s do vrcholu t, tj. posloupnost navazujicich hran e, es, ..., ¢e,,, kde ve sméru ze zdroje
do spotiebice plati, ze f(e;) < c(e;) a v opaéném sméru plati, ze f(e;) > 0. Nenasycena
polocesta P je tedy cesta s kladnymi rezervami kapacit vsech hran.

9. Cesta P ze zdroje do spotiebice tj. P = s,vy,v9,...,v;,t se nazyva nasycena pokud
pro né&jakou hranu e; = (v;_1,v;) orientovanou po sméru plati, ze f(e;) = c(e;) nebo
pro n¢jakou hranu e; = (v;,v;_1) orientovanou proti sméru plati, ze f(e;) = 0. Jestlize
je kazda cesta ze zdroje do spotfebice nasycend, potom je tok nasyceny. Pokud cesta
neni nasycend, jednd se o nenasycenou (vylepsujici) cestu, kde pro kazdou hranu plati,
ze rezervni kapacita je vétsi nez 0. Cesta ze zdroje do spotiebice je oznacovana jako

(s,t)-cesta.

10. Rezerva hrany je urcena na zakladé toho zda se jedna o dopfednou nebo zpétnou hranu.
Doprednou hranou oznacujeme hranu, kterd sméruje od zdroje ke spotiebic¢i ve sméru
cesty. Zpétnou hranou nazveme hranu, kterd sméfuje proti sméru cesty. Mnozstvi toku,
které je mozné poslat po sméru hrany nazyvame rezervou po sméru hrany e a vypocteme

ji vztahem
r(e) = c(e) — f(e). (5)
Mnozstvi toku, které je mozné poslat proti sméru hrany se nazyva rezerva proti sméru

hrany e a jeji velikost je f(€’). Pokud budeme uvazovat, ze ke kazdé hrané existuje hrana
opa¢nd potom rezervu hrany e = (u,v) pii toku f definujeme jako

r(e) = (cle) = f(e)) + f(€), (6)

kde ¢ = (v,u). V piipadé, ze nebude k néjaké hrané existovat opa¢na hrana, pridame
opacnou hranu, které priradime nulovou kapacitu.

4.1 Véta. [9, str. 147] Pokud v rezervni siti existuje vylepsujici polocesta P ze zdroje do

spotfebice, potom tok f neni maximalni.



Z véty (4.1) lze tici, ze velikost toku v siti je maximalni pokud v rezervni siti neexistuje vy-
lepsujici polocesta.

4.2 Veéta. [9, str. 146] Pro kazdy (s,t)-tok f a kazdy (s,t)-fez R plati, ze |f| < ¢(R). Ve-

likost maximélniho toku je nejvyse rovna velikosti minimélnimu fezu.

V kazdé siti existuje maximalni tok a minimélni fez. Velikost jakéhokoliv (s, t)-fezu lze povazovat
za horni odhad velikosti toku. Nésledujici véta, kterd je jednou hlavnich vét o tocich byla ob-

jevena Ford Fulkersonem v roce 1956.

4.3 Véta. [9, str. 146] Pokud existuje maximalni (s, t)-tok, potom velikost tohoto toku v siti
je rovna velikosti minimalnimu fezu. Pokud f je maximalni (s, ¢)-tok, potom v siti neexistuje

vylepsujici cesta a tedy existuje ez (s,t), takovy zZe plati
maz {|f| : f je (s,t) —tok} = min{c(R) : ¢(R) je (s,t) — rez}. (7)

4.4 Poznamka. V celé kapitole o tocich se budeme pro jednoduchost zabyvat pouze oriento-
vanymi grafy. Pokud bychom chtéli hledat maximalni tok nebo minimalni fez v neorientovaném
grafu museli bychom nahradit kazdou neorientovanou hranu dvojici Sipek jdoucich proti sobé.
Touto operaci bychom vytvorili orientovany graf, kde kapacity obou sipek budou stejné jako
kapacita puvodni hrany.
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5 Toky ve statické podobé

V této kapitole si uvedeme nékolik zakladnich algoritmu ve statické podobé tzn. casové neménné
toky pro hledani maximalniho toku v siti. Problém maximalniho toku spociva v tom, ze se vzdy
snazime najit maximalni tok, ktery lze odeslat z pocatecéniho vrcholu do koncového vrcholu,
pokud na linkach (hrandch) mezi vrcholy existuji kapacity, které nelze prekrocit. Hodnotu ma-
ximalniho toku lze zkoumat napiiklad v silniéni doprave, kdy kapacity na linkdch odpovidaji
poctu aut, které danou cestou projedou za jednotku ¢asu (minutu). Vyuziti lze nalézt také
v datové siti nebo pro pripravu evakuacnich planu. Mezi zakladni algoritmy patii Ford - Ful-
kersoniv, Dinicuv / Edmonds - Karpuv, Metoda tii Indu, Skalovaci a nakonec Goldbergiyv.
Nyni si popiseme fungovani jednotlivych algoritmu pro hleddni maximélntho toku (viz. [17],
[14], [9, str. 148-160], [18], [26] a [19, str. 164-170]).

5.1 Ford - Fulkersonuiv algoritmus

Tento algoritmus je urcen pro hledani maximdlniho toku a byl zminén v roce 1957. Hlavnim
cilem je vzdy nalézt cestu ze zdroje do spotiebice takovou, kterd neni nasycena. Tento krok opa-
kujeme do té doby dokud neexistuje zadné nenasycena (s, t)-cesta. Algoritmus si nyni uvedeme
v jednotlivych krocich:

1. V daném ohodnoceném grafu v prvnim kroku pfiradime kazdé hrané tok f(e) = 0.
3. Z puvodni sité vytvorime rezervni sit.

3. Ve tietim kroku se snazime najit v rezervni siti vylepsujici polocestu ze zdroje do spotiebice.
Ze zacatku tedy zvolime libovolnou polocestu (bez opakujicich se vrcholu). Déle uréime
nejmensi rezervu € hrany na zvolené polocesté P. Néasledné na hranach ve smeéru cesty

zvysime tok o €. Nejmensi rezervu ziskdme jako

€ :=minecp {c(e) — f(e)}. (8)

Pokud by vsak vylepsujici cesta obsahovala zpétné hrany, tok se na téchto hranach snizi
o €. Nejmensi rezervu e¢ hrany na zvolené polocesté P, kterda obsahuje i zpétné hrany
ziskame jako

€ :=mineep {c(e) — f(e), f(e}. (9)

Novy tok [’ je dan nasledovné

fle)+e€  pokude € P,
f'(e):==14 f(e')—¢ pokude € P, (10)
f(e) pro e jinak.

Kazdé hrané se také zméni hodnota kapacity c(e) a to nasledovné

cle)—e  pokude € P,
d(e):=<c(e')+e¢ pokude € P, (11)
c(e) pro e jinak.
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4. V dalsim kroku aktualizujeme rezervni sit a hleddme opét vylepsujici polocestu ze zdroje
do spottebice ptes hrany u kterych plati, ze f(e) < c(e) nebo f(e’) > 0. Tento krok opa-
kujeme do doby dokud existuje néjaka vylepsujici polocesta, tzn. Ze existuje nenasycena
polocesta.

5. Pokud jiz neexistuje zadna nenasycend polocesta ze zdroje do spotiebice algoritmus se
zastavi a je nalezen maximalni tok, coz nam fika véta (4.1). Maximélni tok je potom
tvofen souctem rezerv €, které byly postupné spocteny pii hledani vylepsujicich polocest

v rezervni siti.

5.1.1 Priklad Ford Fulkersonova algoritmu

V piikladech pro hleddni maximalniho toku se budeme zabyvat situacemi, kdy sif obsahuje
pouze jeden zdroj a jeden stok a hrany maji celociselné kapacity, tedy hodnota maximalniho
toku bude celo¢iselna, jelikoz v prubéhu cinnosti algoritmu se pouze s¢itd. Se¢tenim celociselnych
kapacit dostavame ve vysledku tedy celo¢iselnou hodnotu toku (viz. [7, str. 112 Véta 3.5.5]).
Pokud mé4 sit celociselné kapacity stoupne velikost toku minimélné o jedna a algoritmus se
zastavi po nejvyse tolika krocich, kolik je néjakd horni mez pro velikost maximélniho toku, coz
miuze byt napiiklad soucet kapacit vSech hran vedoucich do stoku. V piipadé, Ze by sit obsa-
hovala racionalni kapacity, musime tyto kapacity prevést na celociselné pomoci prendsobenim
nejmensiho spolecného jmenovatele a poté tesit dany algoritmus. Hodnota maximélniho toku
se na konci vydéli nejmensim spoleénym jmenovatelem a tedy hodnota toku bude racionalni.
I v tomto pripadé se algoritmus zastavi. V siti s iraciondlnimi kapacitami Ford-Fulkersonuv

algoritmus skon¢it nemusi.

SN, /\/\ \/\
AYAY AR VAVARVAYA

o ———>e —» —>

Obrazek 5: Hleddni vylepsujici cesty pomoci Ford Fulkersonova algoritmu [31]
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Obrazek 6: Hledani vylepsujici cesty pomoci Ford Fulkersonova algoritmu [31]
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Obréazek 7: Vysledna sit, ve které jiz neexistuje vylepsujici (s, t)-cesta [31]

Dinictv / Edmonds - Karpuv algoritmus

Tento algoritmus je opét urcen pro hledani maximalniho toku. Jedna se o zefektivnéni Ford Ful-

kersonova algoritmu (1972). Algoritmus se snazi vyhledat cestu ze zdroje do spotfebice pomoci

co nejmensiho poctu hran, tj. pomoci prohledavanim sité do sitky. Kroky daného algoritmu

jsou urceny nésledujicim potradim:

1.

2.

V ohodnoceném grafu pritradime kazdé hrané nulovy tok tzn. f(e) = 0.

Z puvodni sité vytvoiime sit rezerv. Sit rezerv k toku f predstavuje sit, kde kapacity
hran jsou tvoreny rezervami hran z puvodni sité.

V siti rezerv najdeme nejkratsi (s, t)-cestu. Pokud nelze takovou cestu najit algoritmus je
ukoncen a je nalezen maximalni tok.

. Dale provedeme procisténi sité. Zachovame pouze hrany a vrcholy, které tvoii nejkratsi

(s,t)-cestu. Vytvoifme tzv. ,Cistou sit*.

Nalezneme blokujici tok v ¢isté siti. Blokujicim tokem se mysli tok, kdy na kazdé ori-
entované cesté ze zdroje do spotiebice existuje alespon jedna hrana, kde je tok roven
kapacité. Z pocatku je blokujici tok roven nule.

V cisté siti nalezneme nejkratsi (s,t)-cestu a nasledné na hranach ve sméru cesty zvysime
tok o €, coz je nejmensi rezerva hrany na cesté. Hrany, které vzniknou jako nasycené
odstranime a docistime sit. Po smazani nasycenych hran muZou v siti vzniknout tzv.
,slepé ulicky.“ Na zakladé smazani nasycené hrany muze dojit k znecisténi sité. Doc¢isténi
sité se provadi néasledujicim zpusobem:

a) Vrcholy se rozdéli do jednotlivych vrstev na zakladé vzdélenosti od zdroje.

b) Odstrani se dlouhé cesty (delsi nez do vrstvy obsahujici stok) a také se odstrani
zpétné hrany a hrany uvnitt vrstev.

c¢) Nakonec se vytvori fronta. Fronta zachycuje vrcholy v, které budou smazény. Z fronty
postupné budeme mazat vrcholy pro které plati, ze deg™(v) = 0 nebo deg™(v) = 0.
Soucasné budeme mazat i hrany, které do téchto vrcholii vedou nebo z nich vychazeji.
Pokud pri odstranovani hran se nékterému vrcholu snizi stupen na 0 bude pridan do

fronty a nasledné bude smazan. Nésledné zlepsime tok f podle blokujiciho toku.
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5.2.1 Piiklad Dinicova / Edmonds Karpova algoritmu

Obrazek 10: Nalezeni max. toku pomoci Dinicova / Edmonds Karpova algoritmu [11]

5.3 Metoda tri Indu

Indové Malhotra, Maheshawari a Pramodh - Kumar v roce 1978 objevili zpusob jak zefektivnit
Dinicuv algoritmus pro hledani blokujictho toku v cisté siti. Predpokladem tohoto algoritmu
je jednoduchd sit. Tim se povazuje sit bez smycek a paralelnich hran. Déle se neuvazuji hrany
vchézejici do zdroje a vychézejici ze stoku, jelikoz tyto hrany nemuzou zvysit maximalni tok.
V daném algoritmu si nejprve musime spocitat rezervu vrcholu v, coz je nejvétsi mozny prutok

ptes dany vrchol. Prutok pres vrchol v budeme oznacovat r(v) a vypocteme ho jako

r(v) == min {rt(v),r (v)}, (12)

rt(v) = > wep T(uv) je soucet rezerv viech hran vstupujicich do vrcholu v a

r(v) = Y ep T(vu) je soucet rezerv vsech hran vystupujicich z vrcholu v.

Jelikoz hledame blokujici tok stac¢i uvazovat pouze rezervy po sméru hrany. Rezervu po sméru
hrany vypocitame opét jako rozdil kapacity a toku na dané hrané. Pro nalezeni blokujiciho toku

postupujeme nésledovné:
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1. V prvnim kroku opét pritadime k hranam nulovy tok f.

2. Dale zjistime rezervy vsech hran u kazdého vrcholu. Rezervy se prepocitavaji pri kazdé

zmeéné toku.

3. Algoritmus se zastavi v momenté, kdy maji vsechny vrcholy nulovou rezervu. V piipade,

ze v siti existuji vrcholy s nenulovou rezervou, vybereme vrchol v s nejmensi hodnotou

r(v).

4. Dale vrcholu v pritadime p(v) = r(v), kde p(v) predstavuje mnozstvi, které chceme
prepravit ze zdroje do vrcholu v. Ostatnim vrcholim bude prifazena nulova hodnota. Po-
stupné budeme po jednotlivych vrcholech ve vrstvach postupovat od vrcholu v ke zdroji
z. Pro kazdy vrchol w budeme provadét nésledujici operace dokud p(w) > 0 :

e Vybereme libovolnou hranu (u,w) a zvysime po ni tok o 6 = min(r(u,w), p(w)).
Hodnota p(w) se snizi o ¢ a hodnota p(u) se zvysi o 0.

e Pokud je hrana (u,w) nasycend odstranime ji ze sité a nasledné provedeme docistén{
sité stejnym zpusobem jako u Dinicova algoritmu,.

5. Nakonec stejnym zpusobem pievedeme mnozstvi r(v) z vrcholu v do spotfebice s.

5.4 Skilovaci algoritmus

Skélovaci algoritmus funguje dobfe pro sité s celociselnymi kapacitami hran. U algoritmu je ze
zacatku zvolena hodnota ¢, ktera je urcena jako polovina maximélni nalezené kapacity hrany
vedouci ze zdroje. Pii vypoctu uvazujeme pouze hrany, které maji kapacitu vétsi nebo rovnu

zvolenému d. Jelikoz se § v kazdé iteraci zmensuje na polovinu, postupné uvazujeme nové hrany:.

Nésledné hleddame v kazdé iteraci zlepsujici tok, ktery lze urcit libovolnym zvolenym algoritmem
zminéném vyse, tedy napriklad se muze jednat o Dinicuv algoritmus.
5.5 Goldbergtv push - relabel algoritmus

Poslednim algoritmem v této kapitole pro hledani maximalniho toku je tzv. Goldberguv algo-
ritmus (1988). Algoritmus pouziva dvé zdkladni operace. Jednou z nich je protlaceni toku po
hrané a druhou operaci je zvySeni vysky vrcholu. Zvednuti vrcholu, tedy zvysSeni jeho vysky

e/

Dale si zavedeme pojem vlna, ktery je dulezitym pojmem pro Goldberguv algoritmus. Funkce
f: E — R{ je vlna v siti S, pokud spliuje tyto dvé podminky

e Vec E:0< f(e) < c(e) (vlna neprekroci kapacity hran),
o Yo e V\{s,t}: f(v) >0 (prebytek ve vrcholech je nezaporny).

Po zavedeni pojmu vlna plati tedy, ze kazdy tok muzeme nazyvat vlnou. Opacné to vsak
platit nemusi. Vlna nemusi splihovat zakon zachovani toku a tedy jsou ve vrcholech povoleny
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prebytky. Pokud je prebytek ve vrcholech nezdporny a nenulovy jedna se o aktivni vrchol. Zdroj
a spottebic¢ nejsou nikdy aktivni.

Postupné se budeme snazit, aby zadny z vrcholu nebyl aktivni, to znamena, ze prebytek
ve vrcholech bude nulovy. Prebytky se snazime prevést do spotiebice avsak pokud by vina byla
prilis velka dotlac¢ime prebytek z aktivnich vrcholu zpét do zdroje. Vrcholim postupné pritadime
vysky h(v), které zavedeme kvili zbyteénému prelévani prebytku tam a zpét. Na zdkladé vysek
potom budeme prevadét prebytky a to z vyssiho vrcholu do nizsiho. Jestlize se vyskytne vrchol
s prebytkem, ze kterého nevede zadna nenasycend hrana smérem dolu, zvedneme vysku tohoto
vrcholu o jedna, dokud se nezvedne tak vysoko, aby z néj mohl prebytek odtéci. Algoritmus si

nyni popiseme v jednotlivych krocich:
1. Nastavime pocéatecni vysky h(v), kde zdroj bude ve vysce n a ostatni budou ve vysce 0.

2. Nasytime vSechny hrany vedouci ze zdroje. Koncové uzly se stavaji aktivnimi a jsou
pridany do fronty.

3. Dokud neni fronta aktivnich uzla prazdna budou provedeny tyto ¢innosti:

Odebereme uzel z fronty,

Pokud existuje nizsi naslednik na rezervni hrané, protlacime prebytek po této hraneé,

e V opacném piipadé zvedneme uzel o jedna,

Pokud je uzel stale aktivni, pfiddme ho na konec fronty.

5.5.1 Priklad Goldbergova algoritmu

Obrazek 11: Nastaveni vysek vrcholi, nasyceni hran vedoucich ze zdroje a protlaceni prebytku
blize ke spotfebici [28]
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Obrazek 13: Nalezeni maximélniho toku podle Goldbergova algoritmu [28]

Vlastnosti, které se neméni pii transformaci u Goldbergova algoritmu jsou nésledujici:

1. Funkce f je v kazdém kroku vina.

(\)

. Vyska h(v) zadného vrcholu v nikdy neklesa.
3. h(z) =n a h(s) = 0 po celou dobu béhu algoritmu.

4. V vrchol v je h(v) < 2n.

5.6 Casova slozitost algoritmii

Slozitost algoritmu nam 7ika, jak je algoritmus rychly. To znamena, kolik provede elementarnich
operaci vzhledem k urc¢ité velikosti vstupnich dat. K urceni algoritmu se nejéastéji pouziva tzv.
asymptoticka slozitost. Algoritmy se rozdéli do jednotlivych tiid slozitosti. Pro kazdou tridu
plati, ze od urcitého mnozstvi dat je algoritmus dané ttidy vzdy pomalejsi nez algoritmus tiidy
predchozi.
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Jednotlivé ttidy slozitosti rozlisSujeme na zakladé toho, ze uvazujeme velké mnozstvi dat tj.

vvvvv

nez ten z predchozi. Tridy slozitosti ndm udavé nésledujici stupnice (uvazujeme k > 1) [2]

1 < log(n) < n < nlog(n) < n* < k™ < n! < n"

Slozitost se zapisuje na zdkladé tzv. Omikron notace jako O(f(n)). Rozlisujeme ruzné varianty

slozitosti:

1.

Nyni

Horni odhad slozitosti algoritmu - udava slozitost v nejhorsim piipadé. Algoritmus
probihd asymptoticky stejné rychle nebo pomaleji nez funkce f(n). Oznacuje se jako

O(f(n)).

Dolni odhad slozitosti algoritmu - uddva idedln{ slozitost daného algoritmu (tedy
nejrychlejsi mozné provedeni), které je ale mozné jen pro nékteré pripady vstupnich dat.
Algoritmus probiha asymptoticky stejné rychle nebo rychleji nez funkce f(n). Oznacuje
se jako Q(f(n))

Primérny odhad slozitosti algoritmu - udava stfedni hodnotu slozitosti pti néjakém
rozlozeni vstupnich dat. Algoritmus probiha asymptoticky stejné rychle jako funkce f(n).
Tento odhad nastava v pripadé, ze algoritmus dosahuje horni slozitosti jen ,ziidka“.
Oznacuje se jako O(f(n).

si uvedeme casovou slozitost u algoritmu slouzicich pro hledani maximélniho toku v siti

(viz. [9, str. 148-160]).

Casova slozitost u Ford - Fulkersonova algoritmu muze byt pro nékteré sité a spatné
volby zlepsujicich cest prilis velka. Slozitost algoritmu lze zlepsit tim, ze budeme hledat
zlepsujici cesty na zakladé prohledavani do hloubky, pficemz bude vzdy nalezena cesta,
kterda ma nejmensi pocet hran ze vSech dostupnych cest. Maximalni tok lze potom najit
v case O(nm?), kde n je pocet vrcholu v grafu a m je pocet hran v grafu. Pokud by byly
viechny kapacity rovny 1 slozitost pro nalezeni maximélniho toku by byla O(mn).

Casov4 slozitost u Dinicova / Edmonds - Karpova algoritmu se uréf na zékladé rozdélent
algoritmu na jednotlivé faze (jednotlivé pruchody vnéjsiho cyklu). Mazani hran s nulovou
rezervou, sestrojeni sité rezerv, hledani vylepsujici cesty a konecné zlepsovani toku bézi
v ¢case O(m).

Déle vegkeré docisfovani sité béhem hledani blokujictho toku probihd v case
O(m). Kazdy vrchol i hrana jsou smazany nejvyse jednou za fazi, coz znamend, ze bézi
v konstantnim Case.

Hledéani blokujictho toku projde nejvyse m cest, jelikoz pokazdé bude odstranéna
alespon jedna hrana ze sité. Nalezeni cesty metodou trva O(n), tedy celkové je to O(nm).
Celd jedna faze tedy bézi v case O(nm).

Jelikoz kazda cesta obsahuje nejvyse n vrcholt, tak probéhne nejvyse n fazi. Cel-
kové casovd slozitost je tedy O(mn?). Pokud bychom vyjadiovali sloZitost v zavislosti

pouze na vrcholech byla by O(n?), jelikoz hran grafu je nejvyse n?.
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e Algoritmus Metody tif Indi je modifikace Dinicova algoritmu a dokdze zpracovat sit o n
vrcholech v ¢ase O(n?). Misto hledani cesty se pro kazdy vrchol spocitd, jaké maji re-
zervy vstupni hrany a vystupni hrany jednotlivych vrcholiu. Potom vrcholem s nejmensim
minimem téchto hodnot se tok zvysi. Asymptoticka slozitost celého programu je potom
O(n?). Této slozitosti bylo dosazeno, jelikoz se pfedevsim zaméiujeme na vrcholy, nikoliv

na hrany jako u Dinicova algoritmu.

e Asymptoticka slozitost u skalovaciho algoritmu zavisi logaritmicky na nejvyssi hodnoté
kapacity hrany. Slozitost je dale urcena vzhledem k samotnému zvolenému algoritmu.
Kdybychom uvazovali napifklad Dinictiv algoritmus byla by slozitost rovna O(m?-log, C),
kde C vyjadiuje nejvyssi kapacitu z jednotlivych hran. Parametr § nam udava, ze v kazdé

iteraci lze nalézt maximalné m zlepsujicich cest. Nalezeni cesty bézi v case O(m).

e Asymptoticka slozitost u Goldbergova algoritmu je opét urcena na zakladé slozitosti
jednotlivych operaci. Slozitost inicializace algoritmu je O(m). Déle algoritmus provede
nejvyse 2n? zvednuti, coz trvd O(n). Provede nejvyse nm nasycenych pievedeni a nejvyse
n?m nenasycenych pievedeni. Pfevedeni prebytku bézi v konstantnim ¢ase O(1). Celkové
tedy najde algoritmus maximdlni tok v ¢ase O(n*m).

Prehled ¢asovych slozitosti u jednotlivych algoritmu je shrnut v nasledujici tabulce.

Algoritmus Casova slozitost
Ford - Fulkerson O(nm?)
Dinic - Edmons Karp O(n*m)
Metoda t¥{ Inda O(n?)
Skalovaci O(m -log, C)
Goldberg O(n*m)

Tabulka 1: Piehled casovych slozitosti

5.7 Cirkulace

5.7.1 Definice. Necht je dén orientovany graf G = (V, E) a dale doln{ a horn{ omezeni [, c.
Potom funkci f : £ — R nazveme cirkulaci, pokud v kazdém vrcholu spliuje Kirchhoffuv
zakon, jinymi slovy pokud plati, ze

> fluw) = flou) =0 (13)

uveV vu€eV

Ptipustnou cirkulaci nazveme cirkulaci pro kterou plati, ze l(e) < f(e) < ¢(e) pro kazdou hra-
nou e € F. Jestlize v siti G existuje tok ze zdroje do spotiebice, ktery je piipustny, potom lze
z tohoto toku vytvorit pripustnou cirkulaci. Ptipustnou cirkulaci 1ze vytvotit pridanim hrany
(t,s), pficemz nechdme touto hranou téci tok rovny velikosti | f|. Pro hleddni maximélniho toku
se tedy stac¢i omezit na tlohu hledéni pripustné cirkulace, jelikoz jsou tlohy ekvivalentni.
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5.7.2 Véta. [10] Pripustnd cirkulace v siti s dolnim a hornim omezenim existuje jen tehdy, po-
kud pro kazdou mnozinu vrcholu V' plati, Ze tok, ktery do ni musi vtéci (dolni omezeni hrany),

muze z mnoziny V' odtéci (horni omezeni hrany).

Piipustnou cirkulaci 1ze najit pomoci algoritmu Out of Kilter, ktery si vSak nebudeme v prdc:

uvadeét. Jeho postup lze najit v odkazované literatufe [1, str. 326-328].
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6 Algoritmy pro urceni toku s minimalni cenou

V nésledujici kapitole si uvedeme nékteré zdkladni algoritmy pro nalezeni optimdalniho toku
s minimdlni cenou [21]. V prvni ¢asti si uvedeme zdkladni véty, definice a podminky optimality
reseni, které jsou nezbytné pro pochopeni problematiky (viz. [1, str. 306-312], [22, str. 37-56] a
[19, str. 190-206]). V odkazech lze nalézt také dukazy k jednotlivym tvrzenim.

6.1 Piredpoklad. V této kapitole budeme pouzivat graf G = (V, E, ., w) pro oznaceni konecného
grafu, kde V' oznacuje vrcholy grafu GG, E oznacuje hrany grafu G, o oznacuje pocatecni vrchol
hrany a w oznacuje koncovy vrchol hrany. Dale budeme pouzivat [ a ¢, coz jsou realné funkce,
které prifazuji dolni a horni kapacitu hrany v grafu G, kde plati, ze 0 < I(e) < ¢(e) Ve € E.
Povolime také piipad, ze c¢(e) = +oo. To znamend, ze nékteré hrany e € E mohou mit neome-

zenou kapacitu.

Pokud b : V' — R je libovolnd funkce, potom f : EF — R nazyvame b-tok, jestlize plati, ze
f(v) = b(v) Yv € V, kde f(v) oznacuje prebytek ve vrcholu v. Ve specidlnim piipadé, kdy
b(v) = 0 Yv € V, nazyvame b-tok cirkulace. Budeme pouzivat funkci b : V' — R, ve vyznamu
pozadovanych prebytku vrcholu. Déle definujeme funkci k& : £ — R, kterd pridéli jednotkové
ceny toku k hranam. Pro b-tok f je cena urcena jako

E(f) = _k(e)- f(e). (14)

eck
Nékladovou funkci k rozsifime na hrany rezidudlni sité G tak, ze pritadime k(+e) := k(e)
a k(—e) := —k(e), kde +e oznacuje doptednou hranu a —e oznacuje hranu zpétnou. Jestlize

h: E(Gy) — R, definujeme cenu ve tvaru

k(h) = > k(e)-he). (15)

eGE(Gf)

E(Gy) oznacuje hrany v rezidudlni siti, coz jsou hrany, které maji kladnou rezervni kapacitu,
jak je jiz zminéno vyse v kapitole (4).

6.2 Definice. (Problém s minimalni cenou toku)

Pokud budeme vychézet jiz z vyse uvedeného predpokladu (6), potom problém s minimalni
cenou toku je najit b-tok f, takovy ktery je ptripustny vzhledem k dolni a horni kapacité, to
znamend, ze l(e) < f(e) < c(e) Ve € E a jehoz cena k(f) je minimalni mezi vSemi moznymi
b-toky.

6.1 Podminky optimality

Pro nésledujici podminku optimality feSeni se ukaze, ze je uzitecné zapisovat rozsiteni toku
podél cyklu C' v grafu G jako soucet f a cirkulace f¢. Cirkulaci na cyklu (nazyvéano jako tok
po cyklu) s hodnotou § > 0 definujeme ve tvaru

ot 5220



Necht f je b-tok a B¢ je cirkulace na cyklu v G s hodnotou ¢ > 0, potom definujeme f + B¢

ve tvaru
fle)+9, pokud+eecC
(f +Bc)(e) =< fle) =6, pokud—eecC (17)
f(e), jinak.

Je ziejmé, ze f + B¢ je opét b-tok v G a jeho cena je k(f + 5c) = k(f) + k(Be).

6.3 Véta. [22, str. 38] Pokud f a f’ jsou oba piipustné b-toky s ohledem na dolni a horni
kapacity [ a ¢, potom f’ muze byt napsan jako soucet f a maximélné 2m cirkulaci na cyklech

5017”' 7ﬁCp-

Nésledné dostaneme, ze k(f') = k(f) + >_4_, k(Bc;). Tato véta ndm dava zndmou podminku

optimality pro minimalni cenu toku.

6.4 Véta (Podminka optimalizace cyklu pro minimdlni cenu toku [22, str. 39]). Necht je G
stejny jako v pfedpokladu (6). b-tok f md minimdln{ cenu pouze tehdy pokud rezidudlni sit Gy

neobsahuje cyklus se zdpornou délkou (s ohledem na k).

Podminky negativniho optiméalniho cyklu naznacuji jeden jednoduchy algoritmicky piistup pro
reSeni problému minimalniho ceny toku, ktery nazyvame algoritmus zruseni cyklu. Algoritmus
se ukonéi, jakmile rezidudlni sit neobsahuje Zadny cyklus se zapornou délkou. Postup algoritmu
muzeme najit zde [1, str. 317-318].

6.5 Véta. [22, str. 39] Jestlize existuje b-tok s minimdlni cenou, potom muzeme fici, ze
existuje také optimaln{ tok f’ takovy, ze l(e) < f(e) < (n+ m)(C + B) Ve € E, kde
C =maz{c(e):e € ENc(e) < +o0} a B=mazx{|b(v)|:v e V}.

Nyn{ uvedeme druhou podminku optimality. Necht G = (V, E, «,w) je libovolny graf a déle
k : E — R je libovolny. Vzhledem k danému p : V' — R muzeme definovat také snizené ceny
kP : E — R s ohledem na p ve tvaru

kP(e) := k(e) + pla(e)) — p(w(e)). (18)

Funkce p : V' — R se nazyvéd potencidl v G, pravé tehdy pokud p(w(e)) < p(a(e)) + k(e)
Ve € E. Potom je ziejmé, ze p je potencial pokud plati, ze kP(e) > 0 Ve € E. Déle dokonce lze
odvodit, ze k(C) = kP(C) > 0 pro vsechny cykly C' v G.

6.6 Véta. [22, str. 40] Necht G je orientovany graf a k : E(G) — R, potom v G existuje
potencial, pokud nemd G cyklus se zdpornou délkou. Jestlize k je celociselny, potencial (pokud

existuje) muze byt rovnéz celociselny.
Vyse zminénd véta nam dava dobrou druhou podminku optimality pro minimalni cenu toku.

6.7 Véta (Podminka optimality snizené ceny pro minimalni cenu toku [22, str. 40]). Necht
uvazujeme graf G, ktery je stejny jako v predpokladu (6). b-tok f md minimdlni cenu pouze
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pokud existuje potencidl v Gy. To znamena, ze existuje p : V' — R, takové ze p(v) < k(e) +p(u)
Ve € Gy, kde u = a(e) a v =w(e).
6.8 Predpoklad. Po zbytek této kapitoly budeme vychazet z nasledujicich tvrzeni:

1. Existuje b-tok, ktery je pripustny vzhledem k dolnim a hornim kapacitam, zejména mame

Z’UGV b(U) = 0.

2. Yu,v € V, pficemz u # v existuje cesta z u do v, ktera se skladd jen z hran nekonecné
kapacity +oo (tedy tato cesta existuje i v jakékoli rezidudlni siti Gy).

3. Budeme mit [(e) =0 a k(e) > 0 Ve € E.

6.2 Postupny algoritmus nejkratsi cesty

V této kapitole se budeme zabyvat algoritmem nejkratsi cesty k vytreSeni problému toku s mi-
nimdlni cenou (viz. [22, str. 42], [1, str. 320-323] a [19, str. 199]). Jelikoz algoritmus neni ¢asové
polynomialni, budeme jej pouzivat jako stavebni blok pro odvozeni efektivnéjsich, tj. ¢asovée

polynomialnich algoritmu v dalsich ¢astech.

6.9 Definice. (Pseudotok)

Necht méame opét graf G, ktery je stejny jako v predpokladu (6) a I = 0. Pseudotok v grafu G
je funkce f: E — R, takova ze 0 < f(e) < c(e) Ve € E, tj. nemusi spliiovat zdkon zachovani
toku. Pro pseudotok definujeme nerovnovahu (imbalanci) vrcholu v € V' jako

imbals(v) = excesss(v) — b(v), (19)

kde excessy(v) oznacuje prebytek ve vrcholu v.

Pokud je imbalf(v) > 0, nazyvame v jako vrchol s pfebytkem. V piipade, ze je imbals(v) < 0,
nazyvame v vrchol s deficitem a pokud mé vrchol nulovou nerovnovahu nazyva se jako

vyvazeny vrchol.

Jednotlivé kroky algoritmu
Vstup: Orientovany graf G = (V, E, o, w) s kapacitami l = 0, ¢ : E — RT, pozadovany prebytek
b:V ->Raceny k: E— R,

1. Nastavime f(e) :=0Ve € E ap(v):=0Vv e V.

2. Nastavime imbals(v) := —b(v) Vv € V.

3. Vypocteme mnoziny vrcholu s prebytkem a deficitem:
Sy ={v eV :imbals(v) > 0}
Dy :={v eV imbals(v) <0}

4. Dokud S; # 0 proved kroky 5 - 12.
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5. Vybereme s € Sy at € Dy.

6. Vypocteme vzdalenost d(v) := dist» (s, v, Gy) z vrcholu s do vSech ostatnich vrcholi v Gy

vzhledem ke sniZeni cen kP.

7. Necht P je nejkratsi cesta z s do t.

8. Necht A:=min{cs(e):e € P}.

9. Aktualizujeme p :=p+d
10. € := {imbals(s), —imbals(t), A}.
11. Zvysime f podél cesty P o € jednotek.
12. Aktualizujeme f,Sf, Dy a Gy.
13. Ukonceni kroku 4.
14. Algoritmus vrati hodnotu f.

Piiklad teseny pomoci algoritmu nejkratsi cesty je uveden zde [1, str. 322]. Nésledujici tvrzeni

(lemma) ndm stanovi zéklady pro spravnost algoritmu nejkratsi cesty.

6.10 Lemma. [22, str. 43] Necht f je pseudotok a s € V. Necht G' C G ziskdme odstranénim
néjakych hran v Gy, takovych ze v G’ jsou stale vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu s.
Predpokladdme, ze kP(e) > 0 Ve € G’ a oznacime d(v) := distg(s,v,G’) pro v € V. Potom

nasledujici tvrzeni jsou pravdivé:
e Pro p/ := p+ d mame také, ze k' (e) > 0 Ve € .
e Jestlize e je hrana v G’ na nejkratsf cesté z s do t, potom kP*4(e) = 0.

6.11 Dusledek. [22, str. 44] Dusledkem je, Ze necht f je pseudotok, ktery spliiuje podminky
optimality sniZzené ceny a f’ je pseudotok ziskany z f posldnim toku z vrcholu s do néjakého
jiného vrcholu ¢ podél nejkratsi cesty P v grafu Gy (s ohledem na snizené ceny k), potom f’
také splnuje podminky optimality snizené ceny.

6.12 Véta. [22, str. 44] Pokud budeme pfedpoklddat, ze vSechna data jsou celo¢iselnd, potom
algoritmus nejkratsi cesty konéi po nejvice nB iteraci, kde B = max {|b(v)| : v € V'} . Pseudo-
tok po ukonéeni je minimdlni cena b-toku. Celkova doba chodu algoritmu je O(nB(m+nlogn)).

Pozorujeme, ze ve skute¢nosti neni nutné inicializovat algoritmus nejkratsi cesty prutokem

f = 0 a potencidlem p = 0. Pocet iteraci algoritmu je potom omezen Zvev:imbalf(v)>0 imbal(v).
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6.3 Postupny skalovaci algoritmus

Tento algoritmus byl viibec prvni casové polynomialni algoritmus pro problém miniméalni ceny
toku (1972) [13]. Prezentace postupného skélovaciho algoritmu v této casti a algoritmu méfitka
a zmensovani (scale-and-shrink) v nésledujici ¢asti bude provedena pro prepravni problém (viz.
[1, str. 360-363], [22, str. 44], 29, str. 121] a [19, str. 201]). To znamend, ze budeme pfedpokladat
l(e) =0, c(e) = +oo a k(e) > 0 Ve € E. Tato prezentace dale vyzaduje jesté jeden predpoklad
pro feSeni prepravniho problému. Vyzadujeme existenci specialniho vrcholu z € V', takového
ze b(z) =0, (v,2) € Es k(v,z) =0a (z,v) ¢ E Vv € V\{z}. Tento predpoklad pouze

zjednodusuje prezentaci algoritmu.

Instance (G, k,b) prepravniho problému je ddna grafem G, nezdpornymi ceny k a pozadovanou
nerovnovahou b. Postupny skalovaci algoritmus byl vibec prvni algoritmus pro problém toku
s minimélni cenou. Rozsifit (Skdlovat) instanci (G, k,b) prepravniho problému pomoci faktoru
A > 0 znamena nasledujici:

e Nahradime b(v) za V' (v) = |b(v)/A| Yv # z.
o Nastavise b'(z) = — > .. U'(v).

6.13 Lemma. [22, str. 45] Necht (G, k,b) je instance piepravnfho problému a (G, k,b') je
ziskana skalovanim pomoci faktoru A. Jestlize (G, k,b) ma optimalni feSeni, potom (G, k,b')

ma také optimalni feseni.
Skélovaci algoritmus fesi instanci [ = (G, k, b) prepravniho problému vyfesenim fad stupnovanych

instanc{ Iy, I 1, -+, Io. Instance I; je instance I skdlovand podle 27.

Jednotlivé kroky algoritmu pro reseni problému minimalni ceny toku
Vstup: Orientovany graf G = (V, E, @, w), nezdporné funkce ceny k : E — R, pozadovany

vrchol nerovnovahy b.
1. Necht f=0ap=0
2. Necht L := 2U92B] kde B := D ob(w)>0 0(V)-
3. Proj=L,L—1,---,0 provedeme nasledujici kroky:
4. Necht I; je instance ziskand skdlovanim I podle 27
5. Vyfesime [; podle algoritmu nejkratsi cesty, ktery je inicializovén dvojici (2f,p).
6. Aktualizace f je ziskany optimalni tok a p je odpovidajici potencial v Gy.
7. Ukonceni kroku 3.

Postupny gkalovaci algoritmus fesf prepravni problém v ¢ase O(nlog BS(n, m,nK)), kde opét
B =3 )0 b(v) [22, str. 46].
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6.4 Algoritmus méritka a zmenseni

Ackoliv doba béhu skalovaciho algoritmu je polynomidlni, neni vsak silné polynomialni. To zna-
mend, ze pocet aritmetickych operaci zavisi i na velikosti ¢isel na vstupu. V této ¢asti uvedeme
a analyzujeme algoritmus, ktery dosédhne silné polynomidlni doby béhu (viz. [29, str. 123-126]
a [22, str. 46]). Nyni odvodime jesté dalsi potiebnou podminku optimality pro minimalni cenu
tok.

6.14 Véta (Dopliikové podminky optimality uvolnéni pro b-toky [22, str. 46]). Necht G je
graf stejny jako v predpokladu (6). Potom b-tok ma minimélni cenu pouze tehdy, pokud exis-
tuje p: V — R takové, Ze snizené ceny kP na hrandch G splinuji nasledujici vlastnosti:

kP(e) > 0= f(e) =0 (20a)
lle) < fle)<cle)= kP =0 (20Db)
kP(e) < 0= f(e) = c(e). (20c)

Prezentace algoritmu v této kapitole bude opét provedena pro prepravni problém, to znamena,
ze opét predpokladame I(e) = 0, c(e) = 400 a k(e) > 0 Ve € E. Prezentace opét vyzaduje
existenci specidlniho vrcholu z, u kterého opét plati, ze b(z) = 0, (v,2) € E s k(v,2) =0
a(z,v) ¢ E Vv e V\{z}. Zopakujeme pfepravni problém jako tlohu linearniho programovani

spolecné s jeho dualni formulaci, kterd se projevi jako uziteéna v pozdéjsi analyze:

min Z k(e)f(e) (21a)

Yo ofle)= D fle)=bv) WweV (21Db)
e€d—(v) e€dt(v)
fle)>0 Vee E (21c)

Dualni formulace:
max Z b(v)p(v) (22a)
pw(e)) —plafe)) <k(e) Vee kL (22b)

Dopliitkové podminky uvolnéni linedrniho programovani pro vyse uvedené dvojice z dualnich
linedrnich programu jsou nésledujici:

f(e) > 0= p(wle)) — plale)) = k(e) (23a)
= p(w(e)) = plale)) < k(e) = f(e) =0. (23b)

6.15 Lemma. [22, str. 47] Necht (G, k,b) je piepravn{ problém s b = 0, tedy b(v) =0 Vv € V.
Potom jakékoliv piipustné reseni pro duélni linedrni program (22) je optimdlni reseni.

Poznamka: Pro algoritmus bude zaveden nezbytny pojem Tight arc (tésnd hrana).

6.16 Definice. (Tésna hrana)
Hrana eg € E je tésnd, pokud existuje optimalni feSeni prepravniho problému s f(eq) > 0.
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Predpokladdme, ze ey € E je tésna hrana pro instanci I prepravniho problému, kde u = «(ep)
a v = w(eg). Doplikové podminky optimality uvolnéni z véty 6.14 fikaji, ze kP(rg) = 0 pro
jakékoliv optimélni feseni p pro dudlni problém. Lze napsat ve tvaru

p(v) = k(eo) + p(u) (24)
pro jakékoliv optimdlni dudlni feseni. Rovnice (24) k4, Ze muzeme odstranit proménnou p(v)

z duélniho linedarniho programu, tim ze jej nahradime k(eg) + p(u).

6.17 Véta. [22, str. 49] Necht I = (G, k,b) je instanci piepravnfho problému a eq je tésnd
hrana s a(ey) = u a w(eg) = v. Necht p je optimdlnim fesenfm pro dudlni tlohu I/ey ziskané

zadanym eq. Potom optimalni feseni p pro I je dano jako

p(i) =p(i)  proi#wv (25a)
p(v) = p(u) + k(eo). (25b)

Jednotlivé kroky algoritmu pro feSeni problému minimalni ceny toku
Vstup: Orientovany graf G = (V) E, o, w), nezdporné funkce ceny k : E — R, pozadovany

vrchol nerovnovahy b.
1. Nastavime j:=1a [l = (G, k,b)
2. Dokud b # 0 provedeme kroky 3 a 4

3. Zavolame metodu FIND-TIGHT-ARC (), abychom nasli tésnou hranu ey z I; a na-
stavime [j+1 = [j/eo.

4. 7 =7+1

5. Ukonceni kroku 2

6. Najdeme piipustné feseni p pro dualitu z ;

7. Dokud j > 1 provedeme kroky 8 a 9

8. Rozsifime p na optimalni dudlni feSeni z [;_;

9. 5 =7—-1
10. Ukonceni kroku 7
11. Nalezneme piipustny tok f z (G, k,b), takovy ze kP(e) = 0, kdykoliv f(e) > 0.

Pro realizace véty, ktera urcuje tésnou hranu potiebujeme navrh stromového feseni pro prepravni
problém. Stromové feseni je funkce f : F — R, kterd spliuje rovnovdhu omezeni (21b) a ta-

kova, ze existuje strom 7' v G's f(e) = 0 Ve ¢ T. Strom oznacuje souvisly graf, ktery neobsahuje

zadny cyklus. Strom 7' jednozna¢né urcuje své stromové feseni (pokud existuje).

6.18 Lemma. [22, str. 50] Pokud existuje pro ptrepravni problém piipustné feseni, potom
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existuje také Teseni, které je stromové. Jestlize existuje optimalni feSeni, potom také existuje

optimélni feseni, které je stromovym feSenim.

Podpogram pro nalezeni tésné hrany

1. Nalezneme piipustné stromové feseni f pro (G, k,b)

2. Skélovanim instance (G, k, b) podle A = n(;max {f(e) : e € E} ziskdme novou instanci

(G, k. V) s: Y
o UV(v) = [bv)/ A] Vv # 2
o U(z)=—> . 0(v)

3. Nalezneme optimdlni stromové feseni f’ pro instanci (G, k, )
4. Nalezneme ey, takovy ze plati f'(eg) >n — 1

6.19 Lemma. [22, str. 51] Necht ey € F je libovolnd hrana takovd, ze v kroku 4 algoritmu
zaméiujiciho se na nalezeni tésné hrany mame f’(ey) > n — 1. Potom lze fici, Ze e je tésnd
hrana.

6.20 Véta. [22, str. 53] Algoritmus méfitka a zmensovani (Scale-and-Shrink) nalezne op-
timaln{ fesen{ pro prepravni problém v ¢ase O(n?lognS(n,m,nkK)), kde S(n,m,nK) je doba
potiebna pro vypocet nejkratsi vzdalenosti cesty z vrcholu v grafu G' s n - vrcholy, m - hrany

a nezapornymi celo¢iselnymi délkami v {0, ..., nK}.
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7 'Toky v dynamické podobé

Dynamické toky popisuji strukturovanou sit a rozhodovaci problémy v prubéhu ¢asu, na které
se v této kapitole zaméfime (viz. [20], [4], [22, str. 55-59] a [19, str. 207-208]). Tento dulezity
model optimalizace sité se objevuje naptiklad ve vyrobnich distribu¢nich systémech, ekono-
mickém planovani, energetickych systémech, komunikacnich systémech, systémech manipulace
s materidlem, dopravnich systémech, zelezni¢nich systémech, evakuacnich systémech budov
i v mnoha dalsich oblastech. V této kapitole budeme predpokladat graf G = (V| E), ktery
znazornuje souvisly graf bez nasobnych hran. Graf obsahuje dva vzajemneé ruzné vrcholy s, t € V
ac:E — R* je kapacitni funkce na hrandch v grafu G. V dynamické podobé hrany v G navic
obsahuji pfepravni ¢asy 7 : £ — RT. Pokud m4 hrana piepravni c¢as, potom fikdme, ze tok,
ktery je poslan z a(e) v néjakém case ¢ pres e dosdhne w(e) v case t + 7(e).

Necht T' € R*. Potom funkce f: E x R — R* méa ¢asovy horizont T, jestlize plati:
fle,x)=0Vee E a x ¢ [0,T —7(e)], (26)

kde f(e,x) je prutokové rychlost v libovolném okamziku x € R, kterou pfitazuje funkce f.
Rovnice (26) udavd, ze f neodesild tok pred ¢asem 0 a také, ze posild tok jen pies hranu e,

pokud dosdhne w(e) do ¢asu T'. Pokud je f funkce s ¢asovym horizontem 7', potom dostavame

YveV:
excessg(v,T) = Z / fle,x —7(e))dx — Z / fle,x)d
eco— e€dt(v
Z / fle,x)dx — Z / fle,x)d (27)
e€dt (v e€dt(v)

pticemz f(v,T) nazyvame jako prebytek (excess) toku ve vrcholu v v case T' € RT. Piebytek

toku ve vrcholu v v ¢ase 6 je dan vztahem
excessy(v,0) = Z / fle,z —71(e))dx — Z / f(e,x)d (28)
ecod— e€dt(v)

kde prvni suma udéva piitok do vrcholu v do ¢asu € a druhd suma udava odtok z vrcholu v do
casu 6.

7.1 Definice. (Dynamicky tok s ¢asovym horizontem T)
Necht s,t € V jsou dva odlisné vrcholy v G, kde s # v. Dynamicky (s, t)-tok s ¢asovym hori-
zontem T je funkce f : E xR — R s ¢asovym horizontem 7', kterd spliuje nasledujici omezeni

vazené-rovnovahy:
excessg(v,0) >0  YoeV\{s,t} a V0 e|0,T] (29)
excessf(v,T) =0 Yo e V\ {s,t} (30)

Pokud plati vyraz (29) nazyvame f tokem bez ¢ekani. V jiném piipadé nazyvame f tokem
s ¢cekanim. Jako obvykle nazyvame s a t zdrojem a spotfebicem dynamického toku. Hodnota
dynamického toku sité je dana jako

val(f) := excesss(s, T), (31)
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to znamend, mnozstvi toku, které dosahlo s v ¢ase T'. Muzeme fici, ze f je pripustny vzhledem
ke kapacitni funkci ¢ : E — R, pokud 0 < f(e,0) < ¢(e), pro vSechna e € E a pro vSechna
0 € [0,T). Pokud f dynamicky (s,t)-tok s ¢asovym horizontem 7', potom dostavame, ze

excessy(s,T) + excesss(t,T) = Z excessy(v,T)
veV

= fle,x)dx — fle,x)dz | =0. (32)
oyl >

veV \eedt(v e€dt (v

Rovnice (32) ndm tikd, ze mnozstvi toku, které opusti vrchol s se rovnd mnozstvi toku, které
dosdhne vrcholu ¢t. Problém maximalniho dynamického (s,t)-toku s ¢asovym horizontem T je
najit dynamicky (s,t)-tok s casovym horizontem 7" maximélni hodnoty.

7.1 Dynamické toky a fezy v pruabéhu ¢asu

Jako v pripadé statickych toku, hraji fezy dulezitou roli u dynamickych variant feSeni.

7.2 Definice. (Dynamicky fez s ¢asovym horizontem T)

Dynamicky fez s ¢asovym horizontem T je dén funkei X : [0,7) — 2V, takovou Ze plati:
e s X(0) CV\{t}Voel[0,T),
® X((91> Q X(QQ) pro 01 S 92.

Pro dynamicky (s,t)-tok v grafu G plati, ze kazda jednotka toku musi v ur¢itém case piekrocit
X na urcité hrané v fezu X. Vezmeme napiiklad hranu e = (u,v). V takovémto pfipadé musi
pro piekroceni fezu na e tok opustit vrchol u po ¢ase &, a dorazit do vrcholu v pred casem &,,
tedy musi opustit vrchol u pred ¢asem &, — 7(u,v). Hrana (u,v) je v fezu X béhem ¢asového
intervalu [&,,&, — 7(u,v)). Vyraz &, € [0,T] Vv € V je pro dynamicky (s,t)-tok definovan ve
tvaru

&={0:veX(0)}U{T}) (33)
7.3 Definice. (Kapacita dynamického fezu)

Kapacita dynamického fezu X s ¢asovym horizontem 7' se rovna mnozstvi toku, ktery je poslan

pres hrany, pficemz hrany jsou v fezu.

o(X) =Y max{0,& — m(u,v) — &} - c(u,v). (34)

(u,v)EE

7.4 Lemma. [22, str. 57] Pokud f je dynamicky (s, t)-tok s casovym horizontem 7" a pokud X
je dynamicky fez se stejnym ¢asovym horizontem T' v grafu G = (V, E), potom hodnota toku
f je nejvyse kapacita dynamického fezu X.

7.2 Priklad dynamického toku

Budeme uvazovat nasledujici ptiklad dynamického toku, kde oznaceni hran jsou prepravni ¢asy

a kazd4 hrana ma kapacitu 2. Na obrdzku 14 je zobrazena sif pro feSeni dynamického toku.
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Obrazek 14: Dynamick4 sit
[20, str. 9]

Na nasledujicim obrazku 15 je zobrazen dalsi postup pro hledani dynamického toku. Dany tok
mé propustnost 8 v ¢ase T' = {0, 1,...,5} . Grafy ndm postupné poskytuji piipady v jednotlivijch
casech. Zadané hodnoty udévaji mnozstvi toku, které je odeslano. Tuéné ¢asti hran udavaji ¢ést,
kterou zachyti prutokové jednotky béhem jednotlivych casu.

=3 s

t=5

(&%)

Obrazek 15: Dynamicky tok v case 1 az 5
[20, str. 9]

Mezi hlavni problémy toku, které lze tesit v dynamické siti patii maximalni tok, nejrychlejsi
tok, minimalni cena toku, nulovy prepravni ¢as a slozitost.
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7.3 Techniky pro reSeni problému dynamického toku

V této kapitole budeme popisovat metody, které slouzi pro feSeni problému dynamického
sitového toku.

7.3.1 Casové rozsifené grafy

Prvni technikou pro feseni problému dynamického toku byly ¢asové rozsitené grafy (time - ex-
pended graphs) [25]. Casové rozsifend verze dynamické sité je statickd sit, kterd obsahuje kopie
vrcholu v jednotlivych krocich v ur¢itém casovém horizontu {0, ..., T} a hrany jsou piekresleny
mezi jednotlivymi kopiemi a vyjadiuji jejich prepravni ¢asy. Na obrazku 16 je zobrazeny tvar
casoveé rozsiteného grafu z obrazku 14 v ¢asovém horizontu T' = {0, ...,5}. Obrazek 17 potom

zobrazuje maximalni dynamicky tok.

r0) ) n2) 3} 1) 3

Obrézek 16: Casové rozsifend verze dynam. sité z obrazku 14 a ekvivalent toku na obrazku 15
20, str. 16]

() (1) 2} ¥(3) r4) r5)

s(0) s(1) s(2) s(3) s(4) s(3)

Obréazek 17: Maximélni dynamicky tok v siti z obrazku 14
[20, str. 18]

7.5 Definice. (Casové rozsiFrena verze dynamické sité G)
Je diagram GT s vrcholy v(t) Vv € V a t € {0,---,T}. Déle pro kazdou hranu (u,v) € F
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s prepravnim ¢asem 7,, a kapacitou ¢ ma graf GT hrany (u(t),v(t + 7)) s kapacitou ¢ pro
F=0, T — Ty

Tok na obrazku 14 odpovida toku, ktery je zobrazen tuc¢nymi hrany na obrazku 15. Tok se
d4 transformovat na staticky tok v G? na problém s jednim zdrojem a spotiebi¢em zavedenim
pravé spolecného zdroje a spoleéného spotiebice. Potom lze problém dynamického toku fesit
nalezenim statického toku v ¢asové rozsiteném grafu.

7.3.2 Casové opakované toky

Casové opakované toky (Temporally Repeated flows) je velmi dilezity pojem pro nalezenf ma-

ximalniho dynamického toku.

7.6 Definice. (Casové opakované toky)

Pro staticky tok f s rozkladem toku (viz. [7, str. 104] a [22, str. 10]) {fp P e Pl}, {Bc: C € C1}
definujeme casové opakovany dynamicky tok s casovym horizontem 7', vyvozenym podle f,

oznacenym f7 nasledovné: Pro P € P; odesleme val(fp) jednotek toku podél cesty P béhem

casového intervalu, ktery je [0, — 7(P)].

Plati, 7e f : E — R* je staticky (s,t)-tok v G. Déle jsme vychézeli z toho, ze f 1ze rozvi-
nout do toku na (s,t)-cestach a do cirkulaci na cyklech. Oznacenim P; jsou mysleny vSechny
(s,t)-cesty v G a Cy udava vsechny cykly v G. Nakonec vyraz 7(P) := ) _p7(e) oznacuje
celkovy prepravni ¢as cesty P.

7.7 Véta. [22, str. 58] Pokud f je pripustny staticky (s,t)-tok a f7 je casové opakovany
tok vyvozeny podle f , potom je 1 dynamicky tok s éasovym horizontem 7" a jeho hodnota je
ve tvaru

val(f7) = Tval(f) =) r(e) f(e). (35)

eeE

Diikaz. Potfebujeme pouze dokazat rovnici o hodnoté toku. Tok f7 béhem ¢asového intervalu
[0, T —7P)] odesilé val(fp) jednotek toku podél cesty P € P;. Tedy mnozstvi toku, které doséhne
spottebic¢ t do doby T je dano:

val(f") = 3 val(fp)(T - 7(P))

PeP;

=T Z Ual(fp) — Z ZT(@)UCLZ(fp)

PehP: PeP; eeP

= Tval(f) — ZT(Q) Z val(fp)

ecE PePy:eeP

= Tval(f) =) _7(e)f(e)

eckE

g

7.8 Poznédmka. Casové opakovany tok f7 s maximalni hodnotou val(f7) lze spocitat pomoci
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metod pro vypoéet problému minimalni ceny toku v grafu G, ktery je rozsfien o novou hranu e;,.

Z rovnice (35) vyplyvd, Ze hodnota fT je nezdvisld na rozlozeni. Pokud bychom uvazovali
prepravni Casy jako ceny k(e) := 7(e) Ve € E a pridali novou hranu e; z vrcholu ¢ do vr-
cholu s, kterd by méla nekoneénou kapacitu a cenu k(e;s) = —7', potom tok f minimalizuje
objekt T'val( f )= e T(€) f (e) pouze tehdy, pokud je f cirkulaci v rozsifeném grafu G. Tento
problém je potom tedy problémem minimélni ceny toku.

7.9 Véta. [22, str. 59] Pokud je f? maximdlni opakovany dynamicky tok s ¢asovym hori-
zontem T, potom je také f7 maximdlni dynamicky tok s ¢asovym horizontem 7.

Dikaz. Je uveden v [22; str. 59]. Na zdkladé tohoto dukazu dostdvame nésledujici vétu:

7.10 Véta. Maximélni hodnota dynamického (s,t)-toku s ¢asovym horizontem 7' je rovna

minimélni kapacité dynamického (s, t)-fezu s ¢asovym horizontem 7.

7.4 Casova slozitost problémi v dynamické siti

V této kapitole si uvedeme vysledky ¢asovych slozitosti problému, které lze fesit v dynamické
siti [20, str. 15]. Problém minimélni ceny je NP-tézky. Tiidy NP oznacuji problémy, které jsou
fesitelné na nedetermistickém Turingové stroji (na poécitaci) v polynomidlnim ¢ase. V kazdém
kroku se vypocet rozvétvi na n vétvi, ve kterych se hledd feseni soucasné. Problém pro hledani
nejrychlejsiho toku v zdvislosti na prepravnich casech je silné NP-tézky. Nejznaméjsi aproxi-
mace ma pomeér (2+¢€). V sitich s nulovym prepravnim ¢asem lze nalézt feseni v polynomidlnim
case. Slozitost problému toku v prubéhu Casu ve srovnani se statickymi tokovymi problémy je

shrnuta v nasledujici tabulce [15].

Regené problémy Statické toky | Toky v prubéhu ¢asu
(s, t)-tok polynomidln{ polynomidln{
Ptepravni problém polynomialni polynomialni
Problém minimalni ceny toku | polynomidlni NP-tézky
Vicekomoditni toky polynomialni silné NP-tezky

Tabulka 2: Porovnani ¢asovych slozitosti

Tabulka 2 porovnava vysledky casovych slozitosti. Problémy tykajici se casové neménnych
toku bézi v polynomidlnim case. Jediné znamé algoritmy polynomialniho ¢asu pro statické
vicecomoditni vypocty toku vyzaduji obecné linedrni programovaci techniky. Bylo dokézano,
ze vicekomoditni tok v prubéhu casu s jednoduchymi prutokovymi cestami a bez ukladani
toku v mezilehlych uzlech je silné NP-tézky. Nejzndméjsim vysledkem pro variantu silné NP-
tézkou s jednoduchymi prutokovymi cestami a bez mezipaméti je 2-aproximacéni algoritmus pro

problém s nejrychlejsim prutokem vicekomoditnich toku (viz. [23] a [24]).
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Klinz a Woeginger ukézali, Ze problém vypoc¢tu minimalni ceny (s,t)-toku v prubéhu
casu s predem stanovenou hodnotou a casovym horizontem je NP-tézky [6]. Hoppe a Tar-
dos studovali nejrychlejsi prepravni problém, ktery pozaduje prutok v prubéhu c¢asu a splnuje
dané dodavky a pozadavky na uzlech sité v minimalnim ¢ase. Hoppe a Tardos dostali ¢asové
polynomidlni algoritmus pro tento problém [5]. Nakonec Ford a Fulkerson dostali efektivni al-

goritmus, ktery fesi problém nejrychlejsiho (s,t)-toku v polynomidlnim case [25].

V této kapitole jsme se setkali s pojmem vicekomoditni toky, to znamena, ze 1ze v siti najed-

vvvvvv

a obtiznejsi pro tesitelnost. Vzhledem k rozsahu prace se témito ilohami nebudeme déle
zabyvat.
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8 Aplikace toku

Toky jsou nejvice aplikovany v ptikladech, které se tykaji naptiklad vodovodniho potrubi,
silni¢ni sité nebo datové sité. Pro feseni pifkladu, kde napifklad uvazujeme silnién{ sit je nutné

znat dané body:
e Popis dopravni sité - pro popis celé dopravni sité se pouziva orientovany graf,

------

e Vrchol (misto) ze kterého auta vyjizdéji,

Vrchol (misto) do kterého auta dorazi,

Kolik aut muze danou hranou (silnici) projet - pouzivame funkci kapacita a

Kolik aut muze danou hranou (silnici) skute¢né projet - pouzivame funkei tok.

U silni¢ni sité by tedy kapacita zndzornovala mnozstvi aut, které muze danou silnici projet za
jednotku ¢asu (minutu). Ukolem by poté bylo najit maximélni tok, tzn. kolik aut mize projet
ze zvoleného mista A do mista B. Pokud bychom navic uvazovali na kazdé hrané cenu (cena
za projeti silniénim usekem), tesili bychom problém toku s minimélni cenou a cilem by bylo
nalézt nejlevnéjsi tok. Kdybychom na hranach uvazovali také prepravni casy, tj. cas potiebny
k projeti danym usekem, jednalo by se o problém hledani dynamického toku.

V nésledujici podkapitole si predstavime modelovani sité pomoci teorie her. Teorie her fesi
piipady, kdy vysledek rozhodnuti ¢lovéka nezavisi pouze na jeho volbé mezi nékolika moznostmi,
ale také na volbéach ostatnich. Za zakladatele teorie her je povazovan John von Neumann, ktery
ukazal moznost vyuziti herné-teoretickych modelu v oblasti modelovani ekonomickych rozho-
dovacich situaci [32]. John von Neumann zde uvadi i nejzndméjsi problém z teorie her tzv.
Véznovo dilema. Vybér trasy prostfednictvim dopravni sité poukazuje pravé na piiklad, kdy
vysledek kazdého rozhodovaciho organu zavisi na rozhodnutich ostatnich. Rozhodovani spoc¢iva
ve vybéru trasy na zakladé casu, ktery je potiebny k projeti danym tsekem.

8.1 Doprava v rovnovaze

V této casti kapitoly se budeme zabyvat modelovanim dopravni sité pomoci teorie her, kdy se
budeme snazit dostat z urc¢itého mista A do uréitého mista B. Reprezentujeme dopravni sit po-
moci orientovaného grafu. Budeme se zabyvat ptikladem, kdy budeme vyvijet model dopravni
sité a jeho reakci na dopravni zécpy (viz. [12] a [27]). V orientovaném grafu budeme uvazovat
hrany jako déalnice a vrcholy nam budou reprezentovat body, do kterych se muzeme pfes jed-
notlivé dalnice dostat. V grafu dale existuji dva specialni vrcholy A a B, kde nasim cilem je
dostat ze z mista A do mista B, jak je jiz zminéno vyse. Kazda hrana ma také urceny cas cesty.
Cas zavisi na mnozstvi dopravy, kterd se vyskytuje na jednotlivych hrandch. Na obrazku 18 je
nyni zobrazen orientovany graf, ktery obsahuje jiz vyse zminény postup.
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Obrazek 18: Dopravni sit
[12, str. 230]

Oznaceni na jednotlivych hranach nam udava dobu jizdy v minutach, pokud se na hranéch
vyskytuje x aut. V této dopravni siti jsou hrany A — D a C' — B povazovany za hrany,
které nejsou citlivé na dopravni zacpy. Kazda z téchto hran trva 45 minut bez ohledu na pocet
vozidel, které cestuji na nich. V piipadé, ze se jednd o hrany A — C' a D — B je z grafu vidét,
ze maji velky vliv na dopravni zécpy. Kazdé hrana trva projet /100 minut, pokud je na hrané
x aut, které zde cestuji.

V dopravni siti, ktera je uvedena na obrazku 18 budeme uvazovat 4000 aut, ktery chtéji projet
z bodu A do bodu B. Auta maji na vybér ze dvou cest a to bud pies vrchol C' nebo pies
vrchol D. Jestlize vSechna auta pojedou pres jednu z vyse uvedenych cest celkova doba jizdy
na zvolené trase bude trvat 85 minut (4000/100 + 45). Pokud vsak auta rozdélime rovnomérné

mezi obé cesty tj. 2000 aut po kazdé cesté potom se celkova doba jizdy zmensi na 65 minut
(2000/100 + 45).

Dopravni model je popsan jako hra, ve které hraci odpovidaji fidicim a zvolené cesty od
mista A do mista B jsou dané strategie hractu. V tomto piipadé mé kazdy hrac¢ pouze dvé stra-
tegie. V modelu je uvazovano 4000 hracu. Rovnovaha nastava pouze v pripadé, ze je x = 2000.
Z teorie her se tento pojem oznacuje jako Nashova rovnovaha, kdy plati, ze hrac si svoji
volbou nemuze zlepSit strategii, aniz by druhému hraci nezhorsil. Vyplyva to z faktu, ze pokud
uvazujeme, ze na jedné z cest pojede x aut a na druhé cesté pojede (4000 — x) aut, potom jestli
budou motivovani ke zméné volby prejit na rychlejsi cestu. Proto jedind Nashova rovnovaha
nastava v pripadé z = 2000.

8.2 Braestuv paradox

V této casti popiseme Braesuv paradox, ktery ukazuje na to, ze pokud je do sité priddna nova
kapacita, muze tato kapacita ve skutecnosti zpomalit dopravni provoz.
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Budeme vychazet z obréazku 18. Zména v siti bude takové, ze bude piiddna nova hrana (silnice)
z mista C' do mista D. Pro jednoduchost budeme uvazovat, ze doba jizdy mezi témito misty
je 0 a to bez ohledu poctu aut na cesté. Na obrazku 19 je nyni popséna nové dopravni sit

s pridanou kapacitou.

45
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Obrazek 19: Rozsifena dopravni sit
[12, str. 232]

Na prvni pohled se zd4, ze po priddni nové hrany by mélo byt cestovani z mista A do mista B
lepsi. Avsak v této nové dopravni siti existuje pouze jedna Nashova rovnovaha, kterd vsak vede
ke zhorseni doby cesty pro vSechny tidice. Rovnovaha nastava v piipadé, ze Tidi¢i cestuji pres
misto C' i pres misto D. To znamend, ze doba cesty potom je (4000/100 + 0 4+ 4000/100) = 80
minut. Jind cesta by v tomto piipadé trvala 85 minut a proto si vSichni Fidi¢i zvoli cestu
A — C — D — B. Braesuv paradox poukazuje na to, ze pokud je vytvofrena nova rychla
silnice z C' do D vtédhne do ni vSechny fidice. V nové siti potom neexistuje zpusob, ktery by
zménil chovani ridi¢u, aby se vratili k rovnomérnému teseni, které by bylo pro kazdého lepsi,
jelikoz doba cesty by trvala 65 minut.

V dopravnim modelu vzdy predpoklddédme, Ze doba jizdy je bud pozitivni nebo nulova. Soucet
¢asti po zvolené cesté nazyvame jako socidlni ndklady. Piedpokldddme sit, na které vznikne
Braesuv paradox a na které se vyskytuji celkem ¢tyti ridici. Miniméalné mozné naklady budeme
povazovat za socidlné optimalni. Na obrazku 20 jsou nyni zobrazeny naklady, které jsou socialné
optimalni a dosahuji velikosti 28, jelikoz kazdy tidi¢ potiebuje 7 jednotek casu k premisténi se
z mista A do mista B. Na obrazku 21 je u téze dopravni sité zobrazena Nashova rovnovéha,
kterd ma vsak vétsi socidlni ndklady a to 32.
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Obrazek 20: Socidlni optimum pro 4 tidic¢e se socidlnimi naklady ve vysi 28
[12, str. 235]

Obrazek 21: Nashova rovnovaha pro 4 tidice se socidlnimi naklady ve vysi 32
[12, str. 235]

8.3 Optimalizace letového provozu

V této ¢asti si popiSeme, jak optimalizovat letovy provoz [3]. Problém fizeni letového provozu
tak, aby byl zajistén bezpecny a uc¢inny proud letadel ve vzdusném prostoru se oznacuje jako
ATFMP (Air Traffic Flow Management Problem). Postupy k feseni problému ATFMP jsou
rozdéleny do tif hlavnich kategorif: Dlouhodobé, stiednédobé a kratkodobé cile. Rizenf letového
provozu (ATFM) je regulace letecké dopravy, takové aby se zabranilo piekroceni kapacity letist
nebo letového sektoru pii manipulaci s dopravou. Cilem je prizpusobit kapacitu systému letecké
dopravy s pozadavkem na to, aby bylo zajisténo, ze letadlo muze efektivné a bezpecéné prolétat
vzdusnym prostorem. Daéle je cilem zabranit pretizeni a zpozdéni. Pocet letu odlétajicich nebo
prijizdéjicich z urcitého letisté, jakoz i pocet prejezdu letadel v uréitém odvétvi vzdusného
prostoru jsou funkce nékolika proménnych, které zahrnuji pocet dostupnych pristavacich drah,
kapacitu ATC (Air Traffic Control), omezeni ve vzdusném prostoru a omezeni tykajici se toho,
které letadlo muze nésledovat letadlo dané tridy.

Jeden z hlavnich problému, s nimz se setkavaji spravci letového provozu, je problém
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nalezeni optimélnich planovacich strategii, které minimalizuji naklady na zpozdéni. Proto je
potieba nalézt dobré a optimalni planovaci strategie ATFM, které nejen zmirni problémy
s pretizenim, ale také minimalizuji naklady na zpozdéni a soucasné uspokojuji omezeni ka-
pacity letisté a vzdusného prostoru.
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9 Zaveéer

V této préci jsme se zabyvali ilohou hledani maximélniho toku v siti. Z poc¢atku jsme si zade-

finovali nékolik zdkladnich pojmu, se kterymi jsme béhem celé prace pracovali.

V kapitole 5 jsme se soustfedili na ¢asové neménné toky. Déle jsme si uvedli algoritmy pro
hledédni maximélniho toku v siti a to zejména Ford Fulkersonuv, Dinicuv / Edmonds Karpuv,
Goldbergtiv, Skalovaci a nakonec algoritmus Metody ti{ Indti. Algoritmy byly postupné popsény
v jednotlivych krocich a nékteré byly ilustrovany na prikladech pro lepsi pochopeni ¢innosti.
U algoritmu byly dale urceny casové slozitosti. Nakonec bylo zjisténo, ze pro hledani ma-
ximalniho toku se sta¢i omezit na tlohu hledani ptripustné cirkulace, jelikoz jsou ulohy ekviva-
lentni. Pro hledani piipustné cirkulace slouzi algoritmus Out of Kilter, ktery byl pouze zminén
v odkazované literatufte.

Hlavnim cilem kapitoly 6 bylo popsat algoritmy pro urceni toku s minimalni cenou. Nejprve
jsme uvedli algoritmus nejkratsi cesty, ktery vsak neni ¢asové polynomialni a tedy nam poslouzil
jako stavebni blok pro odvozeni efektivngjsich (Casové polynomidlnich) algoritmu. Algoritmy
byly popsany v jednotlivych krocich a prezentace téchto algoritmu byla provedena pro prepravni
problém. Jednalo se o skalovaci algoritmus a o algoritmus méritka a zmenseni (scale and shrink).
I v této kapitole byly urceny casové slozitosti kazdého algoritmu.

V kapitole 7 jsme si definovali dynamické toky. V této ¢asti jsme se snazili najit maximalni
tok v dynamické siti, tedy v siti, kterd se muze ménit v prubéhu casu. Byly uvedeny techniky
pro feSeni problému dynamického toku a to naptiklad casové rozsitené grafy. Dale byla tloha
pro feseni hledani maximalniho dynamického toku ilustrovana na ptikladu pro lepsi pochopeni.
Uvedeny byly také zakladni problémy toku v dynamické siti, u kterych byla urcena vypocetni

slozitost. Nakonec byly porovnéany slozitosti ve statické formulaci oproti dynamické.

Posledni ¢ast prace byla zaméiena na aplikace toku vybranych loh v ekonomii. Zabyvali jsme
se modelovanim dopravni sité pomoci teorie her, kde jsme zkoumali, kdy nastane doprava v rov-
novdze. Uvedli jsme zde pojem Braesuv paradox, ktery nam ukazal, ze pridani nové kapacity do
sité muze ve skutecnosti zpomalit provoz. Nakonec byla popsdna optimalizace letového provozu
a hlavni problém se kterym se muzeme u letového provozu setkat.

V préci byly zminény vicekomoditni toky, u kterych vsak nebyl zohlednén postup fesitelnosti

vzhledem k rozsahu préace. Problémy, které se tykaji resitelnosti vicekomoditnich toku bych se

chtél zabyvat v budoucnosti a tedy tento navrh by mohl slouzit k pfipadnému rozsiteni prace.
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