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Abstrakt

Tato bakalářská práce je zaměřena na hledáńı optimálńıho řešeńı v některých situaćıch, které

jsou modelovány pomoćı ohodnoceného grafu. Hlavńım ćılem této práce je poskytnout přehled

algoritmů pro hledáńı maximálńıho, resp. optimálńıho toku v śıti jak v klasické statické for-

mulaci tak v dynamické podobě. Dále je v práci porovnána výpočetńı složitost úloh ve statické

a dynamické podobě. V posledńı řadě je práce zaměřena na vybrané aplikace těchto úloh v eko-

nomii.
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ohodnocený graf, statické toky v śıti, minimálńı cena toku, maximálńı tok, dynamické toky

v śıti, algoritmy



Abstract

This bachelor thesis is focused on finding optimal solutions in some situations that are modeled

using a weighted graph. The main purpose of this bachelor thesis is to provide an overview of

algorithms for searching for the maximum, respectively optimal flow in the network both in

classical static formulation and in dynamic form. Further in the work, there is a comparison

of computational complexity of the tasks in a static and dynamic versionFinally, the work is

focused on selected applications of these tasks in economics.
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1 Úvod

V práci se budeme zabývat hledáńım optimálńıho řešeńı v situaćıch, které jsou modelovány

pomoćı ohodnoceného grafu. V praxi se můžeme setkat s celou řadou rozhodovaćıch situaćı,

které lze modelovat právě na základě ohodnoceného grafu. Hlavńı úlohou, kterou se budeme

zabývat je nalezeńı maximálńıho, resp. optimálńıho toku v śıti. Daľśım ćılem práce je uvést

algoritmy pro řešeńı problému této úlohy.

V kapitole 2 je z počátku uvedena historie teorie graf̊u a následně je v teorii graf̊u uveden

vznik tok̊u v śıt́ıch.

Kapitola 3 a 4 je zaměřena na určeńı základńıch pojmů a tvrzeńı o grafech a toćıch, které

jsou d̊uležité pro osvojeńı problematiky v následuj́ıćıch kapitolách. Tvrzeńı nejsou uváděny

s d̊ukazy avšak d̊ukazy lze nalézt v odkazované literatuře.

Kapitola 5 je zaměřena na problematiku hledáńı maximálńıho toku ve statické formulaci. V ka-

pitole se zabýváme časově neměnnými toky a algoritmy, které slouž́ı k nalezeńı maximálńıho

toku v śıti. Některé algoritmy jsou dokonce ilustrovány v grafickém znázorněńı. Dále se v kapi-

tole zabýváme výpočetńı složitost́ı jednotlivých algoritmů a nakonec kapitoly je uveden pojem

cirkulace, který bude užitečný pro následuj́ıćı kapitoly. Tvrzeńı, která jsou zde zmı́něna jsou

uvedeny opět bez d̊ukaz̊u, stejně tak v kapitole 6 a 7. Důkazy lze však opět naj́ıt v odkazované

literatuře.

V kapitole 6 jsou uvedeny algoritmy pro určeńı optimálńıho toku s minimálńı cenou. Opět

se zde zabýváme časově neměnnými toky. Dané algoritmy jsou popsány v jednotlivých kroćıch

a opět je u algoritmů uvedena jejich výpočetńı složitost.

Kapitola 7 je zaměřena na hledáńı maximálńıho toku v dynamické śıti. Zde se tedy zabýváme

toky, které popisuj́ı strukturovanou śıt’ a rozhodovaćı problémy v pr̊uběhu času. Hledáńı ma-

ximálńıho dynamického toku je ilustrováno graficky. Dále jsou uvedeny techniky pro řešeńı

problému dynamického toku a je zde zmı́něna výpočetńı složitost daných problémů týkaj́ıćıch

se hledáńı dynamických tok̊u. Na závěr je v kapitole shrnuta a porovnána výpočetńı složitost

ve statické formulaci oproti dynamické.

V kapitole 8 si uvedeme uplatněńı tok̊u v ekonomii. Nejdř́ıve se budeme zabývat modelováńım

dopravńı śıtě pomoćı teorie her, kde bude zmı́něn tzv. Braes̊uv paradox. Dále bude v této ka-

pitole popsána optimalizace letového provozu a problémy týkaj́ıćı se letového provozu.

V závěrečné kapitole 9 je shrnuta celá práce a jsou zde okomentovány veškeré výsledky a zmı́něny

náměty pro př́ıpadné rozš́ı̌reńı práce.
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Přehled značeńı

G spojitý orientovaný graf

V množina vrchol̊u

E množina hran

c funkce určuj́ıćı kapacitu hrany

s speciálńı vrchol śıtě (zdroj)

t speciálńı vrchol śıtě (spotřebič)

R reálná č́ısla

f funkce určuj́ıćı tok

Gf reziduálńı (rezervńı) śıt’

GL čistá śıt’

cf rezervńı kapacita

r(e) rezerva hrany

r+(v) rezerva hran vstupuj́ıćıch do vrcholu

r−(v) rezerva hran vystupuj́ıćıch z vrcholu

r(v) rezerva vrcholu, minimum z r+(v) a r−(v)

h(v) výška vrcholu

f(v) přebytek vrcholu v - značeno také jako excessf (v)

τ přepravńı čas

imbalf (v) nerovnováha vrcholu v

G′ v Gf graf G′ je podgrafem grafu Gf

deg(v) stupeň vrcholu (deg+(v) - vstupńı, deg−(v) - výstupńı)
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2 Historie teorie graf̊u a vzniku tok̊u v śıt́ıch

Za zakladatele teorie graf̊u je považován Leonhard Euler. V roce 1736 zveřejnil řešeńı př́ıkladu

Sedmi most̊u města Královce. Zadáńı úlohy spoč́ıvalo v tom, jestli je možné proj́ıt každým

mostem ve městě právě jednou a vrátit se zpět do p̊uvodńıho mı́sta. Euler převedl tuto situaci

na graf tak, že si každý břeh představil jako vrchol a každý most použil jako hranu, která břehy

spojuje. Matematicky dokázal, že úloha neńı řešitelná. Na následuj́ıćım obrázku je graf, který

zachycuje úlohu 7 most̊u města Královce.

Obrázek 1: Graf sedmi most̊u města Královce

Vznik teorie graf̊u jako samostatné matematické discipĺıny je možno poč́ıtat od roku 1936, kdy

vyšla monografie D. Königa
”
Teorie konečných a nekonečných graf̊u“. Od té doby vyšla řada

publikaćı, které se dále zabývaj́ı nejr̊uzněǰśımi aplikacemi teorie graf̊u v oblasti matematiky,

informatiky, ekonomie, atd. V řadě př́ıpad̊u je znázorněńı pomoćı graf̊u velmi výhodné.

V roce 1845 publikoval Gustav Kirchhoff zákony, které plat́ı v elektrických obvodech a slouž́ı

k výpočtu napět́ı a proudu v jednotlivých větv́ıch obvodu. V teorii graf̊u našly své uplatněńı

při studiu tzv. tok̊u v śıt́ıch. Problémy řešené v rámci zkoumáńı tok̊u v śıt́ıch jsou motivovány

praktickými úlohami o propustnosti - typickým př́ıkladem je propustnost železničńı, silničńı

nebo vodovodńı śıtě. Vı́ce o vzniku a vývoji teorie graf̊u lze nalézt zde [30].
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3 Základńı pojmy v teorii graf̊u

Grafy si můžeme představit jako zjednodušeńı skutečného světa, kdy daný problém lze znázornit

pomoćı bod̊u a čar, které je spojuj́ı a na základě toho t́ım udávaj́ı jejich vlastnosti. V teorii graf̊u

se těmto bod̊um ř́ıká vrcholy (uzly) a čáry, které je spojuj́ı jsou nazývány jako hrany grafu.

Těmto schémat̊um potom ř́ıkáme grafy. Pro pochopeńı problematiky v následuj́ıćıch kapitolách

si nejprve zadefinujeme základńı pojmy v teorii graf̊u (viz. [30], [9, str. 45-51], [19, str. 13-20],

[8] a [16]).

3.1 Definice základńıch pojmů

3.1.1 Definice. Obecný graf G je uspořádaná trojice (V, E, ε), kde

• V je neprázdná a konečná množina uzl̊u,

• E je konečná množina hran a

• ε je incidenčńı zobrazeńı ε : E→ V 2 ∪
(
V
2

)
, které přǐrazuje každé hraně e ∈ E uspořádanou

dvojici uzl̊u (u, v) ∈ V 2 a dvojici uzl̊u {u, v} ∈
(
V
2

)
.

3.1.2 Poznámka. O uzlech spojených hranou ř́ıkáme, že spolu soused́ı a nazýváme je tedy

sousedńı uzly. Ve vztahu uzel - hrana se použ́ıvá pojem incidence. Uzel, který neńı incidentńı

s žádnou hranou se nazývá izolovaný uzel.

3.1.3 Alternativńı definice. Graf G je uspořádaná dvojice (V, E), kde V je neprázdná

konečná množina a E je množina dvoubodových podmnožin množiny V. Prvky z množiny V

se nazývaj́ı vrcholy grafu G a prvky z množiny E ⊆
(
V
2

)
∪ (V × V ) se nazývaj́ı hrany grafu

G, přičemž množina
(
V
2

)
znač́ı neorientované hrany a množina V × V znač́ı orientované hrany.

Zkratky V a E pocházej́ı z anglického jazyka, kde vrcholy jsou anglicky Vertices a hrany Edges.

3.1.4 Poznámka. Orientovanou hranou znač́ıme dvojici (u, v), kde u nazýváme předch̊udcem

vrcholu v a v nazýváme následovńıkem vrcholu u. Dále orientované hrany typu (u, u) a ne-

orientované hrany typu {u, u} nazýváme smyčkou. Grafy, které obsahuj́ı smyčky se nazývaj́ı

pseudografy.

3.1.5 Definice. Graf G je neorientovaný, pokud E ⊆
(
V
2

)
. Potom tedy hrana e = {u, v}

je neorientovaná hrana a spojuje vrcholy u a v. Hrana je vždy znázorněna úsečkou.

3.1.6 Definice. Graf G je orientovaný, pokud E ⊆ V × V . Potom tedy hrana e = (u, v)

je orientovaná hrana, která má počátek ve vrcholu u a konec ve vrcholu v. Tato hrana je

znázorněna šipkou.
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Obrázek 2: Neorientovaný a orientovaný graf

3.1.7 Poznámka. Ve výše uvedených grafech mluv́ıme o prostých grafech. Prostým grafem

označujeme graf, který neobsahuje násobné hrany (v́ıce hran spojuj́ıćıch stejné vrcholy).

Grafy můžeme dále klasifikovat na základě:

1. Násobnosti hran

a) Jednoduchý graf (orientovaný, neorientovaný) je graf, který neobsahuje žádné násobné

hrany ani smyčky.

b) Prostý graf (orientovaný, neorientovaný) je graf, který má násobnost každé hrany

mezi dvěma r̊uznými vrcholy nejvýše 1.

c) Multigraf je graf (orientovaný, neorientovaný), který obsahuje hranu jej́ıž násobnost

je větš́ı než 1. V tomto př́ıpadě se tedy nejedná o prostý graf.

Obrázek 3: Multigraf a prostý graf

2. Podle počt̊u hran a uzl̊u

a) Konečný graf je graf, který obsahuje konečný počet hran a uzl̊u.

b) Nekonečný graf je graf, který obsahuje nekonečný počet uzl̊u.

c) Prázdný graf je graf, který nemá žádný vrchol ani žádnou hranu. Můžeme tedy ř́ıci,

že V = ∅ a E = ∅.

d) Úplný graf je graf, kde každé dva vrcholy jsou spojeny právě jednou hranou. Úplný

graf na n vrcholech znač́ıme Kn. Pro n ≥ 1 plat́ı, že E(Kn) =
(
V
2

)
.
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Obrázek 4: Úplné grafy pro n ∈ (1, 6)

3.1.9 Definice. Graf G se nazývá ohodnocený (orientovaný, neorientovaný), pokud ke každé

hraně grafu G je přǐrazena váha w(e) ∈ R.

3.1.10 Definice. Stupeň vrcholu u je značen jako deg(u). Stupeň vrcholu rozlǐsujeme na

základě toho zda se jedná o orientovaný nebo neorientovaný graf.

1. U neorientovaného grafu lze definovat stupeň vrcholu jako počet hran, které s daným

vrcholem inciduj́ı.

2. U orientovaného grafu rozlǐsujeme, zda se jedná o vstupńı stupeň vrcholu deg+(u) nebo

o výstupńı stupeň vrcholu deg−(u). Celkový stupeň vrcholu je tedy definován jako součet

vstupńıch a vystupuj́ıćıch hran.

• Vstupńı stupeň deg+(u) je definován jako:

deg+(u) = | {e ∈ E | ∃v ∈ V : e = (v, u)} |

• Výstupńı stupeň vrcholu deg−(u) je definován jako:

deg−(u) = | {e ∈ E | ∃v ∈ V : e = (u, v)} |

V grafech se často přesouváme z jednoho uzlu do druhého. V takovém př́ıpadě je nutné definovat

pojmy, které souvisej́ı s posunem z jednoho uzlu do druhého a dále.

a) Sled v grafu G je uspořádaná posloupnost uzl̊u a hran, kde je možné aby se uzly a hrany

opakovaly. Jestliže skonč́ıme při pr̊uchodu grafem v uzlu ve kterém jsme začali jedná se

o uzavřený sled. Pokud se skonč́ı v jiném uzlu než v počátečńım mluv́ıme o otevřeném

sledu.

b) Tah v grafu G je sled, kde se žádná hrana nevyskytuje v́ıce než jednou. Opět se děĺı na

otevřený nebo uzavřený tah.

c) Cesta v grafu G je otevřený tah, při kterém se každý vrchol vyskytuje pouze jednou.

d) Kružnice v grafu G je uzavřená neorientovaná cesta. V orientovaném grafu se zavád́ı

pojem cyklus. Pokud graf neobsahuje žádný cyklus nazývá se acyklický.

3.1.11 Definice. Graf G se nazývá souvislý pokud mezi všemi dvojicemi uzl̊u existuje alespoň

jedna cesta. V opačném př́ıpadě mluv́ıme o nesouvislém grafu.
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4 Toky v śıt́ıch

Toky v śıt́ıch jsou předevš́ım využ́ıvány v oblasti dopravńıch problémů, kde se snaž́ıme maxima-

lizovat využit́ı přepravńı kapacity a to na základě minimalizace přepravńıch náklad̊u. Hledáńı

maximálńıho toku se v praxi využ́ıvá nejčastěji při plánováńı rozvodu vody nebo kanalizace,

ale lze využ́ıt i např́ıklad při pohybu dat po internetové śıti. Pro hledáńı maximálńıho toku

existuj́ı základńı typy algoritmů, kterými se budeme zabývat v daľśıch kapitolách práce. Nej-

prve je třeba si zadefinovat základńı pojmy týkaj́ıćı se této kapitoly pro hledáńı optimálńıho

řešeńı maximálńıho toku (viz. [9, str. 145-147], [22, str. 7-10] a [7, str. 108-110]).

4.1 Základńı pojmy

1. Śıt’ S je uspořádaná čtveřice (G, s, t, c), kde G = (V,E, ε) je orientovaný konečný ohod-

nocený graf. Śıt’ obsahuje dva speciálńı vrcholy s a t, kde s, t ∈ V , přičemž s nazýváme

zdrojem (source) a t nazýváme spotřebičem neboli stokem (target). Každá hrana v śıti e

má přidělenou kapacitu c(e), kde kapacita je funkce c : E → R+
0.

2. Tok v śıti je funkce f : E → R+
0, která splňuje následuj́ıćı podmı́nky

• 0 ≤ f(e) ≤ c(e) pro každou hranu e ∈ E,

•
∑

uv∈E f(uv) =
∑

vu∈E f(vu) pro každý vrchol v ∈ V r {s, t} .

Prvńı podmı́nka udává, že pr̊utok hranou f(e) je nezáporný a muśı být vždy menš́ı nebo

roven kapacitě hrany c(e). Druhá podmı́nka udává, že co do daného vrcholu přiteče, tak

z něj muśı také odtéci. Druhá podmı́nka je známá také jako zákon zachováńı toku, jelikož

se ve vrcholech tok neztráćı. Druhé podmı́nce se ve fyzice ř́ıká Kirchhoff̊uv zákon. Tok,

který vede ze zdroje s do spotřebiče t se označuje jako (s, t)-tok.

3. Bilance vrcholu f(v) neboli přebytek (někdy značeno také jako excessf (v)) ve vrcholu

je určen rozd́ılem mezi př́ıtokem do vrcholu v a odtokem z vrcholu v. Tento přebytek je

určen následuj́ıćım vzorcem

f(v) =
∑
uv∈E

f(uv)−
∑
vu∈E

f(vu) (1)

4. Velikost toku |f | lze označit jako množstv́ı, které protéká ze zdroje s do spotřebiče t. Ze

zákona zachováńı toku v́ıme, že se tok ve vrcholech neztráćı, tedy velikost toku |f | lze

vypoč́ıtat jako tok, který přitéká do spotřebiče tzn. |f | = f(t). Velikost toku lze měřit

i jiným zp̊usobem a to jako velikost toku, který vytéká ze zdroje. Plat́ı tedy, že

| f |=
∑
sv∈E

f(sv) =
∑
vt∈E

f(vt). (2)

5. Řez mezi zdrojem s a spotřebičem t se nazývá množina všech hran R, které spojuj́ı uzly

množiny V1 s uzly množiny V2, kdy V1 je množina uzl̊u, která obsahuje počátečńı uzel

a všechny uzly dosažitelné z počátečńıho uzlu po nenasycené cestě. Množina uzl̊u V2 je

taková množina, která obsahuje koncový uzel a všechny zbývaj́ıćı uzly. Kapacitu řezu

definujeme jako c(R) =
∑

e∈R c(e). Minimálńı řez je řez, který má nejmenš́ı kapacitu.

8



6. Rezervńı kapacita hrany je určena rozd́ılem kapacity a toku na dané hraně. Minimum

rezervńıch kapacit hran na zvolené cestě se nazývá rezervńı kapacita cesty. Podgraf

tvořený pouze hranami s kladnou rezervńı kapacitou se nazývá rezervńı śıt’ (neboli

reziduálńı śıt’) označována jako Gf .

7. Rezervńı śıt’ (reziduálńı śıt’) je podgraf tvořený pouze hranami s kladnou rezervńı kapa-

citou a je definována jako Gf = (V,Ef ), kde

Ef := {(u, v) ∈ V × V | cf (u, v) > 0} , (3)

kde rezervńı kapacita cf (u, v) je funkce V × V → R+
0, která je pro každou dvojici vrcholu

(u, v) ∈ V definována následovně

cf (u, v) :=


c(u, v)− f(u, v) pokud (u, v) ∈ E,
f(v, u) pokud (v, u) ∈ E,
0 jinak.

(4)

8. Nenasycená (vylepšuj́ıćı) polocesta P je neorientovaná cesta v rezervńı śıti z vrcholu

s do vrcholu t, tj. posloupnost navazuj́ıćıch hran e1, e2, . . . , em, kde ve směru ze zdroje

do spotřebiče plat́ı, že f(ei) < c(ei) a v opačném směru plat́ı, že f(ei) > 0. Nenasycená

polocesta P je tedy cesta s kladnými rezervami kapacit všech hran.

9. Cesta P ze zdroje do spotřebiče tj. P = s, v1, v2, . . . , vi, t se nazývá nasycená pokud

pro nějakou hranu ei = (vi−1, vi) orientovanou po směru plat́ı, že f(ei) = c(ei) nebo

pro nějakou hranu ei = (vi, vi−1) orientovanou proti směru plat́ı, že f(ei) = 0. Jestliže

je každá cesta ze zdroje do spotřebiče nasycená, potom je tok nasycený. Pokud cesta

neńı nasycená, jedná se o nenasycenou (vylepšuj́ıćı) cestu, kde pro každou hranu plat́ı,

že rezervńı kapacita je větš́ı než 0. Cesta ze zdroje do spotřebiče je označována jako

(s, t)-cesta.

10. Rezerva hrany je určena na základě toho zda se jedná o dopřednou nebo zpětnou hranu.

Dopřednou hranou označujeme hranu, která směřuje od zdroje ke spotřebiči ve směru

cesty. Zpětnou hranou nazveme hranu, která směřuje proti směru cesty. Množstv́ı toku,

které je možné poslat po směru hrany nazýváme rezervou po směru hrany e a vypočteme

ji vztahem

r(e) = c(e)− f(e). (5)

Množstv́ı toku, které je možné poslat proti směru hrany se nazývá rezerva proti směru

hrany e a jej́ı velikost je f(e′). Pokud budeme uvažovat, že ke každé hraně existuje hrana

opačná potom rezervu hrany e = (u, v) při toku f definujeme jako

r(e) = (c(e)− f(e)) + f(e′), (6)

kde e′ = (v, u). V př́ıpadě, že nebude k nějaké hraně existovat opačná hrana, přidáme

opačnou hranu, které přǐrad́ıme nulovou kapacitu.

4.1 Věta. [9, str. 147] Pokud v rezervńı śıti existuje vylepšuj́ıćı polocesta P ze zdroje do

spotřebiče, potom tok f neńı maximálńı.
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Z věty (4.1) lze ř́ıci, že velikost toku v śıti je maximálńı pokud v rezervńı śıti neexistuje vy-

lepšuj́ıćı polocesta.

4.2 Věta. [9, str. 146] Pro každý (s, t)-tok f a každý (s, t)-̌rez R plat́ı, že |f | ≤ c(R). Ve-

likost maximálńıho toku je nejvýše rovna velikosti minimálńımu řezu.

V každé śıti existuje maximálńı tok a minimálńı řez. Velikost jakéhokoliv (s, t)-̌rezu lze považovat

za horńı odhad velikosti toku. Následuj́ıćı věta, která je jednou hlavńıch vět o toćıch byla ob-

jevena Ford Fulkersonem v roce 1956.

4.3 Věta. [9, str. 146] Pokud existuje maximálńı (s, t)-tok, potom velikost tohoto toku v śıti

je rovna velikosti minimálńımu řezu. Pokud f je maximálńı (s, t)-tok, potom v śıti neexistuje

vylepšuj́ıćı cesta a tedy existuje řez (s, t), takový že plat́ı

max {|f | : f je (s, t)− tok} = min {c(R) : c(R) je (s, t)− rez} . (7)

4.4 Poznámka. V celé kapitole o toćıch se budeme pro jednoduchost zabývat pouze oriento-

vanými grafy. Pokud bychom chtěli hledat maximálńı tok nebo minimálńı řez v neorientovaném

grafu museli bychom nahradit každou neorientovanou hranu dvojićı šipek jdoućıch proti sobě.

Touto operaćı bychom vytvořili orientovaný graf, kde kapacity obou šipek budou stejné jako

kapacita p̊uvodńı hrany.

.
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5 Toky ve statické podobě

V této kapitole si uvedeme několik základńıch algoritmů ve statické podobě tzn. časově neměnné

toky pro hledáńı maximálńıho toku v śıti. Problém maximálńıho toku spoč́ıvá v tom, že se vždy

snaž́ıme naj́ıt maximálńı tok, který lze odeslat z počátečńıho vrcholu do koncového vrcholu,

pokud na linkách (hranách) mezi vrcholy existuj́ı kapacity, které nelze překročit. Hodnotu ma-

ximálńıho toku lze zkoumat např́ıklad v silničńı dopravě, kdy kapacity na linkách odpov́ıdaj́ı

počtu aut, které danou cestou projedou za jednotku času (minutu). Využit́ı lze nalézt také

v datové śıti nebo pro př́ıpravu evakuačńıch plán̊u. Mezi základńı algoritmy patř́ı Ford - Ful-

kerson̊uv, Dinic̊uv / Edmonds - Karp̊uv, Metoda tř́ı Ind̊u, Škálovaćı a nakonec Goldberg̊uv.

Nyńı si poṕı̌seme fungováńı jednotlivých algoritmů pro hledáńı maximálńıho toku (viz. [17],

[14], [9, str. 148-160], [18], [26] a [19, str. 164-170]).

5.1 Ford - Fulkerson̊uv algoritmus

Tento algoritmus je určen pro hledáńı maximálńıho toku a byl zmı́něn v roce 1957. Hlavńım

ćılem je vždy nalézt cestu ze zdroje do spotřebiče takovou, která neńı nasycená. Tento krok opa-

kujeme do té doby dokud neexistuje žádná nenasycená (s, t)-cesta. Algoritmus si nyńı uvedeme

v jednotlivých kroćıch:

1. V daném ohodnoceném grafu v prvńım kroku přǐrad́ıme každé hraně tok f(e) = 0.

3. Z p̊uvodńı śıtě vytvoř́ıme rezervńı śıt’.

3. Ve třet́ım kroku se snaž́ıme naj́ıt v rezervńı śıti vylepšuj́ıćı polocestu ze zdroje do spotřebiče.

Ze začátku tedy zvoĺıme libovolnou polocestu (bez opakuj́ıćıch se vrchol̊u). Dále urč́ıme

nejmenš́ı rezervu ε hrany na zvolené polocestě P. Následně na hranách ve směru cesty

zvýš́ıme tok o ε. Nejmenš́ı rezervu źıskáme jako

ε := mine∈P {c(e)− f(e)} . (8)

Pokud by však vylepšuj́ıćı cesta obsahovala zpětné hrany, tok se na těchto hranách sńıž́ı

o ε. Nejmenš́ı rezervu ε hrany na zvolené polocestě P, která obsahuje i zpětné hrany

źıskáme jako

ε := mine∈P {c(e)− f(e), f(e′)} . (9)

Nový tok f ′ je dán následovně

f ′(e) :=


f(e) + ε pokud e ∈ P,
f(e′)− ε pokud e′ ∈ P,
f(e) pro e jinak.

(10)

Každé hraně se také změńı hodnota kapacity c(e) a to následovně

c′(e) :=


c(e)− ε pokud e ∈ P,
c(e′) + ε pokud e′ ∈ P,
c(e) pro e jinak.

(11)
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4. V daľśım kroku aktualizujeme rezervńı śıt’ a hledáme opět vylepšuj́ıćı polocestu ze zdroje

do spotřebiče přes hrany u kterých plat́ı, že f(e) < c(e) nebo f(e′) > 0. Tento krok opa-

kujeme do doby dokud existuje nějaká vylepšuj́ıćı polocesta, tzn. že existuje nenasycená

polocesta.

5. Pokud již neexistuje žádná nenasycená polocesta ze zdroje do spotřebiče algoritmus se

zastav́ı a je nalezen maximálńı tok, což nám ř́ıká věta (4.1). Maximálńı tok je potom

tvořen součtem rezerv ε, které byly postupně spočteny při hledáńı vylepšuj́ıćıch polocest

v rezervńı śıti.

5.1.1 Př́ıklad Ford Fulkersonova algoritmu

V př́ıkladech pro hledáńı maximálńıho toku se budeme zabývat situacemi, kdy śıt’ obsahuje

pouze jeden zdroj a jeden stok a hrany maj́ı celoč́ıselné kapacity, tedy hodnota maximálńıho

toku bude celoč́ıselná, jelikož v pr̊uběhu činnosti algoritmu se pouze sč́ıtá. Sečteńım celoč́ıselných

kapacit dostáváme ve výsledku tedy celoč́ıselnou hodnotu toku (viz. [7, str. 112 Věta 3.5.5]).

Pokud má śıt’ celoč́ıselné kapacity stoupne velikost toku minimálně o jedna a algoritmus se

zastav́ı po nejvýše tolika kroćıch, kolik je nějaká horńı mez pro velikost maximálńıho toku, což

může být např́ıklad součet kapacit všech hran vedoućıch do stoku. V př́ıpadě, že by śıt’ obsa-

hovala racionálńı kapacity, muśıme tyto kapacity převést na celoč́ıselné pomoćı přenásobeńım

nejmenš́ıho společného jmenovatele a poté řešit daný algoritmus. Hodnota maximálńıho toku

se na konci vyděĺı nejmenš́ım společným jmenovatelem a tedy hodnota toku bude racionálńı.

I v tomto př́ıpadě se algoritmus zastav́ı. V śıti s iracionálńımi kapacitami Ford-Fulkerson̊uv

algoritmus skončit nemuśı.

Obrázek 5: Hledáńı vylepšuj́ıćı cesty pomoćı Ford Fulkersonova algoritmu [31]

Obrázek 6: Hledáńı vylepšuj́ıćı cesty pomoćı Ford Fulkersonova algoritmu [31]
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Obrázek 7: Výsledná śıt’, ve které již neexistuje vylepšuj́ıćı (s, t)-cesta [31]

5.2 Dinic̊uv / Edmonds - Karp̊uv algoritmus

Tento algoritmus je opět určen pro hledáńı maximálńıho toku. Jedná se o zefektivněńı Ford Ful-

kersonova algoritmu (1972). Algoritmus se snaž́ı vyhledat cestu ze zdroje do spotřebiče pomoćı

co nejmenš́ıho počtu hran, tj. pomoćı prohledáváńım śıtě do š́ı̌rky. Kroky daného algoritmu

jsou určeny následuj́ıćım pořad́ım:

1. V ohodnoceném grafu přǐrad́ıme každé hraně nulový tok tzn. f(e) = 0.

2. Z p̊uvodńı śıtě vytvoř́ıme śıt’ rezerv. Śıt’ rezerv k toku f představuje śıt’, kde kapacity

hran jsou tvořeny rezervami hran z p̊uvodńı śıtě.

3. V śıti rezerv najdeme nejkratš́ı (s, t)-cestu. Pokud nelze takovou cestu naj́ıt algoritmus je

ukončen a je nalezen maximálńı tok.

4. Dále provedeme pročǐstěńı śıtě. Zachováme pouze hrany a vrcholy, které tvoř́ı nejkratš́ı

(s, t)-cestu. Vytvoř́ıme tzv.
”
čistou śıt’“.

5. Nalezneme blokuj́ıćı tok v čisté śıti. Blokuj́ıćım tokem se mysĺı tok, kdy na každé ori-

entované cestě ze zdroje do spotřebiče existuje alespoň jedna hrana, kde je tok roven

kapacitě. Z počátku je blokuj́ıćı tok roven nule.

6. V čisté śıti nalezneme nejkratš́ı (s, t)-cestu a následně na hranách ve směru cesty zvýš́ıme

tok o ε, což je nejmenš́ı rezerva hrany na cestě. Hrany, které vzniknou jako nasycené

odstrańıme a dočist́ıme śıt’. Po smazáńı nasycených hran můžou v śıti vzniknout tzv.

”
slepé uličky.“ Na základě smazáńı nasycené hrany může doj́ıt k znečǐstěńı śıtě. Dočǐstěńı

śıtě se provád́ı následuj́ıćım zp̊usobem:

a) Vrcholy se rozděĺı do jednotlivých vrstev na základě vzdálenosti od zdroje.

b) Odstrańı se dlouhé cesty (deľśı než do vrstvy obsahuj́ıćı stok) a také se odstrańı

zpětné hrany a hrany uvnitř vrstev.

c) Nakonec se vytvoř́ı fronta. Fronta zachycuje vrcholy v, které budou smazány. Z fronty

postupně budeme mazat vrcholy pro které plat́ı, že deg−(v) = 0 nebo deg+(v) = 0.

Současně budeme mazat i hrany, které do těchto vrchol̊u vedou nebo z nich vycházej́ı.

Pokud při odstraňováńı hran se některému vrcholu sńıž́ı stupeň na 0 bude přidán do

fronty a následně bude smazán. Následně zlepš́ıme tok f podle blokuj́ıćıho toku.

13



5.2.1 Př́ıklad Dinicova / Edmonds Karpova algoritmu

Obrázek 8: Vytvořeńı reziduálńı śıtě Gf , čisté śıtě GL a nalezeńı blokuj́ıćıho toku [11]

Obrázek 9: Dočǐstěńı śıtě a nalezeńı blokuj́ıćıho toku [11]

Obrázek 10: Nalezeńı max. toku pomoćı Dinicova / Edmonds Karpova algoritmu [11]

5.3 Metoda tř́ı Ind̊u

Indové Malhotra, Maheshawari a Pramodh - Kumar v roce 1978 objevili zp̊usob jak zefektivnit

Dinic̊uv algoritmus pro hledáńı blokuj́ıćıho toku v čisté śıti. Předpokladem tohoto algoritmu

je jednoduchá śıt’. T́ım se považuje śıt’ bez smyček a paralelńıch hran. Dále se neuvažuj́ı hrany

vcházej́ıćı do zdroje a vycházej́ıćı ze stoku, jelikož tyto hrany nemůžou zvýšit maximálńı tok.

V daném algoritmu si nejprve muśıme spoč́ıtat rezervu vrcholu v, což je největš́ı možný pr̊utok

přes daný vrchol. Pr̊utok přes vrchol v budeme označovat r(v) a vypočteme ho jako

r(v) := min
{
r+(v), r−(v)

}
, (12)

kde

r+(v) =
∑

uv∈E r(uv) je součet rezerv všech hran vstupuj́ıćıch do vrcholu v a

r−(v) =
∑

uv∈E r(vu) je součet rezerv všech hran vystupuj́ıćıch z vrcholu v.

Jelikož hledáme blokuj́ıćı tok stač́ı uvažovat pouze rezervy po směru hrany. Rezervu po směru

hrany vypoč́ıtáme opět jako rozd́ıl kapacity a toku na dané hraně. Pro nalezeńı blokuj́ıćıho toku

postupujeme následovně:
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1. V prvńım kroku opět přǐrad́ıme k hranám nulový tok f .

2. Dále zjist́ıme rezervy všech hran u každého vrcholu. Rezervy se přepoč́ıtávaj́ı při každé

změně toku.

3. Algoritmus se zastav́ı v momentě, kdy maj́ı všechny vrcholy nulovou rezervu. V př́ıpadě,

že v śıti existuj́ı vrcholy s nenulovou rezervou, vybereme vrchol v s nejmenš́ı hodnotou

r(v).

4. Dále vrcholu v přǐrad́ıme p(v) = r(v), kde p(v) představuje množstv́ı, které chceme

přepravit ze zdroje do vrcholu v. Ostatńım vrchol̊um bude přǐrazena nulová hodnota. Po-

stupně budeme po jednotlivých vrcholech ve vrstvách postupovat od vrcholu v ke zdroji

z. Pro každý vrchol w budeme provádět následuj́ıćı operace dokud p(w) > 0 :

• Vybereme libovolnou hranu (u,w) a zvýš́ıme po ńı tok o δ = min(r(u,w), p(w)).

Hodnota p(w) se sńıž́ı o δ a hodnota p(u) se zvýš́ı o δ.

• Pokud je hrana (u,w) nasycená odstrańıme ji ze śıtě a následně provedeme dočǐstěńı

śıtě stejným zp̊usobem jako u Dinicova algoritmu,.

5. Nakonec stejným zp̊usobem převedeme množstv́ı r(v) z vrcholu v do spotřebiče s.

5.4 Škálovaćı algoritmus

Škálovaćı algoritmus funguje dobře pro śıtě s celoč́ıselnými kapacitami hran. U algoritmu je ze

začátku zvolena hodnota δ, která je určena jako polovina maximálńı nalezené kapacity hrany

vedoućı ze zdroje. Při výpočtu uvažujeme pouze hrany, které maj́ı kapacitu větš́ı nebo rovnu

zvolenému δ. Jelikož se δ v každé iteraci zmenšuje na polovinu, postupně uvažujeme nové hrany.

Následně hledáme v každé iteraci zlepšuj́ıćı tok, který lze určit libovolným zvoleným algoritmem

zmı́něném výše, tedy např́ıklad se může jednat o Dinic̊uv algoritmus.

5.5 Goldberg̊uv push - relabel algoritmus

Posledńım algoritmem v této kapitole pro hledáńı maximálńıho toku je tzv. Goldberg̊uv algo-

ritmus (1988). Algoritmus použ́ıvá dvě základńı operace. Jednou z nich je protlačeńı toku po

hraně a druhou operaćı je zvýšeńı výšky vrcholu. Zvednut́ı vrcholu, tedy zvýšeńı jeho výšky

muśı být provedeno tak, aby vrchol byl o 1 výš než nejnižš́ı z následńık̊u na rezervńıch hranách.

Dále si zavedeme pojem vlna, který je d̊uležitým pojmem pro Goldberg̊uv algoritmus. Funkce

f : E → R+
0 je vlna v śıti S, pokud splňuje tyto dvě podmı́nky

• ∀e ∈ E : 0 ≤ f(e) ≤ c(e) (vlna nepřekroč́ı kapacity hran),

• ∀v ∈ V \ {s, t} : f(v) ≥ 0 (přebytek ve vrcholech je nezáporný).

Po zavedeńı pojmu vlna plat́ı tedy, že každý tok můžeme nazývat vlnou. Opačně to však

platit nemuśı. Vlna nemuśı splňovat zákon zachováńı toku a tedy jsou ve vrcholech povoleny
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přebytky. Pokud je přebytek ve vrcholech nezáporný a nenulový jedná se o aktivńı vrchol. Zdroj

a spotřebič nejsou nikdy aktivńı.

Postupně se budeme snažit, aby žádný z vrchol̊u nebyl aktivńı, to znamená, že přebytek

ve vrcholech bude nulový. Přebytky se snaž́ıme převést do spotřebiče avšak pokud by vlna byla

př́ılǐs velká dotlač́ıme přebytek z aktivńıch vrchol̊u zpět do zdroje. Vrchol̊um postupně přǐrad́ıme

výšky h(v), které zavedeme kv̊uli zbytečnému přeléváńı přebytk̊u tam a zpět. Na základě výšek

potom budeme převádět přebytky a to z vyšš́ıho vrcholu do nižš́ıho. Jestliže se vyskytne vrchol

s přebytkem, ze kterého nevede žádná nenasycená hrana směrem dol̊u, zvedneme výšku tohoto

vrcholu o jedna, dokud se nezvedne tak vysoko, aby z něj mohl přebytek odtéci. Algoritmus si

nyńı poṕı̌seme v jednotlivých kroćıch:

1. Nastav́ıme počátečńı výšky h(v), kde zdroj bude ve výšce n a ostatńı budou ve výšce 0.

2. Nasyt́ıme všechny hrany vedoućı ze zdroje. Koncové uzly se stávaj́ı aktivńımi a jsou

přidány do fronty.

3. Dokud neńı fronta aktivńıch uzl̊u prázdná budou provedeny tyto činnosti:

• Odebereme uzel z fronty,

• Pokud existuje nižš́ı následńık na rezervńı hraně, protlač́ıme přebytek po této hraně,

• V opačném př́ıpadě zvedneme uzel o jedna,

• Pokud je uzel stále aktivńı, přidáme ho na konec fronty.

5.5.1 Př́ıklad Goldbergova algoritmu

Obrázek 11: Nastaveńı výšek vrchol̊u, nasyceńı hran vedoućıch ze zdroje a protlačeńı přebytku

bĺıže ke spotřebiči [28]
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Obrázek 12: Protlačováńı přebytku ke spotřebiči [28]

Obrázek 13: Nalezeńı maximálńıho toku podle Goldbergova algoritmu [28]

Vlastnosti, které se neměńı při transformaci u Goldbergova algoritmu jsou následuj́ıćı:

1. Funkce f je v každém kroku vlna.

2. Výška h(v) žádného vrcholu v nikdy neklesá.

3. h(z) = n a h(s) = 0 po celou dobu běhu algoritmu.

4. ∀ vrchol v je h(v) ≤ 2n.

5.6 Časová složitost algoritmů

Složitost algoritmu nám ř́ıká, jak je algoritmus rychlý. To znamená, kolik provede elementárńıch

operaćı vzhledem k určité velikosti vstupńıch dat. K určeńı algoritmů se nejčastěji použ́ıvá tzv.

asymptotická složitost. Algoritmy se rozděĺı do jednotlivých tř́ıd složitost́ı. Pro každou tř́ıdu

plat́ı, že od určitého množstv́ı dat je algoritmus dané tř́ıdy vždy pomaleǰśı než algoritmus tř́ıdy

předchoźı.
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Jednotlivé tř́ıdy složitost́ı rozlǐsujeme na základě toho, že uvažujeme velké množstv́ı dat tj.

(n→∞). Potom neexistuje reálná konstanta taková, aby algoritmus z vyšš́ı tř́ıdy byl rychleǰśı

než ten z předchoźı. Tř́ıdy složitost́ı nám udává následuj́ıćı stupnice (uvažujeme k > 1) [2]

1� log(n)� n� n log(n)� nk � kn � n!� nn

Složitost se zapisuje na základě tzv. Omikron notace jako O(f(n)). Rozlǐsujeme r̊uzné varianty

složitosti:

1. Horńı odhad složitosti algoritmu - udává složitost v nejhorš́ım př́ıpadě. Algoritmus

prob́ıhá asymptoticky stejně rychle nebo pomaleji než funkce f(n). Označuje se jako

O(f(n)).

2. Dolńı odhad složitosti algoritmu - udává ideálńı složitost daného algoritmu (tedy

nejrychleǰśı možné provedeńı), které je ale možné jen pro některé př́ıpady vstupńıch dat.

Algoritmus prob́ıhá asymptoticky stejně rychle nebo rychleji než funkce f(n). Označuje

se jako Ω(f(n))

3. Pr̊uměrný odhad složitosti algoritmu - udává středńı hodnotu složitosti při nějakém

rozložeńı vstupńıch dat. Algoritmus prob́ıhá asymptoticky stejně rychle jako funkce f(n).

Tento odhad nastává v př́ıpadě, že algoritmus dosahuje horńı složitosti jen
”
zř́ıdka“.

Označuje se jako Θ(f(n).

Nyńı si uvedeme časovou složitost u algoritmů slouž́ıćıch pro hledáńı maximálńıho toku v śıti

(viz. [9, str. 148-160]).

• Časová složitost u Ford - Fulkersonova algoritmu může být pro některé śıtě a špatné

volby zlepšuj́ıćıch cest př́ılǐs velká. Složitost algoritmu lze zlepšit t́ım, že budeme hledat

zlepšuj́ıćı cesty na základě prohledáváńı do hloubky, přičemž bude vždy nalezena cesta,

která má nejmenš́ı počet hran ze všech dostupných cest. Maximálńı tok lze potom naj́ıt

v čase O(nṁ2), kde n je počet vrchol̊u v grafu a m je počet hran v grafu. Pokud by byly

všechny kapacity rovny 1 složitost pro nalezeńı maximálńıho toku by byla O(mn).

• Časová složitost u Dinicova / Edmonds - Karpova algoritmu se urč́ı na základě rozděleńı

algoritmu na jednotlivé fáze (jednotlivé pr̊uchody vněǰśıho cyklu). Mazáńı hran s nulovou

rezervou, sestrojeńı śıtě rezerv, hledáńı vylepšuj́ıćı cesty a konečné zlepšováńı toku běž́ı

v čase O(m).

Dále veškeré dočǐst’ováńı śıtě během hledáńı blokuj́ıćıho toku prob́ıhá v čase

O(m). Každý vrchol i hrana jsou smazány nejvýše jednou za fázi, což znamená, že běž́ı

v konstantńım čase.

Hledáńı blokuj́ıćıho toku projde nejvýše m cest, jelikož pokaždé bude odstraněna

alespoň jedna hrana ze śıtě. Nalezeńı cesty metodou trvá O(n), tedy celkově je to O(nm).

Celá jedna fáze tedy běž́ı v čase O(nm).

Jelikož každá cesta obsahuje nejvýše n vrchol̊u, tak proběhne nejvýše n fáźı. Cel-

ková časová složitost je tedy O(mn2). Pokud bychom vyjadřovali složitost v závislosti

pouze na vrcholech byla by O(n4), jelikož hran grafu je nejvýše n2.
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• Algoritmus Metody tř́ı Ind̊u je modifikace Dinicova algoritmu a dokáže zpracovat śıt’ o n

vrcholech v čase O(n2). Mı́sto hledáńı cesty se pro každý vrchol spoč́ıtá, jaké maj́ı re-

zervy vstupńı hrany a výstupńı hrany jednotlivých vrchol̊u. Potom vrcholem s nejmenš́ım

minimem těchto hodnot se tok zvýš́ı. Asymptotická složitost celého programu je potom

O(n3). Této složitosti bylo dosaženo, jelikož se předevš́ım zaměřujeme na vrcholy, nikoliv

na hrany jako u Dinicova algoritmu.

• Asymptotická složitost u škálovaćıho algoritmu záviśı logaritmicky na nejvyšš́ı hodnotě

kapacity hrany. Složitost je dále určena vzhledem k samotnému zvolenému algoritmu.

Kdybychom uvažovali např́ıklad Dinic̊uv algoritmus byla by složitost rovna O(m2 ·log2C),

kde C vyjadřuje nejvyšš́ı kapacitu z jednotlivých hran. Parametr δ nám udává, že v každé

iteraci lze nalézt maximálně m zlepšuj́ıćıch cest. Nalezeńı cesty běž́ı v čase O(m).

• Asymptotická složitost u Goldbergova algoritmu je opět určena na základě složitost́ı

jednotlivých operaćı. Složitost inicializace algoritmu je O(m). Dále algoritmus provede

nejvýše 2n2 zvednut́ı, což trvá O(n). Provede nejvýše nm nasycených převedeńı a nejvýše

n2m nenasycených převedeńı. Převedeńı přebytku běž́ı v konstantńım čase O(1). Celkově

tedy najde algoritmus maximálńı tok v čase O(n2m).

Přehled časových složitost́ı u jednotlivých algoritmů je shrnut v následuj́ıćı tabulce.

Algoritmus Časová složitost

Ford - Fulkerson O(nm2)

Dinic - Edmons Karp O(n2m)

Metoda tř́ı Ind̊u O(n3)

Škálovaćı O(m · log2C)

Goldberg O(n2m)

Tabulka 1: Přehled časových složitost́ı

5.7 Cirkulace

5.7.1 Definice. Necht’ je dán orientovaný graf G = (V,E) a dále dolńı a horńı omezeńı l, c.

Potom funkci f : E → R nazveme cirkulaćı, pokud v každém vrcholu splňuje Kirchhoff̊uv

zákon, jinými slovy pokud plat́ı, že∑
uv∈V

f(uv)−
∑
vu∈V

f(vu) = 0 (13)

Př́ıpustnou cirkulaćı nazveme cirkulaci pro kterou plat́ı, že l(e) ≤ f(e) ≤ c(e) pro každou hra-

nou e ∈ E. Jestliže v śıti G existuje tok ze zdroje do spotřebiče, který je př́ıpustný, potom lze

z tohoto toku vytvořit př́ıpustnou cirkulaci. Př́ıpustnou cirkulaci lze vytvořit přidáńım hrany

(t, s), přičemž necháme touto hranou téci tok rovný velikosti |f |. Pro hledáńı maximálńıho toku

se tedy stač́ı omezit na úlohu hledáńı př́ıpustné cirkulace, jelikož jsou úlohy ekvivalentńı.
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5.7.2 Věta. [10] Př́ıpustná cirkulace v śıti s dolńım a horńım omezeńım existuje jen tehdy, po-

kud pro každou množinu vrchol̊u V plat́ı, že tok, který do ńı muśı vtéci (dolńı omezeńı hrany),

může z množiny V odtéci (horńı omezeńı hrany).

Př́ıpustnou cirkulaci lze naj́ıt pomoćı algoritmu Out of Kilter, který si však nebudeme v práci

uvádět. Jeho postup lze naj́ıt v odkazované literatuře [1, str. 326-328].
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6 Algoritmy pro určeńı toku s minimálńı cenou

V následuj́ıćı kapitole si uvedeme některé základńı algoritmy pro nalezeńı optimálńıho toku

s minimálńı cenou [21]. V prvńı části si uvedeme základńı věty, definice a podmı́nky optimality

řešeńı, které jsou nezbytné pro pochopeńı problematiky (viz. [1, str. 306-312], [22, str. 37-56] a

[19, str. 190-206]). V odkazech lze nalézt také d̊ukazy k jednotlivým tvrzeńım.

6.1 Předpoklad. V této kapitole budeme použ́ıvat grafG = (V,E, α, ω) pro označeńı konečného

grafu, kde V označuje vrcholy grafu G, E označuje hrany grafu G, α označuje počátečńı vrchol

hrany a ω označuje koncový vrchol hrany. Dále budeme použ́ıvat l a c, což jsou reálné funkce,

které přǐrazuj́ı dolńı a horńı kapacitu hrany v grafu G, kde plat́ı, že 0 ≤ l(e) ≤ c(e) ∀e ∈ E.

Povoĺıme také př́ıpad, že c(e) = +∞. To znamená, že některé hrany e ∈ E mohou mı́t neome-

zenou kapacitu.

Pokud b : V → R je libovolná funkce, potom f : E → R nazýváme b-tok, jestliže plat́ı, že

f(v) = b(v) ∀v ∈ V , kde f(v) označuje přebytek ve vrcholu v. Ve speciálńım př́ıpadě, kdy

b(v) = 0 ∀v ∈ V , nazýváme b-tok cirkulace. Budeme použ́ıvat funkci b : V → R, ve významu

požadovaných přebytk̊u vrchol̊u. Dále definujeme funkci k : E → R, která přiděĺı jednotkové

ceny toku k hranám. Pro b-tok f je cena určena jako

k(f) :=
∑
e∈E

k(e) · f(e). (14)

Nákladovou funkci k rozš́ı̌ŕıme na hrany reziduálńı śıtě Gf tak, že přǐrad́ıme k(+e) := k(e)

a k(−e) := −k(e), kde +e označuje dopřednou hranu a −e označuje hranu zpětnou. Jestliže

h : E(Gf )→ R, definujeme cenu ve tvaru

k(h) :=
∑

e∈E(Gf )

k(e) · h(e). (15)

E(Gf ) označuje hrany v reziduálńı śıti, což jsou hrany, které maj́ı kladnou rezervńı kapacitu,

jak je již zmı́něno výše v kapitole (4).

6.2 Definice. (Problém s minimálńı cenou toku)

Pokud budeme vycházet již z výše uvedeného předpokladu (6), potom problém s minimálńı

cenou toku je naj́ıt b-tok f , takový který je př́ıpustný vzhledem k dolńı a horńı kapacitě, to

znamená, že l(e) ≤ f(e) ≤ c(e) ∀e ∈ E a jehož cena k(f) je minimálńı mezi všemi možnými

b-toky.

6.1 Podmı́nky optimality

Pro následuj́ıćı podmı́nku optimality řešeńı se ukáže, že je užitečné zapisovat rozš́ı̌reńı toku

podél cyklu C v grafu Gf jako součet f a cirkulace βC . Cirkulaci na cyklu (nazýváno jako tok

po cyklu) s hodnotou δ > 0 definujeme ve tvaru

β(e) :=

{
δ, e ∈ E(C)

0, jinak.
(16)
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Necht’ f je b-tok a βC je cirkulace na cyklu v Gf s hodnotou δ > 0, potom definujeme f + βC
ve tvaru

(f + βC)(e) :=


f(e) + δ, pokud+ e ∈ C
f(e)− δ, pokud− e ∈ C
f(e), jinak.

(17)

Je zřejmé, že f + βC je opět b-tok v G a jeho cena je k(f + βC) = k(f) + k(βC).

6.3 Věta. [22, str. 38] Pokud f a f ′ jsou oba př́ıpustné b-toky s ohledem na dolńı a horńı

kapacity l a c, potom f ′ může být napsán jako součet f a maximálně 2m cirkulaćı na cyklech

βC1 , · · · , βCp .

Následně dostaneme, že k(f ′) = k(f) +
∑p

i=1 k(βCi
). Tato věta nám dává známou podmı́nku

optimality pro minimálńı cenu tok̊u.

6.4 Věta (Podmı́nka optimalizace cyklu pro minimálńı cenu tok̊u [22, str. 39]). Necht’ je G

stejný jako v předpokladu (6). b-tok f má minimálńı cenu pouze tehdy pokud reziduálńı śıt’ Gf

neobsahuje cyklus se zápornou délkou (s ohledem na k).

Podmı́nky negativńıho optimálńıho cyklu naznačuj́ı jeden jednoduchý algoritmický př́ıstup pro

řešeńı problému minimálńıho ceny toku, který nazýváme algoritmus zrušeńı cyklu. Algoritmus

se ukonč́ı, jakmile reziduálńı śıt’ neobsahuje žádný cyklus se zápornou délkou. Postup algoritmu

můžeme naj́ıt zde [1, str. 317-318].

6.5 Věta. [22, str. 39] Jestliže existuje b-tok s minimálńı cenou, potom můžeme ř́ıci, že

existuje také optimálńı tok f ′ takový, že l(e) ≤ f(e) ≤ (n + m)(C + B) ∀e ∈ E, kde

C = max {c(e) : e ∈ E ∧ c(e) < +∞} a B = max {|b(v)| : v ∈ V }.

Nyńı uvedeme druhou podmı́nku optimality. Necht’ G = (V,E, α, ω) je libovolný graf a dále

k : E → R je libovolný. Vzhledem k danému p : V → R můžeme definovat také sńıžené ceny

kp : E → R s ohledem na p ve tvaru

kp(e) := k(e) + p(α(e))− p(ω(e)). (18)

Funkce p : V → R se nazývá potenciál v G, právě tehdy pokud p(ω(e)) ≤ p(α(e)) + k(e)

∀e ∈ E. Potom je zřejmé, že p je potenciál pokud plat́ı, že kp(e) ≥ 0 ∀e ∈ E. Dále dokonce lze

odvodit, že k(C) = kp(C) ≥ 0 pro všechny cykly C v G.

6.6 Věta. [22, str. 40] Necht’ G je orientovaný graf a k : E(G) → R, potom v G existuje

potenciál, pokud nemá G cyklus se zápornou délkou. Jestliže k je celoč́ıselný, potenciál (pokud

existuje) může být rovněž celoč́ıselný.

Výše zmı́něná věta nám dává dobrou druhou podmı́nku optimality pro minimálńı cenu tok̊u.

6.7 Věta (Podmı́nka optimality sńıžené ceny pro minimálńı cenu tok̊u [22, str. 40]). Necht’

uvažujeme graf G, který je stejný jako v předpokladu (6). b-tok f má minimálńı cenu pouze
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pokud existuje potenciál v Gf . To znamená, že existuje p : V → R, takové že p(v) ≤ k(e)+p(u)

∀e ∈ Gf , kde u = α(e) a v = ω(e).

6.8 Předpoklad. Po zbytek této kapitoly budeme vycházet z následuj́ıćıch tvrzeńı:

1. Existuje b-tok, který je př́ıpustný vzhledem k dolńım a horńım kapacitám, zejména máme∑
v∈V b(v) = 0.

2. ∀u, v ∈ V , přičemž u 6= v existuje cesta z u do v, která se skládá jen z hran nekonečné

kapacity +∞ (tedy tato cesta existuje i v jakékoli reziduálńı śıti Gf ).

3. Budeme mı́t l(e) = 0 a k(e) ≥ 0 ∀e ∈ E.

6.2 Postupný algoritmus nejkratš́ı cesty

V této kapitole se budeme zabývat algoritmem nejkratš́ı cesty k vyřešeńı problému toku s mi-

nimálńı cenou (viz. [22, str. 42], [1, str. 320-323] a [19, str. 199]). Jelikož algoritmus neńı časově

polynomiálńı, budeme jej použ́ıvat jako stavebńı blok pro odvozeńı efektivněǰśıch, tj. časově

polynomiálńıch algoritmů v daľśıch částech.

6.9 Definice. (Pseudotok)

Necht’ máme opět graf G, který je stejný jako v předpokladu (6) a l ≡ 0. Pseudotok v grafu G

je funkce f : E → R, taková že 0 ≤ f(e) ≤ c(e) ∀e ∈ E, tj. nemuśı splňovat zákon zachováńı

toku. Pro pseudotok definujeme nerovnováhu (imbalanci) vrcholu v ∈ V jako

imbalf (v) = excessf (v)− b(v), (19)

kde excessf (v) označuje přebytek ve vrcholu v.

Pokud je imbalf (v) > 0, nazýváme v jako vrchol s přebytkem. V př́ıpadě, že je imbalf (v) < 0,

nazýváme v vrchol s deficitem a pokud má vrchol nulovou nerovnováhu nazývá se jako

vyvážený vrchol.

Jednotlivé kroky algoritmu

Vstup: Orientovaný graf G = (V,E, α, ω) s kapacitami l ≡ 0, c : E → R+, požadovaný přebytek

b : V → R a ceny k : E → R+.

1. Nastav́ıme f(e) := 0 ∀e ∈ E a p(v) := 0 ∀v ∈ V.

2. Nastav́ıme imbalf (v) := −b(v) ∀v ∈ V.

3. Vypočteme množiny vrchol̊u s přebytkem a deficitem:

Sf := {v ∈ V : imbalf (v) > 0}

Df := {v ∈ V : imbalf (v) < 0}

4. Dokud Sf 6= ∅ proved’ kroky 5 - 12.
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5. Vybereme s ∈ Sf a t ∈ Df .

6. Vypočteme vzdálenost d(v) := distkp(s, v,Gf ) z vrcholu s do všech ostatńıch vrchol̊u v Gf

vzhledem ke sńıžeńı cen kp.

7. Necht’ P je nejkratš́ı cesta z s do t.

8. Necht’ M:= min {cf (e) : e ∈ P} .

9. Aktualizujeme p := p+ d

10. ε := {imbalf (s),−imbalf (t),M}.

11. Zvýš́ıme f podél cesty P o ε jednotek.

12. Aktualizujeme f, Sf , Df a Gf .

13. Ukončeńı kroku 4.

14. Algoritmus vrát́ı hodnotu f.

Př́ıklad řešený pomoćı algoritmu nejkratš́ı cesty je uveden zde [1, str. 322]. Následuj́ıćı tvrzeńı

(lemma) nám stanov́ı základy pro správnost algoritmu nejkratš́ı cesty.

6.10 Lemma. [22, str. 43] Necht’ f je pseudotok a s ∈ V . Necht’ G′ v Gf źıskáme odstraněńım

nějakých hran v Gf , takových že v G′ jsou stále všechny vrcholy dosažitelné z vrcholu s.

Předpokládáme, že kp(e) ≥ 0 ∀e ∈ G′ a označ́ıme d(v) := distkp(s, v,G′) pro v ∈ V. Potom

následuj́ıćı tvrzeńı jsou pravdivé:

• Pro p′ := p+ d máme také, že kp
′
(e) ≥ 0 ∀e ∈ G′.

• Jestliže e je hrana v G′ na nejkratš́ı cestě z s do t, potom kp+d(e) = 0.

6.11 Důsledek. [22, str. 44] Důsledkem je, že necht’ f je pseudotok, který splňuje podmı́nky

optimality sńıžené ceny a f ′ je pseudotok źıskaný z f posláńım toku z vrcholu s do nějakého

jiného vrcholu t podél nejkratš́ı cesty P v grafu Gf (s ohledem na sńıžené ceny kp), potom f ′

také splňuje podmı́nky optimality sńıžené ceny.

6.12 Věta. [22, str. 44] Pokud budeme předpokládat, že všechna data jsou celoč́ıselná, potom

algoritmus nejkratš́ı cesty konč́ı po nejv́ıce nB iteraćı, kde B = max {|b(v)| : v ∈ V } . Pseudo-

tok po ukončeńı je minimálńı cena b-toku. Celková doba chodu algoritmu je O(nB(m+nlogn)).

Pozorujeme, že ve skutečnosti neńı nutné inicializovat algoritmus nejkratš́ı cesty pr̊utokem

f ≡ 0 a potenciálem p ≡ 0. Počet iteraćı algoritmu je potom omezen
∑

v∈V :imbalf (v)>0 imbalf (v).
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6.3 Postupný škálovaćı algoritmus

Tento algoritmus byl v̊ubec prvńı časově polynomiálńı algoritmus pro problém minimálńı ceny

toku (1972) [13]. Prezentace postupného škálovaćıho algoritmu v této části a algoritmu měř́ıtka

a zmenšováńı (scale-and-shrink) v následuj́ıćı části bude provedena pro přepravńı problém (viz.

[1, str. 360-363], [22, str. 44], [29, str. 121] a [19, str. 201]). To znamená, že budeme předpokládat

l(e) = 0, c(e) = +∞ a k(e) ≥ 0 ∀e ∈ E. Tato prezentace dále vyžaduje ještě jeden předpoklad

pro řešeńı přepravńıho problému. Vyžadujeme existenci speciálńıho vrcholu z ∈ V , takového

že b(z) = 0, (v, z) ∈ E s k(v, z) = 0 a (z, v) ∈/ E ∀v ∈ V \ {z} . Tento předpoklad pouze

zjednodušuje prezentaci algoritmu.

Instance (G, k, b) přepravńıho problému je dána grafem G, nezápornými ceny k a požadovanou

nerovnováhou b. Postupný škálovaćı algoritmus byl v̊ubec prvńı algoritmus pro problém toku

s minimálńı cenou. Rozš́ı̌rit (škálovat) instanci (G, k, b) přepravńıho problému pomoćı faktoru

4 > 0 znamená následuj́ıćı:

• Nahrad́ıme b(v) za b′(v) = bb(v)/4c ∀v 6= z.

• Nastav́ı se b′(z) = −
∑

v 6=z b
′(v).

6.13 Lemma. [22, str. 45] Necht’ (G, k, b) je instance přepravńıho problému a (G, k, b′) je

źıskaná škálováńım pomoćı faktoru 4. Jestliže (G, k, b) má optimálńı řešeńı, potom (G, k, b′)

má také optimálńı řešeńı.

Škálovaćı algoritmus řeš́ı instanci I = (G, k, b) přepravńıho problému vyřešeńım řad stupňovaných

instanćı IL, IL−1, · · · , I0. Instance Ij je instance I škálovaná podle 2j.

Jednotlivé kroky algoritmu pro řešeńı problému minimálńı ceny toku

Vstup: Orientovaný graf G = (V,E, α, ω), nezáporné funkce ceny k : E → R+, požadovaný

vrchol nerovnováhy b.

1. Necht’ f ≡ 0 a p ≡ 0

2. Necht’ L := 2blog2Bc, kde B :=
∑

v:b(v)>0 b(v).

3. Pro j = L,L− 1, · · · , 0 provedeme následuj́ıćı kroky:

4. Necht’ Ij je instance źıskaná škálovańım I podle 2j

5. Vyřeš́ıme Ij podle algoritmu nejkratš́ı cesty, který je inicializován dvojićı (2f, p).

6. Aktualizace f je źıskaný optimálńı tok a p je odpov́ıdaj́ıćı potenciál v Gf .

7. Ukončeńı kroku 3.

Postupný škálovaćı algoritmus řeš́ı přepravńı problém v čase O(n logBS(n,m, nK)), kde opět

B :=
∑

v:b(v)>0 b(v) [22, str. 46].

25



6.4 Algoritmus měř́ıtka a zmenšeńı

Ačkoliv doba běhu škálovaćıho algoritmu je polynomiálńı, neńı však silně polynomiálńı. To zna-

mená, že počet aritmetických operaćı záviśı i na velikosti č́ısel na vstupu. V této části uvedeme

a analyzujeme algoritmus, který dosáhne silně polynomiálńı doby běhu (viz. [29, str. 123-126]

a [22, str. 46]). Nyńı odvod́ıme ještě daľśı potřebnou podmı́nku optimality pro minimálńı cenu

tok̊u.

6.14 Věta (Doplňkové podmı́nky optimality uvolněńı pro b-toky [22, str. 46]). Necht’ G je

graf stejný jako v předpokladu (6). Potom b-tok má minimálńı cenu pouze tehdy, pokud exis-

tuje p : V → R takové, že sńıžené ceny kp na hranách G splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

kp(e) ≥ 0⇒ f(e) = 0 (20a)

l(e) ≤ f(e) ≤ c(e)⇒ kp = 0 (20b)

kp(e) < 0⇒ f(e) = c(e). (20c)

Prezentace algoritmu v této kapitole bude opět provedena pro přepravńı problém, to znamená,

že opět předpokládáme l(e) = 0, c(e) = +∞ a k(e) > 0 ∀e ∈ E. Prezentace opět vyžaduje

existenci speciálńıho vrcholu z, u kterého opět plat́ı, že b(z) = 0, (v, z) ∈ E s k(v, z) = 0

a (z, v) ∈/ E ∀v ∈ V \ {z} . Zopakujeme přepravńı problém jako úlohu lineárńıho programováńı

společně s jeho duálńı formulaćı, která se projev́ı jako užitečná v pozděǰśı analýze:

min
∑
e∈E

k(e)f(e) (21a)∑
e∈δ−(v)

f(e)−
∑

e∈δ+(v)

f(e) = b(v) ∀v ∈ V (21b)

f(e) ≥ 0 ∀e ∈ E (21c)

Duálńı formulace:

max
∑
v∈V

b(v)p(v) (22a)

p(ω(e))− p(α(e)) ≤ k(e) ∀e ∈ E (22b)

Doplňkové podmı́nky uvolněńı lineárńıho programováńı pro výše uvedené dvojice z dualńıch

lineárńıch programů jsou následuj́ıćı:

f(e) > 0⇒ p(ω(e))− p(α(e)) = k(e) (23a)

⇒ p(ω(e))− p(α(e)) < k(e)⇒ f(e) = 0. (23b)

6.15 Lemma. [22, str. 47] Necht’ (G, k, b) je přepravńı problém s b = 0, tedy b(v) = 0 ∀v ∈ V.
Potom jakékoliv př́ıpustné řešeńı pro duálńı lineárńı program (22) je optimálńı řešeńı.

Poznámka: Pro algoritmus bude zaveden nezbytný pojem Tight arc (těsná hrana).

6.16 Definice. (Těsná hrana)

Hrana e0 ∈ E je těsná, pokud existuje optimálńı řešeńı přepravńıho problému s f(e0) > 0.
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Předpokládáme, že e0 ∈ E je těsná hrana pro instanci I přepravńıho problému, kde u = α(e0)

a v = ω(e0). Doplňkové podmı́nky optimality uvolněńı z věty 6.14 ř́ıkaj́ı, že kp(r0) = 0 pro

jakékoliv optimálńı řešeńı p pro duálńı problém. Lze napsat ve tvaru

p(v) = k(e0) + p(u) (24)

pro jakékoliv optimálńı duálńı řešeńı. Rovnice (24) ř́ıká, že můžeme odstranit proměnnou p(v)

z duálńıho lineárńıho programu, t́ım že jej nahrad́ıme k(e0) + p(u).

6.17 Věta. [22, str. 49] Necht’ I = (G, k, b) je instanćı přepravńıho problému a e0 je těsná

hrana s α(e0) = u a ω(e0) = v. Necht’ p̂ je optimálńım řešeńım pro duálńı úlohu I/e0 źıskané

zadaným e0. Potom optimálńı řešeńı p pro I je dáno jako

p(i) = p̂(i) pro i 6= v (25a)

p(v) = p̂(u) + k(e0). (25b)

Jednotlivé kroky algoritmu pro řešeńı problému minimálńı ceny toku

Vstup: Orientovaný graf G = (V,E, α, ω), nezáporné funkce ceny k : E → R+, požadovaný

vrchol nerovnováhy b.

1. Nastav́ıme j := 1 a I = (G, k, b)

2. Dokud b 6= 0 provedeme kroky 3 a 4

3. Zavoláme metodu FIND-TIGHT-ARC (Ij), abychom našli těsnou hranu e0 z Ij a na-

stav́ıme Ij+1 := Ij/e0.

4. j := j + 1

5. Ukončeńı kroku 2

6. Najdeme př́ıpustné řešeńı p pro dualitu z Ij

7. Dokud j > 1 provedeme kroky 8 a 9

8. Rozš́ı̌ŕıme p na optimálńı duálńı řešeńı z Ij−1

9. j := j − 1

10. Ukončeńı kroku 7

11. Nalezneme př́ıpustný tok f z (G, k, b), takový že kp(e) = 0, kdykoliv f(e) > 0.

Pro realizace věty, která určuje těsnou hranu potřebujeme návrh stromového řešeńı pro přepravńı

problém. Stromové řešeńı je funkce f : E → R, která splňuje rovnováhu omezeńı (21b) a ta-

ková, že existuje strom T v G s f(e) = 0 ∀e ∈/ T . Strom označuje souvislý graf, který neobsahuje

žádný cyklus. Strom T jednoznačně určuje své stromové řešeńı (pokud existuje).

6.18 Lemma. [22, str. 50] Pokud existuje pro přepravńı problém př́ıpustné řešeńı, potom
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existuje také řešeńı, které je stromové. Jestliže existuje optimálńı řešeńı, potom také existuje

optimálńı řešeńı, které je stromovým řešeńım.

Podpogram pro nalezeńı těsné hrany

1. Nalezneme př́ıpustné stromové řešeńı f pro (G, k, b)

2. Škálovańım instance (G, k, b) podle4 = 1
n(n−1)max {f(e) : e ∈ E} źıskáme novou instanci

(G, k, b′) s:

• b′(v) = bb(v)/ Mc ∀v 6= z

• b′(z) = −
∑

v 6=z b
′(v)

3. Nalezneme optimálńı stromové řešeńı f ′ pro instanci (G, k, b′)

4. Nalezneme e0, takový že plat́ı f ′(e0) ≥ n− 1

6.19 Lemma. [22, str. 51] Necht’ e0 ∈ E je libovolná hrana taková, že v kroku 4 algoritmu

zaměřuj́ıćıho se na nalezeńı těsné hrany máme f ′(e0) ≥ n − 1. Potom lze ř́ıci, že e0 je těsná

hrana.

6.20 Věta. [22, str. 53] Algoritmus měř́ıtka a zmenšováńı (Scale-and-Shrink) nalezne op-

timálńı řešeńı pro přepravńı problém v čase O(n2 log nS(n,m, nK)), kde S(n,m, nK) je doba

potřebná pro výpočet nejkratš́ı vzdálenosti cesty z vrcholu v grafu G s n - vrcholy, m - hrany

a nezápornými celoč́ıselnými délkami v {0, . . . , nK} .
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7 Toky v dynamické podobě

Dynamické toky popisuj́ı strukturovanou śıt’ a rozhodovaćı problémy v pr̊uběhu času, na které

se v této kapitole zaměř́ıme (viz. [20], [4], [22, str. 55-59] a [19, str. 207-208]). Tento d̊uležitý

model optimalizace śıtě se objevuje např́ıklad ve výrobńıch distribučńıch systémech, ekono-

mickém plánováńı, energetických systémech, komunikačńıch systémech, systémech manipulace

s materiálem, dopravńıch systémech, železničńıch systémech, evakuačńıch systémech budov

i v mnoha daľśıch oblastech. V této kapitole budeme předpokládat graf G = (V,E), který

znázorňuje souvislý graf bez násobných hran. Graf obsahuje dva vzájemně r̊uzné vrcholy s, t ∈ V
a c : E → R+ je kapacitńı funkce na hranách v grafu G. V dynamické podobě hrany v G nav́ıc

obsahuj́ı přepravńı časy τ : E → R+. Pokud má hrana přepravńı čas, potom ř́ıkáme, že tok,

který je poslán z α(e) v nějakém čase t přes e dosáhne ω(e) v čase t+ τ(e).

Necht’ T ∈ R+. Potom funkce f : E × R→ R+ má časový horizont T , jestliže plat́ı:

f(e, x) = 0 ∀e ∈ E a x ∈/ [0, T − τ(e)], (26)

kde f(e, x) je pr̊utoková rychlost v libovolném okamžiku x ∈ R, kterou přǐrazuje funkce f .

Rovnice (26) udává, že f neodeśılá tok před časem 0 a také, že pośılá tok jen přes hranu e,

pokud dosáhne ω(e) do času T . Pokud je f funkce s časovým horizontem T , potom dostáváme

∀v ∈ V :

excessf (v, T ) =
∑

e∈δ−(v)

∫ T

−∞
f(e, x− τ(e))dx−

∑
e∈δ+(v)

∫ T

−∞
f(e, x)dx

=
∑

e∈δ+(v)

∫ T

0

f(e, x)dx−
∑

e∈δ+(v)

∫ T

0

f(e, x)dx, (27)

přičemž f(v, T ) nazýváme jako přebytek (excess) toku ve vrcholu v v čase T ∈ R+. Přebytek

toku ve vrcholu v v čase θ je dán vztahem

excessf (v, θ) =
∑

e∈δ−(v)

∫ θ

−∞
f(e, x− τ(e))dx−

∑
e∈δ+(v)

∫ θ

−∞
f(e, x)dx, (28)

kde prvńı suma udává př́ıtok do vrcholu v do času θ a druhá suma udává odtok z vrcholu v do

času θ.

7.1 Definice. (Dynamický tok s časovým horizontem T)

Necht’ s, t ∈ V jsou dva odlǐsné vrcholy v G, kde s 6= v. Dynamický (s, t)-tok s časovým hori-

zontem T je funkce f : E×R→ R+ s časovým horizontem T , která splňuje následuj́ıćı omezeńı

vážené-rovnováhy:

excessf (v, θ) ≥ 0 ∀v ∈ V \ {s, t} a ∀ θ ∈ [0, T ] (29)

excessf (v, T ) = 0 ∀v ∈ V \ {s, t} (30)

Pokud plat́ı výraz (29) nazýváme f tokem bez čekáńı. V jiném př́ıpadě nazýváme f tokem

s čekáńım. Jako obvykle nazýváme s a t zdrojem a spotřebičem dynamického toku. Hodnota

dynamického toku śıtě je dána jako

val(f) := excessf (s, T ), (31)
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to znamená, množstv́ı toku, které dosáhlo s v čase T . Můžeme ř́ıci, že f je př́ıpustný vzhledem

ke kapacitńı funkci c : E → R+, pokud 0 ≤ f(e, θ) ≤ c(e), pro všechna e ∈ E a pro všechna

θ ∈ [0, T ]. Pokud f dynamický (s, t)-tok s časovým horizontem T , potom dostáváme, že

excessf (s, T ) + excessf (t, T ) =
∑
v∈V

excessf (v, T )

=
∑
v∈V

 ∑
e∈δ+(v)

∫ T

0

f(e, x)dx−
∑

e∈δ+(v)

∫ T

0

f(e, x)dx

 = 0. (32)

Rovnice (32) nám ř́ıká, že množstv́ı toku, které opust́ı vrchol s se rovná množstv́ı toku, které

dosáhne vrcholu t. Problém maximálńıho dynamického (s, t)-toku s časovým horizontem T je

naj́ıt dynamický (s, t)-tok s časovým horizontem T maximálńı hodnoty.

7.1 Dynamické toky a řezy v pr̊uběhu času

Jako v př́ıpadě statických tok̊u, hraj́ı řezy d̊uležitou roli u dynamických variant řešeńı.

7.2 Definice. (Dynamický řez s časovým horizontem T )

Dynamický řez s časovým horizontem T je dán funkćı X : [0, T )→ 2V , takovou že plat́ı:

• s ∈ X(θ) ⊆ V \ {t} ∀ θ ∈ [0, T ),

• X(θ1) ⊆ X(θ2) pro θ1 ≤ θ2.

Pro dynamický (s, t)-tok v grafu G plat́ı, že každá jednotka toku muśı v určitém čase překročit

X na určité hraně v řezu X. Vezmeme např́ıklad hranu e = (u, v). V takovémto př́ıpadě muśı

pro překročeńı řezu na e tok opustit vrchol u po čase ξu a dorazit do vrcholu v před časem ξv,

tedy muśı opustit vrchol u před časem ξv − τ(u, v). Hrana (u, v) je v řezu X během časového

intervalu [ξu, ξv − τ(u, v)). Výraz ξv ∈ [0, T ] ∀v ∈ V je pro dynamický (s, t)-tok definován ve

tvaru

ξv := ({θ : v ∈ X(θ′)} ∪ {T}) (33)

7.3 Definice. (Kapacita dynamického řezu)

Kapacita dynamického řezu X s časovým horizontem T se rovná množstv́ı toku, který je poslán

přes hrany, přičemž hrany jsou v řezu.

c(X) :=
∑

(u,v)∈E

max {0, ξv − τ(u, v)− ξu} · c(u, v). (34)

7.4 Lemma. [22, str. 57] Pokud f je dynamický (s, t)-tok s časovým horizontem T a pokud X

je dynamický řez se stejným časovým horizontem T v grafu G = (V,E), potom hodnota toku

f je nejvýše kapacita dynamického řezu X.

7.2 Př́ıklad dynamického toku

Budeme uvažovat následuj́ıćı př́ıklad dynamického toku, kde označeńı hran jsou přepravńı časy

a každá hrana má kapacitu 2. Na obrázku 14 je zobrazena śıt’ pro řešeńı dynamického toku.
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Obrázek 14: Dynamická śıt’

[20, str. 9]

Na následuj́ıćım obrázku 15 je zobrazen daľśı postup pro hledáńı dynamického toku. Daný tok

má propustnost 8 v čase T = {0, 1, . . . , 5} .Grafy nám postupně poskytuj́ı př́ıpady v jednotlivých

časech. Zadané hodnoty udávaj́ı množstv́ı toku, které je odesláno. Tučné části hran udávaj́ı část,

kterou zachyt́ı pr̊utokové jednotky během jednotlivých čas̊u.

Obrázek 15: Dynamický tok v čase 1 až 5

[20, str. 9]

Mezi hlavńı problémy tok̊u, které lze řešit v dynamické śıti patř́ı maximálńı tok, nejrychleǰśı

tok, minimálńı cena toku, nulový přepravńı čas a složitost.
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7.3 Techniky pro řešeńı problému dynamického toku

V této kapitole budeme popisovat metody, které slouž́ı pro řešeńı problémů dynamického

śıt’ového toku.

7.3.1 Časově rozš́ı̌rené grafy

Prvńı technikou pro řešeńı problému dynamického toku byly časově rozš́ı̌rené grafy (time - ex-

pended graphs) [25]. Časově rozš́ı̌rená verze dynamické śıtě je statická śıt’, která obsahuje kopie

vrchol̊u v jednotlivých kroćıch v určitém časovém horizontu {0, . . . , T} a hrany jsou překresleny

mezi jednotlivými kopiemi a vyjadřuj́ı jejich přepravńı časy. Na obrázku 16 je zobrazený tvar

časově rozš́ı̌reného grafu z obrázku 14 v časovém horizontu T = {0, . . . , 5} . Obrázek 17 potom

zobrazuje maximálńı dynamický tok.

Obrázek 16: Časově rozš́ı̌rená verze dynam. śıtě z obrázku 14 a ekvivalent toku na obrázku 15
[20, str. 16]

Obrázek 17: Maximálńı dynamický tok v śıti z obrázku 14

[20, str. 18]

7.5 Definice. (Časově rozš́ı̌rená verze dynamické śıtě G)

Je diagram GT s vrcholy v(t) ∀v ∈ V a t ∈ {0, · · · , T}. Dále pro každou hranu (u, v) ∈ E
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s přepravńım časem τuv a kapacitou c má graf GT hrany (u(t), v(t+ τ)) s kapacitou c pro

t = 0, · · · , T − τuv.

Tok na obrázku 14 odpov́ıdá toku, který je zobrazen tučnými hrany na obrázku 15. Tok se

dá transformovat na statický tok v GT na problém s jedńım zdrojem a spotřebičem zavedeńım

právě společného zdroje a společného spotřebiče. Potom lze problém dynamického toku řešit

nalezeńım statického toku v časově rozš́ı̌reném grafu.

7.3.2 Časově opakované toky

Časově opakované toky (Temporally Repeated flows) je velmi d̊uležitý pojem pro nalezeńı ma-

ximálńıho dynamického toku.

7.6 Definice. (Časově opakované toky)

Pro statický tok f s rozkladem toku (viz. [7, str. 104] a [22, str. 10])
{
f̂P : P ∈ P1

}
, {βC : C ∈ C1}

definujeme časově opakovaný dynamický tok s časovým horizontem T , vyvozeným podle f ,

označeným fT následovně: Pro P ∈ P1 odešleme val(f̂P ) jednotek toku podél cesty P během

časového intervalu, který je [0, T − τ(P )].

Plat́ı, že f̂ : E → R+ je statický (s, t)-tok v G. Dále jsme vycházeli z toho, že f̂ lze rozvi-

nout do tok̊u na (s, t)-cestách a do cirkulaćı na cyklech. Označeńım P1 jsou myšleny všechny

(s, t)-cesty v G a C1 udává všechny cykly v G. Nakonec výraz τ(P ) :=
∑

e∈P τ(e) označuje

celkový přepravńı čas cesty P.

7.7 Věta. [22, str. 58] Pokud f̂ je př́ıpustný statický (s, t)-tok a fT je časově opakovaný

tok vyvozený podle f̂ , potom je fT dynamický tok s časovým horizontem T a jeho hodnota je

ve tvaru

val(fT ) = T val(f̂)−
∑
e∈E

τ(e)f̂(e). (35)

Důkaz. Potřebujeme pouze dokázat rovnici o hodnotě toku. Tok fT během časového intervalu

[0, T−τP ] odeśılá val(f̂P ) jednotek toku podél cesty P ∈ P1. Tedy množstv́ı toku, které dosáhne

spotřebič t do doby T je dáno:

val(fT ) =
∑
P∈P1

val(f̂P )(T − τ(P ))

= T
∑
P∈P1

val(f̂P )−
∑
P∈P1

∑
e∈P

τ(e)val(f̂P )

= Tval(f̂)−
∑
e∈E

τ(e)
∑

P∈P1:e∈P

val(f̂P )

= Tval(f̂)−
∑
e∈E

τ(e)f̂(e)

�

7.8 Poznámka. Časově opakovaný tok fT s maximálńı hodnotou val(fT ) lze spoč́ıtat pomoćı
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metod pro výpočet problému minimálńı ceny toku v grafu G, který je rozš́ı̌ren o novou hranu ets.

Z rovnice (35) vyplývá, že hodnota fT je nezávislá na rozložeńı. Pokud bychom uvažovali

přepravńı časy jako ceny k(e) := τ(e) ∀e ∈ E a přidali novou hranu ets z vrcholu t do vr-

cholu s, která by měla nekonečnou kapacitu a cenu k(ets) = −T , potom tok f̂ minimalizuje

objekt T val(f̂)−
∑

e∈E τ(e)f̂(e) pouze tehdy, pokud je f̂ cirkulaćı v rozš́ı̌reném grafu G. Tento

problém je potom tedy problémem minimálńı ceny toku.

7.9 Věta. [22, str. 59] Pokud je fT maximálńı opakovaný dynamický tok s časovým hori-

zontem T , potom je také fT maximálńı dynamický tok s časovým horizontem T .

Důkaz. Je uveden v [22, str. 59]. Na základě tohoto d̊ukazu dostáváme následuj́ıćı větu:

7.10 Věta. Maximálńı hodnota dynamického (s, t)-toku s časovým horizontem T je rovna

minimálńı kapacitě dynamického (s, t)-̌rezu s časovým horizontem T .

7.4 Časová složitost problémů v dynamické śıti

V této kapitole si uvedeme výsledky časových složitost́ı problémů, které lze řešit v dynamické

śıti [20, str. 15]. Problém minimálńı ceny je NP-těžký. Tř́ıdy NP označuj́ı problémy, které jsou

řešitelné na nedetermistickém Turingově stroji (na poč́ıtači) v polynomiálńım čase. V každém

kroku se výpočet rozvětv́ı na n větv́ı, ve kterých se hledá řešeńı současně. Problém pro hledáńı

nejrychleǰśıho toku v závislosti na přepravńıch časech je silně NP-těžký. Nejznáměǰśı aproxi-

mace má poměr (2+ε). V śıt́ıch s nulovým přepravńım časem lze nalézt řešeńı v polynomiálńım

čase. Složitost problémů tok̊u v pr̊uběhu času ve srovnáńı se statickými tokovými problémy je

shrnuta v následuj́ıćı tabulce [15].

Řešené problémy Statické toky Toky v pr̊uběhu času

(s, t)-tok polynomiálńı polynomiálńı

Přepravńı problém polynomiálńı polynomiálńı

Problém minimálńı ceny toku polynomiálńı NP-těžký

Vı́cekomoditńı toky polynomiálńı silně NP-těžký

Tabulka 2: Porovnáńı časových složitost́ı

Tabulka 2 porovnává výsledky časových složitost́ı. Problémy týkaj́ıćı se časově neměnných

tok̊u běž́ı v polynomiálńım čase. Jediné známé algoritmy polynomiálńıho času pro statické

v́ıcecomoditńı výpočty toku vyžaduj́ı obecné lineárńı programovaćı techniky. Bylo dokázáno,

že v́ıcekomoditńı tok v pr̊uběhu času s jednoduchými pr̊utokovými cestami a bez ukládáńı

toku v mezilehlých uzlech je silně NP-těžký. Nejznáměǰśım výsledkem pro variantu silně NP-

těžkou s jednoduchými pr̊utokovými cestami a bez mezipaměti je 2-aproximačńı algoritmus pro

problém s nejrychleǰśım pr̊utokem v́ıcekomoditńıch tok̊u (viz. [23] a [24]).
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Klinz a Woeginger ukázali, že problém výpočtu minimálńı ceny (s, t)-toku v pr̊uběhu

času s předem stanovenou hodnotou a časovým horizontem je NP-těžký [6]. Hoppe a Tar-

dos studovali nejrychleǰśı přepravńı problém, který požaduje pr̊utok v pr̊uběhu času a splňuje

dané dodávky a požadavky na uzlech śıtě v minimálńım čase. Hoppe a Tardos dostali časově

polynomiálńı algoritmus pro tento problém [5]. Nakonec Ford a Fulkerson dostali efektivńı al-

goritmus, který řeš́ı problém nejrychleǰśıho (s, t)-toku v polynomiálńım čase [25].

V této kapitole jsme se setkali s pojmem v́ıcekomoditńı toky, to znamená, že lze v śıti najed-

nou přepravovat v́ıce subjekt̊u. Problémy, které se týkaj́ı v́ıcekomoditńıch tok̊u jsou složitěǰśı

a obt́ı̌zněǰśı pro řešitelnost. Vzhledem k rozsahu práce se těmito úlohami nebudeme dále

zabývat.
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8 Aplikace tok̊u

Toky jsou nejv́ıce aplikovány v př́ıkladech, které se týkaj́ı např́ıklad vodovodńıho potrub́ı,

silničńı śıtě nebo datové śıtě. Pro řešeńı př́ıkladu, kde např́ıklad uvažujeme silničńı śıt’ je nutné

znát dané body:

• Popis dopravńı śıtě - pro popis celé dopravńı śıtě se použ́ıvá orientovaný graf,

• Vrchol (mı́sto) ze kterého auta vyj́ıžděj́ı,

• Vrchol (mı́sto) do kterého auta doraźı,

• Kolik aut může danou hranou (silnićı) projet - použ́ıváme funkci kapacita a

• Kolik aut může danou hranou (silnićı) skutečně projet - použ́ıváme funkci tok.

U silničńı śıtě by tedy kapacita znázorňovala množstv́ı aut, které může danou silnićı projet za

jednotku času (minutu). Úkolem by poté bylo naj́ıt maximálńı tok, tzn. kolik aut může projet

ze zvoleného mı́sta A do mı́sta B. Pokud bychom nav́ıc uvažovali na každé hraně cenu (cena

za projet́ı silničńım úsekem), řešili bychom problém toku s minimálńı cenou a ćılem by bylo

nalézt nejlevněǰśı tok. Kdybychom na hranách uvažovali také přepravńı časy, tj. čas potřebný

k projet́ı daným úsekem, jednalo by se o problém hledáńı dynamického toku.

V následuj́ıćı podkapitole si představ́ıme modelováńı śıtě pomoćı teorie her. Teorie her řeš́ı

př́ıpady, kdy výsledek rozhodnut́ı člověka nezáviśı pouze na jeho volbě mezi několika možnostmi,

ale také na volbách ostatńıch. Za zakladatele teorie her je považován John von Neumann, který

ukázal možnost využit́ı herně-teoretických model̊u v oblasti modelováńı ekonomických rozho-

dovaćıch situaćı [32]. John von Neumann zde uvád́ı i nejznáměǰśı problém z teorie her tzv.

Vězňovo dilema. Výběr trasy prostřednictv́ım dopravńı śıtě poukazuje právě na př́ıklad, kdy

výsledek každého rozhodovaćıho orgánu záviśı na rozhodnut́ıch ostatńıch. Rozhodováńı spoč́ıvá

ve výběru trasy na základě času, který je potřebný k projet́ı daným úsekem.

8.1 Doprava v rovnováze

V této části kapitoly se budeme zabývat modelováńım dopravńı śıtě pomoćı teorie her, kdy se

budeme snažit dostat z určitého mı́sta A do určitého mı́sta B. Reprezentujeme dopravńı śıt’ po-

moćı orientovaného grafu. Budeme se zabývat př́ıkladem, kdy budeme vyv́ıjet model dopravńı

śıtě a jeho reakci na dopravńı zácpy (viz. [12] a [27]). V orientovaném grafu budeme uvažovat

hrany jako dálnice a vrcholy nám budou reprezentovat body, do kterých se můžeme přes jed-

notlivé dálnice dostat. V grafu dále existuj́ı dva speciálńı vrcholy A a B, kde našim ćılem je

dostat ze z mı́sta A do mı́sta B, jak je již zmı́něno výše. Každá hrana má také určený čas cesty.

Čas záviśı na množstv́ı dopravy, která se vyskytuje na jednotlivých hranách. Na obrázku 18 je

nyńı zobrazen orientovaný graf, který obsahuje již výše zmı́něný postup.
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Obrázek 18: Dopravńı śıt’

[12, str. 230]

Označeńı na jednotlivých hranách nám udává dobu j́ızdy v minutách, pokud se na hranách

vyskytuje x aut. V této dopravńı śıti jsou hrany A → D a C → B považovány za hrany,

které nejsou citlivé na dopravńı zácpy. Každá z těchto hran trvá 45 minut bez ohledu na počet

vozidel, které cestuj́ı na nich. V př́ıpadě, že se jedná o hrany A→ C a D → B je z grafu vidět,

že maj́ı velký vliv na dopravńı zácpy. Každá hrana trvá projet x/100 minut, pokud je na hraně

x aut, které zde cestuj́ı.

V dopravńı śıti, která je uvedena na obrázku 18 budeme uvažovat 4000 aut, který chtěj́ı projet

z bodu A do bodu B. Auta maj́ı na výběr ze dvou cest a to bud’ přes vrchol C nebo přes

vrchol D. Jestliže všechna auta pojedou přes jednu z výše uvedených cest celková doba j́ızdy

na zvolené trase bude trvat 85 minut (4000/100 + 45). Pokud však auta rozděĺıme rovnoměrně

mezi obě cesty tj. 2000 aut po každé cestě potom se celková doba j́ızdy zmenš́ı na 65 minut

(2000/100 + 45).

Dopravńı model je popsán jako hra, ve které hráči odpov́ıdaj́ı řidič̊um a zvolené cesty od

mı́sta A do mı́sta B jsou dané strategie hráč̊u. V tomto př́ıpadě má každý hráč pouze dvě stra-

tegie. V modelu je uvažováno 4000 hráč̊u. Rovnováha nastává pouze v př́ıpadě, že je x = 2000.

Z teorie her se tento pojem označuje jako Nashova rovnováha, kdy plat́ı, že hráč si svoj́ı

volbou nemůže zlepšit strategii, aniž by druhému hráči nezhoršil. Vyplývá to z faktu, že pokud

uvažujeme, že na jedné z cest pojede x aut a na druhé cestě pojede (4000−x) aut, potom jestli

neńı x = 2000 budou mı́t jednotlivé trasy odlǐsný čas cesty a řidiči (hráči) na pomaleǰśı cestě

budou motivováni ke změně volby přej́ıt na rychleǰśı cestu. Proto jediná Nashova rovnováha

nastává v př́ıpadě x = 2000.

8.2 Braes̊uv paradox

V této části poṕı̌seme Braes̊uv paradox, který ukazuje na to, že pokud je do śıtě přidána nová

kapacita, může tato kapacita ve skutečnosti zpomalit dopravńı provoz.
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Budeme vycházet z obrázku 18. Změna v śıti bude taková, že bude přidána nová hrana (silnice)

z mı́sta C do mı́sta D. Pro jednoduchost budeme uvažovat, že doba j́ızdy mezi těmito mı́sty

je 0 a to bez ohledu počtu aut na cestě. Na obrázku 19 je nyńı popsána nová dopravńı śıt’

s přidanou kapacitou.

Obrázek 19: Rozš́ı̌rená dopravńı śıt’

[12, str. 232]

Na prvńı pohled se zdá, že po přidáńı nové hrany by mělo být cestováńı z mı́sta A do mı́sta B

lepš́ı. Avšak v této nové dopravńı śıti existuje pouze jedna Nashova rovnováha, která však vede

ke zhoršeńı doby cesty pro všechny řidiče. Rovnováha nastává v př́ıpadě, že řidiči cestuj́ı přes

mı́sto C i přes mı́sto D. To znamená, že doba cesty potom je (4000/100 + 0 + 4000/100) = 80

minut. Jiná cesta by v tomto př́ıpadě trvala 85 minut a proto si všichni řidiči zvoĺı cestu

A → C → D → B. Braes̊uv paradox poukazuje na to, že pokud je vytvořena nová rychlá

silnice z C do D vtáhne do ńı všechny řidiče. V nové śıti potom neexistuje zp̊usob, který by

změnil chováńı řidič̊u, aby se vrátili k rovnoměrnému řešeńı, které by bylo pro každého lepš́ı,

jelikož doba cesty by trvala 65 minut.

V dopravńım modelu vždy předpokládáme, že doba j́ızdy je bud’ pozitivńı nebo nulová. Součet

čas̊u po zvolené cestě nazýváme jako sociálńı náklady. Předpokládáme śıt’, na které vznikne

Braes̊uv paradox a na které se vyskytuj́ı celkem čtyři řidiči. Minimálně možné náklady budeme

považovat za sociálně optimálńı. Na obrázku 20 jsou nyńı zobrazeny náklady, které jsou sociálně

optimálńı a dosahuj́ı velikosti 28, jelikož každý řidič potřebuje 7 jednotek času k přemı́stěńı se

z mı́sta A do mı́sta B. Na obrázku 21 je u téže dopravńı śıtě zobrazena Nashova rovnováha,

která má však větš́ı sociálńı náklady a to 32.
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Obrázek 20: Sociálńı optimum pro 4 řidiče se sociálńımi náklady ve výši 28

[12, str. 235]

Obrázek 21: Nashova rovnováha pro 4 řidiče se sociálńımi náklady ve výši 32

[12, str. 235]

8.3 Optimalizace letového provozu

V této části si poṕı̌seme, jak optimalizovat letový provoz [3]. Problém ř́ızeńı letového provozu

tak, aby byl zajǐstěn bezpečný a účinný proud letadel ve vzdušném prostoru se označuje jako

ATFMP (Air Traffic Flow Management Problem). Postupy k řešeńı problému ATFMP jsou

rozděleny do tř́ı hlavńıch kategoríı: Dlouhodobé, střednědobé a krátkodobé ćıle. Ř́ızeńı letového

provozu (ATFM) je regulace letecké dopravy, taková aby se zabránilo překročeńı kapacity letǐst’

nebo letového sektoru při manipulaci s dopravou. Ćılem je přizp̊usobit kapacitu systému letecké

dopravy s požadavkem na to, aby bylo zajǐstěno, že letadlo může efektivně a bezpečně prolétat

vzdušným prostorem. Dále je ćılem zabránit přet́ıžeńı a zpožděńı. Počet let̊u odlétaj́ıćıch nebo

přij́ıžděj́ıćıch z určitého letǐstě, jakož i počet přejezd̊u letadel v určitém odvětv́ı vzdušného

prostoru jsou funkce několika proměnných, které zahrnuj́ı počet dostupných přistávaćıch dráh,

kapacitu ATC (Air Traffic Control), omezeńı ve vzdušném prostoru a omezeńı týkaj́ıćı se toho,

které letadlo může následovat letadlo dané tř́ıdy.

Jeden z hlavńıch problémů, s nimž se setkávaj́ı správci letového provozu, je problém
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nalezeńı optimálńıch plánovaćıch strategíı, které minimalizuj́ı náklady na zpožděńı. Proto je

potřeba nalézt dobré a optimálńı plánovaćı strategie ATFM, které nejen zmı́rńı problémy

s přet́ı̌zeńım, ale také minimalizuj́ı náklady na zpožděńı a současně uspokojuj́ı omezeńı ka-

pacity letǐstě a vzdušného prostoru.
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9 Závěr

V této práci jsme se zabývali úlohou hledáńı maximálńıho toku v śıti. Z počátku jsme si zade-

finovali několik základńıch pojmů, se kterými jsme během celé práce pracovali.

V kapitole 5 jsme se soustředili na časově neměnné toky. Dále jsme si uvedli algoritmy pro

hledáńı maximálńıho toku v śıti a to zejména Ford Fulkerson̊uv, Dinic̊uv / Edmonds Karp̊uv,

Goldberg̊uv, Škálovaćı a nakonec algoritmus Metody tř́ı Ind̊u. Algoritmy byly postupně popsány

v jednotlivých kroćıch a některé byly ilustrovány na př́ıkladech pro lepš́ı pochopeńı činnosti.

U algoritm̊u byly dále určeny časové složitosti. Nakonec bylo zjǐstěno, že pro hledáńı ma-

ximálńıho toku se stač́ı omezit na úlohu hledáńı př́ıpustné cirkulace, jelikož jsou úlohy ekviva-

lentńı. Pro hledáńı př́ıpustné cirkulace slouž́ı algoritmus Out of Kilter, který byl pouze zmı́něn

v odkazované literatuře.

Hlavńım ćılem kapitoly 6 bylo popsat algoritmy pro určeńı toku s minimálńı cenou. Nejprve

jsme uvedli algoritmus nejkratš́ı cesty, který však neńı časově polynomiálńı a tedy nám posloužil

jako stavebńı blok pro odvozeńı efektivněǰśıch (časově polynomiálńıch) algoritmů. Algoritmy

byly popsány v jednotlivých kroćıch a prezentace těchto algoritmů byla provedena pro přepravńı

problém. Jednalo se o škálovaćı algoritmus a o algoritmus měř́ıtka a zmenšeńı (scale and shrink).

I v této kapitole byly určeny časové složitosti každého algoritmu.

V kapitole 7 jsme si definovali dynamické toky. V této části jsme se snažili naj́ıt maximálńı

tok v dynamické śıti, tedy v śıti, která se může měnit v pr̊uběhu času. Byly uvedeny techniky

pro řešeńı problému dynamického toku a to např́ıklad časově rozš́ı̌rené grafy. Dále byla úloha

pro řešeńı hledáńı maximálńıho dynamického toku ilustrována na př́ıkladu pro lepš́ı pochopeńı.

Uvedeny byly také základńı problémy tok̊u v dynamické śıti, u kterých byla určena výpočetńı

složitost. Nakonec byly porovnány složitosti ve statické formulaci oproti dynamické.

Posledńı část práce byla zaměřena na aplikace tok̊u vybraných úloh v ekonomii. Zabývali jsme

se modelováńım dopravńı śıtě pomoćı teorie her, kde jsme zkoumali, kdy nastane doprava v rov-

nováze. Uvedli jsme zde pojem Braes̊uv paradox, který nám ukázal, že přidáńı nové kapacity do

śıtě může ve skutečnosti zpomalit provoz. Nakonec byla popsána optimalizace letového provozu

a hlavńı problém se kterým se můžeme u letového provozu setkat.

V práci byly zmı́něny v́ıcekomoditńı toky, u kterých však nebyl zohledněn postup řešitelnosti

vzhledem k rozsahu práce. Problémy, které se týkaj́ı řešitelnosti v́ıcekomoditńıch tok̊u bych se

chtěl zabývat v budoucnosti a tedy tento návrh by mohl sloužit k př́ıpadnému rozš́ı̌reńı práce.
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[30] ŠIŠMA, Pavel. Vznik a vývoj teorie graf̊u [online]. vol. 43 (1998), pp. 89-99
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