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Abstrakt

Cilem této prace je seznamit se s bayesovskym piistupem a aplikovat ho na odhad
parametru zobecnéného exponencialniho rozdéleni nebo na jeho parametrické funkce.
Déle pro zvolena apriorni rozdéleni popsat odvozeni odhad. Pomoci simulace se vysetii
vlastnosti odhadi.

Kli¢ova slova: Bayesovské odhady, zobecnéné exponencialni rozdéleni ,spolehlivostni

funkce, ztratova funkce, Kolmogorov-Smirnov test dobré shody, simulace
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Abstrakt

This work explores Bayes estimation of the unknown parameter or parametrical function
for the generalized exponencial disribution. For chosen conjugate prior describe descri-
piton of derived estimations. Examine properties of the derived estimations by simu-
lation study.

Keywords: Bayes estimate, generalized exponencial disribution, Kolmogorov-Smirnov

goodness of fit test, Loss function, reliability function, simulation

IV



Obsah

1 Uvod
2 Zobecnéné exponencialni rozdéleni

3 Bayesovsky pristup

3.1 Spolehlivostni funkce . . . . . . . ..o
3.2 Ztratova funkce . . . . .. .o
3.3 Odhady . ... .. . .
3.3.1 Odhad parametru 8 . . . . . . ... ...
3.3.2 Odhad spolehlivostni funkce . . . . . . ... ... ... .....
3.3.3 Odhad kvantil GE . . . . . ... ... ... .. .
3.4 Testovani shodnosti odhadu . . . . . ... ... ... ...

4 Simulace

4.1 Popis programu . . . . . . .. ... e e e
4.2 Zhodnoceni vysledkt . . . . .. .. oo
5 Zaveér

6 Prilohy

N N N =

10
13
14

15
15
16

18

19



1 Uvod

Predkladana bakalaiska prace popisuje zobecnéné exponencialni rozdéleni a néasledné
odhady jeho parametrt s uzitim bayesovského pristupu. Priloha této prace obsahuje
simulaci této problematiky:.

Tato bakalarska prace je rozdélena na dveé ¢asti.V prvni ¢asti je rozebrano zobecnéné
exponencialni rozdéleni a pro zvolené apriorni rozdéleni odvozeni bayesovskych odhad.
Druha ¢ast se zabyva simulaci problému v programu MATLAB. Na zakladé simulace
jsou vysSetieny vlastnosti jednotlivych odhadi.

Teoreticka cast zacinad popisem zobecnéného exponencialniho rozdéleni, jeho hus-
totou, distribu¢ni funkci a jeho vyuzitim. Poté rovnou pfistupuje k bayesovskému
pristupu, kde je vysvétleno apriorni a aposteriorni rozdéleni a vztah mezi nimi. Dale
vysvétluje spolehlivostni funkci a ¢tyfi ztratové funkce. Poslednim bodem teoretické
Casti je vypocet odhadi parametri zobecnéného exponencialniho rozdéleni 6 a R(t)
pii riznych ztratovych funkcich a kvantily daného rozdéleni.

Simulace, které je vénovana druha c¢ast prace, obsahuje tabulky vybranych simulaci,
které jsou nasledné vyhodnoceny. Déale jsou z nich odvozeny vlastnosti jednotlivych

odhadn.



2 Zobecnéné exponencialni rozdéleni

V této kapitole se budeme zabyvat zobecnénym exponencialnim rozdélenim(GE). Roz-
déleni bylo poprvé pouzito autory Gupta a Kundu (1999) [7]. GE se hlavné vyuziva
v analyze opotiebeni produktu. Pro analyzu takovychto dat se také velice casto uziva
Gama a Weibullovo rozdéleni viz[1].

Necht X;,X,,...,X,, jsou i.i.d(ndhodné proménné z nezavislého stejnomérného roz-
déleni), pak distribu¢ni funkce zobecnéného exponencidlniho rozdéleni s parametrem

0 >0,z >0,\=1 astfednim hodnotou rovnou nule je dana nasledovné:
F(z;0) = (1—e")", (1)
hustota daného rozdéleni je za danych podminek nasledujici:
fz:0) = e (1 — )71, (2)

Pro vétsi nazornost jsou na obr.1 a obr.2 zobrazeny grafy hustoty zobecnéného
exponencialniho rozdéleni i jeho distribu¢ni funkce. Jako prvni je hustota daného roz-
déleni. V této praci se pocita s tim, ze A = 1 a proto grafy jsou jen pro danou hodnotu
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Hustota zobecnéného exponencialniho rozdéleni
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Obr. 1: Hustota zobecnéného exponencialniho rozdéleni.

Na obrazku 2 je vidét distribuc¢ni funkce zobecnéného exponencialniho rozdéleni.

Distribuni funkce zobecnéného exponencialniho rozdéleni

Obr. 2: Distribuc¢ni funkce zobecnéného exponencialniho rozdéleni



Zobecnéné exponencialni rozdéleni ma nasledujici momentovou vytvotujici funkei:
o
M(t) = E(e"™) = 0/ (1-— e_“’"t)e_le(t_l)xdx
0

Pouzitim substituce y = e™* ziskdme

0+ 1)D(1 — 1)
T(O—1+¢)

MO =0 [y = -

Pro podrobnéjsi popis viz [1]. Pokud zderivujeme zlogaritmovanou M(t) a stanovime

t = 0, ziskame stfedni hodnotu a rozptyl zobecnéného exponencialniho rozdéleni
EX)=Y0+1)—VY(1) a Var(X)=9'(1)—- ¥ (0-1),

kde ¥ je digama funkce a ¥’ je derivaci digama funkce.
Zobecnéné exponencialni rozdéleni je transformaci exponencialniho rozdéleni. Trans-

formace distribu¢ni funkce je popsana nasledovné:

kde F(x) je distribu¢ni funkce zobecnéného exponenciilniho rozdéleni a G(x) je expo-

nencialniho rozdéleni. Pro hustotu pak plati nasledujici:

fz) = 0G(2)" " g(x),

kde g(z) = %g(f), g(x) je tedy o hustota exponenciélniho rozdéleni.

3 Bayesovsky pristup

,Bayesovské metody predstavuji jeden ze zakladnich pristupt teoreticko-pravdépodobnostnich
mysleni i matematicko statistickych vyhodnocovacich metod. [3, p. 5]

Metody jsou zalozené na predpokladu, ze hodnotu neznamého parametru mitizeme
vyjadiit pomoci pravdépodobnostniho rozdéleni viz [3].

Apriorni informaci vyjadfuje hustota daného parametru kterd je znacena 7(6). Tato
informace je zndma uz pred testovanim a je vytvarena na zékladé zkusenosti nebo sub-
jektivné, coz casto vede k diskuzim o spravnosti. Je ziejmé, Zze dana apriorni informace

je zavisla na pozorovanych X, ale nezavisle ziskand, jelikoz pred pokusem byla zadana.
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Oproti normélnimu p¥istupu chapeme f(xz;0) jako podminénou pravdépodobnost a je
znacena jako f(x|0) viz [5]. Pokud ndm jde o konkrétni hodnoty odhadu parametru
a nepotfebujeme odhady studovat teoreticky, mizeme zvolit apriorni hustotu, ktera
vérné odrazi apriorni informace a poté vyuzit simulaci k hledani odhadu pro dana
data.

Pro zobecnéné exponencialni rozdéleni s parametrem 6 budeme uvazovat stejné
apriorni rozdéleni jako je uvedeno v ¢lanku [1]. Jedna se tedy o gama rozdéleni tj.
0 ~ gama(a, B)

m(0) = ﬁea*e*/”, 0 >0, (3)
I(a)
kde o > 0, B > 0. V pripadech, kdy a« = 0 a § = 0, apriorni rozdéleni piejde v
Jeffreysovo apriorni rozdéleni viz [1], které je dano nasledovné:

(6) x %,9 > 0. (4)

K vytvofeni odhadi potfebujeme aposteriorni rozdéleni parametru 6. Vztah se vy-
jadiuje pomoci Bayesovy véty.
Ma-li vektor (X,Y") sdruZenou hustotu f(x,y), pak podminénd hustota slozky Y za

podminky, Ze X = x, je

f=ly)f ()
fl@)
kde f(x|y) znaci podminénou hustotu X pri danych hodnotach slozky Y , f(x) a f(y)

flylz) =

jsou margindlni hustoty sloZek [5].
Odtud

S (]0)m(6)
/()

pro vypocitani aposteriorniho rozdéleni GE musime nejprve spoé¢itat V' (X, #). Predpo-

m(0|z) = x f(x]0) - (),
kladejme, ze X(x1, 29, ,x,) je napozorovana zivotnost n prvki. Pokud se vSechny

prvky porouchaji test skonc¢i. Funkce maximéalni vérohodnosti je pro zobecnéné expo-

nencialni rozdéleni je nasledujici:

V(X,0) = [Joe (1 —e™)" =
i=1

n n eti 70723 In(1—e%i)
=0 H(l—ezi)e i=1 .

i=1




Pro zpfehlednéni vytvofime pomocny parametr s(X)

s(X) = — Zln(l —e").

Po upraveni ma spolehlivostni funkce nésledujici tvar

n - exi —us
V(X,0) =0 H(l_em)e 0s(%) (5)

i=1

Nyni miizeme spocitat aposteriorni rozdéleni pro GE.

m(0lz) = V(X,0)) - T(a, f) =

_ (sX) + ) go—1n—~(B+s(X)0 g < .
['(a+n) ’

Jedna se tedy o I'(n + «, 8 + s(X)). Pokud se jedna o Jeffresovo apriorni rozdéleni je
aposteriorni rozdéleni I'(n, s(X)).
Ze vzorce (5) neboli funkce maximélni vérohodnosti vytvofime odhad, se kterym

budeme pomérovat Bayesovské odhady. Odhad méa nasledujici tvar

s(X)’

HMLE =

3.1 Spolehlivostni funkce

Spolehlivostni funkce udava pravdépodobnost, ze bude operace urcitou dobu t fungovat
bez poruchy. Jedné se tedy o funkci casu. Nékdy se spolehlivostni funkei fika bezporu-
chovost. Jedna se o doplnék distribu¢ni funkce. Spolehlivostni funkce se znac¢i R(t),kde

t je urc¢itd doba.

Pro zobecnéné exponencialni rozdéleni je potom nésledujici:
R(t,0)=1—(1—e")°
Odhad spolehlivostni funkce metodou maximalni vérohodnostni funkce je

R(t)MLE =1- (]_ - €_t)6MLE.



3.2 Ztratova funkce

Ztratova funkce ¢iselné urcuje ztratu (chybu) pii odhadu 6. Dale bude ztratové funkce
oznacovana L(6,0).
V této praci vyuzijeme C¢tyti ztratové funkce. Mérime-li ztratovou funkei jako rozdil

¢tverct parametru 6 jedna se o ¢tvercovou ztratovou chybu
Li(6,0) = (0 — )2, (6)

kde 6 je odhad a 6 je presna hodnota. Pro absolutni ztratovou funkci je vzorec nasle-

dujici:
Ly(6,0) = 10 — 0]. (7)

Dalsi moznou ztratovou funkci je logaritmicka chyba.

~

Ls(6,0) = (m%) — (In(0 — 0))?. (8)

Posledni je ztratova chyba zalozena na entropii.

Ly(6,0) = (g) —In (g) —1. (9)

V této casti budeme odhadovat parametry pfi ztratovych funkcich, které jsou defi-

3.3 Odhady

novany v druhé kapitole této prace. Nejprve odhadneme samotny parametr 6, poté
kazdému odhadu vytvorime odhad spolehlivostni funkce pii dané ztratové funkci a

nakonec kvantil zobecnéného exponencialniho rozdéleni.

3.3.1 Odhad parametru 0

Pro rizné ztratové funkce se odhad pocita riznym zptisobem.



Prvni odhad parametru 6 je za pomoci ztratové ¢tvercové funkce (6). 0, je stfedni

hodnota aposteriorniho rozdéleni 7(6|X), které je zde I'(n + «, 8 + s((X)).

0, = E(0|(X) = E(T(n+a, 8+ s(X))) =

_ /009<ﬁ + S(X))n+a9n+a 1, (B+s(X 9d9
0 I'(n+a)

Nyni pouzijeme substituci y = (5 + s(X))0, to znamena dy = (8 + s(X))db.

g BasEerl oy o
B+s(X) T(n+a) <B+3(X)> 6+—3(X)dy_

1 o 1 |
a I'a+n)- (5+3(X))/0 yreTtdy = Lla+n)-(8+s(X)) Hatn+1)
Nyni vyuzijeme vztahu gama funkce I'(z + 1) = 2I'(z).
R 1 n—+ao
O RCERFS) R A s 3}

Pokud bychom odhad délali s Jeffreysovym aposteriorni rozdélenim (4) je jeho odhad
stejny jako odhad maximélni vérohodnosti (MLE).
Druhy odhad je za pomoci absolutni ztratové funkce (7). Jedna se o median apo-

steriorniho rozdéleni (3).

/m (6 + S(X))n+a9n+a 1 _(B+s(X Hd‘g =0.5
0 L(n+a)

Vzorec pro aproximaci medidnu gama rozdéleni, pii znamé stiedni hodnoté, je vy-
tvofen na zakladé skutecnosti, Ze p/(n — m) je pfiblizné linedrni funkce parametru
a > 1, kde pu je stfedni hodnota gama rozdéleni [9]. Median lze aproximovat nésle-
dovné:

_ 3a—0,8
~H3010,2
Nasledné po dosazeni
3(n+a)—
3(n+a)+02
_ nta 3n+ta)-—
- B+s(X )3(n+a)+02

b2 ~ E(6)(X) -

:m“”)(*ﬁ):

M2 (n+a)

" 28+ s(X)



kde my(n+q) je median x? rozdéleni, kde 2(n+ «) jsou stupné volnosti a je zajisténo,
ze tato hodnota je celé ¢islo viz [1].
Dalsi odhad je ptes kvadraticko-logaritmickou ztratovou funkci (8), ktery ziskdme

nasledovneé:
05 = exp[E(Ind|(X))).

Zde vychazime z faktu, ze gama rozdéleni je rozdéleni z exponencialni tiidy a staci
tedy zderivovat vztah E(Inf|(X)) podle (n + «). Po dosazeni dostaneme:
G\I/(nJra)

03 = exp[E(Inb|(X))] = B+s(X)

kde ¥(z) = Lnl'(z) je digama funkce.
Posledni odhad je tvofen za pomoci ztratové funkce vychézejici z entropie (9). Jedna
se o prevracenou hodnotu stfedni hodnoty aposteriorniho rozdéleni, kde € je umocnéna

na minus prvou.

I
FEOX)
o0 nta -1
_ / 971 (6 + S(X)) i 9n+a716(5+s(x))9d9 )
0 I'(n+ «a)

Dale budeme pocitat pouze jmenovatel pro lepsi pochopeni, znovu pouzijeme substituci

y = (8 +s((X)))f, coz znamena dy = (8 + s((X)))d6.

9%1 - /0°° (6 JrZ(X))_1 . ;(il(§-?i-lz+)n1 (5 erS(X))(m_1 B +1S(Xdy -

_ BHsX) [T sy, (B4 s(X) 3
_F(C(—i—n)/o yre dyf(a—l—n) Hlatn=1)
a opét vyuzijeme vztahu I'(z + 1) = z['(x).
L (fsX) _ BsX)
9_47(a—i—n—l)F(a—l—n—l).F<Oé+n_1>7n+oz—1'

Jelikoz postup je psany pro jmenovatel, musi se vysledek jesté umocnit na minus prvou.

é _n—i—oz—l
OBt s(X)



3.3.2 Odhad spolehlivostni funkce

Nyni mame vSechny odhady pro parametr 6. V této Casti vypoc¢teme pro jednotlivé
ztratové funkce odhad spolehlivostni funkce v ¢ase t. Prvni spolehlivostni funkci od-
hadneme pro ¢tvercovou ztratovou funkci (6). Jedna se o stejny postup jako pii odhadu
parametru 6 pfi ¢tvercové ztratové funkci. To znamena, Ze je se jedna o stfedni hodnotu

podminéné pravdépodobnosti spolehlivostni funkce R(t) za podminky X.

Ru(t) = E[R(1)|X] =
- / (1= (1 - e))n(6]5(X))d8 =

::Amﬂ_(y_eWU«Bajngamﬂr%(MW@%@I
_ /Ooo( (8 ;r(;‘(ig)o)é;ﬂ grta—1 ,—(B+s()0 g9 _
B SR LA TP
1 [T ey S e g
0

Zde jsem vyuzili toho, Ze (1 — €')? mfizeme prespat nasledovné:

(1 . €t)6 _ eln(l—e*t)ﬁi

7 toho vyplyva, ze integral, ktery pocitame je vlastné vytvorujici momentovou
funkci gama rozdéleni. Momentova vytvorujici funkce mé obecny zapis nasledujici:
o
M (t) :/ e f(x)de.
—0o0

Vytvorujici momentova funkce pro gamma rozdeéleni je nasledujici:

M(t) = (1—%>_a pro t<p.

Po dosazeni nasich parametri gamma rozdéleni je odhad spolehlivostni funkce pro

¢tvercovou ztratovou funkei néasledujici:

) n(l — e—t)1~ ()
Rﬂw_l—Amﬂmu—e4ﬂ_1—ly—%giﬁgq :
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Dalsi odhad spolehlivostni funkce je pro absolutni ztratovou funkei (7). Tento odhad
je jednoduchy na vytvoreni, jelikoz 0y je mediaqn aposteriorniho rozdéleni a spolehli-

vostni funkce je monotonni [1]. Odhad je pak néasledujici:

A

Ro(t) =1—(1—e ).

Treti odhad je pro logaritmickou ¢tvercovou ztratovou funkei (8). Zde si nejprve

uvédomime, ze In[l — (1 — e')?] mizeme pievést na fadu.

In[l1 —(1—e7") Z <
Vyuzijeme stejny postup jako u odhadu 05.
Ry(t) = eap[In(E(R(1))|(X))]

Pro lepsi prehlednost budeme dale pocitat pouze exponent .

ln(}?g(t)) = /Ooo In(1—(1—e 1)) (ﬁ;(;(ii)o)é:m bacnt (B0 g

— /OO f: m@ln 1= (5 + 3(&))n+a 0n+a 16_ B+s(X Gde _

I'(n+ a)

mOln(l—et nro
o Z / et (B4 5(@)" pnact —(+s(0)6 gg
— /0 m

I'(n+ «a)

Nyni pouzijeme substituci y = 6(m - In(1 — e') — (8 + s(X)), to znamen4
dy =0(m-In(l —e") — (5 + s(X))db.

S N [T (B (X)) Y R
In(fs(5)) = = o m T(n+a) (m-ln(l—ef)—(ﬁ+s<X>)) )

(e ) -

B S | -
- Tlta) Zm[ﬁ+s<X>—mln<l—e—t>]n+a/o e =

m=1

(0% G 1
By(t) = exp | =(B + s(a))™ Zl m[B + s(X) — min(1 — e—t)]nJra] ‘

P1i vypoctu je jesté dilezité zjistit, zda fada obsazena v odhadu konverguje. Vyuzijeme,

zde srovnavaci kritérium:

o

mlB + 5(X) — min(l — e f)Jrra = 2. EEY

m=1 m=1

11



Jelikoz n + a je vzdy vétsi nez jedna, fada konverguje. Nyni provedeme odhad chyby
pii aproximaci fady konenym souctem viz [8]. Zde vyuZijeme nésledujicitho vztahu.
Jestlize existuje fada by, redlnych cisel a celé ¢islo N takové, ze |ak| < bk pro k > N,
pak

00 N o)
D m =D am| S 3 by
m=1 m=1

m=N+1
kde N predstavuje pocet ¢lenti fady. Pro danou fadu je vztah nasledujici:

N+1 [e’s)

1 1
mZ=1 m[5 + s(X) — min(1 — e~ t)|rte = Z (mIn(1 — e~t))ntatl

m=N-+1
al 1
= 1) —
C(TL +a+ ) mz:l mln(l _ eft))n+a+1’

kde ((n+ o+ 1) je riemannova zeta funkce. V simulaci je za N dosazeno 1000 a chyba

je ovlivnéna parametry « a n. Maximéalni chyba souc¢tu rfady v simulaci
pii parametrech « a n, které byly vyuZity a jsou vidét v pifloze je 1.43 - 10713,
Posledni odhad R(t) je pro entropii ztratové funkce (9), kde vyuzijeme Maclaurovo

fadu (1 — z)™!

[1 o (1 . 6t>0]_1 _ Z 6md?ln(l—e_t)
m=0

Poté dosadime do stejného vzorce jako odhad parametru 6 pfi entoropii.

CE[(1-(1-e)0) (X))
Budeme pocitat pouze jmenovatel pro lepsi pochopeni a prehlednost
1 / > 0\—1
- = (1—(1-e"")"'7(01X)df =
R4(t) 0

e

:/ Zemeln(l e~ B+S< ))n—i— 6n+a 1 ,5+S Gde_

I'(n+ )

— Z/ m@ln(l e ﬁ—FS( ))n—l— 9n+a 16_ B+s(X Hde _
I(n+ a)

_ (ﬁ—i_ S(z))n—i—a = /OO em€ln(1 e t)en-i—a 1 —(B+s(X )Gde
I'(n+ ) «Jo

12



Nyni pouzijeme substituci y = 8(m - In(1 — e') — (8 + s(X)), to znamena
dy =0(m-In(l —e") — (8 + s(X))do.

1 (B+s@)e S [ y et
Rty T(n+ta) mZ/ (—mln(l—e‘t+(ﬁ+s(X))>

1

' —min(l — et + (8 + s(X) )y =

— (ﬁ+8(£))n+a S 1 = n—i—a—le—y —

~ I'(n+a) — B+ s(X) —miIn(1 — e~t)|nte /0 Yy dy =
1 e 1

Ry(t) = (B +s(X)) — B+ s(X) —min(1l — e~t)|nte

Jednim z poslednich krokd je umocnit vzorec na minus prvou, jelikoz jsme pocitali

jenom jmenovatel. Vysledny odhad je tedy:

R >0 1 -
Balt) = |+ <™ 2 () (1 - etﬂ“*a]

m=0

Nakonec je zde stejny problém jako u odhadu pomoci logaritmické ztratové chyby.
V odhadu je fada, ovSem jedna se o stejnou fadu jako u predchoziho odhadu, s tim
rozdilem, Ze se k ni musi pficist (8 + s(X)™!). Je to z toho diivodu, Ze fada zacina
od nuly. Maximalni chyba souc¢tu fady v simulaci pii parametrech « a n, které byly

vyuzity a jsou vidét v ptiloze je 1.23 - 10711,

3.3.3 Odhad kvantil GE

Nejprve si z daného rozdéleni vyjadiime kvantil jako funkci parametru 6 tohoto roz-

déleni, kde q je hodnota kvantilu a p 1ika o jaky percentil se jedna.
g=—In(1—p?)

V programu, prilozeném k praci, byly prislusné stfedni hodnoty odhadit vytvoreny
simula¢né. Nyni vytvofime odhad kvantilu pro ¢tvercovou ztratovou chybu (6), kde

misto parametru ¢ dosadime do st¥edni hodnoty — In(1 — p%)

¢ = E[qlX] = /OOO —In(1 — po)m(6]X)df.
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Druhy odhad kvantilu bude za pomoci absolutni ztratové chyby (7), ktery je stejné
jako u spolehlivostni funkce jednodussi, diky jeho monotonnosti q a toho, ze 0y je

medidn aposteriorniho rozdéleni. Odhad je tedy nasledovny:
(jg = —1I1(]_ - é%/ﬁ).
Odhad kvantilu logaritmické ¢tvercové ztratové funkce (8)

s = exp[E(In(g) X)) = exp / T n(— In(1 — p)r(6]))d6

Poslednim odhadem je kvantil pfi entropické ztratové funkei (9).

1= gty = ([ (-0 = ph ) ne)an)

1

3.4 Testovani shodnosti odhadu

V této c¢asti pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu dobré shody vysetiime validitu
hypotézy, kterd tvrdi, ze ndhodny vybér X, X5,,....X,, je ze zobecnéného exponencial-

niho rozdéleni. Dané rozdéleni méa distribuéni funkci F*(z), kterd je nasledujici:

Fr(z) = (1—e)",
kde 6* je nami vybrany odhad parametru 6.
Budeme tedy testovat nulovou hypotézu Hy : F(x) = F*(x) proti alternativni
hypotéze Hy : F(x) # F*(x). Proto definujme ndhodnou veli¢inu D,,, ktera se vypocte

nésledovneé:
Dy, = sup,|(F*(z) — Fu(2))]

Hodnota veli¢iny D,, uddva maximéalni rozdil mezi empirickou distribuc¢ni funkei
F,(x) a nezndmym rozdélenim F*(x). Dany test provadime pii zadané hladiné vy-
znamnosti a = 5%. Kolmogoroviiv-Smirnoviv test dobré shody mé tabulky kritické
hodnoty pro dané hladiny vyznamnosti . Nulovou hypotézu zamitneme v piipadé, ze

dané D,, prekroci kritickou hodnotu 1-a.
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4 Simulace

V této kapitole se budeme vénovat simulaci odhadu parametru 6 zobecnéného exponen-
cialniho rozdéleni, které ziskame pomoci Bayesovského pristupu pfi riznych ztratovych
funkcich, které jsou popsany v predchozich kapitolach. Tato simulace byla vytvorena

v programu MATLAB. Spousti se pomoci programu Bayesl.m a program je prilohou

bakalarské prace.

4.1 Popis programu

V této kapitole se budeme zabyvat popisem programu, ktery je prilohou. Program

funguje je nasledovné:

1. Programu se musi zadat hodnoty a a 3, jelikoz apriorni funkci parametru 6, je
gama rozdéleni s parametry « a ( viz 3. Vygenerujeme tedy z () parametr 6,

ktery budeme brat jako pfesnou hodnotu daného parametru.

2. Diky pfedchozimu kroku vime hodnotu parametru 6. Vygenerujeme ndhodny vy-
bér zobecnéného exponencidlniho rozdéleni o velikosti n, které na zac¢atku zvolime
a zjistime také jeho kvantil o velikosti jez zaddme pfed spusténim programu a
jeho spolehlivostni funkeci v ¢asech t, kde t je také urceno predem. Vygenerovani

nahodného vybéru je dosazeni do distribu¢ni funkce (1) s pevnym parametrem 6

a vybrani ndhodnych X;,Xo,...,X,,.

3. V naésledujicim kroku budeme vytvaiet odhady parametru 6 a spolehlivostni

funkci v Casech t a také kvantill, které jsou popsany v kapitole 3.

4. Po vypocteni odhadt pouzijeme Kolmogorovova-Smirnovova testu dobré shody,
ktery rozhodne, zda jsou odhady vhodnou aproximaci zobecnéného exponencial-

niho rozdéleni.

5. 7Z téchto krokt vytvorime cyklus, ktery budeme opakovat podle ndmi vybraného
poctu opakovani, jez si mizeme zvolit. Pro nasledujici vysledky je pocitano s

5000 opakovanimi.
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V priloze jsou tabulky, které obsahuji nasimulované hodnoty. Jelikoz se cyklus opa-
kuje 5000 krat, jsou hodnoty v tabulkdch primeérné hodnoty, kde ¢ = 1;1.5;2 a je
pocitdm dvacaty percentil. V prvnim fadku jsou nazvy danych odhadi. V prvnim
sloupci jsou 4 zkratky chyb a to MSE, ABS, LOG a ENT ty ukazuji chybu odhadu

parametru. MSE je zkratka pro stfedni ¢tvercovou chybu pocita nasledovné :

N
1 9 \2

ABS je zkratka pro absolutni chybu

1 & X
ABS = — —0,|.
S N;w A

Ptedposledni je stfedni logaritmické chyba (LOG)
N N\ 2
1 0;
t=1
Posledni je chyba za pomoci entropie
1~ (6, . 6
ENT = — ——In——-1
N ; <9t "6, )
Pro spusténi programu se vyuzije programové prostfedi MATLAB. Skript, ktery
slouzi ke spusténi, se jmenuje Bayesl.m. Pocet simulaci, velikost ndhodného vybéru ze

zobecnéného exponencialniho rozdéleni, o a 8 k vytvoreni apriorniho rozdéleni se musi

zménit primo v kédu programu. Nésledné vysledek ulozi do souboru bal.xlsx.

4.2 Zhodnoceni vysledku

Z tabulek uvedenych v priloze je z Kolmogorovova-Smirnova testu vidét, ze odhad
pomoci maximalni spolehlivostni funkce (MLE) a Bayesovo odhady jsou dobrou apro-
ximaci parametru, kvantilu a jeho spolehlivostni funkce. Z tabulek 1-6 je vidét, ze pri
zvySeni prvki (n) je MLE slabsi, jelikoz jeho pfijeti rychleji klesa.

Pro dané o a [ jsme zjistili pro parametr 6, Ze nejlepsim odhadem pfi stfedni
¢tvercové chybé (MSE), je zde bayesovsky odhad pii kvadratické ztratové funkei. Pokud

vezmeme odhad pfi absolutni chybé je pak nejvhodnéjsim odhadem bayesovsky odhad
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pri kvadraticko-logaritmické ztratové chybé. Pii logaritmické chybé ma nejmensi chybu
odhad pfi ztratové funkci za pomoci entropie a pfi entropické chybé je znovu nejlepsi
odhad kvadraticko-logaritmické ztratové funkce.

Pro spolehlivostni funkce jsme zjistili, ze pii MSE méa nejmensi chybu odhad od-
vozen z kvadratické ztratové funkce. Nejmensi absolutni chybu mé odhad vytvofen z
absolutni ztratové funkce. Pro kvadraticko-logaritmickou chybu jsou nejméné chybové
odhady ¢tvercové a absolutni ztratové funkce. Pro ENT je nejvhodnéjsi stejnojmenny
odhad ztratové funkce.

U kvantild je nejmensi stfedni ¢tvercova chyba v bayesovském odhadu pii kvadra-
tické ztratové funkci. Pro ABS je nejlepsi odhad vytvoren z absolutni ztratové funkce.

Pro dané odhady pii zadanych parametrech apriorniho rozdéleni @« a [ jsme
zjistili, ze bayesovské odhady podhodnotily parametr # a odhad metodou maximalni

vérohodnosti naopak dany parametr nadhodnotil.
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5 Zavér

Cilem této prace bylo seznamit se s bayesovskym pfistupem a aplikovat ho na odhad
parametru zobecnéného exponencidlniho rozdéleni nebo jeho parametrickych funkei,
¢ehoz bylo dosazeno v prvni ¢asti této prace. Dale bylo zvoleno gama rozdéleni jako
apriorni rozdéleni pro parametr 6, z kterého byly vytvoreny odhady. Byl vytvoren
odhad metodou maximalni vérohodnosti a poté odhady pfi ¢tyfech rtiznych ztratovych
funkcich. Totéz bylo provedeno pro spolehlivostni funkci a pro kvantil byl vytvofen jen
odhad pfi ztratovych funkcich.

Simulace byla vytvorena na zékladé vyse uvedenych odhadt. Z vysledkd simu-
lace byly vySetifeny vlastnosti odhadi. Simulace byla naprogramovana v programu

MATLAB a jeji kéd je soucasti této prace v elektronické podobé.
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6 Prilohy

Tabulka.l: Vysledna tabulka pron =10 =3 =2

KS Presné MLE Ly Lo L3 Ly
prijeti H, 4958 4981 4983 4984 4988
Parametr 1.5197 1.6809 1.5097 1.5097 1.4520 1.3936

MSE 0.5039 0.2321 0.2321 0.2384 0.2530
ABS 0.4356 0.3390 0.3390 0.3387 0.3450
LOG 0.1074 0.0831 0.0831 0.0817 0.0835
ENT 0.0601 0.0451 0.0451 0.4273 0.0419
Spolehlivost
1 0.4648 0.4829 0.4639 0.4646 0.4556 0.4468
MSE 0.0123 0.0077 0.0077 0.0079 0.0089
ABS 0.0777 0.0690 0.0689 0.0694 0.0704
LOG 0.0506 0.0431 0.0429 0.0426 0.0431
ENT 0.0265 0.0232 0.0232 0.0224 0.0221
Spolehlivost
15 0.3026 0.3207 0.3016 0.2994 0.2941 0.2863
MSE 0.0075 0.0050 0.0050 0.0050 0.0052
ABS 0. 0631  0.0537 0.0536 0.0538 0.0547
LOG 0.0696 0.0574 0.0569 0.0566 0.0574
ENT 0.0037 0.0310 0.0310 0.0298 0.0293
Spolehlivost
o 0.1918 0.2062 0.1910 0.1883 0.1853 0.1795
MSE 0.0043 0.0025 0.0026 0.0026 0.0027
ABS 0.0454 0.0374 0.0374 0.0375 0.0381
LOG 0.0832 0.0670 0.0670 0.0662  0.06712
ENT 0.3248  0.3220 0.3317 0.3412 0.3621
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Tabulka.2: Vysledna tabulka pron =50 a =3 =2

KS Piesné MLE Ly Ly L Ly
prijeti H, 4989 4993 4992 4992 4990
Parametr 1.4933 1.5666 1.4875 1.4875 1.4553 1.4228

MSE 0.2000  0.1297  0.1297  0.1315  0.1360
ABS 0.2876  0.2524  0.2524  0.2525  0.2553
LOG 0.0524  0.0456  0.0456  0.0452  0.0458
ENT 0.0277  0.0238  0.0238  0.0231  0.0229
Spolehlivost
1 0.4591  0.4670  0.4581  0.4585  0.4535  0.4488
MSE 0.0050  0.0042  0.0043  0.0043  0.0044
ABS 0.05646  0.0514  0.0513  0.0516  0.0521
LOG 0.0260  0.0239  0.02381  0.0237  0.02390
ENT 0.0132 0.0124 0.0124 0.0122 0.0121
Spolehlivost
15 0.2984  0.3066  0.2976  0.2963  0.2934  0.2992
MSE 0.0035  0.0027  0.0027  0.0028  0.0028
ABS 0.0434  0.0399  0.0399  0.0400  0.0404
LOG 0.0351  0.0316  0.0315  0.0314  0.0317
ENT 0.0181  0.0164  0.0163  0.0161  0.0158
Spolehlivost
t:2 0.1890  0.1955  0.1883  0.1868  0.1851 0. 1819
MSE 0.0019  0.0014  0.0014  0.0014  0.0015
ABS 0.0308  0.0278  0.0278  0.0279  0.0282
LOG 0.0414  0.0368  0.0366  0.0366  0.0370
ENT 0.3309 03276  0.3331  0.3384  0.3497
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Tabulka.3: Vysledna tabulka pron =50 a =3 =2

KS Pfesné MLE Ly Lo Ls Ly
prijeti H, 4986 4988 4988 4986 4987
Parametr 1.5047 1.5304 1.4992 1.4992 1.4850 1.4709

MSE 0.0663  0.5622  0.05622  0.0567  0.0578
ABS 0.1734  0.1639  0.1639  0.1637  0.1645
LOG 0.0200  0.1901 0.1901 0.0190  0.0191
ENT 0.0010  0.0097  0.0097  0.0096  0.0096
Spolehlivost
1 0.4620 0.4648 0.4611 0.4613 0.4591 0.4571
MSE 0. 0019  0.0017  0.0017  0.0018  0.0018
ABS 0.0034  0.0032 0.0032 0.0033  0.0033
LOG 0. 0.0103  0.0100  0.0100  0.0101
ENT 0.0052 0.0050  0.0050  0.0051 0.0050
Spolehlivost
15 03004. 0.3033  0.2996  0.2991 0.2978  0.2960
MSE 0.0013  0.0012 0.0012 0.0012 0.0012
ABS 0.0267  0.0257  0.0257  0.0258  0.0028
LOG 0.0137  0.0132 0.0131 0.0132 0.0132
ENT 0.0070  0.0068  0.0067  0.0068  0.0067
Spolehlivost
o 01903. 0.1926  0.1897  0.1891 0.1883  0.1870
MSE 0.0007  0.0006  0.0006  0.0006  0.0006
ABS 0.0188  0.0180  0.0180  0.0181 0.0179
LOG 0.0160  0.0154  0.01563  0.0153  0.0154
ENT 0.3303  0.3291 0.3314  0.3337  0.3385
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Tabulka.4: Vysledna tabulka pron =10 a =3 =4

KS Piesné MLE Ly Ly L Ly
prijeti H, 4966 4969 4971 4970 4973
Parametr 0.7591  0.8396  0.7541  0.7542  0.7253  0.6961

MSE 0.1230  0.0555  0.0555  0.0569  0.0605
ABS 0.2175  0.1693  0.1693  0.1693  0.1724
LOG 0.1068  0.0821  0.0821  0.0808  0.0827
ENT 0.0599  0.0446  0.0446  0.0423  0.0415
Spolehlivost
1 0.2805  0.2978  0.2792  0.2768  0.2720  0.2645
MSE 0.0070  0.0044  0.0044  0.0045  0.0047
ABS 0.0601  0.0509  0.0508  0.0511  0.0520
LOG 0.0715  0.0587  0.0552  0.0580  0.0589
ENT 0.0384  0.0317  0.0310  0.0304  0.0230
Spolehlivost
15 0.1695  0.1828  0.1686  0.1660  0.1634  0.1581
MSE 0.0036  0.0020  0.0020  0.0021  0.0022
ABS 0.0411  0.0337  0.0337  0.0338  0.0344
LOG 0.0853  0.0682  0.0674  0.0672  0.0684
ENT 0.0465  0.0369  0.0352  0.0352  0.0345
Spolehlivost
t:2 0.1027  0.1118  0.1021  0.1001  0.0987  0.0952
MSE 0.0016  0.0008  0.0009  0.0009  0.0009
ABS 0.0267 0.0214 0.0214 0.0215 0.0218
LOG 0.0937  0.0737  0.0728  0.0726  0.0741
ENT 03784 03797  0.0393  0.4023  0.4267
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Tabulka.5: Vysledna tabulka pron =20 a =3 g =4

KS Piesné MLE Ly Ly L Ly
prijeti H, 4950 4951 4952 4953 4955
Parametr 0.7598  0.7932  0.7530  0.7530  0.7366  0.7202

MSE 0.0494  0.0322  0.0322  0.0323  0.0340
ABS 0.1434 0.1264 0.1264 0.1268 0.1285
LOG 0.0508  0.0443  0.0443  0.0441  0.0449
ENT 0.0269  0.0232  0.0232  0.0226  0.0225
Spolehlivost
1 0.2009  0.2880  0.2788  0.2788  0.2748  0.2707
MSE 0.0031  0.0024  0.0025  0.0025  0.0026
ABS 0.0412  0.0378  0.0378  0.0380  0.03845
LOG 0.0350 0.316 0.0314  0.0314  0.0318
ENT 0.0182  0.0165  0.0163  0.0162  0.0161
Spolehlivost
15 0.1697  0.1752  0.1683  0.1669  0.1654  0.1625
MSE 0.0015  0.0012  0.0012  0.0013  0.0012
ABS 0.0278  0.0251  0.0251  0.0252  0.0255
LOG 0.0412  0.0367  0.0365  0.0365  0.0371
ENT 0.0216  0.0192  0.0189  0.0187  0.0187
Spolehlivost
t:2 0.1028  0.1066 ~ 0.1020  0.1009  0.1000  0.0981
MSE 0.0007  0.0005  0.0005  0.0005  0.0006
ABS 0.0179  0.0160  0.0160  0.0161  0.0162
LOG 0.0450  0.0397  0.0395  0.0396  0.0402
ENT 0.3840  0.3845  0.3920  0.3972  0.4104
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Tabulka.6: Vysledna tabulka pron =50 a =3 g =4

KS Piesné MLE Ly Ly L Ly
prijeti H, 4931 4932 4933 4934 4935
Parametr 0.7413  0.7574  0.7428  0.7428  0.7378  0.7288

MSE 0.0164  0.0133  0.0133  0.01334  0.0135
ABS 0.0872  0.0820  0.0820  0.0818  0.0821
LOG 0.0205  0.0193  0.0193  0.0195  0.0192
ENT 0.0105  0.0099  0.0098  0.0097  0.0096
Spolehlivost
1 0.2756  0.2791  0.2757  0.2752  0.2740  0.2723
MSE 0.0012  0.0011  0.0011  0.0010  0.0011
ABS 0.0259  0.0249 0.02484  0.0248  0.0249
LOG 0.0145  0.0138  0.0138  0.0139  0.0138
ENT 0.0074  0.0071  0.0070  0.0070  0.0070
Spolehlivost
15 0.1661  0.1688  0.1630  0.1657  0.1651  0.1638
MSE 0.0006  0.0001  0.0001  0.0001  0.0002
ABS 0.0172  0.0164  0.0164  0.0164  0.0165
LOG 0.0169  0.0160  0.0159  0.0160  0.0160
ENT 0.0086  0.0082  0.0081  0.0081  0.0080
Spolehlivost
t:2 0.1005  0.1024  0.1007  0.1002  0.0998  0.0990
MSE 0.0003  0.0002  0.0002  0.0002  0.0002
ABS 0.0110  0.0104  0.0104  0.0103  0.0104
LOG 0.0184  0.0173  0.0172  0.0172  0.0172
ENT 0.3894  0.3891  0.3923  0.3945  0.4001

24



Tabulka.7: Vysledna tabulka pron =10 a =3 =2

Presné Ly Lo L Ly
kvantil 0.4020 0.3997 0.3929 0.3725 0.3380
MSE 0.0218 0.0219 0.0227 0.0261
ABS 0.1102 0.1098 0.1112 0.1197
LOG 0.4876 0.4193 0.3808 0.4197
ENT 0.4959 0.4043 0.4555 0.3772

Tabulka.8: Vysledna tabulka pron =20 a =3 =2

Presné Ly Lo Ls Ly
kvantil 0.3937 0.3918 0.3881 0.3771 0.3606
MSE 0.0120 0.0121 0.0123 0.0132
ABS 0.0817 0.0815 0.0821 0.0850
LOG 0.2951 0.2455 0.2409 0.2485
ENT 0.2613 0.2283 0.1922 0.1992

Tabulka.9: Vysledna tabulka pron =50 o« =3 =2

Presné Ly Lo Ls Ly
kvantil 0.3974 0.3957 0.3941 0.3894 0.3829
MSE 0.0051 0.0051 0.0051 0.0053
ABS 0.0524 0.0524 0.0526 0.0534
LOG 0.1030 0.0953 0.0942 0.1002
ENT 0.0774 0.0615 0.6927 0.0657
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Tabulka.10: Vysledna tabulka pron =100 =3 =4

Presné Ly Lo Ls Ly
kvantil 0.1456 0.1435 0.1344 0.1228 0.0943
MSE 0.0073 0.0074 0.0079 0.0105
ABS 0.0580 0.0575 0.0586 0.0683
LOG 0.8977 0.7304 0.7076 0.7441
ENT 0.7125 0.7004 0.7005 0.7008

Tabulka.11: Vysledna tabulka pron =20 « =3 g =4

Presné Ly Lo Ls Ly
kvantil 0.1456 0.1434 0.1383 0.1319 0.1187
MSE 0.0041 0.0042 0.0044 0.0051
ABS 0.0430 0.0429 0.0435 0.0468
LOG 0.8778 0.6754 0.6284 0.6935
ENT 0.6934 0.6747 0.5620 0.5529

Tabulka.12: Vysledna tabulka pron =50 « =3 g =4

Presné Ly Lo Ls Ly
kvantil 0.1389 0.1399 0.1377 0.1350 0.1299
MSE 0.0017 0.0017 0.0018 0.0018
ABS 0.0275 0.0273 0.0274 0.0280
LOG 0.3076 0.2719 0.2701 0.2972
ENT 0.3008 0.2199 0.2002 0.1985
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