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Abstrakt

Bakalatrska prace se zabyva tlohou kontaktu elastického télesa s tuhou pre-
kazkou ve 2D. Prekazka je uvazovana linearizovand, coz umoziuje néktera
zjednoduseni pfi feseni. Cilem této prace je vytvorit model pro tilohou kon-
taktu elastického télesa s tuhou prekazkou nejprve bez treni, nasledné se
tfenim v misté kontaktu. Tato prace se dale zabyva moZnymi zptisoby nume-
rického feseni tlohy kontaktu s vyuzitim zndmych poznatkd o nelinedrnich
komplementarnich problémech, kam se fadi i lloha kontaktu.

Pro obdrzeni modelu vhodného k numerické simulaci je pouzita metoda ko-
ne¢nych prvka. Numericky model ziskany s vyuzitim systému Virtual Perfor-
mance Solution a SfePy je implementovan v systému MATLAB a vyzkousen
na modelovych prikladech.

Kli¢ova slova: Uloha kontaktu, nelinedrni komplementarni problém, New-
tonova metoda s tlumenim, suché tfeni, metoda konec¢nych prvki

Abstract

The bachelor thesis deal with contact problem of elastic body with rigid
obstacle in 2D. Obstacle is being considered linearised, this allows solving
this problem with using some simplifications. The aim of this work is to
create model of contact problem of elastic body with rigid obstacle first wi-
thout fiction, then with dry friction on the contact area. This work also deal
with possible ways to numerical solving of contact problem, using known
knowledge of nonlinear complementarity problem, where contact problem
belongs.

Finite element method is used for obtaining a model suitable for numerical
simulation. Numerical model obtained from systems Virtual Particle Solu-
tion and SfePy is implemented in system MATLAB and tried for model
examples.

Key words: Contact problem, nonlinear complementarity problem, dam-
ped Newton method, dry fricton, finite element method
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1 Uvod

1.1 Motivace

Uloha kontaktu elastickych téles je dilezita souc¢ast mechaniky, uplatiuje se
naptiklad pfi modelovani crash-testi, zabéru zubi ozubenych kol, aj.

Tato prace se zaméiuje na numerickou simulaci tlohy kontaktu elastic-
kého télesa a tuhé prekazky ve 2D. V této praci bude vytvofen matematicky
model tlohy kontaktu bez uvazovani tieni. Tento model bude nasledné dis-
kretizovan pomoci metody kone¢nych prvki a numericky vyfeSen v systému
MATLAB s vyuzitim systému SfePy pro sestaveni nékterych potfebnych
matic. Model pro tlohu bez tifeni bude nasledné rozsifen o suché tfeni na
kontaktni hranici. Budou porovnany a vyhodnoceny vysledky pro rizné pou-
zité numerické metody a pro riizné piistupy k urceni mezery mezi télesem a
prekazkou.

Problémem kontaktu a jeho feSenim se zabyvaji napiiklad prace [5], [6],
[7] pro tlohu bez tieni, ¢ [2], [4] pro tlohu se tFenim. Ve vSech téchto pra-
cich je uvazovana i moznost vzniku plastickych deformaci, model vytvoreny
v této bakalarské praci bude tedy méné robustni, nicméné jednodussi.

Uloha kontaktu spada do kategorie tzv. nelinedrnich komplementarnich
problémi, vice v [3], moznym zpusobem jejich Feseni ze zabyva naptiklad

[1].

1.2 Cil

Cilem této bakalaiské prace je vytvorit 2D model tlohy kontaktu elastické
prekazky s linearizovanou tuhou prekazkou a to jak bez tieni, tak se tfenim
v misté kontaktu, dale provést numerickou simulaci vytvoreného modelu a
zhodnotit dosazené vysledky pro ruzné pristupy k feseni dil¢ich problémrt.



2 Priprava

V této c¢asti bude nastinén postup pro zjisténi vzdalenosti mezi télesem a
prekazkou. Dale bude definovan tzv. nelinedrni komplementarni problém,
kam spada i uloha kontaktu, a budou uvedeny dva zptsoby feSeni soustav
nehladkych rovnic pouzité v této praci.

2.1 Urceni vzdalenosti mezi télesem a pirekazkou

P1i urcovani vzdalenosti mezi télesem a prekazkou vyjdeme z nasledujicich
predpokladti. Pfi feseni vychazime z tulohy elastostatiky, pfedpokladame
tedy malé deformace a malé posuvy. Dale predpokladame, Ze prekazka je
linearizovana a parametricky zadana.

Predpoklady nés opraviiuji k nésledujicim zjednodusenim. Vzdalenost
mezi télesem a prekazkou bude vyhodnocena pouze jednou, a to na nez-
deformovaném télese. Vzdalenost mezi télesem a prekazkou mize byt pro
dany bod z I'. méfena dvéma zpusoby, a to jako vzdalenost daného bodu a
prekazky ve sméru normaly urcené

a) hranici prekazky T,
b) ¢asti hranice télesa I'..

Vzhledem k pfedpokladim (linearizovana prekazka) by mély oba tyto zpi-
soby poskytovat kvalitativné stejné vysledky, coz bude ovéreno v ¢asti vé-
nované porovnani vysledki numerické simulace.

2.1.1 Vzdalenost mérena od prekazky

Méjme piekazku T', zadanou parametricky: I'y(z, y(z)) a dany bod B(b1, b2)
na hranici I'.. Te¢na na I', v bodé x mé tvar v = [1,%/(z)]?. Normala v bodé
r mé tedy tvar v = [y/(z), —1]7. Pro uréeni sméru normély a vzdalenosti
mezi I'. v bodé B a I', je tfeba vyfesit soustavu rovnic

B+k-v="T4xyx)), (1)

zapsano v maticovém tvaru:

[Zj +k [ygﬂ _ [yé)] o)

pro neznamé k a x. VyfeSenim této soustavy rovnic ziskdme normadalu v.
Pokud vyjde k < 0, je v moZné pouzit jako vnéjsi normalu na I'. v bodé B
) Y



pokud vyjde k > 0, ma vnéjsi norméla na I'. v bodé B tvar —v. Vzdélenost
s ziskdme ze vztahu )

s(z) = — (3)

v |

2.1.2 Vzdalenost mérena od télesa

Jelikoz pracujeme s triangulaci 7), na aproximované hranici I'¢, , nemame k
dispozici informaci o kfivce popisujici hranici I'; a tudiz ani o normale k této
hranici. Je tedy tfeba proloZit body triangulace T}, na hranici I';, kfivkou a
urc¢it norméaly v danych bodech. Blize v ¢asti 2.1.3.

Méme tedy stejné jako v predchozi ¢asti dany bod B(by, b2), parametricky
zadanou prekazku I',(z, y(x)) a mame danou normdlu ke I'. v bodé B, v =
[v1, VQ]T. Resime tedy podobnou soustavu rovnic, jako v pfedchozi ¢asti:

B4k -v="T(z,y(x)), (4)

zapsano v maticovém tvaru:

HEGRERS @

pro neznamé pro neznamé k a x. Pokud vyjde k < 0, je nutné jako vnéjsi
normélu na I'. v bodé B uvazovat —v. Vzdalenost s ziskame ze vztahu

_ |kl

| v ]

s(z) . (6)

Jelikoz v odvozenich v ¢astech 3 a 5 pracujeme s normalou v normova-
ném tvaru, je tfeba vyslednou vnéjsi normélu ziskanou pomoci jednoho z
uvedenych postuptt do tohoto tvaru upravit podle vztahu

1%
norm — | [* 7
o =T "

2.1.3 Kubicky spline

V ¢&asti 2.1.2 se ukazalo nezbytné urcit vektor norméaly na hranici I'.. Apro-
ximaci této hranice metodou kone¢nych prvka jsme ztratili informaci o jejim
presném tvaru. Pro urceni vektoru normaly v bodech triangulace T}, na apro-
ximované hranici I'c, prolozime tyto body kiivkou, jejiz vektory normal v



bodech triangulace T}, budou aproximovat vektory normal na hranici I', v
bodech triangulace. K tomu vyuZzijeme kubicky spline.

Méme n + 1 bodt [z;,y;], i = 1,2,...,n,n+ 1. Na kazdém z n intervala
interpolujeme hranici (kiivku) I';, kubickym polynomem

Pi(z) = a; + bz + ¢z + dia. (8)
Pro kazdy interval (z;, x;41) musi platit
Pi(xi) = yi, Pi(Tiy1) = yin1 (9)

Pro konstrukci kubického spline je tieba kromé spojitosti, viz (9), splnit i
spojitost v prvni a druhé derivaci, tedy pro

P/(x) = 2¢; + 6d;z, (11)
pozadujeme

Pi/—l(xi) = Pi'(xi), (12)

P!\ (x;) = P!'(x:) (13)

prot=2,,3,...,n,n+ 1, tj. pro vnitfni body.

Timto postupem ziskdme pro 4n neznamych koeficient a;, b;, ¢;, d; pouze
4n — 2 rovnic. Pro ziskani zbyvajicich dvou rovnic je tfeba zvolit dvé pod-
minky, které maji byt splnény. Jedna z moznosti je naptiklad tzv. prirozeny
spline:

P/(x1) =0, P/(xp11) =0. (14)

Vyse uvedenym postupem ziskdme 4n linedrnich algebraickych rovnic pro
4n neznamych koeficientd. VyfeSenim této soustavy ziskdme predpis pro
kubické polynomy aproximujici hranici I'.. Normalovy vektor v bodé trian-
gulace na hranici I'. miiZze byt aproximovan normalovym vektorem na kiivku
danou kubickym spline.



2.2 Nelinearni komplementarni problém

Nelinearni komplementarni problém (nonlinear complementarity problem,
dale jen NCP) je tloha, jejiz cilem je pro dvé dané funkce A, B, které jsou
spojité diferencovatelné, A, B : R™ — R” najit takové x € R", pro které
plati:

A(x) >0, B(x)>0 AT(x)B(x)=0. (15)
Definujme mnozinu indext v pro i € {1,2,...,n}:
v ={i:A;(x) = Bi(x) =0}. (16)

Pokud pro feseni x plati v = (), hovofime o nedegenerovaném reseni.

Velice casto pouzivany zptsob, jak preformulovat NCP jako soustavu
nelinearnich rovnic je zavedeni zvolené NCP funkce ¢ : R? — R, pro kterou
plati:

¢(a,b)=0<a>0, b>0, ab=0, (17)

kde a, b jsou spojité diferencovatelné funkce, a,b : R — R. Potom jsou
podminky (15) ekvivalentni se soustavou nelinearnich rovnic

¢(A1(x), B1(x))
b(x) = . =0. (18)
¢(An (%), Bn(x))

Dvé nejcastéji pouzivané NCP funkce (dle [3]) jsou funkce minima
¢(a,b) = dmin(a,b) = min(a, b), (19)
a Fischerova-Burmeisterova funkce
é(a,b) = ¢rp(a,b) = Va? +b*> — (a+ D). (20)

Obé tyto funkce jsou diferencovatelné na celém svém defini¢nim oboru s vy-
jimkou poc¢atku, kde maji nehladky bod (pro ilustraci viz Obr. 1). Z tohoto
divodu byly pro FeSeni soustavy rovnic (18) pouzity metody Newtonova
typu pro nehladké soustavy rovnic, viz dale.

Pred uvedenim moznych algoritmu feseni definujme pojem B-subdiferencial,

ktery bude dale pouzivdn. Necht G : R"™ — R"™ je spojitd a je diferencova-
telnd az na koneéné mnoho bodid. Oznaéme Dg mnozinu bodt, kde je G

10



diferencovatelna. Poté muzeme B-subdiferencial funkce G v bodé x defino-
vat takto:
IpG(x) := lim G'(x), kde x*¢e Dg, (21)

xk—x

pro ilustraci viz Obr. 1 pro funkci jedné proménné.

TéZ uvedme definici Clarkova subdiferencidlu:
0G(x) := co 0pG(x), (22)

kde co znaci konvexni obal mnoziny.

g(x)}

Obr. 1: Piiklad grafu funkce jedné redlné proménné (modra barva) s nehlad-
kym bodem (oznacen Sipkou) a naznacenou mnozinou subderivaci (¢ervena
barva) ptislusejici subdiferenciélu.

2.2.1 Algoritmus vyuzivajici funkci minima

Krok 0 Nastav k=0, a=1, zvol x" € R", ¢ > 0.

Krok 1 (zastavovaci podminka) Pokud ||¢(x¥)| < € zastav.

Krok 2 Vyber J* € Op¢(x¥) a vyies rovnici

JEdF = —p(x) (23)

11



Krok 3 Nastav x*t! = x¥ + adF.

Krok 4 Pokud [¢(x¥*1)|| < ||¢p(x¥)|| nastav k = k + 1, @ = 1 a jdi na Krok
1, jinak nastav o = § a jdi na Krok 3

Tento algoritmus je odvozen od Newtonovy metody pro feSeni nelinearnich
rovnic. Je vSak modifikovana pfidanim tzv. parametru tlumeni . Parametr
tlumeni « slouzi ke zmenseni chyb, které vznikaji pri pouziti Newtonovy
metody pro feSeni nelinearnich rovnic v okoli nehladkého bodu.

Vybér Jacobiovy matice J z mnoziny dp¢(x) je v této préci realizovan
nasledujicim zpusobem. i-ty fadek Jacobiovy matice J (oznac¢me J;) defi-
nujme takto:

a) Pro A;(x) > Bj(x): J; := VB;(x)
b) Pro A;(x) < B;(x): J; :== VA;(x).

Ctenaf snadno nahlédne, ze Jacobiova matice J pro uvedeny postup splituje

J € 0po(x).
Vyhodou tohoto algoritmu je jeho relativni jednoduchost, nevyhodou je

nutnost hledani parametru tlumeni «, coz mize zpomalovat vypocet, pokud
se FeSeni x nachazi blizko nehladkého bodu.

2.2.2 Algoritmus vyuzivajici Fischerovu-Burmeisterovu funkci

Tento algoritmus byl poprvé predstaven v [1].

Zavedme funkci 1, pro kterou plati:
P(x) = *Hfb )|? = Zcb i(x))*. (24)

Je zfejmé, Ze ¥ (x) = 0 praveé tehdy, kdyz x je feSenim (15), tedy FeSeni (15)
je ekvivalentni s hledanim globalniho minima ) (x)

Krok 0 Nastav k=0, zvol x” € R", p >0, p >2, 8 € (0,3), € > 0.

Krok 1 (zastavovaci podminka) Pokud [|1(x¥)| < € zastav.

12



Krok 2 Vyber J* € ¢ (x¥) a vyies rovnici
JEd* = —p(x). (25)
Pokud soustava (25) neni fesitelné, nebo pokud neni splnéna podminka
V()T d" < —plld"|P, (26)
pak nastav d¥ = —Vap(x¥)
Krok 3 (linesearch) Najdi nejmensi ¥ = 0,1,... takové, Ze

P(x* +27"d") < p(xX) + p27 Vp(x)Td (27)

Krok 4 Nastav x**! = xk + 2-"d* a jdi na Krok 1.

Za pozornost stoji fakt, ze aplikaci standardnich pravidel nehladké analyzy
dostavame nasledujici:

0P (x") = {Vip(x)} = VI'p(x") proVV € dop(x"). (28)
Miizeme polozit V = J* a vezmeme-li v ivahu (25), mtizeme psat nasledu-
" Vip(x)d* = (@)1 = [ (x") P (29)
Nyni uvedme postup pii vipoétu Jacobiovy matice J* podle [1].
Krok 1 Nastav v (viz (16)).
Krok 2 Vyber takové z € R™ takové, ze z; # 0 pro i € ~y

Krok 3 Pro kazdé i ¢ v m4 i-ta faddka Jacobiovy matice J* tvar

Ai(x) T B;(x) T
Ji=(——-"-——-1VA +(————F—— —-1)VB;(x
a0, Beor ~ VVAS + (G, Bieop — VYA
(30)
Krok 4 Pro kazdé i € v ma i-t4 Fadka Jacobiovy matice J* tvar
VAi(x)"z T VBi(x)"z T
J; = 1)VA; —1)VB;(x)T.
(Nae0Tz vz YA TS aoTs VB eora) VY5
(31)

13



Jacobiova matice J pro uvedeny postup spliiuje J € dp¢p(x), dukaz viz [1].

Konkrétni hodnoty p, p, 8 byly zvoleny (v souladu s [1]) takto:
p=10"% p=21 pg=10"% (32)

Jediné, co zbyva, je definice vektoru z. V této praci byl zvolen stejné jako v
[1] tak, aby platilo z; =1 proi € ya z, =0 pro i ¢ .

Uvedeny postup konverguje k feseni, dikaz viz [1], postup pro piipadné
urychleni konvergence tamtéz.

14



3 Uloha elastostatiky s jednostrannym kontaktem
bez treni

Pfi formulaci vyjdeme z praci [5], [6], [7] vynechanim plasticity.

y V

Qs [o

Q FC

/
0CL,

v

Obr. 2: Okrajové podminky kontaktni tlohy.

3.1 Variac¢ni formulace kontaktni ilohy bez t¥eni

Uvazujme poddajné téleso (viz Obr. 2) s oblasti  a tuhou prekazku T',.
Hranice poddajného télesa je sloZena ze tfi podmnozin

00N =0, U, UT,, i=1,2, (33)

kde index ¢ oznacuje ty ¢asti hranice, kde jsou predepsény okrajové pod-
minky v teéném (¢ = 1), resp. normalovém (i = 2) sméru. 02, je ¢ast
hranice téles, kde jsou predepsany posuvy (pro zjednoduseni nulové), 9,
je Cast hranice télesa, kde je predepsané napéti, I'. je ¢ast hranice télesa,
jejiz body mohou po deformaci prijit do kontaktu s prekazkou I',,.

V kazdé bodé hranice télesa I'. zavedeme ortonormalni systém (v, v), kde

7y je teény vektor k hranici a v je vektor vnéjsi normaly k hranici. Necht s(z),
x € I'. je poc¢atecni mezera mezi hranici I'. télesa v nezdeformovaném stavu

15



a prekazkou I',. Zavedme mnozinu Z(u) C I, na které skuteéné dochazi ke
kontaktu:
Z(u)={zeT.: vju; —s =0}. (34)

Sepisme rovnice statické rovnovahy pro pocatecéni nezdeformovanou kon-
figuraci
( %(Dzjklekl(u)) + fl =0 na )
Dijk.lekl(u)uj = bi na 8@0
u; =0 na 0,
viu; — s <0 na I, (35)
ViDijrier(u)r; <0 na I'.
ViDz'jkl€kl(u)Vi =0 na PC \ Z(u)
YiDijrer(uw)v; =0  na T,

kde Djjpi, i,7,k,1 =1,2,3 je elasticky tenzor ¢tvrtého radu, pro ktery plati:

{ Dijjri = Djigr = Dyij (36)
dag > 0: Djjrieijers > aopejje; proVeg; = €j; € R,
fi jsou dané objemové sily, b; jsou dané povrchové sily.
Soustava
viu; — s <0 na I,
ViDijklekl(’u,)Vi < 0 na Fc (37)

ViDijrier(u)v; =0 na I'¢\ Z(u)

matematicky popisuje kontakt poddajného télesa s tuhou piekazkou bez
priniku, rovnice
YiDijrier(w)v; =0 mna T'¢ (38)

je podminka nulového tieni.

Varia¢ni formulace kontaktniho problému pro elasticka télesa v prostoru
deformaci vychézi z ilohy minimalizace kvadratického funkcionalu J(v) na
mnoziné pripustnych posuvi

Koe={veV:yv,—s<0 na I.}, (39)

kde
V={zc[H Q) :v;=0 na 09Q,,i=1,2}. (40)

Kvadraticky funkcional ma tvar

J(v) = %a(u, v) — L(v), (41)

16



kde a(-, ) je bilinedrni forma a L(v) je linedrni forma definované nasledujicim
zplusobem:

a(u,v) = /QDijklekl(u)eij('v) dx, (42)

Slabéa formulace podminek statické rovnovahy pro kontaktni tlohu je nutnou
podminkou minima

u = arg min{J(v) : v € K¢} (44)
a ma formu varia¢ni nerovnice

uvue Ko : a(lu,v—u)>Lv—u), YveKc. (45)

3.2 Aproximace pomoci metody koneénych prvka

Pro vyfeSeni varia¢ni nerovnice (45) vyuzijeme aproximaci metodou konec-
nych prvkid. Tim problém prevedeme na soustavu nehladkych rovnic, kterou
vyTesime pomoci numerickych metod popsanych v 2.2. Vyuzijme jiz zave-
dené znaceni v [6]. Oblast Q aproximujme oblasti Qj,. Jeji polygonélni hranici
0, = 0, U0, UT, tvori vrcholy lezici na hranici 0€2,.

Na triangulaci T}, zavedme systém bazovych funkei @; = (7, p?). Necht
v(z) je vektor normdly k hranici I';, € T'.. Oznadéme v, (z) aproximaci po
¢astech linearni funkci

Vh([lf) = Za’by“ HARS FC}N (46)
icl,
v(z;) = v (T) =v;, 1€l (47)

kde Z; jsou kontaktni uzly triangulace T}, I. je mnozina indext vSech kon-
taktnich uzll a v; jsou normalové vektory k hranici I', v uzlech triangulace.
Zavedme aproximaci funkce s(z) funkei sp,(z), ktera je dana predpisem

sn(x) = Pisi, (48)

i€le

S(fz) = Sh(@) =s;, 1€I. (49)
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Kinematickou podminku kontaktu lze oslabit na pozadavek jejiho splnéni
pouze v uzlech triangulace

viu; — S(EZ) <0, Viel. (50)

S vyuzitim funkce sp,(z)je mozné dodefinovat kontaktni podminku ve vech
bodech hranice I';, takto:

v, (x)up, (x) — sp(x) <0, Viel. (51)

S vyuzitim nerovnosti (50) je mozné definovat mnozinu kinematicky pfipust-
nych posuvil pro aproximovanou tlohu:

K¢, = {vh € Vi :vpop, —sp, <0 mna T, }. (52)

Aproximovanda varia¢ni nerovnost ma tvar

up € Kch . ah(uh,vh — uh) > Lh(’l}h — uh), V’Uh c Kch, (53)
kde
an(up, vp) = A Dijjrieri(un)eij(vn) dz, (54)
h
Lh(vh) = fhivhi dx + / bhivhi ds, (55)
Qo 004,

fn, resp. by, je aproximace objemovych sil f, resp. povrchovych sil b.

Dimenze prostoru V; je N. Indexovd mnozina I. obsahuje indexy kon-

taktnich uzlt. Oznaéme card(l.) = N.. Bez Gjmy na obecnosti zvolme
I. = {1,2,..., N.}. Timto zptisobem vytvoime redukovany vektor posuvi

u € RV, odvozeny od uzlovjch posuvii %; vypusténim uzlt odpovidajicich
homogennim Dirichletovym podminkam. Jeho slozky ug;_1, ug;, ¢ € I. od-
povidaji po fadé x-ovym a y-ovym soufadnicim posuvil v i-tém kontaktnim
uzlu. analogicky budou sefazené soufadnice vektoru v € R2Ne : vy | =

v1(Xi), Vi = 12(X;).

Pfi provadéni integrace (54) volime testovaci funkce v € V}, jako bazové
funkce ,;, i =1,... , N podprostoru Vj. Tim ziskdme matici tuhosti vzhle-
dem k posuviim K : RY — RY. Zapisem (-,-) oznacme skalarni soucin.
Varia¢ni nerovnost (53) pfepiSme do maticového tvaru

uck,: (Ku—f,v—u) >0, Vvek, (56)
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kde K. je mnozina pfipustnych uzlovych hodnot funkeci z K., a je definovana
takto: }
K.={ve RN : w9 1091 + Vo — 8, <0, i € I.} (57)

Definujme matici rotace R : RV — RN tak, aby slozky posuvt kon-
taktnich uzli vyjadfovaly posuvy v teéném a normélovém sméru, jak jsou
definovany hranici I'c, . Oznacme u* = Ru. Plati tedy

Uy = Uiy, (58)
us; = uvy, i€ I, (59)
uf =up, k=2N.+1,...,N, (60)

kde 7; jsou tecné vektory v uzlech kontaktni hranice. Matice R je ortonor-
mélni, tj. RTR = I, kde I je jednotkové matice. Nerovnost (56) miizeme
tedy psat ve tvaru

(R[Ku — f], R[v — u]) > 0, ¥v € K.. (61)

Pro zjednoduseni ozna¢me symbolem * matice, na které byla aplikovana

rotace R, tedy f* = Rf, K* = RK. Zavedme mnozinu
K:={v* e RV : v}, — 5, <0, i€ L) (62)

Formalni tpravou (61) ziskdme kone¢nou podobu varia¢ni nerovnosti pro
kontaktni tlohu:

u eK: (K'u—f*" v —u") >0, W €K;. (63)

Pro slozky vektoru u* vyplyvaji z této varia¢ni nerovnice nasledujici rov-
nosti:
max{(K*u —f*)o;,u3; —s;} =0, i€l (64)

Zvolime-li v (63) ve;—1 =1 a vy = 0 pro k # 2i — 1, zjistime, Ze
(K'u—f£),=0, j=2i—1i€l,. (65)

Tento vztah ziejmé plati i pro indexy uzli nepatficich do mnoziny I'c,, tj.
uzlt s indexy j = 2N.+1,..., N. Rovnosti (64) a (65) je vhodné vyjadfit v
kompaktni formé pomoci restrikénich matic

X : RN o RV-e,
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Y : RY 5 RY,
definovanych takto (v € RV ):

(Xv)g = vk, prok > N,
(XV)k = vag—1, prok < N (66)
(YV)r = vag, prok < N,

Podminky statické rovnovahy pro tulohu kontaktu v diskretizované po-
dobé miizeme tedy zapsat jako nasledujici soustavu rovnic

X(RKu-Rf) = 0

{ max{Y (RKu — Rf),YRu—s} = 0, (67)

kde maximum je brano po slozkéch.
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4 Numericka simulace tlohy kontaktu bez tieni

K realizaci numerické simulace tlohy kontaktu bez tfeni byly pouzity sys-
témy SfePy, MATLAB a Virtual Performance Solution (dale jen VPS). MKP
sit byla vytvofena v systému VPS. V systému SfePy byly sestaveny matice
tuhosti K a vektor pravych stran f diskretizovaného modelu pro sit vytvore-
nou v systému VPS. Ty byly nasledné importovany do systému MATLAB,
kde byly pouzity k vlastni numerické simulaci diskretizované ulohy kontaktu
se tfenim.

Jelikoz se v ¢asti 2.2 pri formulaci nelinearniho komplementarniho pro-
blému pracuje s funkci minima (19), je tfeba rovnice (67) upravit. Zfejmé
pro jakékoliv dvé redlné hodnoty a, b plati:

max(a,b) = min(—a, —b). (68)
Proto lze rovnice (67) zapsat alternativné takto:

X(RKu—Rf) =0 (69)
min{-Y(RKu+ Rf),-YRu+s} = 0.
Stejnym zpusobem (vynasobenim vyrazi pro komplementarni podminky ¢is-
lem —1) jsme postupovali i pfi implementaci metody vyuzivajici Fischerovu-
Burmeisterovu funkci.

Uvedme vysledky simulace pro tlohu na obr. 3. Téleso o rozmérech
10 x 20 (materialové konstanty: Youngiiv modul pruznosti £ = 210, Pois-
sonovo ¢islo p = 0.3) je zatiZzeno osamélou silou F' = 4000 pusobici ve sméru
osy x. Tvar piekazky I, je zaddn parametricky takto: I', = [5.05-+0.005¢2, ¢]

Vv ew

Ukézky vysledktt numerické simulace jsou na obr. 4 az 15.
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Obr. 3: Resena modelovéa uloha.
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téleso s vyznacenymi sméry posuvi. Pouzita metoda vyuzivajici Fischerovu-
22

hvézdickou, prekazka vykreslena modrou barvou. Vpravo nezdeformované
Burmeisterovu funkci.

Obr. 4: Vlevo téleso po deformaci, uzly v kontaktu s prekazkou jsou oznaceny
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Obr. 5: Nahote velikost rezidua v jednotlivych iteracich. Dole velikost
parametru tlumeni v jednotlivych iteracich. Pouzita metoda vyuzivajici
Fischerovu-Burmeisterovu funkci.
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Obr. 6: Velikost kontaktniho napéti na kontaktni hranici I';, . PouZzita me-
toda vyuzivajici Fischerovu-Burmeisterovu funkci.
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Obr. 7: Vlevo téleso po deformaci, uzly v kontaktu s prekazkou jsou ozna-
¢eny hvézdickou, prekazka vykreslena modrou barvou. Vpravo nezdeformo-
vané téleso s vyznacenymi sméry posuvu. Pouzita metoda vyuzivajici funkci

minima.
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Obr. 8: Nahote velikost rezidua v jednotlivych iteracich. Dole velikost para-
metru tlumeni v jednotlivych iteracich. Pouzita metoda vyuzivajici funkci
minima.
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Obr. 9: Velikost kontaktniho napéti na kontaktni hranici I';, . PouZita me-
toda vyuzivajici funkci minima.
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Obr. 10: Vlevo téleso po deformaci, uzly v kontaktu s prekazkou jsou ozna-
¢eny hvézdickou, prekazka vykreslena modrou barvou. Vpravo nezdefor-
mované téleso s vyznacenymi sméry posuvi. Pouzita metoda vyuzivajici
Fischerovu-Burmeisterovu funkci.
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Obr. 11: Nahote velikost rezidua v jednotlivych iteracich. Dole velikost
parametru tlumeni v jednotlivych iteracich. Pouzita metoda vyuzivajici
Fischerovu-Burmeisterovu funkci.
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Obr. 12: Velikost kontaktniho napéti na kontaktni hranici I';, . Pouzita me-
toda vyuzivajici Fischerovu-Burmeisterovu funkci.
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Obr. 13: Vlevo téleso po deformaci, uzly v kontaktu s prekazkou jsou ozna-
¢eny hvézdickou, prekazka vykreslena modrou barvou. Vpravo nezdeformo-
vané téleso s vyznacenymi sméry posuvu. Pouzita metoda vyuzivajici funkci
minima.
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Obr. 14: Nahote velikost rezidua v jednotlivych iteracich. Dole velikost pa-
rametru tlumeni v jednotlivych iteracich. Pouzita metoda vyuzivajici funkci
minima.
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Obr. 15: Velikost kontaktniho napéti na kontaktni hranici I';, . Pouzita me-
toda vyuzivajici funkci minima.
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4.1 Zhodnoceni vysledku, pozorovani

Vysledky simulace se nelisily pro oba pouzité zpisoby pro vypocet vzdéa-
lenosti mezi télesem a prekazkou, ani pro pouzitou numerickou metodu.
Drobné odlisnosti ve vysledcich lze pozorovat pfi pouziti vétstho mnozstvi
koneénych prvka pro popis elastického télesa, v takovém pripadé je ziejmé
presnéji urcena oblast, kde dojde ke kontaktu.

Srovnanim obr. 5 a 8, resp. 11 a 14 vidime, Ze numerickd metoda vyuzi-
vajici algoritmus predstaveny v ¢asti 2.2.1 vyuzivajici funkci minima najde
feSeni rychleji, nicméné za cenu toho, Ze v pribéhu vypocétu se v jedné
iteraci nepodafi nalézt parametr tlumeni, tedy metoda v této iteraci diver-
guje. Numerickd metoda predstavena v ¢asti 2.2.2 vyuzivajici Fischerovu-
Burmeisterovu funkci je pomalejsi, nicméné v kazdém kroku konverguje k
feseni. Jako lepsi se tedy jevi metoda vyuzivajici Fischerovu-Burmeisterovu
funkci, a to diky tomu, Ze konverguje v kazdé iteraci ([1]), nicméné pro vy-
feSeni ulohy kontaktu bez tfeni lze pouzit obé metody.

V tab. 1 jsou po¢ty vyhodnoceni funkéni hodnoty, resp. Jacobiovy matice
pro obé pouzité numerické metody a pro rizny pocet pouzitych koneénych
prvka.

Tab. 1: Srovnani naro¢nosti simulace pro riizny pocet pouzitych konecnych
prvki a obé pouzité numerické metody.

’ Metoda ‘ Pocet prvkil H Pocet vypocti matice J | Pocet vypocti F(x) ‘

©rB 118 18 80
Pmin 118 6 61
©rB 454 22 117
Prmin 454 8 65
©rB 1878 29 169
Pmin 1878 10 69
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5 Uloha elastostatiky s jednostrannym kontaktem
se trenim

Pro zavedeni tfeni do modelu je t¥eba nahradit podminku (38) v tecném
sméru. Uvedme nékteré zpiisoby modelovani tieni (viz [4]). Ve vSech mode-
lech budeme uvazovat homogenni a isotropni vlastnosti materialu, tj. veli-
kost tfeci sily nezavisi na sméru ani misté ptisobeni. Nasledujici modely jsou
platné pro 2D tlohu

Tresca model Model tfeni Tresca je také znamy jako model s prede-
psanym tfenim. Ackoliv se nejedna o realisticky mechanicky model, 1ze jej
pouzit v nékterych specidlnich pripadech, nebo v itera¢nich metodach jako
vstup pro Coulombtv model (viz dale). Ozna¢me napéti v kontaktnim uzlu
v tetném sméru g; = v;Djjpiep(u)vj. Déle ozna¢me posuv uzlu v tecném
sméru jako u;. Podminka v teéném sméru (38) se zméni na

gt |<p na T (70)
g |<p=u =0 na T, (71)
g=0= 3IAN>0: uy=—-A¢g: na I, (72)

kde p > 0 je dané funkce, A je tfeci multiplikator.

Coulombtv model Coulombtv model tfeni je podobny pfedchazejicimu
modelu, nahrazuje v ném pfedepsanou funkci p soucinem tfectho koeficientu
1 a absolutni hodnoty normalové sily o,. Ozna¢me napéti v kontaktnim uzlu
v normalovém sméru g, = v;D;jpi€p(uw)v;. Vztahy (70) az (72) piislusnym
zpusobem upravime na tvar:

|90 1< plgn| ma T, (73)
| 9t |< plgnl = ur =0 mna T, (74)
9¢=0= dA>0:u =-Ag na I§, (75)

Nortonuv-Hoffiv model Nortontv-Hoffiv model tfeni je variaci pred-
chazejiciho modelu, zavadi koeficient p, pro ktery plati 0 < p < 1 a muze
byt zapsan takto:

9t < plgnlluel|Pue ma T (76)

Poznamenejme, ze ¢im vice se koeficient p blizi nule, tim vice se tento model
blizi Coulombovu modelu.
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5.1 Rozsifeni modelu o t¥eni

JelikoZ obecné nem4 tiloha kontaktu s uvazovanim tieni jednoznacné reseni
([2]), budeme uvazovat tlohu jako kvazistatickou. Tedy rovnovéhu télesa vy-
hodnocujeme postupné ve vice krocich pro zvétsujici se zatizeni, dynamické
aCinky zanedbame. Ozna¢me k. pocet kroki, v kolika budeme zatézovani
télesa vyhodnocovat. Toto si lze predstavit jako dostateéné pomalé postupné
zatézovani v Case. V kroku k, k = 1,2, - -+ , k. uvazujeme velikost piisobicich
sil rovnou HﬁCF , kde F' je zadana sila ptisobici na téleso. Pti volbé dostatecné
velkého poc¢tu kroktl k. timto postupem ziskdme trajektorii télesa, po které
se pohybuje béhem zatéZovani.

Vyuzijeme metodu Coulombova modelu tfeni v pevném bodé ([4]), ktera
spoCiva v tom, Ze v daném kroku k feSime model tifeni Tresca, kde dana
funkce p, kterd ma vyznam normalového napéti, je dana vysledky predchéa-
zejici iterace. Timto piistupem vzniké pfi numerické simulaci chyba, jelikoz
pro bod, ktery se v daném kroku dostal do kontaktu s prekazkou je v prv-
nim nasledujicim kroku hodnota p = 0. Tuto chybu lze zmensit pouzitim
dostate¢ného poctu krokt.

Vyjdeme ze znaceni zavedeného v ¢asti 3, odlisné zavedme restrikéni
matice

X : RV - RV-2N
Y : RY - RYe,
Z : RN RN,
definované takto (v € RN )E
(Xv)g = vk, prok > N,

(Zv)g = vog-1, prok < N, (77)
(YV), = vor, prok < N..

Napéti g rozdélme na ¢ast v teéném a na ¢ast v normalovém sméru g; = g-,

gn = gVv.
Rovnice rovnovéhy pro tlohu kontaktu se tfenim ma tvar

a(u,v) — L(v) — / vigr = 0, (78)

e
kde
/ vg = 3 Y er@a@)viygl = vIRTZ Mg, (79)
¢ kel. lel,
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M je skalarni matice "hmotnosti”, pro jejiz slozky plati:
My = [ e (50)
Ch

Soustava rovnic (67) pro tlohu bez t¥eni tedy pouze doplnime o élen —Mg;
pro stupné volnosti piislusné k te¢nym posuvim na kontaktni hranici. Za
pouziti vysSe definovanych restrikénich matic X, Y a Z ziskdme soustavu
rovnic
X(RKu—Rf) = 0
max{Y(RKu—Rf),YRu—-s} = 0 (81)
Z(RKu — Rf) — Mg, = 0.

Nyni odvodme velikost kontaktniho napéti. Kontaktni napéti ziskdme
apravou nasledujiciho vztahu:

a(u,v) — L(v) — / Vgt — / vpcp = 0. (82)
Zvolme testovaci funkci w takovou, ze wy = 0, potom plati

w, = Z oFwk. (83)

kel
Integraci rovnice (82) ziskdvame rovnici
Ku-f—-R"2"Mg, - RT"YTMg, = 0. (84)

( o . —nT . .
Vynasobenim této rovnice zleva WZ: =w" YR, kde w,, je testovaci sloup-

covy vektor pro prislusné stupné volnosti pro w,, testovaci vektor pro nor-
malovy smér v globalnim souradnicovém systému, dostavame

w" YR(Ku—f — R"2"™Mg, - R"Y"Mg,) = 0. (85)
Upravou dostaneme

w" (YR(Ku - f) — YZ'Mg, — YY"Mg,) = 0. (86)
Jelikoz YZT =0 a YY7 =1, lze pro normalové napéti psat

g, = M~'Y(RKu — Rf). (87)
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Zavedme zménu posuvu u v ¢ase A7, majici vyznam zmény posuvu u v
kroku k + 1 takto:

u? (1 + A7) = u(7) + Auf(7), (88)
pro ilustraci viz obr. 16. Zapsano ve tvaru s pouzitim kroku x:

Uit1 = U, + Aug, (89)

S S S S S S SSSS

Obr. 16: Zména posuvu v nasledujici ¢asové hladiné.

Casto pouzivany zpitisob, jak zapsat komplementarni podminky na kon-
taktni hranici, je zptusob zavadéjici tfeci multiplikator A, viz vyse. Komple-
mentarni podminky pro tlohu tieni lze potom psat ve tvaru

-2 <0, (90)
|9¢] — fegn <0, (91)
(‘gt‘ - fcgn))‘ = 0. (92)
Ekvivalentni formulace je potom
maX{|gt| — fe9n, _/\} =0. (93)
Pro posuv v teéném smeéru plati:

Tato formulace se ovSem jevi nevhodné pro ndmi zvolenou numerickou
metodu, kdy obecné nejsou v kontaktu vsechny uzly na kontaktni hranici I,
a kterd vyuziva Jacobiovy matice. Nelinearni ¢len Ag;, ktery se vyskytuje v
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rovnici 94, v nasi tloze zptsobi singularitu Jacobiovy matice naptiklad v pii-
padé, kdy alespon jeden uzel kontaktni hranice neni v kontaktu s prekazkou.

Abychom tento problém vyfteSili, rozdélme posuv v te¢ném sméru na
kontaktni hranici na dvé ¢asti, na posuv v kladném a zaporném smeéru:

Auy = Auf — Auy . (95)

Poté plati nasledujici komplementarni podminky. V zaporném sméru:

—Au; <0, (96)
gt — fep <0, (97)
(9t = fep)(—=Au;) = 0. (98)
V kladném smeéru:
—Au) <0, (99)
=gt — fep <0, (100)
(=gt — fep)(=Au]) = 0. (101)

Komplementarni podminky formulované vyse lze ekvivalentné zapsat takto:
max{g: — fep, —Au; } =0, (102)

max{—g; — fop, —Au; } = 0. (103)

Uvazujeme komplementarni podminky pro kazdy uzel zvlast, normalové
napéti z predchozi iterace proto budeme uvazovat takto (srov. s 87):

p. = Y(RKu, — —Rf), (104)

KRe

tedy zanedbame vliv sousednich uzld.

Posuvy v daném kroku « jsou dény vztahem (89), coz lze alternativné
zapsat ve tvaru
U, = Ue_1 +Au,_1, (105)

kde pro zmény posuvi v te¢ném sméru na kontaktni hranici plati:

ZRAu = Au; — Au; . (106)
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Oznadéme

(ZAu)™ = Auy, (107)
(ZAu)" = Auj. (108)

Uvazujeme komplementarni podminky pro kazdy uzel zvlast, normalové
napéti z predchozi iterace proto budeme uvazovat takto (srov. s 87):

p. = Y(RKu, — - Rf), (109)

Re

tedy zanedbame vliv sousednich uzld.

Vysledny model pro kontaktni tilohu se tfenim pro dany casovy krok k&
ma tvar

X(RK(u.1 + Au) - £Rf)

max{Y (RK(us-1 + Au) — ZRf), YR(u,—1 + Au) — s}
Z(RK (u,_ + Au) — £Rf) — Mg,

mac{ ~(ZA0)) & — fube1)

max{—(ZAu)*, —g; — fepu-1} =

(110)

I
oo oo o

I

kde maximum je brano po slozkiach a u,_; resp. px—1 jsou posuvy resp.
normalové napéti vypoctené z predchozi iterace. Neznamé jsou zmény po-
suvil Au, resp. jejich kladné a zaporné slozky pro teény smér na kontaktni
hranici, a tfeci napéti g;.
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6 Numericka simulace ulohy kontaktu se trenim

K realizaci numerické simulace ulohy kontaktu se tfenim byly pouzity soft-
ware SfePy, MATLAB a Virtual Performance Solution (déle jen VPS). MKP
sit byla vytvorena v systému VPS. V software SfePy byly sestaveny matice
tuhosti K, matice ”hmotnosti”M a vektor pravych stran f diskretizovaného
modelu pro sit vytvofenou v systému VPS. Ty byly nasledné importovany
do software MATLAB, kde byly pouzity k vlastni numerické simulaci diskre-
tizované tilohy kontaktu se tfenim. Vzhledem k vysledkiim numerické simu-
lace pro tlohu bez tfeni a vzhledem k vétsimu mnozstvi nehladkych rovnic
obsazenych ve vytvofeném modelu byla implementovana pouze numericka
metoda vyuzivajici Fischerovu-Burmeisterovu funkci (viz ¢ast 2.2.2).

Stejnym zptsobem, jako byl pouzit v casti 4, je tfeba upravit rovnice
(110) tak, aby byly ve tvaru vhodném pro pouziti numerickych metod po-
psanych v ¢asti 2.2. Rovnice (110) tedy vyjadiime ve tvaru:

X(RK(us1 + Au) — £Rf) =

min{—Y (RK(u,-1 + Au) + ZRf), YR(u.—1 + Au) — s}
Z(RK(us—1 + Au) — ZRf) — Mg,

min{(ZAu)~, —g; + fePr—1}

min{(ZAu)", g + fePx-1} =

|
oo oo o

—~

111)

Nejprve byla simulace provedena pro jednoduchou prutovou soustavu,
viz obr. 17. Zatézovani bylo vyhodnocovano postupné ve 100 krocich. Vy-
sledky simulace pro zvolené hodnoty matice tuhosti K = 10* - diag(9,9),
vektor pravych stran f = [1000, —1000]7, vzdalenost od piekazky s = 0.005
a pro koeficient tfeni f. = 10, resp. f. = 0.5 jsou vykresleny na obr. 18 az
21.

Poté byla simulace provedena pro totoznou tlohu, kterd jiz byla feSena
bez uvazovani tieni v ¢asti 4. Ukéazky vysledkid simulace jsou na obr. 22 az
27.
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Obr. 17: Jednoduchéa prutova soustava.
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Obr. 18: Prubéh kontaktni sily v jednotlivych krocich simulace.
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Obr. 19: Pribéh treci sily v jednotlivych krocich simulace.
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Obr. 20: Prubéh posuvu bodu A ve sméru osy x v jednotlivych krocich
simulace.
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Obr. 21: Pribéh posuvu bodu A ve sméru osy y v jednotlivych krocich
simulace.
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Obr. 22: Vlevo téleso po deformaci, uzly v kontaktu s prekazkou jsou ozna-
¢eny hvézdickou, prekazka vykreslena modrou barvou. Vpravo nezdeformo-
vané téleso s vyznacenymi sméry posuvi. Koeficient tfeni f. = 10.
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Obr. 23: Kontaktni a tfeci napéti na kontaktni hranici. Koeficient tfeni

39



10+ 10+
//’/’—r’_.ﬂ\\
T ™~
gt st L7 R
P eV a e
L7 =<
NSO | RS
61 61 /// "»Q“\‘\\
K o R TS DK
SR L TR N
4+ 4+ N> ) S
< - < =~ ~
K - - ~ ~
oL ' 2r - LN < <
KL N LTSk
> r > o LR\ K <L
ol a or ’ K ST
-2t -2t )
_47 _4,
_67 _6,
gl gl
-10 -10 -
-5 0 5 -5 0 5
X X

Obr. 24: Vlevo téleso po deformaci, uzly v kontaktu s prekazkou jsou ozna-
¢eny hvézdickou, prekazka vykreslena modrou barvou. Vpravo nezdeformo-
vané téleso s vyznacenymi sméry posuvu. Koeficient t¥eni f. = 0.3.
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Obr. 25: Kontaktni a tfeci napéti na kontaktni hranici. Koeficient tfeni
fe=10.3.
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Obr. 26: Vlevo téleso po deformaci, uzly v kontaktu s prekazkou jsou ozna-

hvézdickou, prekazka vykreslena modrou barvou. Vpravo nezdeformo-

ceny

v

Koeficient tfeni f. = 0.05.
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Obr. 27: Kontaktni a tfeci napéti na kontaktni hranici. Koeficient treni

£, = 0.05.
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6.1 Zhodnoceni vysledku, pozorovani

Na vysledcich simulace jednoduché prutové soustavy je mozné pozorovat, v
jakém kroku zatézovani doslo ke kontaktu s prekazkou, dale je z vysledku
patrné, ze pro koeficient tfeni f. = 10 nedoslo k prokluzu, kdezto pro koefi-
cient tfeni f. = 0.5 k prokluzu doslo, posuv ve sméru osy y se tedy pro oba
pripady dle ocekavani lisi, stejné tak velikost tfeci sily.

V tab. 2 jsou pocty vyhodnoceni funkéni hodnoty, resp. Jacobiovy matice
pro ruzné zvolené koeficienty tfeni pro modelovy pripad elastického télesa z
obr. doplnit. Uvedené hodnoty byly ziskdny pro zatézovani ve 100 krocich. Z
tabulky je vidét, ze pro vyssi hodnoty koeficientu tlumeni je vypocet rych-
lejsi. To je dano pravdépodobné tim, ze pro malou hodnotu koeficientu treni
se Teseni naléza v blize nehladkym bodtm, viz 2.2

Vysledky simulace se dle o¢ekavani liSi pro ruzné hodnoty koeficientu
tfeni f., Pro velmi malé hodnoty se kvalitativné shoduji s vysledky zis-
kanymi v ¢asti 4 pro ulohu bez tfeni a nezélezi na zvoleném poctu kroku
zatézovani. Naopak, pro vysoké hodnoty koeficientu tieni vysledky simulace
zavisi na zvoleném poc¢tu krokl zatézovani, nebot pii kontaktu s prekaz-
kou nedochazi k prokluzu a pro obdrzeni spravnych vysledki je tedy tieba
spravné vyhodnotit misto, kde poprvé dojde ke kontaktu. Pfi pouziti malého
poctu kroki téz dochazi ke zvétseni vlivu chyby zpiisobené pouzitim vstupu
do modelu, kontaktni sily, z pfedchozi iterace.

Toto pozorovani odpovida informacim o podminkach jednoznac¢nosti alohy
tfeni uvedenym v [2].

Tab. 2: Srovnani naro¢nosti simulace pro rtzné koeficienty tfeni.

’ Koeficient tfeni f. H Pocet vypoctt matice J | Pocet vypoctia F(x) ‘

0.05 664 3554
0.3 504 1014
10 308 616
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7 Zavér

Na zacatku prace jsme se seznamili s pojmem kontaktni tloha a jejim vy-
znamem v mechanice.

Poté jsme nastinili postup pro vypocet vzdalenosti mezi télesem a pie-
kazkou. Seznamili jsme se s pojem nelinedrni komplementarni problém a
uvedli dva zptisoby numerického reseni tohoto problému pouzité v této praci.

Nasledné byl vytvoren model 2D tlohy kontaktu elastického télesa s tu-
hou prekazkou pomoci varia¢ni formulace. Pomoci metody koneénych prvka
byl tento model diskretizovan a provedena numerickéd simulace pro modelo-
vou tlohu. Pfi simulaci byly pouzity dva riizné pristupy pro vypocet vzda-
lenosti mezi télesem a prekazkou a oba algoritmy reseni predstavené v ¢asti
2.2. Vysledky simulaci byly kvalitativné stejné pro vSechny uvedené pristupy.
Dale byla simulace provedena pro rtizné pocty koneénych prvka pouzitych
k disketizaci elastického té€lesa. V tomto ptripadé se vysledky lisily jen velmi
malo, s pouzitim vétsiho poctu konecnych prvku byla presnéji urcéena oblast,
kde skutecné doslo ke kontaktu.

Dale byl model doplnén o popis tfeni na kontaktni hranici. Vzhledem
k tomu, ze tloha tfeni je v tomto pfipadé jednoznacné fesitelnd pouze pro
velmi malé koeficienty tfeni, byl staticky model zménén na kvazistaticky, a
to tak, ze bylo uvazovano zatézovani postupné v nékolika krocich, v kazdém
kroku Tesena rovnovaha soustavy a feSeni z predchoziho kroku bylo pouzito
jako pocateéni aproximace v kroku nasledujicim. Numericka simulace byla
provedena nejprve pro jednoduchou prutovou soustavu a poté pro stejnou
ulohu, jako v pfipadé bez tfeni. V pripadé vysSich hodnot koeficientu tieni
bylo feseni dle pfedpokladu zavislé na pribéhu (poctu kroki) zatézovani.

V dalsi praci je mozné se zaméfit na feseni ulohy pro obecnéjsi pred-

poklady kladené na tvar prekazky, pro kontakt dvou elastickych téles, pro
uvazovani plastickych deformaci nebo naptiklad pro ulohu ve 3D.
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