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Abstrakt

Tato bakalarska préace se zabyva zaklady modelovani proudéni stlacitelnych
tekutin. Uvazovan je matematicky model proudéni, tvorfeny systémem Eule-
rovych rovnic a systémem Navierovych-Stokesovych rovnic ve 2D. Pro nume-
rické feSeni je pouzita metoda konecnych objemu formulovana pro strukturo-
vanou ¢tyfahelnikovou sit. Pro aproximaci nevazkych numerickych toku bylo
implementovano explicitni MacCormackovo schéma s umeélou vazkosti Jame-
sonova typu. Vazké numerické toky byly aproximovany centralné na duélni
vypocetni siti.

Soucésti prace je popis pouzité metody a implementace okrajovych
podminek, zadanych na hranici vypoctové oblasti. Prace obsahuje numerické
feSeni tloh z oblasti vnitini aerodynamiky. Prvni lohou je numerické feseni
proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny ve znamém testo-
vacim 2D GAMM kanéle, druhou tlohou je numerické feseni laminarntho
proudéni stlacitelné Newtonovské tekutiny kolem 4% symetrického profilu,
tvofeného dvéma ¢astmi kruhového oblouku. Konec¢né posledni tlohou je fe-
Seni proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny mezi lopatkami
rotoru parni turbiny.

Kli¢ova slova: vnitini aerodynamika, systém Navierovych-Stokesovych
rovnic, systém Eulerovych rovnic, metoda konecnych objemii, explicitni Mac-
Cormackovo schéma, uméld vazkost Jamesonova typu



Abstract

This bachelor thesis is introduction to mathematical modeling of flow of
compressible fluids. We use mathematical model of flow, formed by Navier-
Stokes equations and Euler equations in 2D. For numerical solution we use
finite volume method on structured grid. For approximation of inviscid nu-
merical flux, explicit MacCormack scheme with Jameson artificial viscosity
is used. Viscous flux is approximated in cell centers, using dual cells.

Thesis include description of used method and implementation of
boundary conditions, set on border of computal area. Thesis is focused on
solving problems of internal aerodynamics. First problem is numerical so-
lution of inviscid non heat conductive flow in well known test case of 2D
GAMM channel. Second problem solved is numerical solution of viscous flow
around 4% symmetric profile, created by parts of circle. Last problem solved
is numerical solution of inviscid non heat conductive flow between blades of
rotor of steam turbine.

Key words: internal aerodynamics, Navier-Stokes equations, Eu-
lers equations, finite volume method, explicit MacCormack scheme, Jameson
artificial viscosity
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Uvod

Predkladana bakalarska prace se zabyva zakladnimi principy mate-
matického modelovani proudéni stlacitelnych tekutin s aplikaci do oblasti
vnitini aerodynamiky. Cilem této prace je navrhnout vlastni algoritmy pro
numerické feSeni proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny
a laminarniho proudéni stlacitelné Newtonovské tekutiny.

Bakalarska prace je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole jsou
popsany matematické modely proudéni, pouzité v této praci. Jedna se o neli-
nearni systém Navierovych-Stokesovych rovnic formulovanych jak v integral-
nim, tak i v diferencidlnim tvaru a dale pak nelinearni systém Eulerovych
rovnic, pouzivany pro popis proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé
tekutiny. Oba tyto systémy parcidlnich diferencialnich rovnic jsou doplnény
potfebnou stavovou rovnici pro idedlni plyn. Tato rovnice popisuje chovani
stlacitelné tekutiny chapané jako termodynamicky systém.

Druha kapitola se vénuje numerickému feSeni uvedenych matema-
tickych modeli proudéni tekutin. Pro prostorovou diskretizaci nelinedrniho
systému Navierovych-Stokesovych rovnic byla zvolena metoda kone¢nych ob-
jemu ve 2D formulovana pro strukturované ¢tyiuhelnikové sité. Aproximace
nevazkych numerickych toku je v této praci provedena pomoci explicitniho
MacCormackova schématu s umélou vazkosti Jamesonova typu. Vazké nume-
rické toky jsou aproximoviny centralné na dudalni ¢tyrtahelnikové vypocetni
siti.

Treti kapitola se zabyva numerickym feSenim zndmého testovaciho
problému, kterym je proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny
ve 2D GAMM kanéale. Numerické feSeni této tlohy je zarazeno do bakalarské
prace zamérné, nebot tato tloha slouzi pro verifikaci autorem vyvinutého
softwaru. Pro tuto tlohu jsou totiz znamé, mnohokrat publikované experi-
mentalni vysledky. Soucasti této kapitoly je detailni popis zptsobu imple-
mentace okrajovych podminek a umélé vazkosti Jamesonova typu na hranici
vypoctové oblasti.

Ve ¢tvrté kapitole je provedeno numerické feSeni laminarniho prou-
déni stlacitelné Newtonovské tekutiny kolem 4% symetrického 2D profilu
tvofeného dvéma ¢astmi kruhového oblouku. Numerické feseni je realizovano
pomoci vyvinutého softwaru zalozeného na implementaci numerické metody
popsané v kapitole 2.



Pata kapitola je vénovana numerickému fesSeni konkrétniho problému
technické praxe. Pomoci vyvinutého softwaru je numericky feSeno proudéni
stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny v lopatkové mtizi na stied-
nim priméru rotoru posledniho stupné M6 parni turbiny. Dosazené vysledky
jsou navic porovnany s numerickymi vysledky ziskanymi uzitim vypoctového
systému ANSYS Fluent.

V zavéru prace je provedeno celkové shrnuti. Tato prace bude zakla-
dem pro budouci diplomovou praci.



1 Matematické modelovani proudéni stlacitel-
nych tekutin

Vychozi rovnice popisujici proudéni stlacitelné vazké tekutiny jsou
odvozeny z integracni formulace zakonu zachovani hmotnosti, hybnosti, mo-
mentu hybnosti a celkové energie termodynamického systému v Eulerové po-
pisu. Tyto rovnice tvoii tzv. systém Navierovych-Stokesovych rovnic zapsany
v integralnim tvaru, napt. [1], |2]. Tento systém je zakladem metody konec-
nych objemii pouzivané pro prostorovou diskretizaci tohoto systému rovnic.
V ptipadé, kdy nebudeme uvazovat vnéjsi objemové sily ptsobici na tekutinu,
miuzeme zapsat systém v nasledujicim tvaru

v ot ov
d(pvi)

/ —dv+]{ poiv;dS; +j{ pdi;dsS; —f 7i;d5; =0, (1.2)
% ot v oV ov

/ Mdv+7§ pev;dsS; —|-7§ pv;dS; —]{ 7;;0;dS; —
v Ot ov v ov

1.3)
oT (
— k——dS; =0,
av O,
proi, 57 = 1,2, 3.
Kompaktné 1ze tyto rovnice zapsat jako
ow B v
de + F;(w)dsS; = FJ (w)ds;, (1.4)
v oV oV
proj =1, 2, 3.
Pouzijeme-li Gaussovu-Ostrogradského vétu
0A;
ox;
v 0T v oV
muzeme plogné integraly z rovnice (1.4) pievést na objemové
0 OFI(w OFY (w
IV + W) = [ gy, (1.6)
v ot v 81']‘ v 8Ij
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Limitnim pfechodem AV — 0 v bodé x lze prejit na diferencialni tvar za-

psany v kompaktni formé, ktery mé tvar
ow IF(w) _ OF} (w)
8t 8$j al'j

xeV,j=123. (1.7)

Zde w je vektor konzervativnich proménnych, vektor Ff(w) je j-ta slozka
nevazkého toku a F} (w) piedstavuje j-tou slozku vazkého toku. Proménna
t je Cas a z; je j-ta slozka kartézkého souradného systému.

Déle uvazujme systém ve 2D, tedy pro j = 1, 2. Pro vySe popsané
vektory plati nasledujici
p

w=|""], (1.8)

F{(W) = ) (19)

, (1.10)

Fl(w) = T : (1.11)

UTpy + VUTpy + k:g—z

0

Ty : (1.12)

Tyy or
UTyy + VTyy + ka—y

Fy(w) =

kde p je hustota, u a v jsou kartézské slozky vektoru rychlosti v = (u,0)T, p je
tlak , T je termodynamicka teplota, k£ je soucinitel tepelné vodivosti teku-
tiny. E predstavuje celkovou energii termodynamického systému vztazenou
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na jednotku objemu, pro kterou plati

1
E = pe + ip(u2 +v?). (1.13)
Poznamenejme, Ze vyraz %(u2 + v?) odpovida mérné kinetické energii a € je
mérna vnitini energie
e=c,1T, (1.14)

kde ¢, je mérna tepelna kapacita pii konstantnim objemu.

V pripadé Newtonovské tekutiny, pii béznych podminkach, predpo-
kladame linedrni zavislost tenzoru vazkych napéti 7;; na tenzoru rychlosti
deformace d;; ve tvaru

ov;  0v; ov
Tij = 2nd;; + Mdyidi; =1 (ax' + 836]) + \dij (8_562) ; (1.15)
j i

kde 7 je soucinitel dynamické viskozity, A je druhotna vazkost a d;; Kronec-
kerova delta. Soucinitelé viskozity n a A jsou vazany Stokesovym vztahem

2n+3X=0,7>0, (1.16)
odsud plyne, 7ze A\ = —%77 a mizeme psat
ov;  0Ov; 2 vy,
Ty = (&Tj * (9@-) 3% (8%) (1.17)

Slozky symetrického tenzoru vazkych napéti 7., Tz, Tyz @ Tyy pro
2D pripad lze pak zapsat ve tvaru

2 ou Ov
2 ov Ou
ou Ov
Tye = Tay =1 <8_y - %> . (1.20)

VysSe uvedeny nelinearni systém rovnic obsahuje vice neznamych
(p, u, v, p, T), nez je poCet rovnic. Proudéni stlacitelné tekutiny je vzdy
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provazeno termodynamickymi zménami, proto tento systém musi byt dopl-
nén o stavovou rovnici. Pti uvazovani idedlniho plynu lze stavovou rovnici
vyjadrit ve tvaru

L (1.21)

p

kde r je specifickd plynova konstanta.Pro vzduch je tato konstanta, za uva-

zovani normalnich podminek, r = 287 [kgiK]

Obecné plati, ze dynamicka viskozita tekutiny 7 a soucinitel tepelné
vodivosti £ jsou funkei termodynamické teploty 1. Pii teplotach, které jsou
nizsi nez 1000 [K] lze tyto veli¢iny povaZzovat za konstanty. Tyto konstanty
jsou pak vazany vztahem e

14
k= Dy (1.22)
kde Pr je bezrozmérné Prandtlovo ¢islo (v piipadé lamindrniho proudéni je
jeho hodnota Pr = 0,72) a ¢, je mérna tepelnd kapacita pii konstantnim
tlaku (pfi teplotach mensich nez 1000 [K] je ¢, = 1005 [kgiK])

Dale uvedme Mayeruv vztah
= Cp— Cy, (1.23)
a zavedme Poissonovu adiabatickou konstantu

— (1.24)

Co

Pro dvouatomovy plyn x = 1.4.

Poznamenejme jesté, ze se znalosti vztaht (1.23), (1.24) lze vyjadrit
cp a ¢, jako

(1.25)

(1.26)

Se znalosti soucinitele tepelné vodivosti k, Mayerova vztahu (1.23)
a s pouzitim stavové rovnice (1.21) lze vyjadfit derivace termodynamické
teploty z rovnic (1.11), (1.12) ve vyhodnéj$im tvaru

or k n 0 (p
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oT 0
e =21 2 (P (1.28)
dy kK—1Proy \p
Na zavér je jesté vhodné uvést rovnici pro vypocet tlaku. Tuto rovnici lze
ziskat vyuzitim vztaha (1.13), (1.21) a (1.23). Vztah pro tlak potom dostava

tvar

p=(k—1) {E — %p(uQ + UQ):| . (1.29)

1.1 Systém Eulerovych rovnic

Pro proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny redu-
kujeme systém Navierovych-Stokesovych rovnic (1.7) pfi uvazovani n = 0
a k = 0 na nelinearni systém Eulerovych rovnic zapsany v konzervativnim
vektorovém tvaru

OFL(w
%—Y+%:o,xev,j:1,2, (1.30)
kde slozky jednotlivych vektoru odpovidaji vyrazim (1.8), (1.9) a (1.10).
Nelinearni systém Eulerovych rovnic je opét doplnén stavovou rovnici ide-
alniho plynu (1.21). Model proudéni stlaitelné nevazké a tepelné nevodivé
tekutiny lze s uspéchem pouzit pro modelovani rdzovych vin pti pfechodu ze
subsonického proudéni na supersonické proudéni v riznych aerodynamickych
aplikacich, viz kapitola 5.
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2 Numerické reSeni proudéni stlacitelnych te-
kutin

Pro teseni dloh zabyvajicich se proudénim tekutin se, az na vy-
jimec¢né a velmi zjednodusSené piipady, vzdy pouzivaji numerické metody.
Nejrozsitenéjsimi metodami pro feseni tloh proudéni tekutin jsou metoda
koneénych prvku (finite element method - FEM), metoda kone¢nych dife-
renci (finite difference method - FDM) a metoda kone¢nych objemu (finite
volume method - FVM). V této praci je pouzita pravé posledni zminéna
metoda. Vyhoda metody konecnych objemu oproti metodé konecnych dife-
renci spo¢ivd v tom, Ze ji lze implementovat pro obecnou sit. Diky tomu
je metodu kone¢nych objemu mozné pouzit pro feSeni problémi proudéni
v komplexné&jsich geometriich (vypoctovych oblastech), pii uvazovani struk-
turovanych i nestrukturovanych vypocetnich siti. Kazda z téchto siti mé své
vyhody i nevyhody. Strukturovana sit ve 2D, pouzita v této praci, je vo-
lena ve tvaru ¢tyruhelnika. Takto zvolena sit, viz obr. 1, umoziuje snadno
prochézet vypoctovou oblast a dobfe se v této siti ukladaji data (v matico-
zjemiovani (adaptace) sité v mistech s vysokymi gradienty proudovych ve-
licin. Na strukturované siti se také dobfe implementuji numerické metody,
napiiklad explicitni MacCormackovo schéma, pouzité v této praci. Metodu
konec¢nych objemi, pouzivanou pro prostorovou diskretizaci nelinearniho sys-
tému Navierovych-Stokesovych rovnic (¢i Eulerovych rovnic) nyni popisme.

Obr. 1: Vysek strukturované ¢tyrihelnikové sité ve 2D
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2.1 Metoda kone¢nych objemt ve 2D

UvaZujme omezenou vypoctovou oblast 2 C R2.Na této oblasti pro-
vedeme prostorovou diskretizaci nelinedrniho systému Navierovych-Stokeso-
vych rovnic (1.4). Vypoctovou oblast Q rozdélime na kone¢ny pocet ma-
lych ¢tytuhelnikovych bunék tak, aby pokryvaly celou vypoc¢tovou oblast a
aby se navzajem nepiekryvaly. Tyto buniky pak lze nazvat konecnymi ob-
jemy a pii zavedeni indexovani 7,j (pro snadné&jsi prochazeni siti) oznacit
jednotlivé kontrolni objemy jako €;;. Odvozeni metody konecnych objemu
vychézi obecné z integralni formulace konzervativniho systému Navierovych-
Stokesovych rovnic, [1], [3], [4]-

Regeni systému Navierovych-Stokesovych rovnic w = w(x,t) hle-
dame v sitovych bodech (4,5), t.j. ve stfedu kontrolnich objemu €;;, ve formé
konstantnich funkei w;; na daném kontrolnim objemu (2;;. Jedna se tedy
o aproximaci funkce w(x,t) na kontrolnim objemu €;; pomoci integralniho
praméru

1
Wil = /Q Wl 0dx 2.1)

kde | €;; | predstavuje velikost kontrolniho objemu (2;; (obsah ¢tyfihelni-
kové buiiky €;;). Tento zpisob aproximace se velmi ¢asto v anglicky psané
literatuie oznacuje jako jako cell-centred finite volume method.

Rovnici (1.7) integrujeme pres kontrolni objem €;;

/Qaw _ / [aw{(wgfﬂw)+8<F£<w>@;F¥<W>]dx_ (2:2)

Aplikaci Greenovy véty na pravou stranu rovnice pfevedeme plosné integraly
na ktivkové a dostavame identitu

ow .
de = —j{ [F{(W) — FY(W)} nijds—j{ [Fé(w) — F;/(W)} nfjds.
Q 082 OQij
(2.3)
V této rovnici jsme zavedli hranici kontrolniho objemu 0€2;; a jednot-

. wanr . iz YNT s oy p .
kovy vektor vngjsi normdaly ny; = (nf;, nj;)" ke hranici 0Q;; ctyfihelnikove

buiiky €;;. Dosazenim (2.1) do rovnice (2.3) po tpravé dostaneme

16



Obr. 2: Kontrolni objem strukturované ¢tyiihelnikové sité

Pokud nahradime kiivkové integraly, které vyjadiuji celkovy nevazky
a vazky tok dané veli¢iny na hranici 0€2;; kontrolniho objemu €2;; v ¢ase ¢,
jako soucet integrala pres jednotlivé strany 27, m = 1, 2, 3, 4 tvoFici hranici
0Q);; bunky €;; viz obr. 2, dostaneme

d - m m,. T m m
g (Wi (0] i |= — > [MFi(w)" nf + MF(w)"nl,] ds+
m4=1 (2.5)
+ Z ["FY (w)™nf; + ™F; (w)™n] ds,
m=1

i ©J

kde nj? je jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke strané hi? a plati pro
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néj vztah

T
“m:(ﬁym Mm|> ’ (26)

ij m |’ | pm
hij |hij

kde | A7} | piedstavuje délku strany h} a plati

| W =/ Azp? + Ay, (2.7)

Aajm = Tm4+1 — Tm
m = 1,2,3,4 pro m = 4 plati X1 1 = X1, Yms1 = Y1
Aym = Ym+1 — Ym

(2.8)
Nevazky a vazky tok veli¢iny w stranou h}; ve sméru vnéjsi normély

m . . . ” . ~ v v v I ~ V o~ v
n;; aproximujeme numerickymi toky ( formalné preznacime F; ~f, F} ~ g,

atd.)

4

d m, T m m
O]9 = | S+ ) 11| -
m=1
- (2.9)
= D (g + g ) | B
m=1

Zavedme nyni norméalové vektory k jednotlivym strandm hi} buiiky
€ viz obr. 2, pro které plati

Sy = (Ayp, —Azy,)T. (2.10)

Rovnici (2.9) miuzeme diky tomu pfepsat do tvaru

4

4
WO Q1= = | D (Ealdym — gndrn) = D (8 Ay — g1 A7,)
m=1 m=1

(2.11)
Pokud nyni na levou stranu rovnice aplikujeme doprednou diferencni for-
muli v ¢ase dostaneme konec¢né schéma, které predstavuje diskretizovanou
intergralni formulci systému Navierovych-Stokesovych rovnic
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mn n At - n n - vn vn
=w - | ;| Z<fmAym — 8 ATm) + Z(fm AYm = 8 ADm)

1 m=1

(2.12)

2.2 Explicitni MacCormackovo schéma ve 2D pro apro-
ximaci nevazkych numerickych toki

MacCormackovo schéma je jiz star$i, nicméné ovéfend metoda pou-
Zivana pro aproximaci nevazkych numerickych tokt. Schéma pouzité v této
praci je v explicitnim tvaru, druhého fadu presnosti. Jedna se o dvoukrokovou
metodu tzv. prediktor - korektor, kdy v prvnim kroku predikuji provizorni
hodnotu, kterou v druhém kroku opravuji. Hlavnim divodem, pro¢ bylo toto
schéma zvoleno v této praci, je jeho relativné snadna implementace na struk-
turované ctyitihelnikové siti.

Pii realizaci MacCormackova schématu je potieba tlumit oscilace,
které vznikaji zejména v mistech vysokych gradienti proudovych veli¢in.
Tyto oscilace mohou doséhnout takovych hodnot, Ze schéma selze. Z tohoto
diavodu se obecné ke dvoukrokovym metodam typu Lax-Wendroff (kterou
je 1 MacCormackovo schéma), piidavaji tlumici ¢leny, které nazyvime umé-
lou(numerickou) vazkosti. Diky piidani umélé vazkosti je mozné utlumit osci-
lace TeSeni a zajistit tak stabilitu. Existuje cela fada variant MacCormackova
schématu, ty se zpravidla lisi pravé typem piidané umélé vazkosti. V této
praci byla opét zvolena ovérenéd varianta v podobé umélé vazkosti Jameso-
nova typu, pouzita naptiklad v [1], [4]. Vazkost Jamesonova typu kombinuje
numerickou vazkost druhého a ¢tvrtého radu.

Uvazujme kontrolni objem €2;;. Slozky vektori nevazkych numeric-
kych toka f, a g prochézejicich hranicemi kontrolntho objemu €2;; dopl-
nime o vektory umélé vazkosti d?, (disipativni ¢leny). Pro piipad explicit-
niho dvoukrokového MacCormackova schématu definujeme numerické toky
fr a g, které prochazeji sténou kontrolntho objemu €;; viz obr. 2, takto
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n n 1 n+3 n
fi' = f7j+%j 9 (fij i fz‘+1j> )
n n 1 ”""% n
b =fi=3 (fzj T fz’j+1> )
NS (2.13)
n n n+3 n
£ = =3 (ij + fij) ,
n n 1 ”""% n

Obdobné urcéime také g',.

Nyni nadefinujme disipativni ¢leny, pro ilustraci uvedme tyto ¢leny
napiiklad na pravé sténé bunky

dZ’+% = Ez('j-)%j(w?-i-lj — W) — EEf%j(WﬂQj — 3wy, 3w —wil ), (2.14)
Eg%j = max(eg), Ez(i)lj)a (2.15)
ﬁg) = (| ui; | +ci5) | Pirty — 2Py ¥ Picyj |7 (2.16)
Dit1j + 2pij + Di-1j
o,
Yys; = 0 | uH;;!icH;j’ (2.17)
0, = mas(0, A0, ) o

kde p;; je hodnota statického tlaku v €2;;, u;; je rychlost proudu ve sméru
i v kontrolnim objemu €2;;, ¢;; je lokalni rychlost zvuku v 2;;. Pro disipa-
tivni ¢leny na ostatnich sténach kontrolniho objemu plati obdobné vztahy,
vzdy s posunutim pfiislusnych indexi. Hodnoty as a a4 volime jako pfedem
neurcené konstanty.

Volba pfedem neurc¢enych hodnot konstant as, ay je jednim z nedo-
statkt vazkosti Jamesonova typu. Pri volbé piilis vysokych hodnot konstant
muze dojit k pfilisnému tlumeni a tedy dosazeni neptesného (piili§ utlume-
ného) feSeni. Naopak p¥i nastaveni piili§ malych hodnot muze dojit k osci-
lacim, které vedou k selhani schématu. Volba téchto hodnot je tedy do jisté
miry o zkuSenosti programatora s touto metodou, resp. znalosti pribliznych
hodnot, které je potieba nastavit.
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Se znalosti disipativnich c¢lenii 1ze, se zavedenim predikovaného kroku,
dosadit do rovnice (2.12) hodnoty urcené rovnicemi (2.13) a pridat vektory
umélé vazkosti (2.14). Dostavame MacCormackovo schéma s umélou vazkosti
Jamesonova typu ve tvaru:

n+i n At T n x
W, *= Wi — T 1 {( l+1]S7,+ L + gi+1jsf+; )+ ( 2]+1S”+
[ | g . (2.19)
804100 ) + (ST + g8 )+ (E5ST_ +glisy 1)1

ko n+l n n+y At nts5 o ] x
Wi = ‘{Wu twi " | Q| [(fy S te 25 ) (£ 25m+

n—l—l n—l—l T n—l— n+ T 7L+ ’
vy, )+ (e v ey ) + sy v eisy )| |

i—17 2]
(2.20)
dw}: = At d’ ..S? d’ ..SY +(d!, ST d’. .SY
Y T T, (i 590y + iy Sigy) + (s Sy T iy S+
Ay STy ST )+ (dg_ésg_ﬁdgsfjé)]
(2.21)
with = w4 dw. (2.22)

v

Wn+1 predstavuje numerické feSeni v Case t, 1.
2.3 Aproximace vazkych numerickych toki

V predchozim odstavci jsme aproximovali nevazké numerické toky.
Nyni je potieba doplnit schéma popsané rovnicemi (2.19), (2.20) a (2.21)

jesté o ¢leny aproximujici vazky numericky tok. Tyto ¢leny pfi¢teme k pre-
diktorovému i korektorovému kroku nasledujicim zptisobem
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ij ij ‘Qu‘ £ 1557 +gz+1gsy ) (£;157; 1+g'ﬁ]+1syj+%)+

i+1ji+15 ij+

Y

At "
o, |V7,sc(wij)
(2.23)

] ]y —

(fnsx 1 4+ gusy ) (f’nSSE 1 + gwsy ):| +

xoon+l - n n+g At n+2 T ”+2 y "+2 T
Wij = {Wij+wij ‘Q”‘{(f Sivi T8 PS5 ) (£ Sest

ntl ntl n
—|—gw+252yj+%)+(fljr1]25f 1 +gl+2sy )+(f”+fsx 1 +gz+25y é):|}’
1 At n+
+= Visc(w,; ?)
2 | Q'L] |
(2.24)
with = *wit 4w (2.25)
Clen zahrnujici viskézni ¢leny muzeme rozepsat takto
VZSC(WZJ> = fv< Z+ ])Szm-i—lj v( )S§l+é]+
+fv( zy—l— )S 1 +g< zg+ )S 1 +f1}< i' %) 2 1 +gv(w %) Z—*
H(W_1)S] ! +g'(w Z_%j)Sf_%j.
(2.26)

Nyni je potfeba vhodné aproximovat vazké numerické toky f* a gv.
Nejprve musime vyjadfit derivace v rovnicich (1.11), (1.12), (1.18), (1.19),
(1.20) a urcit rychlosti na sténach. Pro ilustraci budeme aproximovat pravou
st.énubkogltrolniho objemu, tedy vazké numerické toky f“(wi+%j), g”(wi+%j),
viz obr. 3.
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Obr. 3: Dualni buiika €2;, 1; kontrolniho objemu £;;

Uréime rychlosti na sténach v bodé (i + 37)

Ugj + Uiy

U1 = %, (2.27)
Vi + Vig1j

Vipl; = —— 9 . (2.28)

které odpovidaji hodnotam u, v ze vztahu (1.11), (1.12).

Pro uréeni derivaci 2¢, 9v 9u 0v 0 () 4 a%

o, G, o e (2) zavadime tzv. dudlni
; y’ Oy’ dz \p /. .

buniky viz obr. 3, nap¥. pro pravou sténu kontrolniho objemu je touto buiikou
¢tyithelnik Dy Dy D3 Dy, tuto dudlni buiiku oznacime jako €2, 1 viz obr. 3.
Pro aproximaci jednotlivych derivaci pouzime vztahy pouzité napiiklad v [1],
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[3] ve tvaru

ou ou
RUIYY <3_$)¢+;j N/Q (g) dx = jgg 1.Udy’ (2.29)

it+dj Y

6u> 1 ! 1
— N Y U Ay, = —— (1 Ay Hus+ AyaFusAys+us Ayy),
(af i+1j | Qi1 | ; | Uy |
(2.30)
ou ou
| Q1| (—) ~ / (—) dx = —]{ udz. (2.31)
+3J ay i+%j QiJr%j 8y 8Qi+%j
Ou 1 ! 1
(8_)”%j ~ —m ZunAxn = —m(u1Ax1+u2+Ax2+u3Ax3+u4A:c4),
Y i+35 | =1 i+3J
(2.32)

kde | Q, +1; | je obsah duélni bunky na pravé strané kontrolniho objemu.
Poznamenejme, Ze tyto vyrazy vznikli aplikaci Greenovy véty, kterd udava
vztah mezi kiivkovymi a plosnymi integraly.

Rychlosti u,, predstavuji rychlosti na sténach dualni buniky. Abychom
tyto rychlosti mohli urcit, musime nejprve vypocitat rychlosti v rozich dualni
buiiky €, 1, tedy v bodech (i + i), (i+1—1)

1

Ui gjed = 7 (Ui + Uiy + Uirrjn + i), (2.33)
1
ui-l—%j—% = Z( ij —+ Uit15 + Uit15—1 + uij_l). (234)

Poté jiz je mozné urcit rychlosti u, na sténach dudlni buiky QH%].
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Uij + Ui 141

w = (2.35a)
vy — Uit 1 +2Ui+§j+;’ (2.35b)
vy — Uit1j +2ui+éj;7 (2.35¢)

"y = W# (2.35d)

Pro urceni Az, a Ay, pouzijeme nésledujici vztahy

2.36a
2.36b
2.36¢
2.36d
2.36e
2.36f
2.36g
2.36h

~~

Az = Tipljrl — Ligs

—~

Ay = i1 — Tivlivls

~—~

Axg = xi-{-%j_% — Ti4+1j,

~—~

A$4 = Tyj _Ii-l—%j—%’

Ay, = yi-{-%j-}-% — Yij,

—

Ays = Yit1; — Yirlirds
Ays = Yirlj-1 = Yit1j>

Ayy = Yij — yi+%j—%'

NN N NN

~~ o~~~

Pro vypocet ostatnich derivaci pouzijeme obdobny postup.

V situaci, kdy strana buniky lezi na hranici vypoctové oblasti, které
je tvofena pevnou nepropustnou sténou, musime aproximace derivaci néle-
zité upravit. Zavedeme dualni trojihelnikovou bunku D,Dy;D,. Na pevné
nepropustné sténé dale polozime hodnoty rychlosti rovny nule, tedy

u

UH%];% 0. (2.37b)
Sumy ve vyrazech (2.29) a (2.31) se zredukuji na 3 ¢leny n = 1, 2, 3. Hodnoty
potom hleddme na sténach DDy, Dy Dy a DyD+. Pro vypocet Ax,, Ay, a u,
pouzijeme obdobné vztahy jako v rovnicich (2.34), (2.35). Ostatni derivace
vypocitame analogickym postupem.
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Pro systém Navierovych-Stokesovych rovnic je potieba v kazdé ite-
raci kontrolovat podminku stability. Tuto podminku lze zapsat viz napft. [4]

CFL
At < ming, (uijlteig) | (viglteis) 1 1 ’ (2.38)
Ax;j + Ayij + Q(Axf] + WLJ)

kde Az;; a Ay;; jsou aproximace délek kontrolniho objemu a nutnou pod-
minku stability volime jako CFL € (0, 1).

2.4 Prevod systému do bezrozmérného tvaru

Pii numerickém feSeni konzervativniho systému Navierovych-Stokeso-
vych i Eulerovych rovnic je vhodné prevést systémy do tzv. bezrozmérného
tvaru. Pfevodem odstranime fadové rozdily mezi jednotlivymi veli¢inami a
zvysime tak stabilitu pii iterovani vypoctu. Pro prevod do bezrozmérného
tvaru zavedeme tzv. referen¢ni hodnoty, ke kterym budou vSechny veli¢iny
vztazeny. Zavedeme-li napiiklad referenéni délku L,.; > 0, referen¢ni hus-
totu pr.r > 0, referencni rychlost v,.y > 0 a referenéni dynamickou viskozitu
Nrer > 0, miZeme vyjadrit veliciny v bezrozmérném tvaru tak, Ze skutecné
hodnoty vydélime referen¢nimi, napt. pro hustotu:

P
p_ )
Pref

(2.39)

kde p je bezrozmérna hustota. Obdobnym zptsobem pievedeme do bezroz-
mérového tvaru i ostatni veliciny.

Pti pfevodu systému Navierovych-Stokesovych rovnic do bezrozmér-

, Y . C L, oy ..

ného tvaru vynasobime prvni rovnici vyrazem %, druhou a tfeti rovnici

re Te
L, ) - Lye ) . .

—¢f— a posledni rovnici hodnotou —*<—. Systém Navierovych-

PrefUref PrefUres
Stokesovych rovnic zistava formalné nezménén, je ovSem vyjadien v bezroz-

mérném tvaru

vyrazem

ow Of(W) Og(W) 1 [OF(W) 0g(W)
Gt s oy T mel o oy |0 @0
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Ostatni bezrozmérné veli¢iny mizeme dopocitat
sobem:
" turef
t=—"
Lref
-
pP=—=
prefuref
E

pref“?«ef ’

E

Re — prefLrefuref'
Nref
Déle plati nasledujici vztahy:
2 pref
Uu _=
ref Pref ’

Tref = Cpref = Curef-

nasledujicim zpu-
(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

V nasledujicich odstavcich budeme bezrozmérné veli¢iny pro zjedno-

duseni znacit bez tildy.
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3 Numerické rfeSeni tilohy nevazkého proudéni
v testovacim 2D GAMM kanale

V této kapitole je provedeno numerické feseni proudéni stlacitelné
nevazké a tepelné nevodivé tekutiny, popsané systémem Eulerovych rovnic,
ve znamém testovacim 2D GAMM kandle. Tato tloha byla zahrnuta do ba-
kalaiské prace z divodu verifikace autorem vyvinutého softwaru. Vytvoreny
software je zaloZen na implementaci autorem navrzenych algoritmi numeric-
kych metod popsanych v pfedchozi kapitole a je zpracovan ve vypoctovém
prosttedi MATLAB. Na obr. 4 (nahote) je zobrazena geometrie vypoctové
oblasti. Vyduf na spodni sténé piedstavuje kruhovou tse¢ o vysce 10 % cel-
kové vysky kanalu.

Il=3[m]

8Qwall

1[m]

2
aQinlet QcR

h=

aQoutlet
3Qwall

Iv = 0,1lh

Obr. 4: Geometrie testovaciho 2D GAMM kanélu (nahofe) a vytvorena struk-
turovana ¢tyruhelnikova vypocetni sit o 180 x 80 butnikach (dole)
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Cast hranice vypocetni oblasti 9€2;,,;.; odpovida hranici, kudy zadana
tekutina vtéka do vypocetni oblasti, prava sténa vypodcetni oblasti 0€Q,,ser
predstavuje vystup proudu z vypocetni oblasti. Hornf a dolni sténa vypocetni
oblasti 00, je uvazovana jako pevna nepropustna. Na téchto hranicich je
potfeba predepsat okrajové podminky. Volbou a vlastni implementaci okra-
jovych podminek se zabyva nasledujici odstavec.

3.1 Volba aimplementace okrajovych podminek pro tes-
tovaci 2D GAMM kanal

Pocet okrajovych podminek, které je nutné piedepsat na jednotli-
vych ¢astech hranice 02 zvolené vypoctové oblasti, plyne z teorie hyperbo-
lickych parcialni diferencidlnich rovnic. Detailnéji je tato problematika feSena
napiiklad v [1], [3].

Pro feseny pfipad transonického proudéni stlacitelné nevazké a te-
pelné nevodivé tekutiny v testovacim 2D GAMM kanéle, kdy na vstupu i vy-
stupu z vypocetni oblasti uvazujeme subsonické proudéni a predpokladame
izoentropické proudéni témér beze ztrat (jediné ztraty lze ofekavat v mistech
vzniku razové viny, kterd se vytvori na spodni sténé kanalu v oblasti vyduté
a tyto ztraty lze zanedbat). Z tohoto divodu lze uvazovat, ze hodnota sta-
tického tlaku p,; na vstupu do vypoctové oblasti je ptiblizné rovna hodnoté
statického tlaku pge na vystupu z vypoctové oblasti.

Déle je vhodné uvést referen¢ni hodnoty pro prevod systému do bez-
rozmérného tvaru tak, jak bylo popsano v kapitole 3. Tyto referen¢ni hodnoty
je vhodné volit takovym zpusobem, aby piedepisované bezrozmérné veli¢iny
byly v fadu jednotek. S ohledem na tuto skutecnost volime tedy néasledujici
referenc¢ni hodnoty:

o L,.;=1|m]|,
o prey = 1,4637 [£4),
® p..; = 137 483 |Pa,
o Tref = 287 [l
Na zavér jesté uvedme, Ze vypoctovou oblast obecné rozdélime na

ng X n, bunék (kontrolnich objemu €;;) a indexujeme od i, j = 1.
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Okrajové podminky na vstupu do vypoétové oblasti

Protoze pfedpokladame subsonické proudéni na vstupu do vypoctové
oblasti, je potieba predepsat tfi okrajové podminky na hranici 0€2;,e::

e stagnacni hustota py = 1,4637[%]. Po pfevedeni do bezrozmérného
tvaru predepisujeme hodnotu ps; = 1, nebot feSeni provadime v bez-
rozmérném tvaru,

e stagnacni tlak ps = 137483[Pal po prevedeni do bezrozmérného tvaru
DPs1 — 17

e thel nabéhu proudu g = 0°.

Nyni popiSme vlastni zpisob implementace téchto okrajovych podminek.

Uvazujme kontrolni objem Qy;, jehoz strana hf; (viz obr. 2) lezi na
hranici vypoctové oblasti 9€2;,.¢. Dale zavedeme fiktivni kontrolni objem €2;,
jehoz strana h(l)j lezi na hranici vypoc¢tové oblasti 0€2;,e:. Okrajové podminky
na vstupu pfedepisujeme v piipadé explicitniho MacCormackova schématu
zapsaného pro nelinearni systém Eulerovych rovnic v korektorovém kroku,
tedy v buiice {2;. Pro tuto buiitku je nutné urcit slozky vektoru konzervativ-
nich proménnych wy;. To provedeme nésledujicim zpisobem.

Nejprve extrapolujeme hodnotu tlaku pje: 7z proudového pole

1

2w1(15)

Pinlet = (fi - 1) [w4(1j) - (wg(u) + wg(u))} : (3-1)

Déle uré¢ime Machovo ¢islo na vstupu podle nasledujiciho vztahu

(=)
2 B B
Minlet = - Pl —1 ) (32)
k—1 DPinlet

v némz ps je predepsand bezrozmérna hodnota stagnac¢niho tlaku. Nasledné
lze urcit hustotu na vstupu podle vztahu

k—1 =
Pinlet = Psl |:1 + ( 2 >Ma12nlet:| ) (33)
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kde ps je predepsand bezrozmérna hodnota stagnacni hustoty. V dalsim
kroku je mozné urcit kartézské slozky vektoru rychlosti na vstupu podle
vztaht

| Vinlet ‘: Minlet ﬁpinl@t; (34)
Pinlet

Uinlet :| Vinlet ’ cosf3, (3-5)

Vinlet :| Vinlet | SZ'TLB, (36)

kde B je predepsany thel nabéhu proudu na vstupu do vypocetni oblasti.
Na zavér jesté zbyva urcit celkovou energii na vstupu. Tu stanovime podle

vztahu

- Dinlet

1
Einlet - + _pmlet(u?nlet + U?nlet)' (37)

k—1 2
Pomoci vztahu (3.3), (3.5), (3.6) a (3.7) ur¢ime vektor konzervativnich pro-
ménnych wo; na vstupu

T
Wo; = Winlet = (pinlet7 PinletWinlety PinletVinlet Einlet) (38)

a pomoci néj potom hledame nevazké numerické toky
f(WOj) = f(Wmlet) = Linlet, (3-9)

g(wWoj) = 8(Winiet) = Sintet, (3.10)

které jsou potiebné pro realizaci korektorového kroku explicitniho MacCor-
mackova schématu na hranici 9€2;,;.;, tedy tam, kde je 7 = 0.

Okrajové podminky na vystupu z vypocétové oblasti

Protoze na vystupu z vypoctové oblasti 02,,4¢: také uvazujeme sub-
sonické proudéni, je nutné predepsat jednu okrajovou podminku. Na vystupu
tedy predepiSseme tuto okrajovou podminku:

e staticky tlak ps; = 101325[Pal. Po pievedeni do bezrozmérného tvaru
psa = 0,737, nebot FeSeni provadime v bezrozmérném tvaru.

Ostatni hodnoty, nutné pro urceni vektoru konzervativnich proménnych w,,_ 1,
v kontrolnich objemech ), .;;, extrapolujeme z proudového pole.
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Jako na vstupu, i zde uvazujme kontrolni objem (2, ;, jehoZz strana
hizj lezi na hranici vypoc¢tové oblasti 0Q,,uer. Opét zavedeme fiktivni kon-
trolni objem €, 11;, jehoZ strana hizj lezi na hranici vypoctové oblasti
O uiier- Nyni extrapolujeme hodnoty z proudového pole

Poutlet = W1(ngj), (311)
Wan. i

Uoutlet = X Ij); (312)
W3(ngj

Voutlet = 3(ad) . (313)
wl(nz])

Zbyva urcit celkovou energii na vystupu z vypoctové oblasti

Ds2 1
1 + Epoutlet<uc2mtlet + Vsutter)s (3.14)

Eoutlet -

kde pss je pfedepsana bezrozmérnd hodnota statického tlaku. Vypoctené hod-
noty (3.11), (3.12), (3.13) a (3.14) opét dosadime do vektoru konzervativnich
proménnych w,_ i1; na vystupu z vypoctové oblasti

T
Whe+1j = Woutlet = (poutld; PoutletUoutlet s Poutlet Voutlets Eoutlet) . (315)

Pomoci tohoto vektoru potom hleddme nevazké numerické toky

f(an-‘rlj) = f(woutlet) = Loutlet, (316)

g(wnw-i-lj) - g(woutlet) = Boutlet s (317)

které potiebujeme pro realizaci prediktorového kroku explicitntho MacCor-
mackova schématu na hranici 0€Q,,4:, tedy vSude tam, kde i = n, + 1.

Okrajové podminky na pevné nepropustné sténé

Na hranici vypoctové oblasti 0€2,.; pro nevazké proudéni musi byt
proud na sténé rovnobézny se sténou. Musi tedy platit rovnice

vin=0. (3.18)

UvaZujme jako v predchozich p¥ipadech buitku €, jejiz strana hj, lezi na
hranici 0Qqy. Opét zavedeme fiktivni buiiku Qj, jejiz strana h? lezi na
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hranici 0. Na pevné nepropustné sténé 0€),,; budeme aplikovat vztah
pro vektory nevazkych numerickych toki nasledujicim zptisobem

Pil i1 Piz Vil
¢ g o Pi%“i “‘2]%% g pi%;’i%;i% v
_ z A = '3 z
(WZ%) iy F g(WZ%) i3 PilU;10;1 i+ pi%”?; +piL iy’
2 2 2 2
(Ei + pin)u;s (EiL +pin)vis
(3.19)
Aby byla splnéna rovnice (3.18), musi platit
2 2 2 13

Dosazenim této rovnice do vztahu (3.19) a se¢tenim vyrazi na pravé strané
obdrzime nasledujici vztah

’
DS = | (3.21)

Pro vektory numerickych toki plati navic nasledujici vztahy

f(Wz%) = f(wip) + £(Wir), (3.22a)
g(w;1) = g(wio) + g(wir). (3.22D)
(3.22¢)

Dosadime-li tyto vyrazy do vztahu (3.21) dostavame vztah, pomoci néhoz
realizujeme okrajovou podminku na pevné nepropustné sténé pro nevazké
proudéni. Timto vyrazem zajistujeme splnéni podminky (3.18)

0

xT

i3
0

Poznamenejme jesté, ze podminku realizujeme pro prediktorovy i korekto-
rovy krok podle toho, na jaké hranici vypoc¢tové oblasti se zrovna nachazime
(v pripadé této prace horni sténa odpovida korektorovému kroku, dolni sténa
odpovida prediktorovému kroku).
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3.2 Implementace umélé vazkosti Jamesonova typu pro

pripad explicitniho MacCormackova schématu pro
testovaci 2D GAMM kanal

Pti realizaci umélé vazkosti Jamesonova typu pridavame na kazdou
sténu vypocetni oblasti 2 dvé fiktivni bunky. Z tohoto divodu je nutné posu-
nou indexovani pro prichod vypocetni oblasti. Nyni tedy budeme uvazovat
vypoctovou oblast rozdélenou na n, + 1 x n, + 1 bunék a indexujeme od
1, 7 = 2. Pocet bunék ve vypoctové oblasti zlistava nezménén, miizeme ovsem
zavést fiktivni bunky s indexy ¢, 7 = 0, 1.

Zptsob implementace umélé vazkosti Jamesonova typu na
vstupu a vystupu

Do pridanych fiktivnich bunék je potfeba spravné nakopirovat vek-
tory konzervativnich proménnych tak, aby se cel4 sit véetné fiktivnich bunék
shodovala s pfedepsanymi okrajovymi podminkami. Pokud zavedeme napii-
klad na vstupu do vypocetni oblasti fiktivni buiiky g, a €2, musi pro kon-
zervativni vektory v téchto buinkach platit

Wo; = W3y, (324&)

Wi = Wayj. (324b)
Zcela stejnym zpuisobem realizujeme kopirovani vektoru konzervativnich pro-
ménnych do fiktivnich bunék na vystupu z vypocetni oblasti.

Zptsob implementace umélé vazkosti Jamesonova typu na
pevné nepropustné sténé

Pfi plnéni podminky (3.18) pro Jamesonovo tlumeni je realizace slo-

vvvvvv

z) viz obr. 4, sta¢i pro splnéni okrajové podminky, p¥i uvazovani fiktivnich
bunék 9, ;1 splnit jen nasledujici

U0 = U3, (3.25a)
Vip = —;3, (3.25Db)
Ui = Usa, (3.25¢)
Vi1 = —Uia. (3.25d)

Pro ptipad, kdy sténa vodorovné neni, je potieba odvodit obecnéjsi vztah,
ktery 1ze aplikovat na kartézské slozky rychlosti proudu ve fiktivnich buiikach
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na libovolné pevné nepropustné sténé 0€2,,;. Predstavme si situaci na ob-
razku nize. Buiika ()5 je souc¢asti vypoctové oblasti €2 a bunka €2;; je fiktivni
bunka.

Obr. 5: Fiktivni buiika na pevné nepropustné sténé

Pro vektory S;1 a n;1 plati
S;1 = (dy, —dx)", (3.26)

( dy —dx )T

Vdz? +dy?’ /da? + dy?
kde n;1 je jednotkovy vektor vnéjsi normély buiniky. Dale je potieba urcit
jednotkovy vektor teény tz%. Vyuzijeme toho, zZe musi platit

, (3.27)

;1 = (sina, —cosa)’ =

[SIE

7 této rovnosti vyplyva Ze tec¢ny vektor musi mit tvar

dy dz T

t, ,
(\/dx2 +dy? /da? +dy2>

)

(3.29)

1
2
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Nyni miizeme uréit slozky vektoru rychlost v = (u,v)? v soufadnicovém sys-
tému daném bazovymi vektory t a n:

v=(v-t)-t+(v-n) n (3.30)

Pro vektor rychlosti v buiikach ;5 rozepsany do slozek plati

dx
ST e
2 da? 4 dy? Jdz? £ di2 dy N
dy
+<U2 dy dzx \/ dx2+dy
\da? + dy2 \/de + dy dx2+dy

Aby byla splnéna podminka (3.18), musi mit fiktivni buiiky stejnou te¢nou
slozku rychlosti a normalovou slozku s opa¢nym znaménkem. S touto itvahou
Ize jiz zapsat findlni vzorec pro zrcadleni bunék na pevné nepropustné sténé
pro umélou vazkost Jamesonova typu ve tvaru

(3.31)

dz
[u} ~ (uy da dy /—de +dy
vl \/dl‘2+dy2 \/de—i-dy dx2+dy
dy
~ (us dy \/M
\/da? +dy2 \/dx2 +dy d12+dy

Po upravé dostava tento vztah tvar

(3.32)

dy
H B m RO - VELT (339)
vl V], Vdr? + dy? \/dx2+dy m

Tuto rovnici aplikujeme na kartézské slozky vektoru rychlosti proudu u a v,
ve v8ech fiktivnich kontrolnich objemech na hranici vypocetni oblasti 0€2,q.

P

3.3 Numerické vysledky tulohy nevazkého proudéni v
testovacim 2D GAMM kanale

Pfi realizaci numerického feSeni v geometrii GAMM kanalu byly
aplikovany okrajové podminky popsany vyse. Sitovani geometrie je patrné
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z obr. 4. Sit je zjemnéna v dolni ¢asti kanalu, kde o¢ekdvame vznik razové
viny. Pravé na kvalité razové viny lze ovéfit spravnost navrzeného softwaru.
Z literatury je znamo (napit. [1], [4], [6]), ze maximélni hodnota Machova
¢isla by méla byt dosazena v druhé tietiné kanalu na dolni sténé. Maximalni
hodnota Machova ¢isla by méla dosahovat hodnot M,,., ~ 1,38. Za maxi-
méalni hodnotou Machova ¢isla by mélo dojit k poklesu Machova ¢isla az po
dosazeni lokalniho extrému, tzv. Zierepovy singularity. Podle ostrosti této
singularity lze také zhodnotit kvalitu vypocetniho programu.

Podminku stability jsme nastavili na CFL = 0,7. Konstanty pro umeé-
lou vazkost Jamesonova typu, pouzité v rovnicich (2.16), (2.17), byly zvoleny
jako as = 0,7, ay = 0,04. Stacionarni feSeni budeme hledat tzv. metodou
ustalovani a konvergenci iteracniho procesu budeme méfit pomoci rezidua,
které uréime podle néasledujiciho vztahu:

o1 | 2 (05— piy)?
ij

Rez =
> Q|
ij

(3.34)

Pribéh konvergence MacCormackova schématu je zobrazen na obr. 6.
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log10(rez)

Pocet iteraci

Obr. 6: Prubéh konvergence MacCormackova schématu tlohy nevazkého
proudéni v testovacim 2D GAMM kanéle

Na nasledujicich obrazcich je rozlozeni tlaku, hustoty, vysledné rych-
losti a Machova ¢isla ve vypoctové oblasti.

08 -
07 -
06F = 1.1
0&F -
04 -

“r f@b%@. 5

Obr. 7: Rozlozen{ hustoty[£4] v testovacim 2D GAMM kandle
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Obr. 8: Rozlozeni tlaku[Pa] v testovacim 2D GAMM kanéle
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Obr. 9: RozloZeni vysledné rychlosti[”] v testovacim 2D GAMM kanale
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Obr. 10: Rozlozeni Machova ¢isla v testovacim 2D GAMM kanale
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Obr. 11: Rozlozeni Machova ¢isla na horni(modie) a dolni(¢ervené)
v testovacim 2D GAMM kanéle ziskané pouzitim vlastntho softwaru (naho

porovnané s vysledky ziskanych v [6] (dole)

Hodnota rezidua se ustalila fadové na hodnoté 107'% po piiblizné
250000 iteracich. Na spodni sténé kandlu byla dosazena maximalni hod-
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nota Machova ¢isla M,,,, = 1,378. Tato hodnota se velice dobfe shoduje
s predpokladanou maximalni hodnotou. Podafilo se také zachytit Zierepovu
singularitu, kterd se opét shoduje s pfedpokladanym vysledkem ovéfenym
experimenty i numerickymi simulacemi.
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4 Numerické reSeni tilohy vazkého proudéni ko-
lem 4% profilu tvofeného dvéma ¢astmi kru-
hového oblouku

Tato kapitola se zabyva numerickym feSenim proudéni stlacitelné
Newtonovské tekutiny, popsané systémem Navierovych-Stokesovych rovnic.
Geometrii FeSené oblasti je moZzno vidét na obr. 12 (nahoie). Vzhledem k
tomu, Ze tloha je symetrickd a proudéni uvazujeme stacionarni, lze zvolit vy-
poctovou oblast tak, jak je zobrazeno na obr. 12 (dole) a na sténach symetrie
predepsat symetrické okrajové podminky popsény v nasledujicim odstavci.

I=3[m]

a0g

Q < R:z
3Qinlet 3Qoutlet

=
<t
o
o

I
Flon Quall > 2

h=2[m]

Obr. 12: Geometrie pro obtékani 4% profilu (nahoie) a vytvorena strukturo-
vana ¢tyfahelnikova vypocetni sit o 180 x 100 buiikach (dole)
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Cast hranice vypoctovéoblasti 0€2;,.; predstavuje vstup proudu do
vypoctové oblasti, hranice 0,4 odpovida vystupu proudu z vypoctové
oblasti. Hranice 0€),; predstavuje pevnou nepropustnou sténu a hranice
0f)s je hranice, kde budeme ptedepisovat okrajovou podminku symetrie.

V této tloze uvazujeme hodnoty soucinitele tepelné vodivosti k a dy-
namické viskozity 1 za konstantni. Prandtlovo ¢islo pro tuto tlohu volime
jako Pr = 0,72. Reynoldsovo ¢islo pro tuto tlohu volime také konstantni
Re = 22 330. Popisem volby okrajovych podminek pro tuto konkrétni tlohu
vazkého stlacitelného proudéni se zabyva nasleduji kapitola.

4.1 Volba a implementace okrajovych podminek pro ob-
tékani 4% profilu tvoifeného dvéma ¢astmi kruho-
vého oblouku

Pro systém parabolicko-hyperbolickych rovnic, kterym je systém Navier-
Stokesovych rovnic, zatim neni znadm pfesny pocet okrajovych podminek,
ktery je potieba na jednotlivych sténach vypoctové oblasti piedepsat. Z to-
hoto divodu se obecné piedepisuje vétsi pocet okrajovych podminek, nez
je tomu u systému Eulerovych rovnic. V zadané tloze uvazujeme subsonické
proudéni, proto na vstupu do vypoctové oblasti a vystupu z vypoctové oblasti
predepisujeme subsonické okrajové podminky.

Jako v predchozi kapitole, i zde uvedme volbu referen¢nich hodnot
pro prevod do bezrozmérného tvaru:

[ ] me =1 [m],

o prey = 1,4637 [£9),

o Dres — 136 007 [Pal,

o 1oy = 287 [,

e Re = 22 330, vypocteno pomoci vztahu (2.44).

Okrajové podminky na vstupu do vypoctové oblasti

Protoze uvazujeme na vstupu do vypocetni oblasti 0€2;,;.; subsonické
proudéni, je nutné predepsat tyto okrajové podminky:
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e stagna¢ni hustota p,; = 1,29 [%] po prevedeni do bezrozmérného tvaru
ps1 = 1, nebot feSeni provadime v bezrozmérném tvaru,

e stagna¢ni tlak ps; = 136007 [Pa] po pfevedeni do bezrozmérného tvaru
Ps1 = 17
e thel nabéhu proudu g = 0°,
e nulové derivaci termodynamické teploty ve sméru vnéjsi normaly ‘Z—Z: =
0,
e 7n; =0.
Okrajové podminky aplikujeme stejnym zptsobem, jako v predchozi kapitole
vyuzitim rovnic (3.1)-(3.10).
Okrajové podminky na vystupu z vypoctové oblasti
Na vystupu z vypoc¢tové oblasti 0Q,,: uvazujeme subsonické prou-

déni, proto pfedepisujeme nasledujici okrajové podminky:

o staticky tlak ps = 101325[Pa] po pfevedeni do bezrozmérného tvaru
ps2 = 0,745, nebot FeSeni provadime v bezrozmérném tvaru,

e nulova derivace termodynamické teploty ve sméru vnéjsi normély g—z =
0,

e 7n; = 0.

Okrajové podminky aplikujeme stejnym zptsobem jako v pfedchozim kapi-
tole, s vyuzitim rovnic (3.11)-(3.17).
Okrajové podminky na pevné nepropustné sténé
Na pevné nepropustné sténé je nutné piedepsat tyto okrajové pod-
minky:
[ Tijnj = 0,

e u—=0,v=0.

Okrajové podminky symetrie

Na hranici vypocetni oblasti kde aplikujeme okrajovou podminku
symetrie predepisujeme tyto podminky:
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e nulova derivace termodynamické teploty ve sméru vnéjsi normaly 3—5 =
0,

e TUn; =0,
e nulové slozka normélové rychlosti vin = 0.

Je patrné, ze pti predepisovani podminky symetrie pro vazké stlacitelné prou-
déni , je pouzita formule (3.23) pro okrajovou podminku na pevné nepro-
pustné sténé pii nevazkém stlacitelném proudéni.

4.2 Implementace umélé vazkosti Jamesonova typu pro
explicitni MacCormackovo schéma pro obtékani 4%
profilu tvoreného dvéma ¢astmi kruhového oblouku

Pti realizaci okrajovych podminek v pripadé vazkosti Jamesonova
typu postupujeme velice obdobné jako v pfedchozim piipadé. Opét na kazdou
hranici vypoctové oblasti pridame dvé fiktivni bunky. Na vstupu do vypo-
¢tové oblasti i vystupu predepisujeme okrajové podminky naprosto stejnym
zpusobem tak, jak bylo popsano v predchozi kapitole. Rozdil nastava u okra-
jové podminky na pevné nepropustné sténé. V piipadé nevazkého proudéni
jsme plnili podminku (3.18). Tato podminka ovSem pro vazké proudéni ne-
plati pro pevnou nepropustnou sténu, ale pro podminku symetrie. Na hranici
vypocetni oblasti, kde aplikujeme podminku symetrie tedy pro vazkost Jame-
sonova typu pouzijeme rovnici (3.33), kterou jsme pouzili v predchozi tloze
pro realizaci pevné nepropustné stény.

Splnéni okrajové podminky na pevné nepropustné sténé v piipadé
vazkého proudéni znamené predepsat na této sténé nulovou rychlost. Uvazujeme-
li fiktivni bunky ;o a €2;; musi pro kartézské slozky vektoru rychlosti v téchto
bunikach platit:

uy = —us, (4.1a)
vy = —U3, (4.1b)
Uy = —Usg, (4.1c)
vy = —0s. (4.1d)

Tim je zajisténo splnéni této okrajové podminky pro pripad vazkosti Jame-
sonova typu.
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4.3 Numerické vysledky tlohy vazkého proudéni kolem
4% profilu tvofeného dvéma ¢astmi kruhového ob-
louku

Pti realizaci dané tlohy byly implementovany okrajové podminky
tak, jak je popsano v piedchozim odstavci. Sit zadané ilohy je patrné z obr. 12.
Sit je zjemnéné v dolni ¢asti profilu kde oc¢ekdvame vznik mezni vrstvy. Pod-
minku stability C'F'L jsme nastavili na hodnotu C'F'L = 0,5, koeficienty tlu-
meni byly nastaveny na hodnoty as = 0,75, oy = 0,02. Stacionarni feSeni
hleddme metodou ustalovani podle vztahu (3.34). Prubéh konvergence je pa-
trny z obr. 13.

log10(rez)

45 1 1 I 1 1
1} 05 1 14 2 25 3 35 4 45

pocet iteraci % 1EI5

Obr. 13: Pribéh konvergence MacCormackova schématu pro tlohu vazkého
proudéni kolem 4% profilu tvoieného dvéma ¢astmi kruhového oblouku

Z pribéhu konvergence je vidét, Ze zvolend metoda se k ustalenému
feseni priblizuje velmi pomalu, po piiblizné 400000 iteracich bylo dosazeno
hodnoty rezidua 10~* a nepodafilo se dosdhnout ustaleného fesent.

Na nésledujicich obrazcich je zobrazeno rozlozeni tlaku a Machova
¢isla na vypoctové oblasti.
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Obr. 15: RozloZeni tlaku pro lopatkovou mfiz

Jak je vidét na obr. 14, podaftilo se zachytit mezni vrstvu. Pro do-
sazeni kvalitnéjsi vysledku by bylo vhodné aplikovat na tlohu néktery z tur-
bulentnich modeli. S tim je do budoucna pocitano.
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5 Numerické reSeni tilohy nevazkého proudéni
v lopatkové mrizi na stfednim priméru ro-
toru posledniho stupné M6 parni turbiny

Posledni tlohou feSenou v této praci je numerické feSeni proudéni

stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny v lopatkové m¥izi. Na obr. 16
(nahote) je zobrazena geometrie vypoctové oblasti.

b =100 [mm]

Qe

132.59 [mm]

c=

Obr. 16: Geometrie pro proudéni v lopatkové miizi (nahofe) a vytvorena
strukturovana ¢tytuhelnikova sit o 300 x 100 bunkach
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Geometrie lopatky a pfedepisované okrajové podminky byly ziskany
z interni dokumentace firmy Doosan Skoda Power s.r.o. [5]. Hranice vypo-
¢tové oblasti 0€2;,1; piedstavuje hranici kudy proudici tekutina vstupuje do
vypoc¢tové oblasti a hranice 0€,,¢; predstavuje misto kudy tekutina vytéka
z vypoctové oblasti. 0€,.; predstavuje pevnou nepropustnou sténu a 0€)p
predstavuje hranici vypoctové oblasti, kde budeme ptedepisovat okrajovou
podminku periodicity.

5.1 Volba a implementace okrajovych podminek pro prou-
déni v lopatkové miiZi na stifednim primeéru rotoru
posledniho stupné M6 parni turbiny

Jako v predchozich tlohach, i zde uvedme referenéni hodnoty veli¢in
pro ptrevod systému Eulerovych rovnic do bezrozmérného tvaru:

® L,.; — 187 [mm],
o pres — 2,153 x 10* [Pal,
o Th; = 334,81 [K],

o 7 = 287 [K!+K]

Okrajové podminky pro stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé proudéni mezi
lopatkami turbiny volime nasledujicim zpisobem:

Okrajové podminky na vstupu do vypoctové oblasti

Na vstupu do vypoctové oblasti 0€2;,.: predepisujeme tyto okrajové
podminky:

e stagnacni teplotu Ty = 334,81 [K]|, po pfevedeni do bezrozmérného
tvaru Ty, = 1, nebot FeSeni provadime v bezrozmérném tvaru,

e stagnacni tlak p,; = 2,153 x10* [Pa], po pfevedeni do bezrozmérného
tvaru pg = 1,

e (hel ndbéhu proudu = 0°.
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Pti vypoctu hodnot pro vektor konzervativnich proménnych na vstupu
budeme postupovat jako v kapitole 3. Nejprve extrapolujeme hodnotu tlaku
z proudového pole pomoci rovnice (3.1) a uré¢ime Machovo ¢islo na vstupu z
rovuice (3.2). Dale ur¢ime hodnotu teploty na vstupu:

k—1 _
Enlet - TSl(l + TMZ?ILlet) 17 (51)

kde T je stagnacni teplota v bezrozmérném tvaru. Pomoci stavové rovnice
ur¢ime hodnotu hustoty (uvazujeme bezrozmérnou specifickou plynovou kon-

stantu r = 1):
DPinlet

,—Tinlet .
Dale postupujeme tak, jak bylo popsdno v kapitole 3.

(5.2)

Pinlet =

Okrajové podminky na vystupu z vypoc¢tové oblasti

Na vystupu z vypoctové oblasti 0,4 predepiSeme:

o staticky tlak ps = 7,7x10% [Pal, po pfevedeni do bezrozmérného tvaru
ps2 = 0,358, nebot Feseni providime v bezrozmérném tvaru.

Hodnoty pro vektor konzervativnich proménnych extrapolujeme z proudo-
vého pole naprosto stejnym zptisobem, jako bylo popsano v kapitole 3.

Okrajové podminky na pevné nepropustné sténé

Na pevné nepropustné sténé budeme piedepisovat okrajové pod-
minky tak, jak bylo uvedeno v kapitole 3.

Okrajové podminky periodicity

Pro nevazké proudéni realizujeme podminku periodicity tak, ze ko-
pirujeme vektor konzervativnich do fiktivnich bunék na sténéch periodicity.
Implementaci popisuje obrézek nize.
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Obr. 17: Realizace okrajové podminky periodicity (zelena piimka oznacuje
hranici vypocetni oblasti)

Okrajové podminky na vstupu, vystupu a na pevné nepropustné
sténé pro pripad vazkosti Jamesonova typu aplikujeme stejnym zpiisobem
jako v pfedchozich dvou kapitolach. Tam, kde je pfedepisovana podminka
periodicity postupujeme stejnym zpusobem jako na Obr. 17, jen misto jedné
fiktivni bunky na kazdé hranici vypoctové oblasti pfiddme fiktivni bunky
dve.

5.2 Numerické vysledky tlohy nevazkého proudéni v lo-
patkové mrizi na stfednim primeéru rotoru posled-
niho stupné M6 parni turbiny

Sit zadané tlohy je patrna z obr. 16 (dole). Aby bylo mozné dobie
zachytit razové viny vznikajici v oblasti za lopatkou (za hranici vypoctove
oblasti 9Qyq), je sit v tomto misté zahusténa. Koeficienty pro vazkost Jame-
sonova typu byly nastaveny na hodnoty as = 0,95 a ay = 0,03. CF L pod-
minku stability jsme nastavili na hodnotu C'F'L = 0,6. Pro ovéfeni vysledki,
ziskanych z vyvinutého softwaru byla tato tloha feSena také v komerénim
softwaru ANSYS Fluent na naprosto stejné geometrii s odpovidajicim po-
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¢tem bunék a s odpovidajicim modelem pro stlacitelné nevazké a tepelné
nevodivé proudéni tekutiny. Pro vypocet v softwaru ANSYS Fluent byl zvo-
len explicitni sdruzeny solver, zalozeny na AUSM schématu (second order
upwind). Na nasledujicich obrazcich je zobrazen pribéh konvergence, roz-
lozeni Machova ¢isla a celkového tlaku ve vypoctové oblasti a porovnani s
vysledky ziskanych z komeréniho softwaru ANSYS Fluent.

log10(rez)

Il
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Obr. 18: Priubéh konvergence explicitniho MacCormackova schématu tlohy
proudéni v lopatkové mfizi na stfednim primeéru rotoru posledniho stupné
M6 parni turbiny
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Obr. 19: Porovnani rozlozeni Machova ¢isla ve vypoc¢tové oblasti ziskané
vlastnim softwarem (dole) s komer¢nim softwarem ANSYS Fluent (nahote)
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Obr. 20: Porovnani rozlozeni celkového tlaku ve vypoctové oblasti ziskané
vlastnim softwarem (dole) s komer¢nim softwarem ANSYS Fluent (nahote)

Pti porovnani obou vysledki lze fici, Ze se velmi dobfe shoduji.

24



ZAveér

Zavérem je mozné konstatovat, ze cile formulované v zadani ba-
kalatské prace byly splnény. Autorem byly navrzeny vlastni algoritmy pro
numerické feSeni proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny
a déle pro numerické feSeni laminarntho proudéni stlacitelné Newtonovské
tekutiny. Navrzené algoritmy byly implementovany ve vypoc¢tovém prostiedi
MATLAB. Vyvinuty software byl verifikovin pomoci numerického feseni zné-
mého testovaciho problému proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé
tekutiny ve 2D GAMM kanéle. Z porovnani pribéhu Machova ¢isla na spodni
a horni sténé GAMM kanélu lze ¥ici, ze bylo dosazeno velmi dobré shody
s publikovanymi daty.

Verifikace vyvinutého softwaru byla rovnéz provedena pro piipad
numerického feseni proudéni stlacitelné nevazké a tepelné nevodivé tekutiny
v lopatkové miizi na stfednim priméru rotoru posledniho stupné M6 parni
turbiny, kdy vysledky byly porovnany s numerickymi vysledky ziskanymi
uzitim vypocetniho softwaru ANSYS Fluent a také bylo dosazeno velmi dobré
shody.

Numerické feseni bylo provedeno uzitim znamych metod a piistupii.
Ptinos autora této prace je ale mozné spatifovat v tom, Ze detailné zpraco-
val zpisob implementace raznych typa okrajovych podminek (na vstupu,
vystupu, pevné nepropustné sténé vypoctové oblasti, dale pak podminky sy-
metrie a periodicity).

Protoze problematika modelovani proudéni tekutin a s ni spojena
algoritmizace riznych vypoctovych metod a ptistupt pro numerické feSeni
konkrétnich problému technické praxe je velice obtiznou disciplinou, predpo-
klada se, ze v rdmci navazujiciho studia bude vyvinuty software dale zdoko-
nalovan. Autor prace se dale zaméii na implementaci modernéjsich numeric-
kych schémat a jejich rozsiteni i na feSeni 3D problémi a dile na modelovani
turbulentniho proudéni tak, aby vyvinuty software bylo mozné vyuzivat pro

vvvvvv
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