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Paralelnı́ algebraické předpodmiňovače
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1 Úvod
Matematické modelovánı́ rozsáhlých reálných problémů vede ke vzniku soustav rov-

nic s velkým počtem neznámých. Rostoucı́ počet stupňů volnosti navı́c zapřı́čiňuje zhoršovánı́
podmı́něnosti soustav a k jejich řešenı́ je třeba použı́t efektivnı́ řešiče a předpodmiňovače sou-
stav. Takové jsou metody typu multigrid.

Multigrid je široká třı́da řešičů, kterou spojujı́ dva základnı́ procesy: zhlazovánı́ a korekce
na hrubé úrovni. Zhlazovače (jednoduché iteračnı́ metody) odstraňujı́ složky chyby s vysokou
frekvencı́ a umožňujı́ provést dobrou restrikci vektoru chyby na hrubšı́ úroveň diskretizace. Zde
řešı́me soustavu s menšı́m počtem neznámých, čı́mž se odstranı́ zbylé složky chyby. Přechod
mezi úrovněmi zajišt’ujı́ operátory restrikce IT a prolongace I .

Oblı́beným typem multigridu je algebraický multigird se zhlazenými agregacemi (SA-
AMG), jehož autorem je Petr Vaněk (Vaněk et al. (2001)). Princip SA-AMG spočı́vá ve vy-
tvořenı́ zhlazeného prolongátoru I = SP . V prvnı́ fázi je vytvořen pomocný prolongátor P
rychlou agregačnı́ metodou. V druhé fázi je pomocný prolongátor zhlazen jednı́m krokem zhla-
zovače S.

2 Teoretická část
V našı́ práci (Fraňková a Vaněk (2015)) se zabýváme využitı́m metody zhlazených agre-

gacı́ v kombinaci s předpodmiňovačem typu BPX (Bramble et al. (1990)) pro řešenı́ soustavy
Ax = b. Zatı́mco klasický multigrid je multiplikativnı́ metoda, BPX je aditivnı́ Schwarzova
metoda a nabı́zı́ tedy přirozeně paralelnı́ implementaci. Našı́m cı́lem je ukázat kriteria téměř
optimálnı́ konvergence pro BPX předpodmiňovač B v kombinaci se zhlazenými agregacemi za
podmı́nky, že sı́t’ je regulárnı́.

Předpodmiňovač B je definován jako
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)
Q̃ l, (1)

kde pro l = 1, . . . , L definujeme: σ̄l hornı́ odhad ρ(A), Q l : U → Ul ortogonálnı́ projekce na
hrubé prostory, Q̃ l : U → Ul jejich spektrálnı́ ekvivalence, L počet úrovnı́ a Ul hrubé prostory.

Myšlenka důkazu: Maticová forma projekcı́ je definována jako Ql = I1l ((I1l )TI1l )−1(I1l )T

a Q̃l = I1l D
−1
l (I1l )T, Dl = diag((I1l )TI1l ). V předpodmiňovači B byly projekce Q l nahrazeny

jejich spektrálnı́mi ekvivalencemi Q̃ l - chceme se vyhnout výpočtu inverznı́ Gramovy matice
a tak pro báze na hrubém prostoru chceme, aby šla Gramova matice aproximovat výpočetně
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levnými l2 projekcemi na hrubé prostory. Podle teorie multigridu musı́ být splněna slabá apro-
ximačnı́ podmı́nka a k tomu je pro systém bázových funkcı́ {ϕl

i} na hrubých prostorech potřeba
zajistit ekvivalenci diskrétnı́ a spojité L2-normy:
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Uniformnı́ ekvivalenci norem ukážeme pomocı́ kon-
strukce makroelementů na modelové úloze, což je
v našem přı́padě eliptický problém definovaný na jednot-
kovém čtverci. Prolongátory jsou definovány podle teorie
zhlazených agregacı́.

Obrázek 1: Makroelementy T l
k

V přı́padě regulárnı́ sı́tě bázové funkce na hrubé úrovni vytvořı́ systém makroelementů
T l
k (Obrázek 1), které obsahujı́ průnik nosičů bázových funkcı́. Definujeme pak referenčnı́ jed-

notkový čtverec T̂ , na kterém ukážeme, že pro û =
∑4

i=1 ϕ̂iui platı́

c‖u‖2 ≤ ‖û‖2
L2(T̂ )

≤ C‖u‖2. (3)

Transformace z referenčnı́ho čtverce T̂ pak zajistı́ ekvivalenci norem i na T l
k. Konečný výsledek

je pak kriterium
c2
C1L

a(u, u) ≤ a (BA u, u) ≤ C2L a(u, u) ∀u ∈ U. (4)

3 Implementace a výsledky
Teoretické výsledky byly ověřeny na sérii numerických experimentů, které ukazujı́, že

při použitı́ předpodmiňovače na metodu sdružených gradientů zı́skáme skoro uniformnı́ kon-
vergenci algoritmu, viz tabulky 1 a 2, kde je srovnánı́ metody sdružených gradientů (CG), CG
s předpodmı́něnı́m metodou BPX-SA (PCG) a jejı́ paralelnı́ implementace. Implementace byla
provedena pomocı́ Intel Fortranu 90 a OpenMP.

L Čas výpočtu [s] Počet it.
DOF zhlaz. CG PCG CG PCG

3 81 0.000 0.000 0.000 12 14
4 729 0.000 0.000 0.000 35 18
5 6561 0.016 0.0312 0.015 99 22
6 59049 0.125 0.703 0.297 287 24
7 531441 1.250 13.156 3.390 >600 25

Tabulka 1: Výpočetnı́ časy a počty iteracı́ pro
CG a PCG

L Počet vláken
1 2 3 4 5 6

3 0.00 0.01 - - - -
4 0.00 0.03 0.0 - - -
5 0.03 0.02 0.02 0.02 - -
6 0.31 0.22 0.22 0.2 0.19 -
7 3.36 2.36 2.07 2.01 1.86 1.81

Tabulka 2: Výpočetnı́ časy pro paralelnı́
verzi PCG
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