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Paralelni algebraické predpodminovace

Pavla Frarikova!, Petr Vanék?

1 Uvod

Matematické modelovani rozsdhlych redlnych problémi vede ke vzniku soustav rov-
nic s velkym poc¢tem neznamych. Rostouci pocet stupiii volnosti navic zapiicinuje zhorSovani
podminénosti soustav a k jejich feSeni je tfeba pouZzit efektivni feSice a predpodmifiovace sou-
stav. Takové jsou metody typu multigrid.

Multigrid je Siroka tiida fesicu, kterou spojuji dva zakladni procesy: zhlazovdni a korekce
na hrubé virovni. Zhlazovace (jednoduché iteracni metody) odstranuji slozky chyby s vysokou
frekvenci a umoziiuji provést dobrou restrikci vektoru chyby na hrubsi troven diskretizace. Zde
feSime soustavu s mensSim poctem nezndmych, ¢imz se odstrani zbylé slozky chyby. Prechod
mezi trovnémi zajistuji operatory restrikce I* a prolongace I.

Oblibenym typem multigridu je algebraicky multigird se zhlazenymi agregacemi (SA-
AMG), jehoz autorem je Petr Vanék (Van€k et al. (2001)). Princip SA-AMG spocivé ve vy-
tvoreni zhlazeného prolongdtoru I = SP. V prvni fazi je vytvoren pomocny prolongator P
rychlou agregacni metodou. V druhé fazi je pomocny prolongator zhlazen jednim krokem zhla-
zovace S.

2 Teoreticka cast

V nasi praci (Fraiikkova a Vanék (2015)) se zabyvame vyuzitim metody zhlazenych agre-
gaci v kombinaci s pfedpodmifiovacem typu BPX (Bramble et al. (1990)) pro feSeni soustavy
Ax = b. Zatimco klasicky multigrid je multiplikativni metoda, BPX je aditivni Schwarzova
metoda a nabizi tedy pfirozené paralelni implementaci. Nasim cilem je ukdzat kriteria téméft
optimalni konvergence pro BPX pifedpodminiova¢ B v kombinaci se zhlazenymi agregacemi za
podminky, Ze sit je reguldrni.

Predpodminiovac B je definovén jako

1 - Lo 1\ -
B:U—1Q1+Z(EZ—E>QI, (1)

kde prol = 1,..., L definujeme: 5, horni odhad p(A), @, : U — U, ortogondlni projekce na
hrubé prostory, Q 1+ U = U jejich spektralni ekvivalence, L pocet urovni a U; hrubé prostory.

Myslenka diitkazu: Maticova forma projekefi je definovana jako @, = I (1)1}~ (IH)T
a Q= I'DY(INT, Dy = diag((I})"1}). V pfedpodmitiovaci B byly projekce @ ; nahrazeny
jejich spektraln1m1 ekvivalencemi @ ; - chceme se vyhnout vypoctu inverzni Gramovy matice
a tak pro baze na hrubém prostoru chceme, aby Sla Gramova matice aproximovat vypocetné
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levnymi /5 projekcemi na hrubé prostory. Podle teorie multigridu musi byt splnéna slabd apro-

ximacni podminka a k tomu je pro systém bazovych funkci {,!} na hrubych prostorech potieba
zajistit ekvivalenci diskrétni a spojité Lo-normy:

1/2
. OO o - L X [
‘ g ziolll  ~ scaling (E xf) . (2) SUPPsJ G Y
i L i \X/ __T
; T
Uniformni ekvivalenci norem ukdZeme pomoci kon- babaniah
strukce makroelementi na modelové tloze, coZ je
v nasem piipad¢ elipticky problém definovany na jednot- %Y

kovém Ctverci. Prolongatory jsou definovany podle teorie  Qprbzek 1: Makroelementy 77

zhlazenych agregaci.
V pfipadé€ reguldrni sité¢ bazové funkce na hrubé urovni vytvoii systém makroelementl

T} (Obrazek 1), které obsahuji prinik nosi¢d bazovych funkci. Definujeme pak referenéni jed-
notkovy ¢tverec 7', na kterém ukdzeme, Ze pro u = Zle p;u; plati

clull® < |l 7, < Cllul> 3)

Transformace z referenéniho &tverce T’ pak zajisti ekvivalenci norem i na 77.. Kone&ny vysledek
je pak kriterium
C2

Cl a(u,u) < a(BAwu, u) < CyL a(u,u) Yu e U. 4)
1

3 Implementace a vysledky

Teoretické vysledky byly ovéfeny na sérii numerickych experimentu, které ukazuji, Ze
pfi pouziti predpodminovace na metodu sdruzenych gradientd ziskdme skoro uniformni kon-
vergenci algoritmu, viz tabulky 1 a 2, kde je srovnani metody sdruZenych gradientd (CG), CG
s pfedpodminénim metodou BPX-SA (PCGQG) a jeji paralelni implementace. Implementace byla
provedena pomoci Intel Fortranu 90 a OpenMP.

L Cas vypoctu [s] Pocet it. L Pocet vlaken

DOF |zhlaz.| CG |PCG | CG |PCG 1 2 1314|516
3] 81 {0.000| 0.000 |0.000 12 | 14 3(0.00/0.01| - - - -
4| 729 10.000| 0.000 [0.000| 35 | 18 410.00/0.03| 0.0 | - - -
5] 6561 |0.016/0.0312|0.015| 99 | 22 510.03/0.02|0.02/0.02| - -
6| 59049 | 0.125| 0.703 |0.297 | 287 | 24 6/0.31/0.22|0.22| 0.2 |0.19| -
71531441 1.25013.156|3.390 | >600| 25 713.36(/2.36(2.07|2.01|1.86|1.81

Tabulka 1: Vypocetni Casy a pocty iteraci pro  Tabulka 2: Vypocetni Casy pro paralelni
CGaPCG verzi PCG
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