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Abstract — One of the methods additional to finite element analysis is presented in
this paper. The Schwarz-Christoffel (SC) transformation was used to the Carters
factor derivation. Today, the numerical SC transformation is used to describe the
air gap magnetic field and evaluate the back EMF waveform and the torque of the
machine.
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I. Uvob

Pouziti Schwarz-Christoffelovy transformace je dnes jednou z nékolika metod
pouzivanych pro popis magnetického pole v elektrickych strojich (jako dal$i 1ze zminit
napt. metodu ekvivalentniho obvodu nebo tzv. ,,frozen permeability method*). Autor
vidi moZnost nasazeni téchto metod zejména jako pomutcku pii navrhu elektrického
stroje. Samotna SC transformace byla vSak nasazena pfed mnoha desitkami let a jeji
vystupy se v teorii elektrickych strojii pouzivaji dodnes.

II. Poris SCHWARZ-CHRISTOFFELOVY TRANSFORMACE

Schwarz-Christoffelova (SC) transformace je druh konformniho zobrazeni, které je
dilezitou oblasti komplexni analyzy. Zakladni SC transformaci lze popsat jako
konformni zobrazeni horni poloroviny komplexni roviny na vnitiek libovolného
konformniho zobrazeni obecné jsou k nalezeni v [1]. Pfiklad principu SC transformace
je uveden na Obrazku I.
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obrazy se maji transformovat do vrcholl mnohothelniku v nové komplexni roviné.
Uloha ma pouze tfi stupné volnosti, tedy pouze tfi body mohou byt voln& zvoleny (z
nichZz jeden se muiZe nachdzet v nekoneCnu), a tedy analyticky lze vyfeSit pouze
geometrii o tfech bodech. Zbyvajicich n - 3 bodi musi byt nalezeno pomoci feSeni
soustavy nelinearnich rovnic.

I11. PouziTi SC TRANSFORMACE V ELEKTROTECHNICE

Konformni zobrazeni obecné¢ maji mnoho aplikaci v teorii feSeni elektrostatického
pole a hydrodynamiky [1], ale 1ze je pouzit obecné pro feSeni nebo popis jakychkoliv
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fyzikdlnich poli. Ve své podstat¢ je konformni zobrazeni zalozeno na hledani
transformacni funkce, ktera zobrazi slozitou geometrii ve fyzikalni roviné do jednodussi
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Obrazek 1. Principielni schéma SC transformace [2]

geometrie v nové (tzv. kanonické) roving. Tato transformacni rovnice zaroven nahrazuje
matematicky popis rozlozeni fyzikalniho pole ve fyzikélni rovin€. Z toho divodu je
patrné, ze v elektrotechnické praxi bude vhodnéjsi pouziti transformace inverzni k té
zobrazené na obrazku I. Geometrie v kanonické roviné nemusi tvofit celou komplexni
polorovinu, ale miZze to byt obecné¢ mnohothelnik, ve kterém je mozné vyfesit
rozlozeni pole analyticky.

A.  Carteruv cinitel

Cartertiv Cinitel hraje dualezitou roli pii dimenzovani budiciho obvodu stroje nebo
pii vypoc¢tu magnetizacniho proudu elektrického stroje. Celkové magnetické napéti F,,,
které¢ musi byt magnetickému obvodu dodano, aby ve vzduchové mezeie o délce 6 byla
zvolena magnetickd indukce Bs, je uréeno jako

En = WoBskrpkcd , (1)

kde o je permeabilita vakua, Cinitel &z je definovany sycenim stroje a k. je Carteriv
¢initel. Ten respektuje vliv otevieni drazek na pokles indukce ve vzduchové mezete
pomoci prodlouzeni magnetické vzduchové mezery na délku ‘= k.d. Carteriv Cinitel
muze pro oteviené drazky ptresahovat hodnotu 1,6 a pti drazkovani rotoru i statoru tak
vyrazn¢ ovlivnit celkové naroky na buzeni stroje a dalsi parametry, jako ucinik a ztraty.

Definice Carterova Cinitele se poprvé objevila na ptrelomu 18. a 19. stoleti, kdy
zvetejnil F. W. Carter n¢kolik publikaci zaméfenych na popis magnetického pole ve
vzduchové mezete pod otevienim drazky (napt. [3]). Vyuzil ktomu konformni
zobrazeni poloviny symetrické fiktivni obdélnikové drazky o nekonecné hloubce a
drézkové rozteci s sitkou drazky b; >> 6 v komplexni roviné (viz Obrazek II a)).

Vypocet je tspésné aplikovan na vSechny druhy elektrickych stroji a Cartertiv
¢initel je dodnes pouzivan ve vSech knihach zamétenych na navrh elektrickych strojii a
1ze pomoci néj odvodit také pribéh pulzace indukce pod otevienim drazky. Situace je
vSak rozdilna v ptfipad€ strojii s povrchové umisténymi permanentnimi magnety, kdy
z pohledu vnéjSiho magnetického pole (napi. pole statorového vinuti) mé vzduchova
mezera délku & + A, kde &, je vySka permanentniho magnetu. Zaroven je permanentni
magnet jako zdroj magnetického toku umistén pifimo pod drazkou, coz vede
k odlisnému chovani rozlozeni magnetické indukce.
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B.  Prubéh indukce pod otevirenim drdzky stroje s povrchovymi magnety

Zahrnuti redlné geometrie drazky vede na nartist poctu bodi feseného polygonu a
nemoznost vyresit rozlozeni pole analyticky. Nastésti byl v roce 1994 vytvofen SC
Toolbox [2] pro MATLAB® a diky verzi 2.3 pfedstavené v roce 2005 je mozné feSit
rozlozeni pole slozitych geometrii, jakou vzduchova mezera elektrickych strojt je. Cely
postup pouziti SC Toolboxu je popsan v [4]. Na Obrazku II b) je zobrazeno porovnani
prabéhu pulzace na zaklad¢ Carterova Cinitele a pomoci numerické SC transformace.
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Obrazek II. Fiktivni drazka pouzita k vypoctu Carterova Cinitele (a) a porovnani
pulzace magnetické indukce pod otevienim realné drazky stroje s povrchovymi
magnety (b)

Pouzitim numerické SC transformace lze také vypocitat velikost Carterova Cinitele,
ktery neni pfiliS odlisny vysledku obdrzeného klasickym vypoctem. Co se znacné
odlisuje je prub¢h pulzace, ktery ovliviiuje dalsi parametry jako indukované napéti nebo
moment stroje.

C. Sprazeny tok a indukované napeti

Aplikaci pulzaci vlivem drazkovani na zdkladni vinu magnetické indukce
(odvozenou z prubéhu magnetického napéti vinuti nebo z rozloZzeni indukce vlivem
permanentnich magnetti, popt. kombinaci obojiho) lze zjistit rozlozeni indukce ve
vzduchové mezete pro jakoukoliv polohu rotoru stroje a nasledné urcit celkovy
sprazeny tok a indukované napéti jako
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D. Elektromagneticky moment

Velkou vyhodou pouziti SC transformace je 2D feSeni pole, diky kterému lze kromé
radidlni slozky pole (pouzivané v predchozich odstavcich) vy¢islit také te¢nou slozku.
Kombinaci obou slozek lze nasledné vyuzit kureni riznych moment stroje
v zé&vislosti na uvazovanych aktivnich ¢astech jako
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Pribéh obou slozek indukce zatizen¢ho synchronniho stroje s permanentnimi
magnety a vysledny moment jsou zobrazeny na obrazku III.
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Obrazek III. Vysledna radidlni a te¢na slozka indukce (a) a pritbéh momentu (b)

IV. ZAVER

Clanek slouzi jako piehled pouziti matematického aparatu konformnich zobrazent,
konkrétn¢ Schwarz-Christoffelovy transformace, v teorii a navrhu elektrickych stroji.
Analytické pouziti této metody ma velmi uizké moznosti uplatnéni, piesto bylo pred vice
nez 100 lety pouzito a dodnes je pouzivano ve formé Carterova Cinitele k urCeni
ekvivalentni vzduchové mezery vlivem pulzace magnetické indukce. Dnes je pfevazné
vyuzivana numerickd CS transformace, s jejiz pomoci lze urcit nejen radialni slozku
indukce a indukované napéti, ale také tecnou slozku, ktera je potfebna pro vypocet
okamzit¢ého momentu stroje. Metodu je po Upravé vhodné pouzit zejména pti navrhu
stroje ke kontrole nspt. Pulzace momentu a obsahu vyssich harmonickych.
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