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Uvop

Prace na téma testovani prvociselnosti, ktera je rozd€lena na tii ¢asti a kazda Cast

pojednava o urcitém problému.

V prvni kapitole se zamé&fim na malou Fermatovu vétu a jeji dikazy. Nejprve se
vénuji obecnéjsi teorii. Zprvu Vas seznamim s velkou Fermatovou vétou, ktera je jednou z
nejslavnéjSich vét matematiky. Dale pfedstavim hlavniho protagonistu Pierra de Fermata a
poté se jiz budu vénovat malé¢ Fermatové vété a jejim ditkaziim. V této kapitole se objevi
jak elementarni dikaz, tak dikaz pomoci teorie grup nebo napiiklad matematickou
indukci. VSechny diikazy budou rozepsany a okomentovany. S malou Fermatovou vétou
uzce souvisi 1 Eulerova  véta, kterda je  souldsti této  kapitoly.

V druhé casti probiram zakladni pojmy jako prvocislo a kongruence ¢i postupné
vysvétleni Eukleidova algoritmu s podrobnym vykladem a ptiklady. Nazev kapitoly
testovani prvociselnosti jiz napovida, ze popisuji jednotlivé algoritmy ¢i testy, které se k
prvociselnému rozkladu mohou pouzit. Zminuji napiiklad nejjednodussi algoritmus
zkusmé d¢leni, Eratosthenovo sito, Solovaylv-Strassentiv test, Lucastiv-Lehmertv test,
pravdépodobnostni Millertiv-Rabiniiv test, Solovay-Strassentiv a hlavni test Fermattv, se
kterym souvisi Pépintv test. V této Casti se vénuji 1 Fermatovym pseudoprvoclislim pii

zakladu a.

V tieti kapitole snazvem Carmichaelova ¢isla a objev prvnich sedmi
Carmichaelovych ¢isel se odkazuji na malou Fermatovu vétu, ktera s timto pojmem velmi

uzce souvisi.

Ve své praci se snazim sepsat uceleny text, ktery se tyka testovani prvociselnosti a v§eho,
co k tomuto tématu nalezi. Veskeré definice se snazim s mensimi upravami zachovavat a

ke kazdé uvadét priklad pro snadnéjsi pochopeni, u nékterych i se slovnim postupem.



KAPITOLA PRVNi — MALA FERMATOVA VETA A JEJi DUKAZY

Nez se budeme vénovat malé Fermatové vété, uvedeme si vétu snad jesté znaméjsi. Velka

Fermatova véta je v historii matematiky jedna z nejslavnéjsich veét.

Definice 1.1: velka Fermatova véta

Neexistuji ptfirozend cisla kladna Xx,y,z, a pfirozen¢é n>2, pro néz plati:
X"+y"=2".

Tuto vétu si nejprve Pierre de Fermat zaznamenal jako poznamku ve své knize piiblizné v
17. stoleti.

,, Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-quadratos, et
generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas
est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exigitas non
caperet. «

., (Je nemozné rozdelit krychli do dvou krychli, ¢i ctvrtou mocninu do dvou ctvrtych
mocnin, nebo obecné jakoukoli mocninu vyssi nez druhou do dvou stejnych mocnin.
Objevil jsem opravdu tak podivuhodny diikaz, Ze tento okraj je prilis maly, aby se do néej
vesel.)

Tato véta nebyla dokézéana za jeho zivota, ale az v nasledujicich staleti se dokazaly
ne¢které piipady. Napiiklad Euler dokézal piipad s mocnitelem tii. Definitivni dikaz
Fermatovy velké véty podal az v roce 1994 matematik Andrew Wiles, pochazejici z Velké
Britanie. Jde o jeden z nejslozitéjSich diikazii matematiky.

O velké Fermatove vété existuje fada knih i1 v ¢eském jazyce. Prikladem muze byt
kniha Velkéd Fermatova véta od Simona Singha. Tato véta je tak popularni, Ze se objevuje 1
vpovidce Karla Matgje Capka nazvana X"+y"=2z", nebo vseridlu The Simpsons
v ¢arodéjnickém dile VI (sedmd série, Sestd epizoda). Dalsi citace miizeme zpozorovat
napiiklad v serialu Star Trek, ¢i v knize Stiega Larssona — Milénium - Divka, ktera si hrala
s ohném. Pro filatelisty je zajimavé, Ze existuje 1 Ceska znamka vénované této vEte.

Nyni si predstavime hlavniho protagonistu Pierra de Fermata a poté se budeme

vénovat jiz malé Fermatoveé véte.

! Nagell, T. , Fermat's Last Theorem.“ §68 in Introduction to Number Theory. New York: Wiley, pp. 251-
253, 1951



Pierre de Fermat

Narodil se 17. srpna 1601 v Beaumont de Lomagne a zemrel
12. ledna 1665 v Castres. Francouzsky matematik, obcanskym
povolanim pravnik. Svij zivot stravil v Toulouse a stal se
kralovskym soudcem. Matematické problémy 7vesil jen ve
volném case. Svymi myslenkami prispél k rozkvetu matematiky
V nékolika oborech.

Byl spoluzakladatelem teorie cisel a studoval otdzky tykajici se
prvocisel. V teorii pravdépodobnosti spolu s Pascalem vlastné
zalozili tento obor s uvahami o pravdépodobnosti vyher
v hazardu. V matematické analyze a analytické geometrii

odhalil metodu hledani extrému funkce, pozdejsi diferencialni

a integralni pocet. Zde se vyskytuje i vymezeni Fermatova

¢ - ; '
Obrazek 1: Pierre de Fermat

principu. Jde o fyzikdlni tvrzeni Sifeni svétla v prostoru z jednoho bodu do druhého po
draze tak, aby potrebnd doba nabyvala extrémni hodnotu.

Jeho cisla, tzv. Fermatova cisla, jsou ve tvaru 2"+1, kde n=2",m=0,12,... jsou
prvocisla. Tento vyrok plati pouze pro prvnich pét cisel, coz dokazal Leonhard Euler v 18.
stoleti. V' 19. stoleti i Carl Friedrich Gauss pouzil v geometrii Fermatova cisla pro dukaz
euklidovské konstrukce (pomoci kruzitka a pravitka) pravidelného mnohouhelniku s lichym
poctem vrcholi.

Nejvetsi dosud znamé Fermatovo prvocislo (délitelné jednickou a samo sebou) je F,=65
537. Cisla F, — Fymaji ditkaz, Ze jsou slozend. Existuje pouze uplny rozklad pro cisla

FS’ FG’ I:7’ FB' FQ’ FlO’ Fll'



F, =2 +1=3=P

F=5=P

F,=17=P

F,=257=P

F, =65537 = P

F, = 641.6700417

F, = 274177-67280421310721

F, = 59649589127497217-5704689200685129054721

F,=1238926361552897-P

F,=2424833-7455602825647884208337395736200454918783366342657-P

F,, =45592577-6487031809-4659775785220018543264560743076778192897-P

F,,=319489-974849-167988556341760475137-3560841906445833920513-P

F,=114689-26017793-63766529-190274191361-1256132134125569-C

F,=2710954639361-2663848877152141313-3603109844542291969-
.319546020820551643220672513-C

F.=C

F,=1214251009-2327042503868417-168768817029516972383024127016961-C

F,,=825753601-188981757975021318420037633-C

F,, = 31065037602817-C

Fs =13631489-81274690703860512587777-C

F, = 70525124609-646730219521-C

F =C

F,, = 4485296422913-C

F, =C

F,, =167772161-C

F,,=C

Ny

Toto je prvnich 25 Fermatovych ¢&isel znamych k dubnu 2005. P je prvocislo, C je

kompozitni (sloZené) ¢islo. Nejmensi Fermatovo ¢islo nezndmého charakteru je F,;.

Definice 1.2: mala Fermatova véta
Pro kazdé prvocislo p (tedy ptirozené Cislo, které je délitelné¢ pouze jednickou a
sebou samym) a kazdé celé ¢islo k , kde nejvétsi spolecny délitel (k, p) =1 plati:

kP* =1 (modp) nebo kP =k (mod p), tj.

(k" —k) je délitelné prvocislem p.



Elementarni dukaz:

Uvazme, ze mdme X ruznych pismen abecedy X,,....X, a mnoZinu slov o p pismenech

patfici téze abeced¢, kde plati, ze p je prvocislo.
Vznikne x* slov. M&me mnozinu v(X;,X,...X;;) = X, Xj5... X[ X

ip L’

Tuto mnozinu rozdélime na mensi podmnoziny Z tak, ze slovo (oznac¢ime pismenkem O)

OeZev(0)eZ.
Vezméme K nejmensi &islo tak, aby v*O = O . O&ividné k| pek=1vk=p.

Kazd4 podmnozina Z ma jeden prvek, anebo p prvki. Pocet prvkl zalezi na opakovani

pismen ve slové, jestlize mame ve slové p krat jedno pismeno, mame jeden prvek.

Mnozin jednoprvkovych je x tj. {xlxl...xl},...,{xx,...,xx}. Ostatni slova lze

rozd¢lit do podmnozin o p prvcich, coz piedstavuje p| (kP —Kk).

Dukaz pomoci teorie grup

Bud’ dano prvocCislo p. Je dobfe zndmo, Ze mnoZzina zbytkovych tiid Z, je téleso

(libovolnd mnoZzina s binarnimi operacemi ®,®) Nenulové prvky patfici Z, vytvareji

%
grupu (mnozina s binarni operaci nadsobeni spliujici axiomy grupy) L pfadu p-1. Bud
k e Z*p n¢jaky prvek této grupy. Tento prvek generuje cyklickou podgrupu (grupa,

generovana jedinym prvkem) fadu |, kde | je nejmensi &islo, pro které plati k' =1..
Nyni podle disledku Lagrangeovy véty, ze fad kazdého prvku ¢i podgrupy déli fad grupy,

kdy tato véta je zakladnim tvrzenim v teorii grup, dostaneme p—1=1Im.

Spojenim téchto tvrzeni vznikne kP =k'™ =(k')" =1" =1v Z,. Plati pro

keZ, #0 vznika kPt =1v L,,1j. kP* =1 (mod p).
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Dukaz pomoci soucinu zbytkovych tfid

M¢gjme p prvocislo v mnozin€ zbytkovych tiid oznacenou Z, kde jeji nenulové prvky
tvoti grupu Z, fadu p-1. Nasobenim nenulovym ¢islem k vznika permutace prvki 7,
z ¢ehoz vypliva, ze soucin vSech prvkl se neméni.

— — Pl
Han’; a= Han*p ka - k Han* a !

p

jelikoz je kazdy prvek ndsobeni nesoudélny s p, tak je 1 soucin na levé i1 na pravé strané

nesoud¢lny s nasim prvocislem p a mizeme kratit. Dostavame rovnici

kPt=1vZ,.

Diukaz pomoci matematické indukce

Zvolme libovolné a< p—1. Vime, ze k" =1 (mod p). V pfirozenych &islech, coz je
mnozina, obsahujici kladna cela c¢isla, oznacujici se IN, plati nerovnice 1<k <a.dale

(@a+1)° =af +1°(mod p) - (binomicky rozvoj, kde ostatni ¢leny jsou délitelné p).
Pro dikaz matematickou indukci, zvolime
1. indukéni pfedpoklad a®” = a (modp), pak
2. (@a+D)P=a+1 (modp) = (a+1)""*=1 (mod p)
toto tvrzeni plati pro k =1,..., p-1
3. pomoci binomického rozvoje dostavame pro z¢Z (y + pz)® = kP (mod p)

4. nakonec pro jakékoliv ¢islo xeZ takové, Ze neni nisobkem p plati:

Xx=y+zp;y=1{2,..,p—1} = x"*'=k"*=1 (modp).

11



Dukaz pomoci faktorialu

Vezm&me si mnozinu {k, 2K,...,(p—1)k} .

Z téchto cisel vznika po déleni prvocdislem p po dvou rizny zbytek. Pokud tento
ptedpoklad neni splnén, tj. kn=km (modp)pro n,mel,2,...,p—1An>myvznikne

tvrzeni, ze:
p|(nk —mk) v p|(n—m)k .
prvocislo p déli bud’ k nebo n — m, kdy ale n—m < p, coz pfedstavuje spor.
PovSimnéme si, Ze vSechna tvoii nenulovy zbytek po déleni p, proto plati
(p-D!'=1-2---3=k-2k---(p—Dk =(p—-1* k™" (mod p) .

Faktoridly (p—21)! jsou nesoud€lné s prvocislem p, lze kongruence kratit a vznikne

definice 1.2— kP™* =1 (mod p).

S malou Fermatovou vétou velmi izce souvisi Eulerova véta, ktera piedstavuje zobecnéni

malé Fermatovy véty.

Véta 1.3: Eulerova véta

Necht’ dvé k,n jsou dvé nesoudéIna piirozena Cisla a ¢(n) predstavuje pocet Cisel

mensich nebo rovnych n, opét nesoud€lna s n. Pak plati:
k?M =1 (modn), kde

@(n) je Eulerova funkce ¢isla n.
Vlastnosti Eulerovy funkce ¢

pro p prvocislo plati:  ¢(p) = p—1, protoze vSechna ¢isla mensi nez p jsou nesoudélna
sp.

Druhou vlastnosti je disledek ¢inské zbytkové véty, kterd fesi vlastnosti ¢isel v grupach

kongruence modulo n. Pro n,m nesoud¢lna dostavame vztah o(nm) = @(N)e(m) .

12



Dale plati pro p prvocislo a & € N, kdy nesoudé€lné jsou nasobky p < p”, kterych je pravé
p“ nasledujici tvrzeni: @(p*)=(p—1)p“*.
Dusledkem téchto vlastnosti ziskdvame tvrzeni:

Je—lin= plal,..., p:n prvociselny rozklad ¢isla n, pak

al-1

(P(n) =P (pl _1) pzaz_l( P, _1) pgs_l(pa _1) p:n_l( P, _1) =

Al

Dukaz Eulerovy véty

Libovolné ¢islo od 0 do n-1, nesoudélné s n, ma inverzi v Z 6 a piesn¢ ¢(n)
invertibilnich prvkd (takovy prvek, pro ktery existuje inverzni prvek) s oznacenim

Q,...,a,,.
Pro kazdou dvojici prvki &; a a;, kdy i, j€{0,1,2,..,¢(n)} plati: a;k = a;k v Z,
Rovnost nemiZe platit, jelikoZ Cisla a;,a; jsou nesoud€lna s n.

Nyni si pfedstavme posloupnost ak,a\k,...,a,,k a druhou posloupnost
Ay, 85,000 8y -

Nyni vytkneme z prvni posloupnosti kK a dostavame

k?™ (8,8, 8,0)) = 841 8pyeey By V Zy .

Nyni jen vykratime a dostavame tvrzeni

k?™ =1 (modn).

13



Piiklad 1.4 Urcete, kolik je 7%%°% v Z . ?
Reseni:
Nejprve si ur¢ime nejvétsiho spoleéného délitele Cisel 7,15.
NSD(7,15) =1

7=1.7
15=1.3.5

Nyni dosadime do vzorce, ktery je pro nas priklad je upraven takto

W
P, P,

1 1
(15) =15~[1—€M1—§) _g.

Podle Eulerovy véty tedy plati 7°=1(mod15). To je dilezité tvrzeni. Vydélenim

exponentu 3822 ¢islem 8 dostaneme netplny podil 477 a zbytek 6, tedy
3822 =8.477 + 6.
Tim vime, Ze &islo 7%** Ize rozloZit jako
(7)Y -7°=1"".7° kdy 7° lIze vyjadtit jako
727277 =1.49-49-49 = 4-4-4=16-4=1.4=4 v Z
Poznamka: Uzili jsme toho, ze 49=145-3+4.
Odpovéd na otazku, kolik je 73%%% v Z,. je 4.

Abychom si vice pfedstavili, jak je Eulerova véta v dané situaci dilezita, uved’'me vypocet

z programu Mathematica:

QuotientRemainder[773822,15]

{614635549379898810637336305503223282420984510160848246492194400708366606
9113202991293237547537436950603569880266230797154692282213569796054573512
5152341198663262507036118754453384667279871603649076394922524194403354033
9804148750929820153108840954108195437767523024479519038403241623303420892
8144916756029437788559765426627706341667558803539923201067174132771232829
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0742625306008021700875351831451373711623962313539767862760633731200460924
2293434135362436397186431933584352570718186126352477428980688682923646388
0818400744757982630564934424764261912864713660769855976990019734562736984
2789267368747479929581579701576276245434363542135280134687108891975629911
8100467793759427567437941667686480126705969763159685312282301723731575468
4395231500478045603104168780763915352938962928820737159981349342277535539
5877908144680856347316381804086743825562030681014808749308691062465101491
9263329736665113250629800026755631068540117287663929907891137077295371077
2896947073254524341063467040431760093615645421605424225870510344433763166
2263045134474362490361937119976984143243376064213329922710853468240524143
4643235841282485197572841960036875042616009959689219102510582948895296713
8462459521422326626274000152088308358458327724086794057503879576937876228
6060128085968331960568080891467498021915749983084855688709458209993565345
5698114581287573462974501602861131852688818260684379314941259196702771471
2281423738579668589049218568043393075699295264019061200665603799715794261
3737975965216093205603875690054102428284047830699011996187492325742700760
0456850282947839820745515760512192617182535152631455259216861818673250811
5292627279457699047435691105621527947100751118600775845439039095708403038
7212405090249948032682528873276200020334283026799616350123335804338417084
2774892086502966626076047310972101162195893063122233149841949232333630384
4132502950117913629603344673546493227917005214849276885547355849479369911
2782241571549103859008211001584401687006134497785359993815038924791411772
7728769420405167096706577930917119944632398744058172174863537424824776853
2822883183168181566606827784164330077377718450809534467070777570101395940
2975609332702085391253963855830865213556629892321510632189475186140874858
0224447339904923820200723755831518003958023940638142552331401137792209517
6656825002626929638455320679854955559154642895721463194520561756664623265
3816052618326662401773855210872115867129811523919505983654898551128236633
9280732990580524982241615982750425112324806161841111112619125248066465408
8220132929010594386861812089133324618204473592500027459160526814058164 749
1978815843957805458932007421558165682131896723126940866245434749926197611
0042857032500977005301723098135262686856968237045389371335529030169596081
1034575425261146649572476352028659280156957973038839720439026714586773811

15



2386747514753425092394155258084636136716448093628913085345421642113549059
7434030233592817100283824193185057232452194396710957558042653280563992530
1551168665158465655217584622933932334369648031692191146388552023337844323
1018842078179345261765404708898366439311769455405686179285340527084796288
9227941697308557057418103722044672073133256179283147803102466251096972103
9463895094720591423014219438968187946600150960837780309783995120378250746
614975425498047203, 4}

Povel QuotientRemainder skute¢né exaktné vycislii mocninu 73822, coZ je podle

ocekavani obrovske Cislo a poté i zbytek pii déleni tohoto Cisla ¢islem 15.
Priklad 1.5. Urcete hodnotu Eulerovy funkce pro ¢islo 735.
Reseni:

Rozlozime Cislo 735 na prvociselny soucin.

735=3-245=3-5-49=3-5-7-7

Nyni dosadime do piislusSného vzorce, nebo miizeme pouzit jejich vhodnou kombinaci

@(735) = (3) - ¢(5) - p(7?)

p(p)=p-1
o(p*)=(p-1)p*

9(3)=3-1=2,p(5) =5-1=4,

p(7?)=(7-)7"" =67
@(735) =2-4-42 =336

Eulerova funkce nabyva pro ¢islo 735 hodnoty 336.

16



Priklad 1.6: mala Fermatova véta — ovéteni pro mala ¢isla
Reseni:
a) Vezméme si prvocislo p=5 a k=2. Cislo dvé neni nasobkem prvoéisla 5, tato &isla
jsou nesoud¢lna.
Nyni miizeme dosadit do malé Fermatovy véty a rozepsat
kP* =1 (mod p)
V naSem ptiklad¢ je
2°t =1 (mod5)
2*=1 (mod5).
b) Méjme p =5,k =2. Jsou takto ¢isla délitelna 5?

Stejné jako v predchozim bod€ a) €islo 5 neni nasobkem cisla 2. Miizeme proto

pouzit 1 jiny postup:
kP —k
2°-2=2.2.2.2.2-2=32-2=30,

ano, ¢islo 30 Ize vydélit 5 s vysledkem 6.

Shrnuti: V obou piipadech 1ze odpovédét, ze pokud zvolime prvocislo p=5 a k=2 vyjde

nam rovnost jak v bod¢ za a) tak i za b).

Priklad 1.7: dalsi disledek malé Fermatovy véty
ReSeni:
a) Zvolme prvocdislo p =3, k= 4.

Ctyfka neni nasobkem ¢isla 3, proto lze pokradovat a chceme ovéfit, ze ¢islo kP —k =

4 —4 je délitelné 4.
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-4 =4.4.4-4=16-4—4=64—4=60,

6740 =15(zbytek0) ,

pokud vyjde zbytek 0, respektive ¢islo 4 déli ¢islo 60 beze zbytku, mdme malou Fermatovu

vétu.

b) UkaZme si dosazeni do kongruence
P=3 k=4
NSD(3,4) =1
Dosadime do malé Fermatovy véty
kP* =1 (modp)
V naSem piikladé t.
43t =1 (mod3)

4% =1 (mod5)

Poznidmka: 4°=16 = %=3(Zbytek 1), coz odpovida kongruenci ve vzorci malé

Fermatovy véty.

Leonhard Euler

Narodil se 15. dubna 1707 Vv Basileji ve Svycarsku a
zemrel 18. zari 1789 v Petrohradé v Rusku. Své deétstvi
prozil v Riehen se svoji rodinou. Zde navstévovat Skolu,
kde se jiz jako maly zajimal o matematiku, které rozumél
i jeho otec. Ve svych ctrnacti letech zacal studovat
basilejskou univerzitu. Jeho talent zaujal i Johanna

Bernoullia, ktery mu daval soukromé hodiny.

V roce 1723 se stal Euler magistrem filozofie a na prani

Obrazek 2: Leonhard Euler
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sveho otce se zacal venovat studium teologie. Diky Johannu Bernoulli, ktery presvedcil
Paula Eulera (otce Leonharda Eulera), zacal studovat matematiku. V roce 1726 uspésné
ukoncil toto studium a o rok pozdéji vyhral 2. misto v soutézi parizské akademie Velké cena

S tématem lodnich stozarii.

Od roku 1727 pusobil jako ucitel matematiky a mechaniky v Petrohrade. V letech 1727-
1730 piisobil v ruském namornictvu jako porucik zdravotni sluzby a v roce 1730 se stal i
profesorem fyziky a radnym akademikem. V této dobé se zabyval hlavné teorii Cisel,

diferencialnimi rovnicemi, variacnim poctem a mechanikou.

Po tomto obdobi se roku 1733 vrdtil zpét do Svycarska a o rok pozdéji si vzal za Zenu
Katharinu Gsell a mél tFindct déti. Dva roky na to onemocnél a tyto zdravotni problémy ho
doprovazely az do konce Zivota. V roce 1838 pravdeépodobné kvili Sedému zakalu oslepl na

jedno oko.

V roce 1737 vydal svou prvni knihu Mechanica, ktera souvisi s Newtonovou dynamikou.
Ziskal Velkou cenu PariZské akademie a rok poté navstivil Berlin. Zde pusobil 25 let a
stale spolupracoval s petrohradskou akademii. Roku 1744 byl jmenovan reditelem
matematického oddéleni Akademie véd, kde mél na starost i botanickou zahradu nebo

napriklad publikaci map.

V roce 1748 publikoval vinovou rovnici, ktera popisuje kmitani strun v case a prostoru. O

11 let pozdéji odvodil rovnici pro kmitajici plochu s pevnym okrajem (buben).

Také se ucastnil praci na upravach vicniho kanalu Finow a pracoval i jako poradce viady
pro loterii, pojisteni, uroky, diichody a délostrelectvo. V Berline publikoval okolo 380
clanku a velké mnozstvi knih naprviklad o vypoctech drah planet, o délostrelectvu a

balistice, o analyze nebo pohybu Meésice.

Spory s Fridrichem Il ho primély k navratu zpét do Petrohradu roku 1766. V roce 1771, jiz
slepy, prisel o cast rukopisu pri pozaru svého domu. I presto stale pokracoval ve své
vedeckeé praci a studiu optiky a algebry. 18. zari umira v Petrohradé na zdachvat mrtvice.

Jeho prace se publikovaly jesté 50 let po jeho smrti.

Jeho dilem se inspiroval i Carl Fridrich Gauss
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KAPITOLA DRUHA - TESTOVANI PRVOCISELNOSTI.
PSEUDOPRVOCISLA PRI ZAKLADU a

Nejprve si musime piedstavit zékladni pojmy a vypocty. V prvni kapitole jsme si uvedli
znéni malé Fermatovy véty a jeji dikazy, kde se vyskytly urcité pojmy jako prvocislo,
kongruence apod. Nez za¢neme s jeji aplikaci, feknéme si néco vice o nékterych pojmech

pouzitych v ptedchozi kapitole, pattici do teorie Cisel.

Definice 2.1: Prvodéislo

Prvocisla jsou cCisla vétsi nez 1, délitelnd beze zbytku jednickou a sama sebou,
patfici do mnoziny ptirozenych ¢isel. Pokud ma Cislo i dalsi délitele, nazyva se slozené

¢islo. Jsou to vSechna Cisla p > 2.
Nekteré z jejich vlastnosti jsou bézné a znamé, jiné velice pozoruhodné:
Prvocisel je nekone¢né mnoho.
Je- li pprvocislo, p|(k-1) = plkvp|l.
Kazdé¢ cislo slozené¢ miizeme vyjadfit jako soucin prvocisel.
Pokud aeZ ra>1= 3p:a< p < 2a(Bertrandiv postulat)

Je-li grupa konecnd a existuje nejvyssi mocnina prvocisla p, ktera déli fad grupy, existuje

v grupé€ podgrupa nejvyssiho fadu
>+ diverguje.

Na ulohy na hledani rozkladu ptirozeného c¢isla v soucin prvocisel narazime jiz na zékladni

skole.
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Priklad 2.2: Rozklad na soucin prvocisel u jednoduchého ¢isla 12.
Reseni:

Rozklad se nalezne postupnym délenim (beze zbytku) samoziejmé s vyuzitim toho, ze déti
znaji nékolik nejmensich prvocisel. Tento proces probihd tak dlouho, dokud nedostaneme
¢islo 1. Je dobré znat prvocinitele do hodnoty druhé odmocniny, pokud se jedné o slozené

¢islo. Jde o nejjednodussi zpiisob testovani prvociselnosti.

12=2-6
6=2-3

Cisla 2,3 jsou prvoéisla, ktera jiz nejde rozloZit, proto 12=2-2-3.
Slozitéjsi zadani mize vypadat naptiklad takto:

Priklad 2.3: Naleznéte takova prvocisla, kterd lze vyjadiit souctem 1 rozdilem
prvocisel.
Reseni:

Je-li p prvocislo, které l1ze zapsat jako soucet i rozdil, ur¢ité plati p > 2, p je liché. Jestlize
operace sCitani a rozdilu ma dat prvocislo, coz je liché Cislo, jedno z prvocisel musi byt

sudé (rovno 2).
p=x+2=y-2, p,X,y jsou prvocisla

Jedina prvocisla jdouci za sebou v aritmetické posloupnosti s diferenci 2 jsou 3,5,7. Tedy

pouze prvocislo 5 lze vyjadrit jako 5=3+2=7-2.

Vratime se jesté jednou k faktorizaci (rozkladu) ptfirozeného cisla v souin prvocisel.
Nalezeni rozkladu ptirozeného ¢isla v soudin prvocisel je ziejmé fundamentalni
aritmetickou ulohou. I proto existuje velké mnoZzstvi poc¢itacovych programii ¢i mobilnich

aplikaci, které vypocitaji rozklad na prvocisla.

Prikladem takového programu voln€ dostupného na internetu je program

WolframAlpha, program Mathematica ¢i jiné.

21



Is 10001 prime? =]

10001« prime number?

10001 15 not o prime number
9973 10007
73137

& L A
1 73 137 10001

Obrazek 3: WolframAlpha

Rozklad na soucin se pouziva i pro vypocet nejvétSiho spolecného délitele (NSD) nebo pro
nejmensi spoleény nasobek (NSN). Pro vypocet nejmensiho spole¢ného délitele dvou

piirozenych Cisel 1ze efektivné vyuzit tzv. Eukleidav algoritmus.

Véta 2.4: Eukleidiiv (Eukliduv) algoritmus

Slouzi k urcovani nejvétsiho spole¢ného délitele (NSD) dvou piirozenych cisel tak,
ze vysledné Cislo je nejveétsi Cislem, které deli obé Cisla beze zbytku. Pouziva se u vyssich
¢isel, kde neni hned poznat rozklad na prvocisla. Algoritmus lze pouzit i pro nejmensi
spole¢ny nasobek (NSN), kde soucin dvou c¢isel, pro ktera chceme nejmensi spole¢ny

nasobek znat, se vyd¢eli nejvétsim spoleénym délitelem.
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Priklad 2.5. Urcete nejvétsi spolecny délitel ¢isel 945,729.
Reseni:
Postup si ukdzeme pomoci Eukleidova algoritmu.

D(945,729) = ?

Vezmeme véEtsi Cislo, tj. 945 a rozlozme ho na soucin prvocisla + zbytek.
945=1.729+216

Nyni vezmeme opét vétsi €islo z rozkladu a rozlozime ho pomoci zbytku.
729=3-216+81

Opét opakujeme stejny postup, az se dostaneme ke zbytku, ktery jiz nelze rozlozit, tj.

mame prvocislo.

216=2-81+54
81=1-54+27
54=2-27+0

V nasem piiklad¢ jiz vidime, ze vySel zbytek nula, proto NSD(945,729) =27 .

NSN(945, 729) = % = 25515,

Po dosazeni do podilu pro vypocet NSN, ziskdvam NSN(945,729) = 25515.
Priklad 2.6: Urcete nejvétsi spolecny délitel Cisel 55567, 32399.
Reseni:

Na tomto piikladé si ukdZeme rozepsany postup Eukleidova algoritmu u vyssich cisel,

jelikoz rozklad na prvocisla by byl opravdu zdlouhavy.
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NSD(55567,32399)

55567 -32399 = 23168
3239923268 =9231
23168-9231-2=4706
9231-4706 = 4525
4706—-4525=181
4525-181-25=0

NSD(55567,32399) =181

NSN (55567,32399) = w =9946493.

Nejvetsi spolecny délitel zadanych ¢isel je 181 a nejmensi spole¢ny nasobek 9 946 493.

Podle Eukleidova algoritmu mame 6 déleni se zbytkem. U rozkladu na soucin prvocisel je

zapotiebi pouzit seznam prvocisel a 42 dé€leni.
Ukazme si, jak zapsat Euklidav algoritmus jako navod pro vypocet v pocitaci.

Pseudocode pro Javu zapsan v programovacim jazyce:

/**
* Vstup: Cisla a > 0, b > 0
* Vystup: gcd(a, b)
*/
function gcd(a, b)
if a >= b then

II."J-*

* \stup: (islaa>®, b>8
* Vystup: ged(a, b)

*/

function gcd(a, b)

m=a if a »>= b then
n==>,
m= a
else n=~5b
m =5 else
n = a m=b
) n=a
while n != 0 do
= p* .
m=pia t oz while n != @8 do
m:n m=p*n + =
n = z m=n
n ==«
return m
return m

Obrazek 4: Pseudocode Eukleidova algoritmu
Zbytek po déleni se kazdym krokem snizuje a je nazyvan variantem. Dvojice Cisel
n,zAm,n jsou invariantem a splituji rovnici tohoto algoritmu m=p-n+z. Jestlize Cislo

v naSem piipadé¢ a déli levou stranu rovnice, musi zaroven dé€lit i pravou stranu rovnice.
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Potiebujeme ziskat nejvétsi spoleény délitel a tak vidime, ze pokud a| m = a| N z téchto

tvrzeni spojenych dohromady vypliva, ze i a| Z

Jednim z dal$ich pojmi je kongruence.

Definice 2.7: Kongruence

Celé ¢islo a je kongruentni s celym ¢islem b podle modulu m, kdy meNAm=>1

. Oznacujeme a=b (modm) < m|(a—b).

Cteme jako a je kongruentni s b modulo m. Toto tvrzeni plati pravé tehdy, kdyz rozdil
(a—b)deéli m.

Kongruence na mnozZiné celych ¢isel je relaci ekvivalence, kterd zpusobi, ze zdklad
mnoziny celych Cisel se déli na tfidy navzdjem ekvivalentnich prvki, tzv. zbytkové tfidy

oznaCujicise Z,Z,...,Z ;.

Jelikoz je relaci ekvivalence, plati i reflexivita, symetrie a tranzitivita.

2

Diikaz reflexivita: a=a (modm) <

mla-a
m|0

Duikaz symetrie: (a=b(modm) Aa #b) = b=a(modm)

a=b(modm) = m|(a—b) < m|(b—a) < b =a(modm)

Dukaz tranzitivity:  a=b(modm) Ab =c(modm) = a=c(modm)

a=b(modm) < m|(a-b)
b=c(modm) < m|(b—c) ~  M[@-b)+{b-c)]=m@a-c)=
= a=c(modm)

25



Véta 2.8: O séitani a nasobeni kongruenci

(Va,b,c,d € Z)(WVme N,m>1):a=b(modm)Ac=d(modm) =
— a+c=b+d(modm)
a-c=b-d(modm)

Tato véta plati i pro n kongruenci a zaroven plati i véta o mocnéni: a" =b"(modm).

Priklad 2.9: Urdete zbytek po déleni &isla 12'** &islem 65.
Reseni:
Pro tuto kongruenci pouZzijeme vétu o mocnéni.

12 =12(mod 65)
12% =14(mod 65)
Jak jsme dostali ¢islo 14?. 12* =144, jelikoz mame kongruenci (mod65), od &isla 144

odecteme 65. Vysledné ¢islo je pofad nad nas zadany modul, mizeme opét odecitat.

Postup:144 —65=79; 79 — 65 =14 . Kongruenci opét umocnime na druhou.
(12%)" =147 (mod 65)
Opét pouzijeme postup, ktery je popsan vyse 14° =196;196—-65=131-65=66—-65=1.

12* =1(mod 65)
Pokud opét umocnime na potiebnou mocninu, pak jednicka umocnéna na libovolné ¢islo je

stale ¢islo jedna.

12"* =1(mod 65)
Zbytek po déleni ¢isla 12'** ¢islem 65 je 1.
Priklad 2.10: Dokazte, Ze ¢islo 65 déli soudet 12%%° + 4772,
ReSeni:

Pouzijeme vétu o s¢itani kongruenci, nejprve vypocteme kazdou kongruenci zvlast, poté je

secteme, doupravime a mame hledany vysledek.
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12 =12(mod 65)

12% =14(mod 65) / ()?
12* =1(mod 65) / ()**
12" =1(mod 65)

47 = (—18)(mod 65)
Pokud zapiSeme tuto kongruenci jako 47 =47(mod65), tak po umocnéni ziskavame

zbytecné velké cCislo, proto je jednodussi zkusit spocitat 47 —65=—-18. Pokud umocnime

(—18) na druhou, ziskame vysledek 324, ktery v (mod 65) tvoii vysledek 4-65+64.

47% = 64(mod 65)

Nyni ob€ kongruence secteme a zjistime vysledek.

12" 4 472 =1+ 64(mod 65)
12" 4+ 477 = 0(mod 65)

Ano, &islo 65 déli soudet 122 + 4772,

Definice 2.11: Testy prvociselnosti

Vsechny testy prvociselnosti fesi otazku, zda zadané ptirozené Cislo je prvocislo,

obvykle bez pouziti prvoc¢iselného rozkladu.

Nejjednodussi algoritmus pro testovani je zkusmé déleni. Jde o princip postupného
déleni testovaného Cisla moznymi déliteli. Muze se dé€lit vSemi piirozenymi ¢isly menSimi
nez je zadané Cislo, nebo naptiklad jen prvocislem dva ¢i lichymi Cisly. Lze provadét
zkusmé déleni i jen s prvocisly mensimi nebo rovnymi odmocniné ze zadané¢ho ¢isla. Je
vhodny pro testovani malych &isel, fddov€é do milionu, pokud pouZijeme pocitacovy

program.

DalSim ptikladem algoritmu, lze pouZit tzv. Eratosthenovo sito. Jednd se o
jednoduchy vypocet smétujici k nalezeni vSech prvocisel, kterd jsou mensi nez horni mez.
Funguje jako sito, jak jiz napovidd ndzev. Na zacitku mame vSechna ptirozena Cisla, z

dané horni meze, se vyjme prvni ¢islo, které je prvocislem a odstrani se jeho nasobky. Toto
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opakujeme do té doby, az je v seznamu odstranéno posledni ¢islo. Také mizeme koncit,

kdyz je prvocislo ¢islo vyssi nezZ odmocnina maximalniho ¢isla.

V nasleduyjici tabulce mizeme vidét, jak cely princip funguje. Nejprve odstranime modra
Cisla (nasobky 2), poté zelené nasobky 3, nésleduji nasobky Cisla 5 vyznacena Cervené,

dale zluté nasobky 7, a nakonec zlstavaji prvocisla vyznacena fialove.

Eratosthenovo sito je béznym Skolnim postupem. Umozni Skoldklim prozit radost
Z nalezeni mensi ,,sbirky* prvocisel, jenze jde nepochybné o metodu velice pomalou a
neefektivni. Stejné tak je tomu 1 s metodou zkusmého déleni. Bylo by proto dobré mit
néjaky test, ktery by odhalil, zda dané (a velké) ptfirozené Cislo je prvocislem nejlépe po

nékolika pocetnich operacich.

OEXOX 7 XX e
DX XOHA@K  » ¢ -
HOK@ W KK K@ v 7 o
DX HXKHE@N K = » o
o

@XXX@X #4 )( 41 43 47 53
)()()( i ><><>< 59 61 67 71
>< - )()()’()()"( s 73 79 83 89
@%@XXX X\ )’()( 97 101 103 107
><>< A )()()1()()( 109 113
KOO @ O
){X 176 )a()g()‘(
11 122 @)"()‘{)‘()x()( 19 3o

Obrazek 5: Prvocisla

Véta 2.12: Motivace Fermatova testu

Podle malé Fermatovy véty plati pro kazdé prvocislo p a kazdé celé Cislo a
konguence

a” =a(mod p)
Pokud je a nesoudé€lné s p, Ize v ptedchozi kongruenci kratit a plati

a’*=1(mod p).
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Posledni kongruenci budeme testovat Cisla p vétsi nez 2 pro zaklad a =2. Mame

3 je prvodislo - 3 d&li 2% —1;

4 neni prvocislo - 4 nedéli 23— 1;

5 je prvocislo - 5 d&li 2% — 1;

6 neni prvoéislo - 6 ned&li 2° —1;

7 je prvoéislo - 7 d&li 2° —1;

8 neni prvocislo - 8 ned&li 2’ — 1;

9 neni prvocislo - 9 nedéli 2% _1;
10 neni prvoéislo - 10 nedgli 2° — 1;

11 je prvogislo - 11 d&li 2*° — 1 atd.

Vypada to idylicky, pokud je p prvocislem, je vyraz dé€litelny p, pokud ne, neni vyraz
délitelny ¢islem p . Nemohli bychom na zéklad¢ platnosti ¢i neplatnosti jedné kongruence

Htidit* prvocisla a Cisla slozend?

Pokud je p > 2 prvoéislo, pak zfejmé p déli 2°" — 1. To vyplyva z malé Fermatovy
véty. Plati 1 obracend implikace? Ziejmé se tomu dlouho vétilo. Jenze se nakonec piislo na
to, Ze pro n = 341, kdy jde o &islo slozené (341 = 11-31), ale 341 d&li 2**° — 1. Tak byla
objevena sloZena Cisla, ktera prochazeji tzv. 2 — prvociselnym testem (tzv. pseudoprvocisla
o zakladu 2). Je jich jen 7 mensSich nez 2 000, konkrétn¢ 341, 561, 645, 1 105, 1 387,
1729, 1 905.

Véta 2.13: Fermatovska pseudoprvocisla pri zakladu a

Fermatova pseudocisla opét vychazeji z malé Fermatovy véty, kterou méame
nadefinovanou v tivodu této prace takto: kP* =1 (mod p), NSD(k, p)=1, p jesté nemusi
predstavovat  prvoéislo, Lucas’ dokazal prikladem x=2701=73-37, kdy
2° =1(mod 73) = 2*° =1(mod 73) A2%* =1(mod37). Pokud tyto tvrzeni spojenim
ziskavame 2% =1(mod x), protoze X—1=36-75, plati protiptiklad. Pro &islo 341=11-31

2340

plati =1(mod 341) a vlastnost ¢isla 341 je nejmensim protipiikladem.

2F.E. A. Lucas, Théorie des nombres, 1891, str. 422
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Diky logickému dokonfeni malé Fermatovy véty vznika ,, fermatovsky test

slozenosti®, ktery zni:

Pokud neplati k** =1(mod«), kde k je libovolné &islo a spliiuje podminku (k,a) =1
= aje slozené ¢islo. Tento test vyzaduje maximaln¢ 2log, o nasobeni dvou ¢isel modul

a a jeho naslednou redukei.
Jestlize k®(moda)zavisi na binarnim rozvoji d a podtu jedni¢ek v ném, ktery se
Vv priméru pohybuje okolo 1,5|_Iog2 d_| , kdy d =a -1 ziskavame pocet nutnych redukci a
nasobeni mod(«) = 1,5|_|Og2 aJ. Cely tento proces se nazyva algoritmus polynomialniho
radu.

Definice 2.14: Pseudoprvodisla pii zakladu a

Pseudoprvocisla jsou cela ¢isla slozena, ktera spliuji podminky nékterych testi

umoziujici rozklad na prvocisla. Vychazi z MFV.
Pro o liché, slozené ¢islo plati:
a“ " =1(moda).
Priklad 2.15: Je Cislo 4 se zdkladem 5 pseudoprvocislo?
Reseni:
Pouzijeme vzorec a*' = 1(mod &) a dosadime za a=5,a =4.

5+L=1(mod 4)

5° =125
125=1(mod 4)

Ano, ¢islo 4 je pseudoprvocislem.
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Definice 2.16: Silna pseudoprvocdisla
Nechtt m=2°-d +1je sloZzené C¢islo a plati alespoii jedna z nasledujicich
podminek, nazyvame toto ¢islo silnym pseudocislem.

k¢ =1(mod p) v

k?¢ =—1(mod p), kde 0<t<s-—1.

Véta 2.17: Fermatiiv test prvociselnosti

Slouzi k urcovani prvocisel, nebo Cisel slozenych. Vychazi z malé Fermatovy véty

a funguje pravdépodobnostné.
kP* =1 (modp) ,O0<k<p

Pro vSechna k , kde rovnost neplati, p neni prvocislem. U nékterych slozenych ¢isel
rovnost mize platit (Fermatova pseudoprvocisla). Pokud rovnost plati, mize byt p

prvocislo a nemusi. To jsou tzv. Carmichaelova ¢isla o kterych si povime v nasledujici

kapitole a jsou nedostatkem ve Fermatove testu prvociselnosti.

Priklad 2.18: Otestujte ¢islo 17 a zvolte k =2.
Reseni:
Pokud dosadime do vzorce k P™* =1 (mod p)

271 =1 (mod17)

26 =2.24.2*.2 =16-16-16-16 = (1) (-1) - (1) (-) =1 v Z,,,

zjistili jsme, Ze ¢islo 17 je opravdu prvocislo. Svédkem je zde pouZito ¢islo 2.

Priklad 2.19: Otestujte ¢islo 15 a zvolte a) k=2 azab) k=4.
ReSeni:

Pouzijeme v obou ptipadech stejny postup jako je v ptriklade 2.18.
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a) kPt =1 (modp) b) k Pt =1 (mod p)
21 =1(mod15) 4" =1(mod15)
2" = 4(mod15) 4* =1(mod15)
V pripadé za a) si mizeme povSimnout, ze kongruence neni rovna 1, proto 15 neni
prvocislo. Naopak v druhém piipadé vidime, ze Cislo 15 je prvocislem, proto Cislo 4
oznaCujeme za tzv. Fermatova lhafe. V praxi se pfili§ neobjevuje a spiSe se pouziva jiz

zminény Millertiiv-Rabintv test, Solovay-Strassentiv test.

Predstavime si algoritmus s nazvem Solovayuv-Strasseniiv test, ktery se pouziva s

. : k .
Eulerovou vétou. Ovéfuje se pouze platnost rovnice kP2 = (—j (mod p) . Jestlize k
Y

nesplituje rovnici je prvocislo p ¢islo sloZzené. Pokud tato rovnice plati i pro sloZené ¢islo

nazveme ho Eulerovo pseudoprvocislo.

Véta 2.20: Millerav-Rabiniv test prvociselnosti

Jeden z algoritmu, ktery se zabyva otazkou, zda je dané Cislo prvocislo. Jde o test,
ktery ma pravdépodobnostni verzi. Slouzi k testovani slozenych ¢isel a vychazi z malé
Fermatovy véty. Stejné jako Fermatiiv a Solovaytiv-Strassentiv test je zalozen na existenci
rovnosti, které obecné neplati, ale prvocisla je spliuji.

Jestlize zapiSeme p-1=2°d, d je liché A k<p:

k¢ =1(mod p) v k*¢ =—1(mod p), kde 0<t<s-1.

Priklad 2.21: Otestujte ¢islo 49.
ReSeni:

V algoritmu si vybereme libovolné k < p . Nasledné podminky z uvedené definice. Jestlize

podminky neplati p je ¢islo slozené, pokud je tomu naopak, testujeme dalsi k .
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p-1=48=48=2".3
k=3,s=4,d=3

Ted’ jiz dosadime do vzorid a budeme pozorovat vysledek.

3 =27 - 27(mod 49) = 27 — 27 = +1(mod 49)
3%° =729 — 729(mod 49) = 43 — 43 = —1(mod 49)
3*3(mod 49) = 36 — 36 = —1(mod 49)
3*3(mod 49) = 22 — 22 = —1(mod 49)
Z téchto vypocti je jasné, ze 49 je slozené Cislo.
Za zminku stoji 1 jeden test pro urCovani prvocisel, ktery souvisi s Fermatovym

testem. Nazyva se Pépiniiv test. Tento test byl objeven v roce 1877 a bylo zjisténo, Ze

plati pro zéklad pét, pozdgji i pro zaklad ¢&islo tfi. 3“7 =—-1 (modF,), neN.

Za zminéni stoji i Wilsoniv test. Pouziva faktorialy a pouziva se hlavné
v diikazech. Plati tvrzeni, Ze Vpe N: p>2 je prvocislo < (p-1)!'=-1 (mod p) . Jestlize
mizeme p rozlozit na p=4x+1, pak plati (((p—21)/2)!)2=-1. Pokud je tato podminka
platna, nevime vsak, zda je p prvocislo. Vznikaji tzv. pseudotesty, coz jsou testy, které

nefeknou, zda Cislo je prvocislo nebo slozené.

Posledni zminény test se nazyva Lucasuv-Lehmeruv test. Tento test vyuzivaji

Mersennova ¢isla, coz jsou prvocisla ve tvaru M =2"—1. Zapisuje se jako rovnice a
piikladem mtze byt otdzka, zda je Cislo 15 prvocislo. Odpovéd’ je zjevné jasnd. Patnact je

¢islo slozené, protoze 15 = 2* —1, tato rovnice je nepravdiva.
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KAPITOLA TRETI - CARMICHAELOVA CiSLA.

V. SIMERKA - OBJEV PRVNICH SEDMI CARMICHAELOVYCH CiSEL

Definice 3.1: Carmichaelova ¢isla

Cislo, které splituje zadanou podminku: a"* =1 mod(n),n € N. Podminka plati

pro vSechna a nesoud€lnd s n.

Tato definice je jiz obsazena v malé Fermatové vété. Pro zjisténim zda se jedna i
Charmichaelova Cisla nelze pozit Fermativ test prvociselnosti. S timto pojmem souvisi V.

Simerka a jeho objev prvnich sedmi Carmichaelovych éisel.

Véclav Simerka

Narodil se 20. prosince 1819 ve Vysokém Veseli a

zemrel 26. prosince 1887 v obci Praskacka.

Pochazel ze sedmi déti. V utléem véku navstévoval
farni zakladni Skolu ve Vysokém Veseli, nasledné
studoval gymndzium v Jicine. Na prelomu let
1839/40 a 1840/41 navstevoval filozofickou
fakultu prazské univerzity, kde absolvoval vyuku
nabozZenstvi, filosofie, matematiky, prirodovédy,
fyziky, latinské filologie, mordlni filosofie a déjin,

predndsky zvyssi matematiky, astronomie a

geometrie.  Nasledné  pokracoval  studiem
teologického semindare v Hradci Kralové a Obrizek 6: Vaclav Simerka
25.7.1845 byl vysvecen na knéze. O pét let pozdeji,

kdy byly zavedeny statni zkousSky se prihlasil a ziskal aprobaci na matematiku pro
gyvmnazium v ceském i nemeckém jazyce, z fyziky neuspél. Vtoce 1851 pusobil rok jako
kaplan ve Slatindch a poté odesel do Prahy dostudovat fyziku. Na druhy pokus 27.6.1853

u statni zkousky prosel.

Na podzim roku 1853 byl jmenovan suplujicim ucitelem na gymndziu v Ceskych

Budéjovicich. Prvni rok ucil fyziku a Cesky jazyk pozdeji i matematiku. V tomto obdobi
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vysla jeho prvni védeckad pojednani. V roce 1862 se vrdtil zpét a stal se fararem ve Slatiné

u Zamberka, poté odesel po ctyrech letech na dvacet let Zivota do Jenisovic.

K ucitelstvi se jiz nevratil, ale o matematiku se zajimal stale. Byl zakladatelem Jednoty
Ceskych matematikit a roku 1870 jmenovan jejim cestnym clenem. Prispival ¢asopisu Krok.

Svij posledni zivot prozil v obci Praskacka.
Véta 3.2. Objev prvnich sedmi Carmichaelovych cisel

Viéclav Simerka s pouZitim Fermatovy véty nalezl prvnich sedm Carmichaelovych &isel ve

své praci nazvané Zbytky z aritmetické posloupnosti.

Ukazme si jeho myslenku:

Poucka tato dle vyndlezce fecend Fermatovou jest jednou
z nejdiillezitéjSich v neurcité analytice; neuddva vSak charakte-
ristickou zndmku kmennych c¢isel, (jiz by se tato ode vSech
ostatnfch liSila), jeZto podobné i pri nékterych délitelnych cislech
byvda. Tak na pf. pri 561 =3.11.17, b = 2 nalezneme
210 =—98, 2,0 =067, 20 =1, (2)'* =240 = 1.
TolikéZ u cisel
1100 =b5.18.17, 17290 =19.13 .19, 2460 —=5.17.29,
2821 =17.13.31, 6601 =7.23.41, 8911 =17.19.67aj.v.,
kdykoli 6 s modulem nesoudélné jest.

Obrazek 7: Zbytky z aritmetické posloupnosti

Zavérem si ujasnéme, ze prvnich sedm Carmichaelovych C¢isel piedstavuji

2 - pseudoprvocisla 561,1105,1729, 2465, 2821,6601,8911.
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ZAVER

Cilem této prace bylo pfednést zdkladni informace o testovani prvociselnosti. Toto

2

téma zahrnuje v mé praci malou Fermatovu vétu. Tato véta je jednou ze zakladnich vét
teorie Cisel. Pfiklady, které jsem zvolila, doplituji definice a veskery vyklad pro pfesnéjsi
predstavu.

Ve své praci jsem neobsahla veskeré otazky z oboru teorie ¢isel, ale snazila jsem se
zaméfit pouze na ty, které piimo souvisi s malou Fermatovou vétou. Ugelné jsem se

vénovala problematice dikazi, testii prvociselnosti a moznosti zjisténi prvocisel s volné

dostupnymi pocitaCovymi aplikacemi.
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RESUME

Cilem této prace je seznamit Ctenafe s problematikou testovani prvociselnosti.
Jednou z nejznaméjsich vét teorie Cisel je velka Fermatova véta a mala Fermatova véta.
Tato prace se zabyva pravé malou Fermatovou vétou a diikazy v prvni kapitole. Druha cast
je o testovani prvociselnosti a pseudoprvocisel o zdkladu a. Posledni cast fesi
Carmichaelova ¢isla a Vaclava Simerku - objev prvnich sedmi Carmichaelovych &isel.
Cela prace je doplnéna piiklady s postupy a vysvétlenim tak, aby ¢tenat pochopil snadnéji

danou problematiku.

Summary

The aim of this work is to acquaint the reader with the issue of first-order testing.
One of the most well-known sentences of numbers theory is the big Fermat theorem and
the little Fermat theorem. This paper deals with the little Fermat sentence and the evidence
in the first chapter. The second part is about the testing of prime numbers and pseudo-
numbers on the basis of a. The last part deals with Carmichael's numbers and Vaclav
Simerka - the discovery of the first seven Carmichael numbers. The whole work is
supplemented with examples of procedures and explanations so that the reader can

understand the issue more easily.
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