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Abstrakt

Préce se vénuje problematice torzntho kmitani pohont kolejovych vozidel. V ivodni ¢asti
je uvedena zakladni reserse koncepci téchto pohonu. V teoretické ¢asti jsou odvozeny ma-
tematické modely torzniho kmitani hiidelu jako 1D kontinui pouzitim metody kone¢nych
prvkiu, véetné teoretického rozboru kontaktu kolo-kolejnice. Metodika vypoctového mo-
delovani a dynamické analyzy je aplikovdna na pohonnou jednotku vyvijenou na ZCU
ve spolupréci s firmou Wikov MGI a.s. Implementace vytvorené metodiky modelovani je
provedena v programovém prostiedi MATLAB.

Klicova slova: torzni kmitani hiidelt, metoda koneénych prvku, kontakt kolo-kolejnice,
adhezni charakteristika

Abstract

This bachelors thesis is concerned with an issue of mathematical modelling and computati-
onal analysis of torsional vibration of drive systems for railway applications. In the induc-
tory part of the thesis, basic drive designs for railway aplications are mentioned.In the the-
oretical part, mathematical models of torsional vibration of shafts as 1D continuum are
derived using finite element method, theory of wheel rail contact is also mentioned. The de-
rived methods of computational modelling and dynamic analysis are applied to drive sys-
tem which is being developed at the University of West Bohemia in cooperation with
company Wikov MGI a.s. Implementation of derived methods of modelling is performed
using MATLAB.

Keywords: torsional vibration, finite element method, wheel rail contact, adhesion cha-
rakteristics
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1 Uvod

Pohonné systémy pouzivané v kolejové dopravé prenaseji moment z trakéniho motoru
nebo spalovacitho motoru (obvykle dieselového) na dvojkoli pres prevodovou skiin. Hnaci
vozidlo mé alespon jedno dvojkoli hnané. Pohony kolejovych vozidel musi spliiovat nékolik,
zdanlivé protichudnych, pozadavku. Musi byt schopny pfenédset vysoké vykony, az 1600
kW na napravu, zaroven je prostor pro pohon omezen a soucasné je kladen duraz na nizkou
hmotnost. Je v8ak potifeba pohon kolejového vozidla v prubéhu provozu udrzovat. Z toho
plyne pozadavek na nizké nédklady a dlouhodobou zivotnost. U novych lokomotiv probiha
udrzba pravidelné, avsak hlavni servis je proveden az poté, co vozidlo urazi kolem milionu
kilometru. Rychlovlaky mohou dosdhnout i 350 km /h a to vSe je dnes nutné mit na pameéti
pri jejich konstrukci. Naroky na spolehlivost jednotlivych komponent pohonu jsou proto
striktnéjsi nez u jinych druhu dopravy. V tvodni ¢asti této prace je uvedena zékladni
reSerse koncepci pohont kolejovych vozidel.

V soucasné dobé je pti konstrukci pohonnych systému vyuzito matematického mode-
lovani. Vyhodou tohoto modelovani jsou nizké finanéni naroky a s rozvojem vypocetni
techniky také presnost feseni. Matematické a vypoctové modelovani nam umoznuje zkou-
mat mechanickou odezvu systému pfi provozu a ladit navrhové parametry modelu tak,
abychom zlepsili jeho dynamické chovani. V teoretické a aplikacni ¢asti se prace zaméiuje
na odvozeni matematickych a vypoctovych modelu torzniho kmitani hiidelovych soustav
pohonu kolejovych vozidel.

1.1 Cile prace

Hlavni cile prace jsou
e zakladni reserse koncepci pohonu kolejovych vozidel,
e modelovani torznich kmitu soustav s ozubenymi koly,
e torzni model pohonu s respektovanim skfiné vozidla a kontaktu kolo-kolejnice,

e aplikace na prototyp vysokorychlostni pohonné jednotky.



2 Zakladni reserse koncepci pohontu kolejovych vozi-
del

V prubéhu vyvoje kolejovych vozidel vznikla celd fada koncepci. V zasadeé je lze v pripadé
pohonu dvojkoli rozdélit na centralni pohon spojnicovy, individualni a skupinovy pohon
dvojkoli.

2.1 Centralni pohon spojnicovy

Tento typ pohonu [1] pochézi z dob parnich lokomotiv (Obr. 1), kde byla dvojkoli spojena
pevnou vazbou, spojnici 8. Rozpinanim pary v parnim vélci 1 se pohyboval pist s pistnici
3. Klika 7 na kole 6 spole¢né s ojnici 5 a kiizakem 4 tvori klikovy mechanismus, ktery
meéni posuvny pohyb pistnice na rotaéni pohyb kola. Kola jsou vyvazena protizavazim 9.

Vyhodou takto usporadaného pohonu je, ze nemuze dojit k prokluzu jednoho dvojkoli.
K prokluzu muze dojit jediné pri ztraté adheze vsech propojenych kol.

Nevyhodou je potieba vyvazovani kol v dusledku rotac¢niho pohybu kola a kliky a tim
zpusobenych setrvacnych tcinku.
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Obr. 1: Centrélni pohon dvojkoli [1]

2.2 Individualni pohon dvojkoli

Individudlni pohon dvojkoli znamend, ze jednim zdrojem (trakéni motor) je pohdnéné
pouze jedno dvojkoli (ndprava). Tento druh pohonu lze déle rozdélit na pohony s trakénim
motorem s osou rovnobéznou s napravou, s trakénim motorem s osou kolmou k naprave
a déle pak koncepty pro nizkopodlazni, piipadné vysokorychlostni vozidla.

2.2.1 Pohony s trakénim motorem s osou rovnobéznou s napravou
Piimy pohon

Jeden z nejjednodussich zpusobu je nasazeni rotoru motoru na napravu. Hnaci moment
se tak z motoru na dvojkoli pfenasi bez prevodu ¢ili piimo. Otacky motoru se shoduji
s otackami dvojkoli. Schéma tohoto pohonu [1] je zndzornéno na Obr. 2.

Na dvojkoli 1 je pfimo nasazen rotor 2. Stator motoru 3 je ulozen pomoci lozisek 4
na naprave.



Obr. 2: Piimy pohon dvojkoli [1]

Vyhodou tohoto usporadéni je jednoducha konstrukce a malé naklady. Avsak nevyhod
je pomérné vice. Tim, ze je celda hmotnost motoru ulozena na napraveé, vznikaji velké
nevypruzené hmoty a tim i znac¢né zatizeni celého systému.

Pohon tlapovym motorem

Jednd se o jednu z nejstarsich koncepci pohonnych systému kolejovych vozidel [1]. Byla
a stale je vyuzivana u tramvaji a elektrickych nebo dieselelektrickych lokomotiv. Tento
koncept je pouzivan pro nékteré své pozitivni vlastnosti. Patii k nim jednoduchost, spo-
lehlivost a prijatelné vyrobni naklady. Jako kazda varianta ma i tato jisté nevyhody. Tim,
ze priblizné polovina hmotnosti motoru spoc¢iva na napraveé, je tato hmota nevypruzena
a mohou tak vznikat dynamické slozky reakci v loziskach a tim velka zatizeni jednotlivych

soucasti. Z tohoto duvodu je tento koncept limitovan rychlosti vozidla. Schéma systému
je na Obr. 3.
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Obr. 3: Pohon tlapovym motorem [1]
Trakéni motor 1 je ulozen na ramu podvozku 4 pomoci zavésky 5 a na napraveé 3 pomoci
lozisek 2. Kroutici moment motoru pohani ozubend kola 6 a 7 umisténé v prevodové skiini

8. Kolo 7 je pevné spojeno s napravou.
Velikost nevypruzenych hmot lze redukovat pruznou zavéskou, jako napiiklad na Obr. 4.
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Obr. 4: Tlapovy pohon s pruznou zavéskou [3]

Pohon kloubovou hiideli prochazejici dutinou rotoru trakéniho motoru

Pokud je pohonny systém vyrazné prostorové omezen, lze pouzit duty rotor motoru s klou-
bovou hiideli prochézejici touto dutinou [1], viz Obr. 5.

R
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Obr. 5: Pohon kloubovou hiideli prochédzejici dutinou rotoru trakéntho motoru [1]

Motor 2 je pevné umistén na ramu 1. Duty rotor 3 pohani pies kloub 10 kloubovou
hiidel 4 a poté ptes prevodovou skiin 6 celou napravu, jako v ptipadé tlapového pohonu.
Vyhody nejsou jen prostorové, ale také je tento pohon snadno opravitelny a udrzovatelny.

Pohon kloubovou htideli mezi motorem a prevodovkou

Schema pohonu [1] je zndzornéno na Obr. 6. Pokud neni prostor pfilis omezen, lze kroutici
moment na prevodovku prenést pomoci kratké kloubové hiidele 5 umoznujici pienos mo-
mentu mezi hiideli, jejichZz osy nelezi v jedné piimce.

11



S _ﬁ . /) 1
Algey I ]
5 - |

]

Obr. 6: Pohon kloubovou hiideli mezi motorem a pievodovkou [1]

2.2.2 Pohon motorem s osou kolmou k napraveé
Motor pod skiini vozidla, pohani dvojkoli v ramu podvozku

Tento typ pohonu [1] lze aplikovat v piipadé, pokud je potieba zefektivnit zdstavbovy
prostor. Kroutici moment motoru je prenesen kloubovou htideli na kuzelovou prevodovku,
kterd umozni pfenos momentu na osu dvojkoli (Obr. 7).

Obr. 7: Motor pod skiini vozidla, pohéni dvojkoli v rdmu podvozku [1]

Motor pohani dvojkoli vné ramu podvozku

Schéma tohoto pohonu [1] je na Obr. 8. Je-li tfeba uvolnit prostor v ose podvozku, lze
pouzit pohonny systém s motorem 2 ulozenym vné ramu podvozku 1. Moment motoru
pohani dvojkoli ptes kloubovou hiidel 3 a kuzelovou pievodovku 4. Kotoucova brzda 6 je

12



umisténa na druhém kole. Z divodu umisténi motoru a brzdy je tento pohon pouzivany
u vozidel s velmi tuhou népravou.

Obr. 8: Motor umistén vné ramu podvozku [1]

2.2.3 Nizkopodlazni koncepty individualniho pohonu dvojkoli

Modernim trendem dopravy se staly nizkopodlazni vozy. Nizkd podlaha, zejména u vozidel
mestské dopravy, umoznuje snadny nastup a vystup cestujicim, predevsim pro imobilni
osoby. Pro tyto ucely je nutné usporadat systém pohonu tak, aby se co nejvice prostoru
uvolnilo v ose podvozku. Vznikly tak rizné koncepty a to zejména pohony motorem s osou
kolmou k naprave, ale také tak zvany pohon volné oto¢ného kola, které jsou popsany déle.

Motor ulozeny pod skiini vozidla pohani kola pres dvé celni prevodovky

Schéma pohonu [1] je na Obr. 9.

Obr. 9: Motor umistén pod skiini vozidla[1]
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Tento pohon nemd pevnou (vdzanou) napravu. Uvolnil se tim tak potfebny prostor pro
nizkou podlahu. Moment z motoru 2 se prenasi kloubovou htideli 3 na kuzelovy prevod 4
a b, ktery pohéani pres dvoustupnovou prevodovku 7 kola nalisovand na napravach. Oproti
ostatnim konceptim je zde vSak diferencidl 6 zajistujici rozdilné otdcky kol pii jizdé
obloukem. To ma fadu vyhod. Dochazi tak k mensimu opotiebeni kol a zmirnéni hluku
pii prijezdu mensim obloukem.

Pohon volné otocného kola
Pro tento pohon je typické, ze motor pohéni pouze jedno kolo. Navic je motor umistén
tak, aby nezasahoval do prostoru osy podvozku. Nékolik koncepci je dale uvedeno.

Pohon volné oto¢ného kola s planetovou pievodovkou

Schéma pohonu [1] je na Obr. 10. Rotor 2 motoru 3 pohéni planetovou prevodovku, kterou
tvoti ozubené kolo 4, 6 a satelity 5. Satelity jsou propojeny s unasecem 9, ktery pohani
nalisované kolo 1 na naboji 7.

Obr. 10: Pohon volné otoéného kola s planetovou pievodovkou [1]

Pohon volné oto¢ného kola se svislou osou motoru

Schéma je na Obr. 11. U tohoto usporadéni [1] 1ze zcela uvolnit prostor pro nizkou podlahu.
Motor 1 pohéani kuzelovou prevodovku 3, kterd pres kardanovu spojku 4 a brzdny kotouc
6 pohéni kolo 5. Kolo je ulozeno lozisky na néapravée 7.

14
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Obr. 11: Pohon volné otoéného kola se svislou osou motoru [1]

2.2.4 Koncepty pro vysokorychlostni vozidla

Pro stredné dlouhé vzdalenosti nabizi vysokorychlostni kolejova doprava spolehlivy, kom-
fortni a pro zivotni prostfedi nezavadny zpusob cestovani. Dnes jsou vysokorychlostni
vozy prevazné pohanény elektiinou. Pti vysokych rychlostech vznikaji mnohem vétsi dy-
namické slozky reakci a proto je rozhodujici snizeni velikosti nevypruzenych hmot. Motory
maji navic vysoké otacky a proto je nutné pouzivat vicestupnové prevodovky. Takovéto
pozadavky lze zajistit pohonem dutou kloubovou hiideli kolem népravy [1]. Schéma tohoto
systému je na Obr. 12.
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Obr. 12: Pohon dutou kloubovou hiideli kolem népravy [1]
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Motor 2 je ulozen na ramu podvozku 1. Kroutici moment motoru je preveden pies
dvoustupnovou prevodovku 3 na trubkovy unase¢ 4. Pomoci mechanismu 6, duté hiidele

5 a mechanismu 7 je moment preveden na napravu.
Vyhodou tohoto uspotadani je, ze nevypruzené zustava pouze dvojkoli a ¢ast hiidele

5, zaroven umoznuje vetsi volnost dvojkoli. Nevyhodou je, Ze se pii ptipadné poruse musi

vyvazat cely podvozek a demontovat dvojkoli.

2.3 Skupinovy pohon dvojkoli
Pojem skupinovy pohon dvojkoli znamend, Zze od jednoho zdroje jsou pohanéna dvé
nebo tii dvojkoli. V zasadé se u takto usporadaného systému pouziva pohon motorem

s osou kolmou k ndpravé. Schéma nékteré z variant je na Obr. 13 [1]. Motor 1 pohani

Obr. 13: Skupinovy pohon dvojkoli [1]
pres kloubovou hiidel 2 a prevodovku 3 kolo 6. Zaroven pomoci kloubové hiidele 4
a kuzelocelniho prevodu 5 pohani kolo 7.

2.3.1 Nizkopodlazni koncept skupinového pohonu dvojkoli

Skupinovy pohon u nizkopodlaznich vozu lze docilit motorem s osou kolmou k naprave

(Obr. 14) [1].

|
A

Obr. 14: Nizkopodlazni koncept skupinového pohonu dvojkoli [1]

Jednim zdrojem (trakénim motorem) jsou pres pruzné spojky a kuzelocelni prevody
pohanény obé postranni kola. Tento typ pohonu lze pouzit u méstskych vozidel, dokonce

1 metra.
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2.4 Shrnuti

S vyvojem kolejové dopravy stoupaji naroky na rychlost, spolehlivost a komfort provozu.
7 pohledu dynamiky kolejovych vozidel je zejména dulezita nizka hmotnost a vyvazenost
jednotlivych komponent pohonu. Nevypruzenné hmoty totiz mohou zpusobovat nezadouci
dynamické zatizeni systému. Dulezitd je také Zivotnost, nebof nadstandardni ddrzba je
finan¢né ndkladnda. Umisténi pohonné jednotky je zaroven omezeno prostorem, zvlasté pak
u nizkopodlaznich vozu. Nizkd podlaha najde své uplatnéni zejména u vozidel méstské
hromadné dopravy.

V soucasné dobé je na ZCU ve spolupréci s firmou Wikov MGI a.s. vyvijen vysoko-
rychlostni pohon pro kolejovou dopravu. V kapitole 5 je uveden popis tohoto pohonu.

17



3 Modelovani torznich kmitia pohonnych soustav s ozu-
benymi koly

V soucasné dobé jsou kladeny vysoké naroky na uc¢innost a spolehlivost strojnich kompo-
nent. Zaroven se ale pozaduje jejich nizkd hmotnost, vysoka zivotnost a dlouhé servisni
intervaly. Z pohledu dynamiky a kmitani se od pohonu kolejovych vozidel vyzaduje nizka
hluénost a s ni souvisejici vibrace. V ptipadé pohonu hraji vyznamnou roli torzni kmity ro-
tujicich casti. Vétsinou se jedna o soustavu hiidele motoru elektromotoru, ktery je spojen
s vnitini rotujici vestavbou prevodovky.

Pti navrhovani novych pohonu se v predvyrobni ¢asti vyvoje s vyhodou vyuzivaji
vypoctové modely, které dokazi predikovat mozné nezadouci stavy pohonu a v piipadé,
ze se tyto stavy projevi v provozni oblasti, je mozné optimalizovat navrhové parametry
a tim zlepsit dynamické chovani.

3.1 Matematické modely diskrétnich mechanickych soustav

Redlné mechanické soustavy lze modelovat ruznymi piistupy. f]lohy mechanickych sou-
stav lze obecné popsat parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Takto formulované tlohy
lze pak Tesit riznymi metodami, napiiklad metodou konecnych prvku, ktera je zalozena
na diskretizaci kontinua, ktera vede na formulaci tzv. diskrétnich modelu. Diskrétni sou-
stavy jsou slozeny z diskrétnich prvku, t.j. tuha télesa, hiidele atp. Jejich kmitavy pohyb
lze popsat obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi.

Pohybové rovnice muzeme sestavit pomoci Lagrangeovych rovnic druhého druhu v ma-
ticovém tvaru

d (am) OB | OB, | OR _ gy (3.1.1)

Oq = Oq = 04
kde q = [qi(t), q2(t), ..., g, (t)]" je vektor n zobecnénych souradnic (n je pocet stupnu
volnosti) a f(t) = [F1(t), Fo(t), ..., F,,(t)]T je vektor zobecnénych budicich sil.

Kinetickou energii Ej, potencidlni energii £, a Rayleighovu disipa¢ni funkci R lze
vyjadrit takto

1. . 1 1. )
B, = §qT1\/Iq, E,= iqTKq, R = §qTBq7 (3.1.2)

kde M je matice hmotnosti, B je matice tlumeni a K je matice tuhosti. Pro prvky téchto
matic plati

02, 0°E, O°R

T 0¢0q, Y 0¢i0q; Y 0¢;04; (3.13)

kde i,j = 1,2, ...,n. Po dosazeni (3.1.2) do (3.1.1) a provedeni piislusnych derivaci dosta-
neme vyslednou pohybovou rovnici

M(t) + Ba(t) + Ka(t) = £(t). (3.1.4)
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Vektor zobecnénych budicich sil f(t) lze ziskat napf. z principu virtudlnich praci §W; apli-
kovaného na sily konajici praci (bez konzervativnich a tlumicich sil) pti j-tém virtudlnim
pohybu d¢g;, ktery udélime soustavé. Pro virtualni préci plati

U slabé tlumenych soustav se v technické praxi ¢asto uvazuje proporciondlni tlument,
tedy matice tlumenf je ddna tzv. Rayleighovo vztahem [4]

B = aM + K. (3.1.6)

3.2 Modelovani torzniho kmitani hrideli metodou konec¢nych
prvki
Htidel 1ze modelovat jako jednorozmérné kontinuum, které lze pti pouziti metody konec¢nych

prvku diskretizovat tzv. htidelovymi prvky. Diskretizace hiidele respektuje jeho geometrii,
tj. pocet zavedenych prvku zavisi na pozadované presnosti feseni.

Hridelovy prvek

Vytkneme z htidele obecny element (hiidelovy prvek), jehoz prufez je kruhovy s plo-
chou velikosti A(z), kde = je soufadnice definujici polohu zavedeného fezu v lokalnim
souradnicovém systému prvku (viz Obr. 15). Kone¢ny prvek délky [ je umistén mezi uzly

Obr. 15: Hiidelovy (koneény) prvek

1 a 2 v lokalnim ¢islovani elementu. Torzni vychylky v mistech uzlu prvku oznacime
©1(t) a pa(t). Torzni natoceni podél prvku v libovolném misté = aproximujeme linearnim
polynomem
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o(x,t) = Co(t) + Cy(t)x, (3.2.1)

kde Cy(t) a Cy(t) jsou casové zavislé koeficienty. Vztah (3.2.1) lze zapsat v maticovém
tvaru

o(x,t) = O(x)c(t), (3.2.2)

kde zfejmé plati

Vztah (3.2.1) musi vyhovovat i v uzlech prvku. Dosadime tedy souradnice uzlovych bodu
1 (x=0) a2 (x=1). Pro natoceni v uzlech pak plati

1(t) = Co(t),  wat) = Co(t) + C1(t)l. (3.2.3)

Zavedeme vektor zobecnénych soutadnic (vychylek) v uzlech prvku e

T B ] =

Matice S je regularni a proto lze vektor koeficientu c(t) vyjadiit z (3.2.4) ve tvaru
c(t) =S"1q"%. (3.2.5)

Vztah (3.2.5) dosadime do (3.2.2) a dostaneme vysledny tvar aproximace torzni vychylky
v libovolném bodé uvnitt prvku

o(z,t) = &(x)S™1q'®, (3.2.6)

Matice hmotnosti a tuhosti hiidelového prvku

Matice hmotnosti a tuhosti hiidelového prvku odvodime z Lagrangeovych rovnic (3.1.1).
Pro kinetickou energii prvku plati [10]

1 l
B =3 | p@a e (3.2.7)

kde p je hustota materidlu a J, je polarni moment prufezu v misté x. Je nutné vyjadrit
¢asovou derivaci natoceni v misté x a jeji druhou mocninu. Derivaci (3.2.6) dostaneme

oz, t) = (2)S7'q® a @*(z,t) = (¢9)TSTd(2) ®(2)S ¢, (3.2.8)

Vztahy (3.2.8) dosadime do (3.2.7) a dostaneme
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1

l
B = S(a)rs ( /0 pJp(x)¢(x)Tq>(x)dx) S'q". (3.2.9)

Rovnici (3.2.9) lze prepsat takto
o _ 1 :
E¥ = 5(q<e>)T1\4<e>q<e>, M®© =87 ( / pJp(x)q)(x)Tq)(x)dx) S (3.2.10)
0
Nadale budeme uvazovat prizmaticky prvek, tedy J,(x) = J,, pak matici hmotnosti prvku
M© vyjddifme jako
l
M@ = pJ,8 1487, kde Iy = / ®(2)T®(z)da. (3.2.11)
0
Zavedenou integralni matici I je mozné vyjadrit v zavislosti na délce konec¢ného prvku

I@:/Ol H 1 z] dx:/ol E lﬂ} dx:lE é] (3.2.12)

Vztah (3.2.12) dosadime do (3.2.11) a dostaneme vyslednou matici hmotnosti prvku

. 1 =10 971 o0
M():Pjpl[o f]{ z%}[ 1 l}: Pyl [
I 1 ~~~
I1(©) [kgm?2]

(N[N
W~

] : (3.2.13)

kde I(®) je moment setrvacénosti prvku k ose rotace. Pro potencidlni (deformaéni) energii
prvku plati

E = / AdV, (3.2.14)
)

kde A je hustota deformacni energie, pro kterou plati A = %G’y2, kde G je modul pruznosti
ve smyku a v je zkos.
Zkos muzeme vyjadrit takto [10]
I
= = 3.2.15
7= ( )

Pokud dosadime do vztahu (3.2.15) vyraz (3.2.6) dostaneme zkos ve tvaru

v =o' (x)S7'q¥r — 2 = (@IS TP (2)Td (2)S ™ q@r. (3.2.16)

(3.2.16) dosadime do deformacni energie a vyjadiime

’ /

1 1
B = (s ( [, c@ e @)V ) 87 = Ja K g0, (3217
\%4

p
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kde K@ je matice tuhosti hifdelového prvku. Tuto matici vyjadifme ndsledovné

K©® =8"T < /( ol G(@I)T(x)q)/(x)erAdx) Sl =
=S 7 (/Ol G(®)T (2)® (z)dx /(A) 7"sz> St = (3.2.18)
= (/Ol GJp(x)(é’)T(x)@’(x)dx) Shes

Necht je hifdelovy prvek prizmaticky, potom lze vztah (3.2.18) ptepsat do tvaru

l
K© =GJ,8 158", kde Iy = / (@Y7 (2)® (z)dz, (3.2.19)
0

Zavedenou integralni matici vyjadiime v zavislosti na délce prvku

LI,_/OZ m [0 1] dx—/ol [8 (1)] dm-l[g (1)] (3.2.20)

Vztah (3.2.20) dosadime do (3.2.19) a dostaneme vysledny tvar matice tuhosti prvku
=1 GJ _
oo AR G- S (L
] 11

l
~—~—~
kde k(© je tuhost hifdelového prvku.

k() [Nm/rad)

Pohybové rovnice hiidelového prvku

Pohybové rovnice hiidelového prvku ziskdme vyuzitim Lagrangeovych rovnic (viz ma-
tematické modely diskrétnich mechanickych soustav), které muzeme zformulovat pro
kone¢ny prvek ve tvaru

_ 9% o)
59+ 5@ = f9(¢). (3.2.22)

d (0B o  oEy
dt \ 9@

Dosazenim kinetické energie prvku (3.2.10) a potencidlni energie (3.2.17) do Lagran-
geovych rovnic (3.2.22) dostaneme pohybové rovnice hiidelového prvku

MOGO () + BOGO (1) + KOq© () = £9)(t). (3.2.23)
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e=2

Obr. 16: Hiidel

Pohybové rovnice dizkretizované hiidele

Pro sestaveni matematického modelu diskretizovaného htidele vyjadiime celkovou Kki-
netickou a potencidlni energii soustavy, ktera je tvorena koneénymi hiidelovymi prvky.
Piikladem je torzné izolovany hiidel rozdéleny na 2 prvky, jako je na Obr. 16. Celkova
kinetickd energie hiidele je dana souctem kinetickych energii prvku

2
e 1 - (e e) (e
E.=Y BY=Y" 5 (@)™, (3.2.24)

1 e e
E,=> Ef=>" §(q<e>)TK< )q®. (3.2.25)

Zavedeme vektor zobecnénych souradnic

q = [p1, 02, 03] (3.2.26)

Vychylky uzlu prvku (3.2.4) v lokélnich soufadnicich lze pomoci téchto zobecnénych
soufadnic vyjadrit takto

q9 = T.q. (3.2.27)

Napriklad pro e = 2 ma matice T, tvar

01 0} . (3.2.28)

Te:[o 0 1

Nyni do kinetické a potencidlni energie dosadime vztah (3.2.27)

2 2
_1-T Tax(e) -_1-T (h) - (h) _ Tng(e)
Ep =34 (ZTM T.)a=5a"M"q - M => TIMYT,, (3229

e=1 e=1
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2 2
1 1
E,= 5qT (Z TeTK(e)Te> q= éqTKUL)q - K" =>"TIK“T.. (3.2.30)
e=1

e=1

Podle tohoto procesu lze pak ziskat globalni matice hmotnosti a tuhosti. Pro hiidel se
dvéma prvky (Obr. 16) maji tyto matice tvar

M7 7 0 T
3 6 JRE A (Y 0
M® = ﬁ QJFQ " KW = 0 g0 k@ @] (3.2.31)
3 @) 3 [?2) 0 _ k@ k(2
0 [ —
L 6 3

kde index h zna¢i matice odvozené pro izolovany hiidel. Analogicky lze tyto matice se-
strojit pro libovolny pocet stupnu volnosti n, pro q € R™ .

Model hiidele s kotouéi a diskrétni torzni vazbou

Popisme nyni zpusob, s jakym lze model diskretizovaného hridele doplnit v piipadé, kdy
jsou na hiideli nasazeny tuhé kotouce nebo diskrétni torzni vazby. Predpokladdme tuhé
kotouce s danym momentem setrvacnosti a nehmotné vazby modelované jako pruzina
o dané tuhosti. Pro priklad uvazujme hiidel z Obr. 16 s kotouc¢i a vazbou k ramu,
viz Obr. 17. Pohybové rovnice hiidele, resp. matice hmotnosti a tuhosti jsme jiz od-

k11 2 3

Obr. 17: Hiidel s kotou¢em a torzni vazbou

vodili v (3.2.31). Pro kinetickou a potencidlni energii kotouce, resp. vazby v souladu
se zobecnénymi souradnicemi (3.2.26) plati

1. 1
EW = 513%2, EY = S, (3.2.32)

kde index d znaci diskrétni prvky. Matice hmotnosti a tuhosti pro kotouce a vazbu ma
pak, podle (3.1.3), tvar
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00 0
a2E(d)
d a'ak' MY =100 0], (3.2.33)
vig¥i 00 I
ki 00
82E(d) 1
w_a ; KY9=10 0 0. (3.2.34)
Pio¥s 0 00

Globalni matice hmotnosti a tuhosti pro model htidele s kotouci a torzni vazbou ziskame
sectenim matic spojitych prvku hiidele a matic diskrétnich prvku

M=M" 4 M? K=K® KD (3.2.35)

kde index h znaci matici hmotnosti a tuhosti odvozenou obecné ve tvaru (3.2.31). Analo-
gickym zpusobem lze model odvodit pro vazbu nebo kotou¢ umistény v libovolném uzlu.

3.3 Model torzniho kmitani hiidelové soustavy

Pti modelovani hiidelovych soustav (dva a vice hiidelu) je vyhodné pouzit metodu dekom-
pozice na subsystémy. Uvazujme dva torzné izolované hiidele (bez vazby) reprezentujici
dva subsystémy, jako je na Obr. 18. U hiidele s indexem a zavedeme vektor zobecnénych

Obr. 18: Hiidelova soustava

souradnic ve tvaru
=", i=1,2..,m. (3.3.1)

Analogicky zavedeme i pro htidel b

qa - [¢§a)]7 ] = 1727 ey N2, (332)



kde ny a no je pocet stupnu volnosti hridele a, resp. hiidele b. Zavedenim vektoru zo-
becnénych soutradnic vychylek uzli obou hiidelu ve tvaru

q’ = [q,,qy) € R"F"2, (3.3.3)

muzeme podle (3.2.35) sestrojit matice hmotnosti a tuhosti hiidelu, pro néz plati

M, =M®» + M@ K,=KM"+K? (3.3.4)
M, =M +M?P K, = K" + K. (3.3.5)

Analogicky lze odvodit matici tlumeni. Vysledny matematicky model pak ma tvar

M, 01]][q B, 0] [q K, 0] [q fa}
1y al = |2 3.3.6
{ 0 Mb} LIJ - [0 BJ LIJ " {0 KJ {qb} {fb (3:36)
M B K f

kde f,, resp. f;, jsou vektory zobecnénych sil pusobici na hiideli a, resp. b. Analogicky lze
model sestavit pro libovolny pocet hiidelu.

3.4 Hridelova soustava s ozubenym prevodem

Modelovani zubovych vazeb pri prostorovém kmitani predstavuje obecné slozity problém.
Pti predpokladu torzniho kmitani a stdlého zabéru lze sily prenasené jakymkoli typem
ozubeni vyjadrit pouze tecnou slozkou pusobici v roviné spoluzabirajicich ozubenych
kol. Zubovou vazbu pak lze nahradit diskrétni visko-elastickou vazbou. Méjme hiidel a
s ulozenym pastorkem v uzlu ¢ a hiidel b s kolem v uzlu j. Pastorek a kolo tvoii zubovy
zébér (viz Obr. 19).

Matematicky model torzniho kmitani hiidelt a a b jsme obecné odvodili v (3.3.6).
Deformacni energie (potencidlni energie) a Rayleighovu disipativni funkei vazby z pak
vyjadiime takto

E(Z)—lk(r _ )2 R(z)—lb 5 — )2 3.4.1
p T oz pPi = TEP;)", ~ 9 (TpPi — ThP;)” (3.4.1)
Potencidlni energii a Rayleighovu funkci dosadime do Lagrangeovych rovnic (3.1.1) pro za-
vedené zobecnéné souiadnice q = [q'¥, q)], kde dle (3.1.3) vyjddiime derivace a zapiseme
v maticovém tvaru

ker PR _kzr ’r‘ ... 'L

0By & e .
B = : : - | =K.q, (34-2)
q —kz’r‘krp PR kzr]% .. ()0]
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@ ®/
— ( Pastorek
y-————— - A
: (b) J |
\ e ) +%f.. kolo
;I ,_/'
Obr. 19: Zubova vazba
aR(Z) bZrIZ) _bzrk‘rp T Spl
S0 : : : | =B.q. (3.4.3)
q —bzrk/”‘p .« e bz/’ﬂ’% ) SO.]

Globalni model kmitani hiidelové soustavy s ozubenym prevodem dostaneme prictenim
matice tuhosti vazeb K, a matice tlumeni vazeb B, k odpovidajicim maticim hiidelové
soustavy

Mq(t) + (B+ B.)q(t) + (K+ K.)q(t) = f(t). (3.4.4)

Matice M a K m4 vlivem pfidani kotouce kola, resp. pastorku tvar (3.3.4), (3.3.5). Pro
zavedené zobecnéné souradnice pro né plati

M + M9

M a (3.4.5)

K® + K@
{ K" + K]

K=
M + Mé‘”}

Ptijmeme-li predpoklad proporcionélniho tlumeni (3.1.6), 1ze matici tlumeni zapsat ve tvaru
B = 5K , resp. B, = SK.. Pokud soustava obsahuje Z zubovych prevodu a s hiideli ma
matematicky model tvar

Mi(t) + (B+ ) B.)a(t) + (K + Y K.)q(t) = £(t), (3.4.6)
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kde matice hmotnosti M = diag(My, ..., M), tlumeni B = diag(By, ..., Bs) a tuhosti
K = diag(Ky, ..., Ks).

3.5 Vnitini dynamika ozubenych prevodu

V predchozim piipadé jsme uvazovali idealni evolventni ozubeni. Avsak u redlnych ptipadi
ma zubova vazba vyrobni neptesnosti. Tyto nepfesnosti se pii provozu projevuji jako zdroj
vnittniho buzeni. Vlivem poddajnosti hiidelit muze dojit k rozkmitani prevodové skiiné
a §iteni hluku do vozu. Modelovani vnitiniho buzeni je tak v zajmu vétsiny vyzkumnych
pracovist.

Vyrobni nepiesnost ozubenych kol budeme nazyvat kinematickou ichylkou prevodového
pomeéru . Lze ji simulovat klinem proménné sitky A, (¢) vkladanym mezi idedlné zabirajici
boky zubu [4]. Podle [4] Ize kinematickou tchylku vyjadiit jako soucet k& harmonickych
funkei

AL(t) = Z (Age cos kw,t + Ay sin kw,t) , (3.5.1)
k

kde w, je zubova frekvence, k je index harmonické slozky, Ay, je kosinova slozka amplitud
a Ay, je sinova slozka amplitud vychylek. Situace zabéru dvou ozubenych kol nasazenych
v uzlech i a j s kinematickou tichylkou je znazornéna na Obr. 20.

Na Obr. 20 je schématicky zobrazena zubova vazba mezi pastorkem a kolem o mo-
mentech setrvacnosti /; a [; k osam otaceni a polomérech r; a r;. Za piedpokladu stédlého
zabéru a torznich kmitu Ize poddajnost ozubeni modelovat pruzinami, resp. tlumici o tu-
hosti k; a kj, resp. b; a b;. Mezi zuby je vkladén klin o sffce A,(t) predstavujici kine-
matickou tchylku zubového zédbéru. w; a w; jsou uhlové rychlosti obou kotouctt pro néz
z duvodu kinematické vazby plati w;r; = w;r;. ¢; a ¢, predstavuji torzni vychylky kol, M;
a M; je statické zatiZeni ozubeného pfevodu. Sériove fazené pruziny i tlumice lze nahradit
vyslednou tuhosti

)

f kit kT b+ by
Timto modelem lze v prvnim pfiblizeni popsat chovani ozubeného prevodu s vnitinim
buzenim.
Poznamenejme, ze u realnych soukoli se pii otaceni zpravidla stiidaji jeden a dva pary
zubt. Tuhost ozubeni k, potom neni konstantni, ale ¢asové proménné. Podle [4] 1ze pro
jednoduchost uvazovat sttedni tuhost ozubeni k. = 2,1'°h [N/m], kde h je §itka ozubeni.

3.5.1 Matematicky model torznich kmitt ozubenych kol

Pro sestaveni matematického modelu vyuzijeme Lagrangeovych rovnic (3.1.1) pro zo-
becnéné souradnice kol q = [p;, p;]7. Kinetickd energie, potencidlni energie a Reyleighovo
disipa¢ni funkce ozubeného prevodu ma tvar

1 1 1 1
Ek = 517, ((.UZ' =+ QOZ)Z + 5 j (w]' + QO']')Q s Ep = Eszﬁg, R = §sz§'2, (352)
kde z je deformace ozubeni na zabérové primce

z = (wit + @i)ri = (wit + @;)r; + AL(t) = ripi — rjo; + Ax(t), (3.5.3)
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Obr. 20: Schéma zubové vazby s kinematickou tchylkou
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casova derivace deformace ma tvar
& =1 — rip; + AL(t). (3.5.4)

Rayleighovo funkce a potencidlni energie ma po dosazeni deformace tvar

1 1 . . ;
Ep = §kz(rzgoz — TjSOj + Az(t))za R = §bz(711901 — T’jSDj + Az(t))Q

Dosazenim do Lagrangeovych rovnic dostaneme

Ligi + ko (rips — rip; + AL (0)ri + b (rig — rj65 + AL ()ry = M, (3.5.5)
Li; — ko(rpi — 105 + Do (t))rj — ba(rigy — 13665 + AL (t))r; = —M;, (3.5.6)
po upravée

[jgb.j — kz(rigpi — T'j(,Dj)?"j — bz(rz(P'L — TjQO.j)T'j = —Mj + kZAZ<t)T'j -+ bzAz<t)rj- (358)

3.5.2 Matematicky model hiidelové soustavy s vnitfnim buzenim

Uvazujme htidelovou soustavu s ozubenym ptevodem stejné jako na Obr. 19 v kapitole
3.4. Matematicky model torzniho kmitani takového systému je odvozeny (3.4.4) ve tvaru

Mq(t) + (B+ B.)q(t) + (K + K.,)q(t) = f(t). (3.5.9)

Vnéjsi i vnitini buzeni se podle (3.5.7) a (3.5.8) projevi ve vektoru pravych stran

f(t) = f¥ + £, (3.5.10)

kde index E znaci externi silové ucinky a index [ jsou vnitini silové ucinky. Tyto vektory
lze vyjadrit takto

Mi —T;

|| E= ] ] (RA +eAL). (3.5.11)
—M; T
- - . : -

kde c, predstavuje vektor geometrickych parametru zubové vazby z. Obecné muze mit
hiidelova soustava Z zubovych vazeb. Celkovy matematicky model pak ziskdme sectenim
buzeni pres vSechny zubové vazby

Mi(t)+ (B+> B.)a(t) + (K+ ) K.)q(t) =) [(kZAZ(t) + bZAZ(t)> cz] + £

z=1

(3.5.12)
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3.6 Model kontaktu kolo-kolejnice s vlivem skiiné vozidla

Modelovéni kontaktu kolo-kolejnice predstavuje obecné velmi slozity problém [9]. Pti od-
valovani ocelového kola po ocelové kolejnici muze diky nepfiznivym podminkdm dojit
k prokluzu. Vznika tak silnd nelinearita pti popisu jejich kontaktu. Skluz vznikd v piipade
rozdilnych obvodovych rychlosti téles v misté dotyku. Tento jev zavisi na geometrii kola
a kolejnice, na materidlech, na rychlosti, kterou se kolo pohybuje po kolejovém pasu a v ne-
posledni fadé na vnéjsich podminkach a nerovnostech.

Pti valeni vznikaji v misté kontaktu te¢na a normalova slozka valivé vazby. Normalové
silové pusobeni v kontaktu vyjadruje prenos sil pfi vzajemném pritlaceni obou dotykajicich
se téles. Tecnd slozka zpusobuje prenos sil z kola na kolejnici. Pfi prokluzu dojde k narustu
tzv. relativniho skluzu a ke snizeni tzv. koeficientu adheze, to zpusobuje také pokles tecné
(tfeci) slozky valivé vazby. Adhezi lze definovat jako schopnost prenosu sil mezi dvéma
télesy pfi vzajemném kontaktu. Soucinitel adheze pak predstavuje miru adheze, zavisi
tedy na okolnich podminkéach. Zavislost mezi relativnim skluzem a soucinitelem adheze
nam dava prehled o stabilni oblasti bez prokluzu a nestabilni oblasti s prokluzem (je
definovano nize).

3.6.1 Adhezni G¢inky pusobicich v kontaktu kolo-kolejnice

Situaci kontaktu si popisme na Obr. 21.

Obr. 21: Model kontaktu kolo-kolejnice

Adhezni moment pusobici na kolo pii uvazovani skluzu s a rychlosti v lze vyjadrit jako

Mg = p(s,v)Nor, (3.6.1)

kde pu(s,v) je soucinitel adheze a Ny je jmenovitd kolové (normélova) sila, 7y je polomér
kola.

Koeficient adheze ve styku kol s kolejnici 1ze na zdkladé experimentu podle [6] a [7]
popsat zavislosti na relativnim skluzu s a rychlosti vozidla v ve tvaru
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S

2
wu(s,v) = =f larctg ° Paaf (3.6.2)
T

/Oadf 1+( S )2 7
padf

kde soucinitel tfeni f je dan zavislosti

f=ae " +ec. (3.6.3)

Konstanty a, b, ¢ maji podle [6] hodnoty a = 0,395,b = 0,2083, ¢ = 0,125 a adhezni para-
metr paq = (5= 15) - 1073, Pro danou rychlost pak muzeme vykreslit zavislost relativniho
skluzu s na souciniteli adheze p, ktera je uvedena v tivodu této kapitoly. Na Obr. 22 je
vykreslena adhezni charakteristika pro rychlosti v = 40 <+ 200[km/h] a p,q = 5 - 1073.
Na Obr. 23 je znazornéna derivace soucinitele adheze podle relativniho skluzu. Z ni
vyplyvd moznost existence nestabilnich oblasti, pokud du/ds < 0.

05 - adhezni charakteristika 300 derivace adhezni charakteristiky
0.45
250
04r
035 200 r
0.3r
150
3
20251 3
©
100
0.2
0.15 50 F
0.1
0
0.05
0 . . . . | 50 . . . . |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
skluz s skluz s

Obr. 22: Adhezni charakteristika Obr. 23: Derivace adhezni charakteristiky
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3.6.2 Matematicky model hiidelové soustavy s kontaktem kolo-kolejnice pro
vySetrovani modalnich vlastnosti

Méjme matematicky model hiidelové soustavy s ozubenymi pfevody obecné ve tvaru

Mg, (1) + (B+ Y B)a,(t) + (K+ Y K.)a,(t) = £,(1), (3.6.4)
M, z=1 z=1

By K,

kde index p zna¢i pfevodovou soustavu. Necht md tato soustava n stupiiti volnosti s vek-
torem zobecnénych souradnic g, = [p1, @2, .., Pn]” .

K hridelové soustavé pripojme na n-ty uzel pomoci torzni pruzné vazby o tuhosti k.
a koeficientu tlumeni b. kolo o momentu setrvac¢nosti Iy, hmotnosti m; a poloméru 7y
s kontaktem kolo-kolejnice a skiini vozidla o hmotnosti m,. Na kolo je ptes pfevod p
preveden moment motoru M,,. Situace je zndzornéna na Obr. 24.

Xy

v

kD.bC

Obr. 24: Kontakt kolo-kolejnice

Pridanim modelu kola s respektovanim jeho vazby ke kolejnici a respektovanim skiiné
vozidla se model rozsiti o dva stupné volnosti

q= [9017§027-"7§0na90kaxv]T7 (365)

kde ¢y je vychylka kola a x, je vychylka vozidla. Momentova statickd charakteristika
motoru zavisi na typu motoru a je v prvnim ptiblizeni aproximovéana v okoli provozniho
rovnovazného stavu pifmkou [5]

Mus(war + ¢o) = Mar(war) — bar(v)¢o, (3.6.6)

kde Mjys(wpr) je hnaci moment motoru pfi provozni rychlosti v vozidla a relativnim skluzu
dvojkoli s, ¢q je tthlova rychlost motoru. Smérnice (strmost) charakteristiky motoru by (v)
[Nm/rad] se muze ménit v Sirokém rozsahu podle typu motoru [5].Pro dalsi analyzy
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predpokladejme b,, = konst, tedy v = konst. Moment motoru je prenesen pies hiidelovou
soustavu na kolo a je znasoben prevodovym pomérem. Ze vztahu pro adhezni moment
(3.6.1), moment motoru a ze znalosti prevodového poméru uréime ustéleny stav ve tvaru

Myp = pu(s,v)Nory, (3.6.7)
tj. stav, kdy je moment motoru ve statické rovnovaze s adhezni silou ve styku kola
s kolejnici. Zavislost mezi soucinitelem adheze a relativnim skluzem je nelinearni. My

v8ak musime pro potieby modalni analyzy model linearizovat. Nahradime-li vztah (3.6.2)
prvnimi dvéma ¢leny Taylorova rozvoje v bodé s

o) = o) + | R (36.5)

a prihlédneme-li k definici skluzu podle [6]

TPk

s=s0+ 3,6, (3.6.9)

pak se kontakt kolo-kolejnice projevi ve vektoru pravych stran [5]

1 _ , N
f= O, ,O,—N— (bMSOi"'bMSOH-NM—l)aO"' ,0, —b(So,U)QOk,O s (3610)
M
kde Ny je pocet uzlu, do nichz je na rotoru motoru rozlozen hnaci moment. Koeficient
b(so,v) vyjadiuje smérnici tecny charakteristiky adheznich momentu pusobicich z koleje
na prokluzujici kola ve vychozich provoznich podminkach definovanych relativnim skluzem
s a rychlosti vozidla v [km/hod]. Z vyrazu (3.6.8) az (3.6.10) vyplyva

N, 2
b(s0,v) = [8—“} 3,60k (3.6.11)
0s | 4y,
Vektor (3.6.10) lze zapsat takto
f= —Bo(So, U)q, (3612)
kde zfejmé
1
By = diag [0, ,0,—— (bas, -+ ,bar), 0, -+ ,0,b(s0,v),0] , (3.6.13)
Ny

Ptidanim kola (tuhy kotou¢) pomoci torzni vazby s vlivem skiiné vozidla (Obr. 24)
se projevi i v maticich M,,, B, a K, puvodné zndmych fadu n. Vyjadiime kinetickou
energii kola s vlivem skiiné vozidla
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1 1 1
Ek == 510902 + §mkx12) + §mv'j;12n (3614)

potencidlni (deformaéni) energii

1
Ep = She(pr — on)? (3.6.15)

a Rayleighovo disipacni funkci

. .
R = 5bc(gok — o). (3.6.16)

Dosazenim do Lagrangeovych rovnic (3.1.1) pro zobecnéné soufadnice (3.6.5) dostaneme
vysledné matice matematického modelu ve tvaru

M, B,
M = B= b | b | 0 J..n
b | © Q | b. | o 19
0 [mem)..yx, o | o | 0 {-x

Ko

K= k| | o l--n
4| ke 0@
0 0 0 K

Vysledny matematicky model popisujici torzni kmitani hiidelové soustavy s linearizo-
vanym kontaktem kolo-kolejnice lze zapsat ve tvaru

Mgq + (B + By(so,v)) g + Kq = 0. (3.6.17)

Tento silné nekonzervativni model s linearizovanou adhezni charakteristikou v zavislosti
na relativnim skluzu a rychlosti vozidla lze pouzit pro modélni analyzu a posouzeni sta-

bility pfi ruznych provoznich stavech.
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3.6.3 Matematicky model hiidelové soustavy s kontaktem kolo-kolejnice pro
casovou simulaci

Popisme si nejprve piipad kontaktu kola s kolejnici s vlivem skiiné vozidla bez vazby

na htidelovou soustavu. Tento systém pak mé 2 stupné volnosti. Situace je znazornéna
na Obr. 25.

Obr. 25: Kontakt kolo-kolejnice bez vazby k hiidelové soustave

Odpor prostiedi o(v) a tecnd slozka valivé vazby T predstavuji vnéjsi zatizeni systému.
Zavedeme vektor zobecnénych soutradnic 1ihlu natoceni kola a vychylky vozidla

q = [pr, x,)". (3.6.18)
Kinetickou energii pak lze vyjadrit ve tvaru

1 1
By =5 0ps + 5 (i + M) T,>. (3.6.19)

Zobecnéné silové ucinky pusobici na kolo a vozidlo maji tvar

Qp, = =171, Qu, =T —o(v), (3.6.20)

dosazenim do Lagrangeovych rovnic druhého druhu pak dostaneme matematicky model
dané soustavy

(my +my)E, =T — o(v), (3.6.21)

Pokud tento subsystém pripojime vazbou typu torzni spojky k hiidelové soustavé o n
stupnich volnosti podobné jako v kapitole 3.6.2, bude mit matematicky model pro zo-
becnéné soutadnice (3.6.5) tvar
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Mg + B¢ + Kq = f(t), (3.6.23)

kde matice hmotnosti, tlumeni, tuhosti i vazeb maji stejny tvar jako v (3.6.17). Zmeéni se
vsak vektor pravych stran

f(t) = [0,...,0, =T, T — o(v)]" € R™2. (3.6.24)

Pozornost bude nyni zamérena na vyjadreni vnéjsich silovych ucinku. Teéna slozka valivé
vazby ma tvar

T = Nop(s,v), (3.6.25)

kde Ny je jmenovitda kolova sila a pu(s,v) je koeficient adheze. Adhezni souéinitel jsme
definovali v (3.6.2) ve tvaru

S

2
wu(s,v) = =f |arctg . Paa] (3.6.26)
T

padf S 2|
b (padf)

kde jednotlivé koeficienty jsou definovany vyse. Skluz lze definovat podle [6] a [9] takto

s = w) (3.6.27)

Ty

kde r; je polomér kola, ¢y je ihlova rychlost kola a x, je rychlost vozidla.
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4 Metody dynamické analyzy kmitajicich soustav

4.1 Modalni analyza linearnich konzervativnich soustav

Modalni analyzu konzervativnich i slabé nekonzervativnich soustav vysetiujeme z pohy-
bové rovnice v maticovém tvaru

Mg + Kq =0, (4.1.1)

kde M je symetricka matice hmotnosti a K je symetrickd matice tuhosti. Pfi pocatecnich
podminkach

q(0) = qp, 4(0) = qq, (4.1.2)

predpoklddame feseni rovnice (4.1.1) ve tvaru

q(t) = vsin(Qt), (4.1.3)
kde v je neznamy vektor a €) je neznamé ¢islo. Ziejmeé plati
q(t) = —Q*vsin(Qt). (4.1.4)

Vztahy (4.1.3) a (4.1.4) dosadime do (4.1.1)

—Q*Mvsin(Qt) + Kvsin(Qt) = 0, (4.1.5)

za predpokladu, Ze je rovnice (4.1.5) splnéna v kazdém ¢asovém okamziku plati

(K- M) v =0. (4.1.6)

Rovnice (4.1.6) popisuje problém vlastnich hodnot. Tato soustava rovnic ma netrivialn{
feSeni pouze pokud

det(K — Q*M) = 0. (4.1.7)

Rovnice (4.1.7) se nazyva charakteristickou rovnici. Kofeny této rovnice \; = Q? nazyvame
vlastni ¢isla, kde i = 1,2...,n (pocet stupnu volnosti soustavy). Vlastni frekvence dané
konzervativni soustavy jsou ve tvaru

O =+ [rad/s]. (4.1.8)

Dosadime-li vlastni ¢isla do rovnice (4.1.6) muzeme uré¢it neznamy vektor v;, ktery
nazyvame vlastni vektor piislusejici k vlastni frekvenci €2;. V technické praxi ¢asto
usporadavame vlastni frekvence podle velikosti 2; <y < --- < Q,,.

Vzhledem k homogenité rovnice
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jsou i vektory cv; jejim feSenim pro libovolné realné ¢islo ¢. Pro jednoznacnost je proto
nutné vlastni vektory normovat [2]. Podminku pro normované vlastni vektory zapiseme
ve tvaru

viMv; = 1. (4.1.9)

Pak jsou vlastni vektory ortonormélni a spliuji podminky [2]

VlTMVj = 0;; V?KVj = Q?éw (4110)

R

Muzeme zapsat vlastni ¢isla soustavy do tzv. spektralni matice

A =diag[Q?], i=1,2,..,n (4.1.11)

a k nim piislusejici normalizované vlastni vektory po sloupcich do modalni matice

V = [vy, Vg, ..., V], (4.1.12)

pak podminky (4.1.9) muzeme zapsat ve tvaru

viMV =1 V'KV =A. (4.1.13)

4.2 Modalni analyza linearnich silné nekonzervativnich soustav

Pohybova rovnice silné nekonzervativniho systému s n stupni volnosti ma tvar

Mg + Bg + Kq = 0. (4.2.1)

Nize uvedeny postup modalni analyzy silné nekonzervativnich soustav lze uplatnit
za nasledujicich predpokladu

e jedna se o linedrni soustavu,
e zanedbavame vliv gyroskopickych uéinku,
e matice M, B a K jsou konstantni a symetrické.

Modalni analyzu této soustavy je vyhodné vysSetiovat ve stavovém prostoru defino-
vanym stavovym vektorem ve tvaru

u:{ﬂ, u:[ﬂ. (4.2.2)

Matematicky model (4.2.1) rozsiiime o identitu
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M¢ — Mg =0 (4.2.3)

a zapiSeme maticove

M 0] |q B K| |q| |0
o w o)+ L8 6] e - ol 12
X Y T ¥ XY
Soustava rovnic
Nu+Pu=0 (4.2.5)

je tadu 2n. Lze vyjadrit prvni derivaci ve tvaru

u=-N"'Pu. (4.2.6)
A

Vysledny tvar soustavy rovnic (4.2.6) pak lze zapsat ve tvaru

u=Au, (4.2.7)

kde A je systémova matice, pro niz plati

-M'B -M 'K

A= | 0 (4.2.8)
Predpokladejme feSeni soustavy rovnic (4.2.7) ve tvaru
u=veM = AveV (4.2.9)
Dosazenim (4.2.9) do (4.2.7) dostaneme po upraveée
(AL — A)v =0, (4.2.10)

jednd se o problém vlastnich hodnot systémové matice A, kde v je vlastni vektor prislusejici
k vlastnimu ¢islu A. Netrividlni feSeni existuje pouze za predpokladu

det(\I — A) = 0. (4.2.11)

Koreny této charakteristické rovnice, vlastni ¢isla A,, mohou byt komplexné sdruzena
obecné ve tvaru [§]
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A=aq, 18, v=12..,m, (4.2.12)

nebo také redlna

AM=a, v=2m+12m+2, .., 2n. (4.2.13)
Je ucelné vlastni ¢isla seradit. Prvnich m komplexnich vlastnich ¢isel s kladnou imaginarni
casti (8, usporadame vzestupné tak, aby 0 < ; < fs... < (,,. Vlastni ¢isla se zdpornou
imaginarni ¢asti zaradime za né. Ostatni vlastni ¢isla (2n — m) jsou redlna.
Vlastni vektory lze ziskat z rovnice

M —A)yv, =0, v=12 .. 2n. (4.2.14)

Vzhledem k homogenité je nutné, stejné jako u modalni analyzy konzervativnich soustav,
vlastni vektory normovat. Podminku normovanych vlastnich vektoru pro nekonzervativni
systémy lze zapsat ve tvaru [§]

vINv, = 1. (4.2.15)

Vlastni vektory pak splituji pro A\; # A\; podminky biortonormality

VZ'NVJ' = 51']', ViPVj = —Ajaij. (4216)

Zavedeme-li modalni matici v P?"

V = [Vl/] c C2n,2n’ (4217)
poté je modalni matice v P"
R = [I‘V] c Cn,2n7 (4218)

s pifslusnou modalni matici v P?" vdzdna vztahem

V= ﬁf] , (4.2.19)

kde A je spektralni matice, kterou lze zapsat ve tvaru

A = diag()\,) € C*™*", (4.2.20)

Podminky (4.2.16) muzeme piepsat do tvaru

VINV =1 VPV =-A (4.2.21)
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4.3 Ustalena odezva harmonicky buzenych soustav
4.3.1 Slabé nekonzervativni model

Pohybovou rovnici slabé nekonzervativni (slabé tlumené) soustavy s harmonickym bu-
zenim uvazujme ve tvaru

Mg + Bq + Kq = f, coswt + f, sin wt, (4.3.1)
kde £, a f; jsou vektory amplitud kosinovych a sinovych slozek buzeni. Jedné se o soustavu
n obycejnych diferencidlnich rovnic 2. tadu, kde n predstavuje pocet stupiiti volnosti.
Zavedeme vektor komplexnich amplitud f = f, — if; pak

Re{fe“'} = f.coswt + f, sin wt. (4.3.2)

Soustavu rovnic (4.3.1) vyjadiime v komplexnim tvaru

Mq + B+ Kg = fe“', (4.3.3)
kde pro ¢ = q, — iq, plati identita q(t) = Re{ge'}. Ustélenou odezvu systému pak
popiseme partikularnim resenim, které odhadneme ve tvaru

Gy = Gae™", (4.3.4)

kde q, je vektor komplexnich amplitud, ziejmé plati

d, = iwGe™, g, = —wq.e". (4.3.5)

Dosazenim rovnic (4.3.5) a (4.3.4) do (4.3.3) dostaneme po tpravé

(@M +iwB + K) g, = f, (4.3.6)

Z(w)

kde matice Z(w) je oznacovana jako matice dynamické tuhosti. Komplexni amplitudu pak
lze vyjadrit ve tvaru

Go=2""'(w)f, (4.3.7)

kde oznacme Z '(w) = H(w) jako matici dynamické poddajnosti, i-ty tvar komplexni
amplitudy mé obecné tvar

Ni_

q, Gic — Ist (438)

42



Uroven kmitdn{ hifdelové soustavy pak lze vyjadrit jako horni odhad zobecnénych vychylek
uzlu

Gi(w) =1, i=12,...,n. (4.3.9)

Vykreslenim hodnot komplexni amplitudy jednotlivych uzlu §;(w) v zavislosti na budici
frekvenci w ziskdme amplitudovou charakteristiku, kterd nam dava prehled o rezonancnich
frekvencich soustavy. Je proto nutné predem vysettit modalni analyzu. Rezonance nastava
v ptipadé, kdy w =Q;, 1 =1,2,...,n.

4.3.2 Silné nekonzervativni model

Matematicky model silné nekonzervativniho modelu s obecnym buzenim o n stupni vol-
nosti uvazujme ve tvaru

Mi(t) + Ba(t) + Kq(t) = f(t), (4.3.10)

kde matice tlumeni B je nekomutativni. Jednd se tak o silné tlumenou soustavu, kterou
je vyhodné vysettovat ve stavovém prostoru definovanym stavovym vektorem

u= m . (4.3.11)

Model 1ze ve stavovém prostoru zapsat ve tvaru

Nu+Pu=p(t), p(t)=][0" ft)]". (4.3.12)

Provedeme mod4alni transformaci

u = Vx, (4.3.13)

kde V je modalni matice (4.2.17). Dosazenim (4.3.13) do (4.3.12) a ndsobenim zleva
transponovanou modalni matici dostaneme

x(t) — Ax(t) = VIp(t). (4.3.14)

Tato maticova rovnice predstavuje 2n na sobé nezavislych diferencialnich rovnic prvniho
fadu. Pro v-tou rovnici plati

o, (t) — A\, (t) =rlf(t), v=12,..,2n. (4.3.15)

Déle uvazujme harmonické buzeni

f(t) = fo coswt + fg sin wt. (4.3.16)
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Zavedme komplexni tvary buzen{ i feseni

f(t) = fe, q(t) = ge™', &(t) = @, (4.3.17)
kde pro vektory komplexnich amplitud plati

f = fC — ifS, c_'i =dqc — iqs, T = Xc — iXS. (4318)

Komplexni tvar diferencidlnich rovnic (4.3.15)

Ty (t) — Ny (t) = ¢l felt, (4.3.19)

m4 partikuldrni feseni 7, (t) = Z,e™!, kde komplexn{ amplitudy modalnich souradnic jsou
ziejme

rl f
T, = ———. 4.3.20
iw— A\, ( )
Vztah (4.3.20) zapiSeme maticové
&= (iwl—A)'WVTIF. (4.3.21)

Vzhledem k modalni transformaci komplexni stavovy vektor uw vyjadiujici komplexni am-
plitudy zobecnénych soutadnic q i rychlosti ¢ ma tvar

@ =V(iwl —A)VTF, (4.3.22)

Podle (4.3.11) pak dostaneme vektor komplexnich amplitud vychylek ve tvaru

G =R(iwl— A)'R”f, (4.3.23)

kde v-ty vektor komplexnich amplitud ma tvar

r,rlf
U 4.3.24
@ =% ( )
Rezonancni stavy vzniknou tehdy, kdyz tzv. participacéni faktory [§]
T f
J(w) = | I 4.3.25
po(w) = | —= " ( )

nabyvaji ,vyrazna“ maxima, tedy pro w = £6,, kde v = 1,2, ..., 2n.
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4.4 Numericka integrace pohybovych rovnic

Uvazujme pohybové rovnice obecné ve tvaru (3.1.4). Jednd se o soustavu n obycejnych
linedrnich diferencialnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty. Tato soustava
fesi pti zadanych pocatecnich podminkach

q(0) =qp,  4(0) = qq, (4.4.1)

pohyb kmitavého systému s n stupni volnosti. Resenim téchto rovnic ziskdme vychylku
q(t) a rychlost q(t) pro zadany ¢asovy interval ¢t = [0, 7.

Pti numerické realizaci je vyhodné prevést systém n diferencidlnich rovnic druhého
rfadu na soustavu 2n diferencialnich rovnic prvniho rfadu. Jednim ze zpusobu ptrevodu
je pripojit k (3.1.4) maticovou identitu

Mg+Bgq+Kq=f (4.4.2)
Mq - Mq =0,
zapiSeme maticove
M 0| |q B K| |q| |f
o w0l - o) =
Tv Tv v
u u f
ziejme
Nu +Pu=f. (4.4.4)

Soustavu rovnic (4.4.4) vynasobime N~' zleva

i=-N"'Pu+N'f (4.4.5)
H/—/ Y
A

vysledna soustava diferencidlnich rovnic prvniho fadu ma tvar

u=Au+F, (4.4.6)
kde
-M'B —-M 'K M f
A [MB MUK (447

Pro pocateéni podminky ve tvaru

u(0) = P@} (4.4.8)

do

jiz lze tesit rovnici (4.4.6) napiiklad v programovém prosttedi MATLAB numerickou
metodou Runge-Kutta, procesem ode45.
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5 Aplikace na vnitini vestavbu prototypu vysoko-
rychlostni pohonné jednotky

Vyse uvedené postupy matematického modelovani uplatnime pti vypoctovém modelovani
torzniho kmitani vnitini vestavby vysokorychlostni pohonné jednotky vyvijené na ZCU
v Plzni ve spolupraci s firmou Wikov MGI a.s. Fotografie pohonné jednotky je na Obr.
26.

Obr. 26: Fotografie pohonu - predstaveni na mezinarodnim veletrhu Innotrans Berlin 2016
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Pro dalsi potteby modelovani bude pozornost soustiedéna na vnitini vestavbu pohonné
jednotky, jejiz kinematické schéma je uvedeno na Obr. 27.

=
=

Obr. 27: Schéma pohonu

Vnitini rotujici vestavba je tvorena hiidelem motoru 1, ktery nese rotorovy paket
a pastorek p;, ktery je zubovou vazbou s Sikmym ozubenim z; propojen s kolem k.
Kolo £y je umisténo na ptredlohovém hrideli 2. Pastorek py, a kolo ko tvori kuzelo-celni
ozubeni propojujici hiidel 2 a 3 zubovym zabérem z5. Na hiidel 3 nesouci kolo k5 je
nasazen pastorek ps zabirajici s kolem k3 v zubové vazbé z3 se Sikmym ¢elnim ozubenim.
Vystupni hiidel 4 pak lze spojit pomoci pruzné spojky s kolem s nelinedrnim kontaktem
kolo-kolejnice a nebo tetézec obsahujici kloubové hiidele, momentové ¢idlo, prokluzovou
spojku a asynchronni motor. Tento fetézec tvori soucast zkusebniho standu, na némz lze
provadét zakladni testy rychlostniho pohonu.

5.1 Vypoctové modelovani pohonné jednotky

Hiidele pohonného systému diskretizujeme koneénymi prvky o odpovidajicich paramet-
rech. Uzly na elementech se nachazi v mistech zmény prutfezu hiidele a v mistech nasazeni
kotoucu. Torzné izolovany, diskretizovany systém je znazornén na Obr. 28.

4 3 —
7 6 i: [4 3 2 11
. 15 l— |
‘—'—16 p—
28
17 2
25 18
| | 24 I 19 ] 4 2 1o 8
M 3 1T
— 28 ! 0
22

Obr. 28: Diskretizace vnitini vestavby pohonu
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V kazdém uzlu je soustiedéna torzni vychylka, celd soustava ma tedy 27 stupnu vol-
nosti.

Pro vypoctovou analyzu dynamického chovani sestavime vypoctovy model zahrnujici
kmitani rotujicich ¢asti pohonné jednotky. Model zahrnuje nasledujici predpoklady

1. torzni kmity,

2. spojité rozlozeni hmotnosti,

3. materialové tlumeni,

4. zubova vazba bez ztraty kontaktu,

5. linearni model.

Za uvedenych predpokladu lze pouzit vyse odvozeny postup modelovani hiidelovych
soustav, viz. kapitola 3. Pti tvorbé modelu je vyuzita metoda dekompozice na subsystémy.
Vnitini rotujici vestavbu lze rozdélit na 4 subsystémy odpovidajici 4 hiidelum, samo-
statné jsou pak modelovany vazby mezi jednotlivymi subsystémy, reprezentované zu-
bovymi vazbami z;, 29 a z3. Matematicky model kazdého subsystému lze zapsat ve tvaru

M.4(t) + B.q(t) + Kq(t) = (1) + £2(¢), (5.1.1)

kde My je matice hmotnosti, By je matice tlumeni a K je matice tuhosti s-tého sub-
systému pro s = 1,2,3,4. Tyto matice jsou definovany v konfiguracnim prostoru zo-
becnénych soufadnic reprezentovanym vektorem q, = [p1, 2, ..., pn.], kde ng je pocet
stupiiti volnosti s-tého subsystému. Vektor vnéjsich sil £7(¢) a vektor vazbovych sil £2(t)
definuji zatizeni kazdého subsystému. Zavedeme-li globédlni vektor zobecnénych soutadnic
ve tvaru

qp<t> = [q17 q27 q37 q4]T € R277 (512)

dostaneme globalni matematicky model vnitini vestavby

Maq,(t) + Ba,(t) + Kq,(t) = £ (t) + £ (t). (5.1.3)

Pro zavedené zobecnéné souradnice (5.1.2) maji pak matice M € R*"?" B e R?"%7
a K € R*?7 tvar

Zamérme se nyni na vyjadieni vazbovych sil mezi subsystémy, které jsou reprezentované
vektorem f“(t). Pfevodovy systém obsahuje 3 zubové vazby. Pii pfedpokladu torznfho
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kmitani lze sily pfenasené jak Sikmym celnim ozubenim tak i kuzelo-¢elnim ozubenim
vyjadrit pouze tecnou slozkou pusobici v tecné roviné spoluzabirajicich ozubenych kol.
Pokud zéroven ptredpokladame staly zabér bez ztraty kontaktu muzeme zubovou vazbu
nahradit diskrétni visko-elastickou vazbou, tak jak je uvedeno v kapitole 3.4. Matematicky
model je pak linedrni. Podle (3.4.2) a (3.4.3) lze globalni vektor vazbovych sil vyjadrit
ve tvaru

f7(t) = Kzq, + Bzq,, (5.1.5)

kde predpokladejme, ze K, a Bz jsou globalni matice tuhosti , resp. tlumeni vsech vazeb
mezi subsystémy. Vysledny matematicky model vnitini rotujici vestavby se zubovymi
vazbami ma pak tvar

M, (t) + (B +Bz) 4,(t) + (K + Kz) q,(t) = £(1). (5.1.6)
M, B, K,

Pokud chceme v modelu zahrnout také vliv vyrobnich nepfesnosti, reprezentované
kinematickymi tichylkami kol, musime na pravou stranu rovnice pricist vektor vnitiniho
buzeni ', ktery je odvozen v kapitole 3.5.

Vyse zformulovany matematicky model vnitini vestavby (index p) lze déle doplnit
o dalsi komponenty. Na vystupni hiidel (uzel 27) muzeme pomoci torzni spojky pripojit
model kolejového kola s kontaktem kolo-kolejnice a zahrnout také vliv setrvacnosti skiiné
vozidla, ve které je pohonny systém ulozen. Velikost tuhosti torzni spojky je uvazovana
k. = 10® [Nm/rad], hmotnost kola m; = 150 [kg] a hmotnost vozidla vztazend na jedno
kolo m, = 2500 [kg]. Matematicky model se rozsiii o 2 stupné volnosti (bez indexu).
Muzeme poté zkoumat modélni vlastnosti silné nekonzervativniho systému s linearizo-
vanou adhezni charakteristikou, jehoz matematicky model je odvozen v kapitole 3.6.2.
Déle je mozné simulovat rozjezd vozidla v ¢asové oblasti s nelinearni vazbou v kontaktu
kolo-kolejnice (kapitola 3.6.3). Je také mozné na vystup pohonné jednotky pripojit model
torzni soustavy zkusebniho standu.

Na zakladé formulovaného matematického modelu kmitani torzni soustavy v ruznych
modifikacich byl sestaven odpovidajici vypoc¢tovy model v programovém prostiedi
MATLAB.

Nad rdmec prace byl v prostiedi MSC.ADAMS sestaven model vnitini vestavby s kon-
taktem kolo-kolejnice (Obr. 29). Cilem bylo vytvorit vypoc¢tovy model s parametry od-
povidajicimi MKP modelu. Pii tvorbé modelu byly pouzity néasledujici kroky

e jednotlivé hridele jsou tvoteny z tuhych téles, které odpovidaji koneénym prvkum
modelu v MATLABu,

e clementy jsou mezi sebou propojeny torznimi vazbami a jsou rota¢né pripojeny
k ramu,

e tuhost torznich vazeb odpovida tuhosti prislusnych koneénych prvku MKP modelu,

e na vystupni hiidel je pomoci torzni spojky pfipojeno kolo (v Obr. 29 znézornéno
¢ervenou barvou) o stejném momentu setrvac¢nosti a hmotnosti,
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vSechna télesa konaji pouze rota¢ni pohyb,

vliv vozidla (vychylka, rychlost i zrychleni) je v modelu definovan diferencialni rov-
nici (3.6.21), resp. soustavou diferencidlnich rovnic prvntho fddu z ni vytvorené,

adhezni ucinky v kontaktu kolo-kolejnice jsou v modelu definované prostrednictvim
adhezniho momentu (3.6.1) pusobiciho v ose rotace kola,

model v prosttedi ADAMS zahrnuje oproti MKP modelu redlné parametry ozu-
benych kol.

Obr. 29: Model vnitini vestavby v programu ADAMS
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5.2 Modalni analyza
5.2.1 Modalni analyza pohonné jednotky

Modélni analyza pohonné jednotky spociva ve stanoveni vlastnich frekvenci f,[Hz] a jim
odpovidajicich vlastnich vektoru v,, pro v = 1,2,...,27, na pfidruzeném netlumeném,
volné kmitajicim a torzné izolovaném modelu k (5.1.6) ve tvaru

M,d, () + K,q, () = 0. (5.2.1)

a v Tab. 1 jsou uvedeny prislusné vlastni frekvence. Na kazdém hiideli je v odpovidajicim
uzlu vykreslena hodnota amplitudy pfislusné vlastni frekvence (modry sloupec).
Prerusovana ¢ara znazornuje osu hiidele.
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Obr. 30: Prvni vlastni tvar
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Obr. 31: Druhy vlastni tvar
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Poradi
vlastni | Vlastni frekvence [Hz| | Charakteristika vlastnich tvara kmitani
frekvence

fi 0 Tuhy systém (bez deformaci)

fa 428,62 Torzni zkrucovani rotoru motoru 1

f3 792,83 Dominantni kmitani rotoru motoru 1

fa 1215,3 Dominantni kmitani predlohového hiidele 2
f5 3322,3 Kmitani hiidele 4

Tab. 1: Hodnoty vlastnich frekvenci a charakteristika vlastnich tvaru kmitani

V ptipadé prvniho vlastniho tvaru piislusejicimu nulové vlastni frekvenci soustava
nekmitd, nedochézi k deformacim hiideli, ani vazeb. Druhy vlastni tvar je charakteristicky
torznim zkrucovanim htidele motoru. U tfetiho tvaru kmitu dominuje torzni kmitani
hifdele motoru, predlohovy hifdel 2 kmité v protifzi s hifdelem 3. Ctvrty vlastni tvar je
charakterizovan predevsim torznim zkrucovanim predlohového hridele 2, hiidel 3 kmita
v protifazi s hiidelem 4. Paty tvar predstavuje dominantni kmitani vystupniho hiidele 4.

5.2.2 Modalni analyza pohonné jednotky s kontaktem kolo-kolejnice

Matematicky model pohonné jednotky se priddanim vazby kontaktu kolo-kolejnice s linea-
rizovanou adhezni charakteristikou a uvazovanim vlivu skiiné vozidla rozsiti o dva stupné
volnosti. Tento matematicky model je odvozen v kapitole 3.6.2. Linearizovand adhezni
charakteristika se v modelu projevi v matici By(sg, v), matematicky model je ve tvaru

M(t) + (B + Bo(so, v))a(t) + Kq(t) = 0. (5.2.2)

Je patrné, ze tento silné nekonzervativni model je zavisly na relativnim skluzu sy a rych-
losti vozidla v. Necht je moment motoru konstantni, smérnice charakteristiky motoru je
pak by = 0 [Nm/rad].

Modalni analyza silné nekonzervativniho modelu je uvedena v kapitole 4.2. Na Obr.
35 az Obr. 39 je zobrazeno prvnich 5 vlastnich tvaru, predstavujici velikosti absolutnich
hodnot vlastnich vektoru, odpovidajicim sefazenym vlastnim ¢islum pro sg = 0,001 av =
40 [km/h]. Vlastni ¢isla jsou uvedena v Tab. 2. Vykresleni vlastnich tvaru je na stejném
principu jako u konzervativniho modelu.

Poznamenejme, ze pii vykreslovani vlastnich tvaru kmittu u silné nekonzervativniho
modelu je vyhodnéjsi animace, jelikoz pri vykresleni velikosti absolutnich hodnot vlastnich
vektoru nelze rozeznat, jestli systém kmitd ve fazi nebo v protifazi.
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A, = a, £1f, [Hz]
v v [km/h]
so = 0,001 so = 0,005 s0 = 0,01
40 —18,94+1143,4 —43,6 £1333,6 6 +1336,3
1 80 —38,24+1142,4 —14,8 1336 7,3 £1336,1
160 —91,7+1138,9 —1,94+1336,3 6,4 +1336,3
40 —8,8 +1i454, 1 —17,3 +1475,4 —5,1+1i479,2
2 80 —10,8 +1454, 4 —10,8 + 1478, 9 —4,6 1479, 1
160 —14,8 £1i455,8 —7,3+1479,4 —4,9 41479, 2
40 —41,9 + 1985, 9 —39,5 + 1982, 8 —35+1983,3
3 80 —16,8 + 1963 —36,9 + 1983, 3 —34,9 + 1983, 3
160 —49 £ 1972 —35,8 + 1983, 3 —35+1983,3
40 —91,4 +11335,5 —87,44+11353,5 —84,74+11353,6
4 80 —954+11340,4 —85,8 +11353,6 —84,74+11353,6
160 —94,74+11347,7 —85,14+11353,6 —84,74+11353,6
40 —945, 9414006, 7 —945, 9414006, 7 —945, 9414006, 7
) 80 —945, 9414006, 7 —945, 9414006, 7 —945, 9414006, 7
160 —945, 9414006, 7 —945, 9414006, 7 —945, 9414006, 7

Tab. 2: Vlastni ¢éisla

Prvni vlastni tvar kmitu je charakterizovan slabym kmitavym pohybem. Pti druhém
a tietim vlastnim tvaru je dominantni kmitédn{ hifdele motoru. Ctvrty vlastni tvar
predstavuje kmitani predlohového hiidele 2 a vystupniho hiidele 4, kolo se vsak prilis
torzné nevychyluje. U patého vlastniho tvaru dominuje kmitani predlohového hiidele 2.

V Tab. 2 je patrny skokovy rozdil mezi imagindrnimi ¢dstmi vlastniho ¢éisla A; pro
skluz so = 0,001 a sg = 0,005 u vSech uvedenych rychlosti vozidla. To je zpusobeno
zménou hodnoty koeficientu (3.6.11) v matici (3.6.13) v dusledku rozdilného relativniho
skluzu sg (bod Taylorova rozvoje) v adhezni charakteristice (Obr. 22).

Na zékladé modalni analyzy lze rozhodovat o stabilité systému. Lze dokézat [4], Ze
redlné casti vlastnich ¢isel rozhoduji o stabilité. Pokud alespon jedno vlastni ¢islo nebo
alespon jeden par komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel ma kladnou redlnou ¢ést, soustava
je nestabilni. V Tab. 2 jsou realné ¢asti tucné zvyraznény. Je patrné, ze systém je pro
vSechny uvedené rychlosti nestabilni s relativnim skluzem sy = 0, 01.
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5.3 Ustalena odezva na vnitini buzeni vlivem kinematické uchylky
kol

5.3.1 Vnitini vestavba

Meéjme matematicky model (5.1.6) s vektorem vnitintho buzeni (3.5.11). Ustédlené kmity
vybuzené tchylkami pfevodového pomeéru budeme vysSettovat kolem statické rovnovazné
polohy dané jmenovitym statickym zatizenim. Kinematické tichylky vyjadiime s vyuzitim
identity A,(t) = Re{A,(t)} v komplexnim tvaru

Aty = At ALt = Al ik, (5.3.1)
kde

AL = Ape — i, (5.3.2)

Ustélend odezva predstavuje partikuldrni feSeni soustavy rovnic (5.1.6). Toto feSeni hle-
dejme metodou odhadu pravé strany ve tvaru

at)=> > a.e™, (5.3.3)
z k

kde q, ;, = [qf k} jsou vektory komplexnich amplitud. Dosazenim rovnic (5.3.1) a (5.3.3)

do puvodni rovnice matematického modelu dostaneme vektory komplexnich amplitud
ve tvaru

Ay = [~Mk2w? +ikw.B, + K| (k. + ikw.b.) A, ye.. (5.3.4)

Zubové frekvence w, je ucelné vyjadrit pomoci prevodu vzhledem k referenéni frekvenci
otaceni hiidele motoru wy nebo otacek n

™
W, = Py = pzﬁ, (5.3.5)

kde
ZpWp Wk

= _ Wk 5.3.6
p o o (5.3.6)

je zubovy prevod zabéru z vztazeny k hnacimu hiideli. Uroveii kmitén{ hifdelové soustavy
je vyjadfena hornimi odhady zobecnénych souradnic posuvu uzlua

Gilwo) = D D 1P, i=12,..n (5.3.7)
z k
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Nyni se zaméfme na situaci, kdy dojde k rezonanci. Rezonanci je ticelné vyjadiovat pomoci
tzv. rezonancnich otacek n, . Jednd se o referenéni otdcky hnaciho hiidele, pfi nichz k-
ta harmonicka slozka kinematické tchylky v zubovém zabéru z rezonuje s v-tou vlastni
frekvenci €2,. Rezonance tedy nastava v pripadé

Q, = kw,. (5.3.8)

Po dosazeni (5.3.5) do (5.3.8) dostaneme rezonanc¢ni otacky ve tvaru

300,
 wkp,

(5.3.9)

Nz kv

Necht jsou v piipadé modelované pohonné jednotky amplitudy kinematickych tchylek
vsech kol vyjadieny

107"
Tk

Ae m], A, =0[m], k=1,2,3. (5.3.10)
Uvazujme pouze k = 1, nebot hlavni harmonické slozka mé nejvyraznéjsi vliv na chovani
systému.

Na Obr. 40 az Obr. 43 jsou zobrazeny prubéhy hornich efektivnich odhadu hlu
natoceni v uzlech pro jednotlivé hiidele v zavislosti na referen¢nich otackach hnaciho
hiidele v rozsahu n = 200 <+ 12000 [ot/min]. Pro piehlednost jsou tyto odhady zobra-
zeny pro jednotlivé hifdele zvlast. Uvedme pouze buzeni kinematickou tchylkou zubové
vazby z3, ostatni jsou uvedeny v piiloze (A). Na ose zobrazujici referencni otacky jsou
zvyraznény rezonancni otacky (5.3.9).
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Obr. 40: Horni odhady zobecnénych vychylek uzlu hiidele motoru
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Obr. 41: Horni odhady zobecnénych vychylek uzlu predlohového hiidele
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Obr. 42: Horni odhady zobecnénych vychylek uzlu hiidele 3
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Obr. 43: Horni odhady zobecnénych vychylek uzli vystupniho hiidele
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Je ztejmé, ze k rezonanci dojde pfi n = 5934, 7 [ot/min] a n = 10977,6 [ot/min], coz
podle rezonanc¢ni rovnice (5.3.9) piislusi 2. a 3. vlastni frekvenci (Tab. 1). Tomu odpovidaji
i vybuzené vlastni tvary kmitu (Obr. 31, Obr. 32).

Poznamenejme, ze pii uvazovani 2. (k = 2) a 3. (k = 3) harmonické slozky, dojde
podle rezonanéni rovnice (5.3.9) k rezonanci pii nizsich otackach referenéniho hiidele,
avSak amplitudy téchto vychylek jsou mensi nez amplitudy odpovidajici hlavni harmo-
nické slozce.

5.3.2 Pohonna jednotka s kontaktem kolo-kolejnice a vlivem skiiné vozidla

Matematicky model pohonné jednotky s kontaktem kolo-kolejnice s vlivem skiiné vozidla
je stejny jako (5.2.2) s vektorem vnitiniho buzeni (3.5.11) ve tvaru

Ma(t) + (B + Bo(so, 0))a(t) + Kalt) = £5(t). (5.3.11)

Stejnym postupem jako v kapitole 5.3.1 dostaneme vektory komplexnich amplitud

A = [~ME2wW? + ikw.(B + Bo(s, v)) + K] 7 (k. + ikw.b.) A, ye., (5.3.12)

s tim rozdilem, ze nyni tyto vektory zaviseji na relativnim skluzu sq¢ a rychlosti vozidla v.
Podle zaveéru uvedenych v kapitole 4.3.2 dojde k rezonanci v piipadé

Bu - sz, (5313)

po dosazeni zubové frekvence (5.3.5) do (5.3.13) dostaneme rezonanéni otacky

308,
Thp.

Mg = (5.3.14)

Uvazujme také pouze hlavni harmonickou slozku, vnitini buzeni ve 3. zubové vazbé
a stejny rozsah referencnich otacek hnaciho hiidele. Hodnotu relativniho skluzu uvazujme
sp = 0,001 a rychlost vozidla v = 40 [km/h].

Na Obr. 44 az Obr. 47 jsou zobrazeny horni efektivni odhady thli natoceni v uzlech pro
jednotlivé hiidele zvl4st, posledni uzel ¢tvrtého hiidele piedstavuje kolo. Je vykreslena
pouze odezva na vnitini buzeni zubové vazby z3, odezva na vnitini buzeni v zubovém
zébéru z; a 2z je uvedeno v piiloze (A).
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Je patrné, ze k rezonanci dojde pii n = 1985,1 [ot/min] a n = 6286, 5 [ot/min| hnaciho
hiidele, coz podle rezonan¢ni rovnice (5.3.14) piislusi 1. a 2. vlastnimu ¢islu (Tab. 2).
Tomu odpovidaji i vybuzené vlastni tvary kmitu (Obr. 35, Obr. 36).

Srovname-li vysledky buzeni kinematickou tchylkou v tieti zubové vazbé u slabé ne-
konzervativniho modelu vnitini vestavby a silné nekonzervativniho modelu s linearizova-
nou adhezni charakteristikou v kontaktu kolo-kolejnice, lze si vSimnout, Ze rezonance u ne-
konzervativniho modelu nastava pri nizsich otackach hnaciho hiidele. Rozdil 1ze zhruba
odhadnout na 4000 [ot/min]. To je pfedevsim zpusobeno nizsi hodnotou imaginarni ¢asti
vlastniho ¢isla \; silné nekonzervativni soustavy (zavisla na relativnim skluzu sy a rych-
losti v) oproti hodnoté vlastni frekvence €2 slabé nekonzervativni soustavy. Toto snizeni
je zpusobeno vlivem hmotnosti kola a skfiné vozidla uvazované u silné nekonzervativniho
modelu.

Poznamenejme, ze pii zméné hodnoty relativniho skluzu sy by se podle Tab. 2 ménila
imaginarni ¢ast vlastniho ¢isla A\; a tim i rezonanc¢ni otacky.

5.4 Simulace rozjezdu vozidla v casové oblasti

Matematicky model a adhezni charakteristiku jsme odvodili v kapitole 3.6.3. V nasem
piipadé pripojime pres torzni spojku kolo s uvazovanim kontaktu kolo-kolejnice na uzel 27.
Uvazujme i vliv setrva¢nosti skiiné vozidla. Systém ma pak 29 stupnu volnosti. Globalni
matematicky model pak uvazujme bez vnitintho buzeni ve tvaru

Mi(t) + Ba(t) + Ka(t) = (1), (5.4.1)

kde jednotlivé matice jsou detailné uvedeny v kapitole 3.6.3. Rozjezd vozidla simulujeme
pro nulové pocateéni podminky

qy =0, qy = 0. (5.4.2)

Vektor vnéjstho buzeni méa pak podle (3.6.24) tvar

f2(t) = [0,0, My, 0, ..., =1, T, T — o(v)]" € R*, (5.4.3)

kde My, je moment motoru umistény na 3. uzlu hiidele motoru. Abychom se vyhnuli sko-
kovému zatizeni systému, budeme uvazovat postupné nabihani momentu motoru obecné
ve tvaru

My = My(1 — e, (5.4.4)

kde My je maximalni hodnota a k je koeficient, ktery udava miru stoupani hodnoty
momentu. Pro hodnoty k =5 a My = 200 [Nm] je na Obr. 48 zndzornén jeho prubéh.

Zaméime se nyni na vliv odporu prosttedi o(v). Tuto odporovou silu zavislou na rychlosti
vozidla 1, vyjadiime takto

o(v) = ksi?. (5.4.5)
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Obr. 48: Moment motoru
Uvazujme ustaleny stav systému ve tvaru

&, = konst, ¢ = konst, (5.4.6)

potom musi platit momentova podminka rovnovahy na kole dle Obr. 25 a (5.4.4) ve tvaru

Myp

Myp=Tr, — T= (5.4.7)
Tk
Na skifni vozidla pak pro ustdleny stav plati podle (3.6.21)
T = o(v) = ksi?. (5.4.8)

Rovnici (5.4.7) dosadime do (5.4.8) a ze znalosti momentu motoru a pfevodového poméru
dostaneme maximalni rychlost vozidla pti uvazovéani vlivu odporu prostiedi

T = e (5.4.9)
Predpokladejme silny vliv odporu prostiedi pro k3 = 50. Tak silny odpor prostiedi nemuze
v realném piipadé nastat, proto takovy rozjezd vozidla neodpovida realité, ale pouze tak
testujeme funkénost modelu, ktery muze byt dale verifikovan.

Budeme zkoumat 2 provozni stavy a to rozjezd bez prokluzu ve vazbé mezi kolem a ko-
lejnici a rozjezd vozidla s prokluzem. Prokluz lze vyvolat zvySenim zatézného momentu.
Podle rovnice (5.4.7) 1ze pro maximalni hodnotu koeficientu adheze p = 0,5 ptiblizné

odhadnout velikost momentu motoru, pii kterém dojde k prokluzu na hodnotu M, = 300
[Nm].
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5.4.1 Rozjezd bez prokluzu

Na Obr. 49 az Obr. 52 jsou vykresleny veli¢iny ziskané simulaci rozjezdu vozidla bez
prokluzu kola. Systém je buzen z nulovych pocatecnich podminek momentem ve tvaru
(5.4.4) s hodnotami k = 5 a My = 200 [Nm].

14 rychlost vozidla a obvodova rychlost kola rozdil rychlosti vozidla a obvodové rychlosti kola

rychlost vozidla 13.7 ¢

12 -
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Obr. 49: Porovnani rychlosti Obr. 50: Rozdil rychlosti
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Obr. 51: Vychylka vozidla Qbr. 52: Vyuzitd c¢ast adhezni charakteris-
tiky

Na Obr. 49 je uvedeno porovnani rychlosti vozidla a obvodové rychlosti kola. Hodnota
obvodové rychlosti kola je vlivem relativniho skluzu nepatrné vétsi, tento rozdil je zobrazen
na Obr. 50. Na Obr. 51 je znazornéna vychylka vozidla. Z Obr. 52 je pak zfejmé, ze se
hodnota koeficientu adheze v adhezni charakteristice (Obr. 22) pohybovala ve stabilni
oblasti, zaroven je podle Obr. 22 patrnd zména sklonu grafu adhezni charakteristiky (Obr.
52), kterd je zpusobena vlivem zmény rychlosti vozidla.

Pro porovnani vysledki mezi MKP modelem a modelem v prostiedi ADAMS je
na Obr. 53 vykreslen rozjez vozidla bez prokluzu kola na kolejnici.
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Obr. 53: Porovnani simulace rozjezdu vozidla

Rozdily obou feseni mohou byt zptusobeny ruznymi numerickymi metodami nebo pouzitim
realnych parametru ozubeni v prosttedi ADAMS.

5.4.2 Rozjezd s prokluzem

Na Obr. 54 az Obr. 56 je znazornén prubéh vybranych veli¢in ziskanych simulaci rozjezdu
vozidla s prokluzem kola. Systém je buzen z nulovych pocatecnich podminek momentem
ve tvaru (5.4.4) s hodnotami k =5 a My = 310 [Nm].

70 rychlost vozidla a obvodova rychlost kola 18 vychylka vozidla
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Obr. 54: Porovnani rychlosti Obr. 55: Vychylka vozidla
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Obr. 56: Vyuzita ¢ast adhezni charakteristiky

Na Obr. 54 je uvedeno porovnani rychlosti vozidla a obvodové rychlosti kola. Je patrné,
ze v case 2 [s] dojde k vyraznému narustu obvodové rychlosti kola (prokluz) a k poklesu
rychlosti vozidla vlivem odporu prostiedi. Na Obr. 55 je znézornéna vychylka vozidla.
Z Obr. 56 je pak zfejmé, ze se hodnota koeficientu adheze v adhezni charakteristice (Obr.
22) pohybovala v nestabilni oblasti a doslo k poklesu koeficientu adheze.
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6 Zavér

Tato bakalarska prace se zabyva dynamikou pohontu kolejovych vozidel se zamérenim
na torzni kmitani rotujicich komponent. V kapitole 2 byla uvedena zakladni reserse
koncepci pohonu kolejovych vozidel, které lze podle zpusobu pohonu dvojkoli rozdeélit
na centralni pohon spojnicovy, individualni pohon dvojkoli a skupinovy pohon. U jednot-
livych koncepci byl uveden zakladni popis.

V kapitole 3 byly odvozeny matematické modely torzniho kmitéani hiidelovych soustav
se zubovymi vazbami metodou konecnych prvku, véetné vnitini dynamiky ozubenych
prevodu. Byl zde dale uveden teoreticky rozbor adheznich tc¢inku pusobicich v kontaktu
kolo-kolejnice a matematicky model hiidelové soustavy s respektovanim kontaktu kola
s kolejnici a vlivu setrvacnosti skiiné vozidla.

V kapitole 4 byly uvedeny zakladni metody dynamické analyzy kmitajicich soustav.
Byla zde predstavena modalni analyza a ustalend odezva harmonicky buzenych slabé
nekonzervativnich i silné nekonzervativnich soustav.

Vytvorena metodika matematického modelovani byla aplikovana na vnitini rotujici ve-
stavbu vysokorychlostni pohonné jednotky vyvijené na ZCU ve spolupraci s firmou Wikov
MGI a.s. Implementace vytvorené metodiky modelovani byla zpracovana v programovém
prostiredi MATLAB. Byla provedena modélni analyza, ustalend odezva na vnitini bu-
zeni vlivem kinematické tchylky kol a casova simulace rozjezdu. Simulovany rozjezd vsak
neodpovida realité, ale pouze testuje funkénost daného vypoctového modelu.

Zaverem je mozné konstatovat, ze cile formulované v zadani bakalarské prace byly
splnény. Nad ramec préce byl v prostiedi ADAMS sestaven model vnitini vestavby s kon-
taktem kolo-kolejnice. Tento model byl vytvoren za stejnych predpokladi. V prostiedi
ADAMS byl vyuzit modul pro vytvoreni zubovych vazeb, kdy jsou modeloviny redlné
kontakty mezi boky zubu za predpokladu idedlni geometrie ozubeni. V porovnani s MKP
modelem lze tici, ze bylo dosazeno srovnatelnych vysledku. V budoucnu je mozné mo-
del vnitini vestavby rozsitit o model zkusebniho standu nebo o model motoru s perma-
nentnimi magnety a sledovat tak elektro-mechanickou interakci pti provozu. Na zakladé
planovanych experimentu pak bude provadéno ladéni navrhovych parametru vypoétového
modelu. Naladény vypoctovy model pak bude slouzit pro predikci chovani soustavy
v ruznych zatéznych rezimech.
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Prilohy

A Ustalena odezva na buzeni kinematickou uchylkou

Na Obr. 57 az Obr. 60 jsou vykresleny horni efektivni odhady tihlia natoceni v uzlech pro
jednotlivé hifdele zvldst u modelu vnitini vestavby, na Obr. 61 az Obr. 64 jsou pak tyto
odhady vykresleny u modelu pohonné jednotky s linearizovanou adhezni charakteristikou
v kontaktu kolo-kolejnice. Jedna se o vnitini buzeni v zubovych zabérech z; a z,.

Vnitini vestavba pohonné jednotky
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Obr. 57: Hiidel motoru
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Obr. 59: Hriidel 3
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Obr. 58: Predlohova hridel 2
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Obr. 60: Vystupni hiidel 4
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Obr. 63: Hridel 3 Obr. 64: Vystupni hridel 4
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