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V Plzni dne 4. června 2018
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Abstrakt

Práce se věnuje problematice torzńıho kmitáńı pohon̊u kolejových vozidel. V úvodńı části
je uvedena základńı rešerše koncepćı těchto pohon̊u. V teoretické části jsou odvozeny ma-
tematické modely torzńıho kmitáńı hř́ıdel̊u jako 1D kontinúı použit́ım metody konečných
prvk̊u, včetně teoretického rozboru kontaktu kolo-kolejnice. Metodika výpočtového mo-
delováńı a dynamické analýzy je aplikována na pohonnou jednotku vyv́ıjenou na ZČU
ve spolupráci s firmou Wikov MGI a.s. Implementace vytvořené metodiky modelováńı je
provedena v programovém prostřed́ı MATLAB.

Kĺıčová slova: torzńı kmitáńı hř́ıdel̊u, metoda konečných prvk̊u, kontakt kolo-kolejnice,
adhezńı charakteristika

Abstract

This bachelors thesis is concerned with an issue of mathematical modelling and computati-
onal analysis of torsional vibration of drive systems for railway applications. In the induc-
tory part of the thesis, basic drive designs for railway aplications are mentioned.In the the-
oretical part, mathematical models of torsional vibration of shafts as 1D continuum are
derived using finite element method, theory of wheel rail contact is also mentioned. The de-
rived methods of computational modelling and dynamic analysis are applied to drive sys-
tem which is being developed at the University of West Bohemia in cooperation with
company Wikov MGI a.s. Implementation of derived methods of modelling is performed
using MATLAB.

Keywords: torsional vibration, finite element method, wheel rail contact, adhesion cha-
rakteristics



Obsah
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3.6.1 Adhezńı účinky p̊usob́ıćıch v kontaktu kolo-kolejnice . . . . . . . . . 31
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pro časovou simulaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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1 Úvod

Pohonné systémy použ́ıvané v kolejové dopravě přenášej́ı moment z trakčńıho motoru
nebo spalovaćıho motoru (obvykle dieselového) na dvojkoĺı přes převodovou skř́ıň. Hnaćı
vozidlo má alespoň jedno dvojkoĺı hnané. Pohony kolejových vozidel muśı splňovat několik,
zdánlivě protich̊udných, požadavk̊u. Muśı být schopny přenášet vysoké výkony, až 1600
kW na nápravu, zároveň je prostor pro pohon omezen a současně je kladen d̊uraz na ńızkou
hmotnost. Je však potřeba pohon kolejového vozidla v pr̊uběhu provozu udržovat. Z toho
plyne požadavek na ńızké náklady a dlouhodobou životnost. U nových lokomotiv prob́ıhá
údržba pravidelně, avšak hlavńı servis je proveden až poté, co vozidlo uraźı kolem milionu
kilometr̊u. Rychlovlaky mohou dosáhnout i 350 km/h a to vše je dnes nutné mı́t na paměti
při jejich konstrukci. Nároky na spolehlivost jednotlivých komponent pohonu jsou proto
striktněǰśı než u jiných druh̊u dopravy. V úvodńı části této práce je uvedena základńı
rešerše koncepćı pohon̊u kolejových vozidel.

V současné době je při konstrukci pohonných systémů využito matematického mode-
lováńı. Výhodou tohoto modelováńı jsou ńızké finančńı nároky a s rozvojem výpočetńı
techniky také přesnost řešeńı. Matematické a výpočtové modelováńı nám umožňuje zkou-
mat mechanickou odezvu systému při provozu a ladit návrhové parametry modelu tak,
abychom zlepšili jeho dynamické chováńı. V teoretické a aplikačńı části se práce zaměřuje
na odvozeńı matematických a výpočtových model̊u torzńıho kmitáńı hř́ıdelových soustav
pohon̊u kolejových vozidel.

1.1 Ćıle práce

Hlavńı ćıle práce jsou

• základńı rešerše koncepćı pohonu kolejových vozidel,

• modelováńı torzńıch kmit̊u soustav s ozubenými koly,

• torzńı model pohonu s respektováńım skř́ıně vozidla a kontaktu kolo-kolejnice,

• aplikace na prototyp vysokorychlostńı pohonné jednotky.
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2 Základńı rešerše koncepćı pohon̊u kolejových vozi-

del

V pr̊uběhu vývoje kolejových vozidel vznikla celá řada koncepćı. V zásadě je lze v př́ıpadě
pohonu dvojkoĺı rozdělit na centrálńı pohon spojnicový, individuálńı a skupinový pohon
dvojkoĺı.

2.1 Centrálńı pohon spojnicový

Tento typ pohonu [1] pocháźı z dob parńıch lokomotiv (Obr. 1), kde byla dvojkoĺı spojená
pevnou vazbou, spojnićı 8. Rozṕınáńım páry v parńım válci 1 se pohyboval ṕıst s ṕıstnićı
3. Klika 7 na kole 6 společně s ojnićı 5 a křižákem 4 tvoř́ı klikový mechanismus, který
měńı posuvný pohyb ṕıstnice na rotačńı pohyb kola. Kola jsou vyvážena protizávaž́ım 9.

Výhodou takto uspořádaného pohonu je, že nemůže doj́ıt k prokluzu jednoho dvojkoĺı.
K prokluzu může doj́ıt jedině při ztrátě adheze všech propojených kol.

Nevýhodou je potřeba vyvažováńı kol v d̊usledku rotačńıho pohybu kola a kliky a t́ım
zp̊usobených setrvačných účink̊u.

Obr. 1: Centrálńı pohon dvojkoĺı [1]

2.2 Individuálńı pohon dvojkoĺı

Individuálńı pohon dvojkoĺı znamená, že jedńım zdrojem (trakčńı motor) je poháněné
pouze jedno dvojkoĺı (náprava). Tento druh pohonu lze dále rozdělit na pohony s trakčńım
motorem s osou rovnoběžnou s nápravou, s trakčńım motorem s osou kolmou k nápravě
a dále pak koncepty pro ńızkopodlažńı, př́ıpadně vysokorychlostńı vozidla.

2.2.1 Pohony s trakčńım motorem s osou rovnoběžnou s nápravou

Př́ımý pohon

Jeden z nejjednodušš́ıch zp̊usob̊u je nasazeńı rotoru motoru na nápravu. Hnaćı moment
se tak z motoru na dvojkoĺı přenáš́ı bez převodu čili př́ımo. Otáčky motoru se shoduj́ı
s otáčkami dvojkoĺı. Schéma tohoto pohonu [1] je znázorněno na Obr. 2.

Na dvojkoĺı 1 je př́ımo nasazen rotor 2. Stator motoru 3 je uložen pomoćı ložisek 4
na nápravě.
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Obr. 2: Př́ımý pohon dvojkoĺı [1]

Výhodou tohoto uspořádáńı je jednoduchá konstrukce a malé náklady. Avšak nevýhod
je poměrně v́ıce. T́ım, že je celá hmotnost motoru uložena na nápravě, vznikaj́ı velké
nevypružené hmoty a t́ım i značné zat́ıžeńı celého systému.

Pohon tlapovým motorem

Jedná se o jednu z nejstarš́ıch koncepćı pohonných systémů kolejových vozidel [1]. Byla
a stále je využ́ıvána u tramvaj́ı a elektrických nebo dieselelektrických lokomotiv. Tento
koncept je použ́ıván pro některé své pozitivńı vlastnosti. Patř́ı k nim jednoduchost, spo-
lehlivost a přijatelné výrobńı náklady. Jako každá varianta má i tato jisté nevýhody. T́ım,
že přibližně polovina hmotnosti motoru spoč́ıvá na nápravě, je tato hmota nevypružená
a mohou tak vznikat dynamické složky reakćı v ložiskách a t́ım velká zat́ıžeńı jednotlivých
součást́ı. Z tohoto d̊uvodu je tento koncept limitován rychlost́ı vozidla. Schéma systému
je na Obr. 3.

Obr. 3: Pohon tlapovým motorem [1]

Trakčńı motor 1 je uložen na rámu podvozku 4 pomoćı závěsky 5 a na nápravě 3 pomoćı
ložisek 2. Krout́ıćı moment motoru poháńı ozubená kola 6 a 7 umı́stěné v převodové skř́ıni
8. Kolo 7 je pevně spojeno s nápravou.
Velikost nevypružených hmot lze redukovat pružnou závěskou, jako např́ıklad na Obr. 4.
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Obr. 4: Tlapovy pohon s pružnou závěskou [3]

Pohon kloubovou hř́ıdeĺı procházej́ıćı dutinou rotoru trakčńıho motoru

Pokud je pohonný systém výrazně prostorově omezen, lze použ́ıt dutý rotor motoru s klou-
bovou hř́ıdeĺı procházej́ıćı touto dutinou [1], viz Obr. 5.

Obr. 5: Pohon kloubovou hř́ıdeĺı procházej́ıćı dutinou rotoru trakčńıho motoru [1]

Motor 2 je pevně umı́stěn na rámu 1. Dutý rotor 3 poháńı přes kloub 10 kloubovou
hř́ıdel 4 a poté přes převodovou skř́ıň 6 celou nápravu, jako v př́ıpadě tlapového pohonu.
Výhody nejsou jen prostorové, ale také je tento pohon snadno opravitelný a udržovatelný.

Pohon kloubovou hř́ıdeĺı mezi motorem a převodovkou

Schema pohonu [1] je znázorněno na Obr. 6. Pokud neńı prostor př́ılǐs omezen, lze krout́ıćı
moment na převodovku přenést pomoćı krátké kloubové hř́ıdele 5 umožňuj́ıćı přenos mo-
mentu mezi hř́ıdeli, jejichž osy nelež́ı v jedné př́ımce.
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Obr. 6: Pohon kloubovou hř́ıdeĺı mezi motorem a převodovkou [1]

2.2.2 Pohon motorem s osou kolmou k nápravě

Motor pod skř́ıńı vozidla, poháńı dvojkoĺı v rámu podvozku

Tento typ pohonu [1] lze aplikovat v př́ıpadě, pokud je potřeba zefektivnit zástavbový
prostor. Krout́ıćı moment motoru je přenesen kloubovou hř́ıdeĺı na kuželovou převodovku,
která umožńı přenos momentu na osu dvojkoĺı (Obr. 7).

Obr. 7: Motor pod skř́ıńı vozidla, poháńı dvojkoĺı v rámu podvozku [1]

Motor poháńı dvojkoĺı vně rámu podvozku

Schéma tohoto pohonu [1] je na Obr. 8. Je-li třeba uvolnit prostor v ose podvozku, lze
použ́ıt pohonný systém s motorem 2 uloženým vně rámu podvozku 1. Moment motoru
poháńı dvojkoĺı přes kloubovou hř́ıdel 3 a kuželovou převodovku 4. Kotoučová brzda 6 je
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umı́stěna na druhém kole. Z d̊uvod̊u umı́stěńı motoru a brzdy je tento pohon použ́ıvaný
u vozidel s velmi tuhou nápravou.

Obr. 8: Motor umı́stěn vně rámu podvozku [1]

2.2.3 Nı́zkopodlažńı koncepty individuálńıho pohonu dvojkoĺı

Moderńım trendem dopravy se staly ńızkopodlažńı vozy. Nı́zká podlaha, zejména u vozidel
městské dopravy, umožňuje snadný nástup a výstup cestuj́ıćım, předevš́ım pro imobilńı
osoby. Pro tyto účely je nutné uspořádat systém pohonu tak, aby se co nejv́ıce prostoru
uvolnilo v ose podvozku. Vznikly tak r̊uzné koncepty a to zejména pohony motorem s osou
kolmou k nápravě, ale také tak zvaný pohon volně otočného kola, které jsou popsány dále.

Motor uložený pod skř́ıńı vozidla poháńı kola přes dvě čelńı převodovky

Schéma pohonu [1] je na Obr. 9.

Obr. 9: Motor umı́stěn pod skř́ıńı vozidla[1]
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Tento pohon nemá pevnou (vázanou) nápravu. Uvolnil se t́ım tak potřebný prostor pro
ńızkou podlahu. Moment z motoru 2 se přenáš́ı kloubovou hř́ıdeĺı 3 na kuželový převod 4
a 5, který poháńı přes dvoustupňovou převodovku 7 kola nalisovaná na nápravách. Oproti
ostatńım koncept̊um je zde však diferenciál 6 zajǐst’uj́ıćı rozd́ılné otáčky kol při j́ızdě
obloukem. To má řadu výhod. Docháźı tak k menš́ımu opotřebeńı kol a zmı́rněńı hluku
při pr̊ujezdu menš́ım obloukem.

Pohon volně otočného kola

Pro tento pohon je typické, že motor poháńı pouze jedno kolo. Nav́ıc je motor umı́stěn
tak, aby nezasahoval do prostoru osy podvozku. Několik koncepćı je dále uvedeno.

Pohon volně otočného kola s planetovou převodovkou

Schéma pohonu [1] je na Obr. 10. Rotor 2 motoru 3 poháńı planetovou převodovku, kterou
tvoř́ı ozubené kolo 4, 6 a satelity 5. Satelity jsou propojeny s unášečem 9, který poháńı
nalisované kolo 1 na náboji 7.

Obr. 10: Pohon volně otočného kola s planetovou převodovkou [1]

Pohon volně otočného kola se svislou osou motoru

Schéma je na Obr. 11. U tohoto uspořádáńı [1] lze zcela uvolnit prostor pro ńızkou podlahu.
Motor 1 poháńı kuželovou převodovku 3, která přes kardanovu spojku 4 a brzdný kotouč
6 poháńı kolo 5. Kolo je uloženo ložisky na nápravě 7.
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Obr. 11: Pohon volně otočného kola se svislou osou motoru [1]

2.2.4 Koncepty pro vysokorychlostńı vozidla

Pro středně dlouhé vzdálenosti nab́ıźı vysokorychlostńı kolejová doprava spolehlivý, kom-
fortńı a pro životńı prostřed́ı nezávadný zp̊usob cestováńı. Dnes jsou vysokorychlostńı
vozy převážně poháněny elektřinou. Při vysokých rychlostech vznikaj́ı mnohem větš́ı dy-
namické složky reakćı a proto je rozhoduj́ıćı sńıžeńı velikosti nevypružených hmot. Motory
maj́ı nav́ıc vysoké otáčky a proto je nutné použ́ıvat v́ıcestupňové převodovky. Takovéto
požadavky lze zajistit pohonem dutou kloubovou hř́ıdeĺı kolem nápravy [1]. Schéma tohoto
systému je na Obr. 12.

Obr. 12: Pohon dutou kloubovou hř́ıdeĺı kolem nápravy [1]
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Motor 2 je uložen na rámu podvozku 1. Krout́ıćı moment motoru je převeden přes
dvoustupňovou převodovku 3 na trubkový unašeč 4. Pomoćı mechanismu 6, duté hř́ıdele
5 a mechanismu 7 je moment převeden na nápravu.

Výhodou tohoto uspořádáńı je, že nevypružené z̊ustává pouze dvojkoĺı a část hř́ıdele
5, zároveň umožňuje vetš́ı volnost dvojkoĺı. Nevýhodou je, že se při př́ıpadné poruše muśı
vyvázat celý podvozek a demontovat dvojkoĺı.

2.3 Skupinový pohon dvojkoĺı

Pojem skupinový pohon dvojkoĺı znamená, že od jednoho zdroje jsou poháněna dvě
nebo tři dvojkoĺı. V zásadě se u takto uspořádaného systému použ́ıvá pohon motorem
s osou kolmou k nápravě. Schéma některé z variant je na Obr. 13 [1]. Motor 1 poháńı

Obr. 13: Skupinový pohon dvojkoĺı [1]

přes kloubovou hř́ıdel 2 a převodovku 3 kolo 6. Zároveň pomoćı kloubové hř́ıdele 4
a kuželočelńıho převodu 5 poháńı kolo 7.

2.3.1 Nı́zkopodlažńı koncept skupinového pohonu dvojkoĺı

Skupinový pohon u ńızkopodlažńıch voz̊u lze doćılit motorem s osou kolmou k nápravě
(Obr. 14) [1].

Obr. 14: Nı́zkopodlažńı koncept skupinového pohonu dvojkoĺı [1]

Jedńım zdrojem (trakčńım motorem) jsou přes pružné spojky a kuželočelńı převody
poháněny obě postranńı kola. Tento typ pohonu lze použ́ıt u městských vozidel, dokonce
i metra.
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2.4 Shrnut́ı

S vývojem kolejové dopravy stoupaj́ı nároky na rychlost, spolehlivost a komfort provozu.
Z pohledu dynamiky kolejových vozidel je zejména d̊uležitá ńızká hmotnost a vyváženost
jednotlivých komponent pohonu. Nevypruženné hmoty totiž mohou zp̊usobovat nežádoućı
dynamické zat́ıžeńı systému. Důležitá je také životnost, nebot’ nadstandardńı údržba je
finančně nákladná. Umı́stěńı pohonné jednotky je zároveň omezeno prostorem, zvláště pak
u ńızkopodlažńıch voz̊u. Nı́zká podlaha najde své uplatněńı zejména u vozidel městské
hromadné dopravy.

V současné době je na ZČU ve spolupráci s firmou Wikov MGI a.s. vyv́ıjen vysoko-
rychlostńı pohon pro kolejovou dopravu. V kapitole 5 je uveden popis tohoto pohonu.
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3 Modelováńı torzńıch kmit̊u pohonných soustav s ozu-

benými koly

V současné době jsou kladeny vysoké nároky na účinnost a spolehlivost strojńıch kompo-
nent. Zároveň se ale požaduje jejich ńızká hmotnost, vysoká životnost a dlouhé servisńı
intervaly. Z pohledu dynamiky a kmitáńı se od pohon̊u kolejových vozidel vyžaduje ńızká
hlučnost a s ńı souvisej́ıćı vibrace. V př́ıpadě pohon̊u hraj́ı významnou roli torzńı kmity ro-
tuj́ıćıch část́ı. Většinou se jedná o soustavu hř́ıdele motoru elektromotoru, který je spojen
s vnitřńı rotuj́ıćı vestavbou převodovky.

Při navrhováńı nových pohon̊u se v předvýrobńı části vývoje s výhodou využ́ıvaj́ı
výpočtové modely, které dokáž́ı predikovat možné nežádoućı stavy pohonu a v př́ıpadě,
že se tyto stavy projev́ı v provozńı oblasti, je možné optimalizovat návrhové parametry
a t́ım zlepšit dynamické chováńı.

3.1 Matematické modely diskrétńıch mechanických soustav

Reálné mechanické soustavy lze modelovat r̊uznými př́ıstupy. Úlohy mechanických sou-
stav lze obecně popsat parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi. Takto formulované úlohy
lze pak řešit r̊uznými metodami, např́ıklad metodou konečných prvk̊u, která je založena
na diskretizaci kontinua, která vede na formulaci tzv. diskrétńıch model̊u. Diskrétńı sou-
stavy jsou složeny z diskrétńıch prvk̊u, t.j. tuhá tělesa, hř́ıdele atp. Jejich kmitavý pohyb
lze popsat obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi.

Pohybové rovnice můžeme sestavit pomoćı Lagrangeových rovnic druhého druhu v ma-
ticovém tvaru

d

dt

(
∂Ek
∂q̇

)
− ∂Ek

∂q
+
∂Ep
∂q

+
∂R

∂q̇
= f(t), (3.1.1)

kde q = [q1(t), q2(t), ..., qn(t)]T je vektor n zobecněných souřadnic (n je počet stupň̊u
volnosti) a f(t) = [F1(t), F2(t), ..., Fn(t)]T je vektor zobecněných bud́ıćıch sil.

Kinetickou energii Ek, potenciálńı energii Ep a Rayleighovu disipačńı funkci R lze
vyjádřit takto

Ek =
1

2
q̇TMq̇, Ep =

1

2
qTKq, R =

1

2
q̇TBq̇, (3.1.2)

kde M je matice hmotnosti, B je matice tlumeńı a K je matice tuhosti. Pro prvky těchto
matic plat́ı

mij =
∂2Ek
∂q̇i∂q̇j

, kij =
∂2Ep
∂qi∂qj

, bij =
∂2R

∂q̇i∂q̇j
, (3.1.3)

kde i, j = 1, 2, ..., n. Po dosazeńı (3.1.2) do (3.1.1) a provedeńı př́ıslušných derivaćı dosta-
neme výslednou pohybovou rovnici

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = f(t). (3.1.4)
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Vektor zobecněných bud́ıćıch sil f(t) lze źıskat např. z principu virtuálńıch praćı δWj apli-
kovaného na śıly konaj́ıćı práci (bez konzervativńıch a tlumı́ćıch sil) při j-tém virtuálńım
pohybu δqj, který uděĺıme soustavě. Pro virtuálńı práci plat́ı

δWj = Fjδqj j = 1, 2, ..., n. (3.1.5)

U slabě tlumených soustav se v technické praxi často uvažuje proporcionálńı tlumeńı,
tedy matice tlumeńı je dána tzv. Rayleighovo vztahem [4]

B = αM + βK. (3.1.6)

3.2 Modelováńı torzńıho kmitáńı hř́ıdel̊u metodou konečných
prvk̊u

Hř́ıdel lze modelovat jako jednorozměrné kontinuum, které lze při použit́ı metody konečných
prvk̊u diskretizovat tzv. hř́ıdelovými prvky. Diskretizace hř́ıdele respektuje jeho geometrii,
tj. počet zavedených prvk̊u záviśı na požadované přesnosti řešeńı.

Hř́ıdelový prvek

Vytkneme z hř́ıdele obecný element (hř́ıdelový prvek), jehož pr̊uřez je kruhový s plo-
chou velikosti A(x), kde x je souřadnice definuj́ıćı polohu zavedeného řezu v lokálńım
souřadnicovém systému prvku (viz Obr. 15). Konečný prvek délky l je umı́stěn mezi uzly

Obr. 15: Hř́ıdelový (konečný) prvek

1 a 2 v lokálńım č́ıslováńı elementu. Torzńı výchylky v mı́stech uzl̊u prvku označ́ıme
ϕ1(t) a ϕ2(t). Torzńı natočeńı podél prvku v libovolném mı́stě x aproximujeme lineárńım
polynomem
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ϕ(x, t) = C0(t) + C1(t)x, (3.2.1)

kde C0(t) a C1(t) jsou časově závislé koeficienty. Vztah (3.2.1) lze zapsat v maticovém
tvaru

ϕ(x, t) = Φ(x)c(t), (3.2.2)

kde zřejmě plat́ı

Φ(x) =
[
1 x

]
, c(t) =

[
C0(t)
C1(t)

]
.

Vztah (3.2.1) muśı vyhovovat i v uzlech prvku. Dosad́ıme tedy souřadnice uzlových bod̊u
1 (x = 0) a 2 (x = l). Pro natočeńı v uzlech pak plat́ı

ϕ1(t) = C0(t), ϕ2(t) = C0(t) + C1(t)l. (3.2.3)

Zavedeme vektor zobecněných souřadnic (výchylek) v uzlech prvku e

q(e)(t) =

[
ϕ1(t)
ϕ2(t)

]
=

[
1 0
1 l

] [
C0(t)
C1(t)

]
= Sc(t). (3.2.4)

Matice S je regulárńı a proto lze vektor koeficient̊u c(t) vyjádřit z (3.2.4) ve tvaru

c(t) = S−1q(e). (3.2.5)

Vztah (3.2.5) dosad́ıme do (3.2.2) a dostaneme výsledný tvar aproximace torzńı výchylky
v libovolném bodě uvnitř prvku

ϕ(x, t) = Φ(x)S−1q(e), (3.2.6)

Matice hmotnosti a tuhosti hř́ıdelového prvku

Matice hmotnosti a tuhosti hř́ıdelového prvku odvod́ıme z Lagrangeových rovnic (3.1.1).
Pro kinetickou energii prvku plat́ı [10]

E
(e)
k =

1

2

∫ l

0

ρJp(x)ϕ̇2(x, t)dx, (3.2.7)

kde ρ je hustota materiálu a Jp je polárńı moment pr̊uřezu v mı́stě x. Je nutné vyjádřit
časovou derivaci natočeńı v mı́stě x a jej́ı druhou mocninu. Derivaćı (3.2.6) dostaneme

ϕ̇(x, t) = Φ(x)S−1q̇(e) a ϕ̇2(x, t) = (q̇(e))TS−TΦ(x)TΦ(x)S−1q̇(e). (3.2.8)

Vztahy (3.2.8) dosad́ıme do (3.2.7) a dostaneme
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E
(e)
k =

1

2
(q̇(e))TS−T

(∫ l

0

ρJp(x)Φ(x)TΦ(x)dx

)
S−1q̇(e). (3.2.9)

Rovnici (3.2.9) lze přepsat takto

E
(e)
k =

1

2
(q̇(e))TM(e)q̇(e), M(e) = S−T

(∫ l

0

ρJp(x)Φ(x)TΦ(x)dx

)
S−1. (3.2.10)

Nadále budeme uvažovat prizmatický prvek, tedy Jp(x) = Jp, pak matici hmotnosti prvku
M(e) vyjádř́ıme jako

M(e) = ρJpS
−T IΦS−1, kde IΦ =

∫ l

0

Φ(x)TΦ(x)dx. (3.2.11)

Zavedenou integrálńı matici IΦ je možné vyjádřit v závislosti na délce konečného prvku

IΦ =

∫ l

0

[
1
x

] [
1 x

]
dx =

∫ l

0

[
1 x
x x2

]
dx = l

[
1 l

2
l
2

l2

3

]
. (3.2.12)

Vztah (3.2.12) dosad́ıme do (3.2.11) a dostaneme výslednou matici hmotnosti prvku

M(e) = ρJpl

[
1 −l

l

0 l
l

] [
1 l

2
l
2

l2

3

] [
1 0
−1

l
1
l

]
= ρJpl︸︷︷︸

I(e)[kgm2]

[
1
3

1
3

1
6

1
3

]
, (3.2.13)

kde I(e) je moment setrvačnosti prvku k ose rotace. Pro potenciálńı (deformačńı) energii
prvku plat́ı

E(e)
p =

∫
(V )

λdV, (3.2.14)

kde λ je hustota deformačńı energie, pro kterou plat́ı λ = 1
2
Gγ2, kde G je modul pružnosti

ve smyku a γ je zkos.
Zkos můžeme vyjádřit takto [10]

γ =
∂ϕ

∂x
r, (3.2.15)

Pokud dosad́ıme do vztahu (3.2.15) výraz (3.2.6) dostaneme zkos ve tvaru

γ = Φ
′
(x)S−1q(e)r → γ2 = (q(e))TS−TΦ

′
(x)TΦ

′
(x)S−1q(e)r2. (3.2.16)

(3.2.16) dosad́ıme do deformačńı energie a vyjádř́ıme

E(e)
p =

1

2
(q(e))TS−T

(∫
(V )

G(Φ
′
)T (x)Φ

′
(x)r2dV

)
S−1q(e) =

1

2
q(e)K(e)q(e), (3.2.17)
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kde K(e) je matice tuhosti hř́ıdelového prvku. Tuto matici vyjádř́ıme následovně

K(e) = S−T
(∫

(A)

∫
(x)

G(Φ
′
)T (x)Φ

′
(x)r2dAdx

)
S−1 =

= S−T
(∫ l

0

G(Φ
′
)T (x)Φ

′
(x)dx

∫
(A)

r2dA

)
S−1 = (3.2.18)

= S−T
(∫ l

0

GJp(x)(Φ
′
)T (x)Φ

′
(x)dx

)
S−1.

Necht’ je hř́ıdelový prvek prizmatický, potom lze vztah (3.2.18) přepsat do tvaru

K(e) = GJpS
−T IΦS−1, kde IΦ =

∫ l

0

(Φ
′
)T (x)Φ

′
(x)dx, (3.2.19)

Zavedenou integrálńı matici vyjádř́ıme v závislosti na délce prvku

IΦ =

∫ l

0

[
0
1

] [
0 1

]
dx =

∫ l

0

[
0 0
0 1

]
dx = l

[
0 0
0 1

]
. (3.2.20)

Vztah (3.2.20) dosad́ıme do (3.2.19) a dostaneme výsledný tvar matice tuhosti prvku

K(e) = GJpl

[
1 −1

l

0 l
l

] [
0 0
0 1

] [
1 0
−1

l
1
l

]
=

GJp
l︸︷︷︸

k(e)[Nm/rad]

[
1 −1
−1 1

]
, (3.2.21)

kde k(e) je tuhost hř́ıdelového prvku.

Pohybové rovnice hř́ıdelového prvku

Pohybové rovnice hř́ıdelového prvku źıskáme využit́ım Lagrangeových rovnic (viz ma-
tematické modely diskrétńıch mechanických soustav), které můžeme zformulovat pro
konečný prvek ve tvaru

d

dt

(
∂E

(e)
k

∂q̇(e)

)
− ∂E

(e)
k

∂q(e)
+
∂E

(e)
p

∂q(e)
= f(e)(t). (3.2.22)

Dosazeńım kinetické energie prvku (3.2.10) a potenciálńı energie (3.2.17) do Lagran-
geových rovnic (3.2.22) dostaneme pohybové rovnice hř́ıdelového prvku

M(e)q̈(e)(t) + B(e)q̇(e)(t) + K(e)q(e)(t) = f(e)(t). (3.2.23)
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Obr. 16: Hř́ıdel

Pohybové rovnice dizkretizované hř́ıdele

Pro sestaveńı matematického modelu diskretizovaného hř́ıdele vyjádř́ıme celkovou ki-
netickou a potenciálńı energii soustavy, která je tvořena konečnými hř́ıdelovými prvky.
Př́ıkladem je torzně izolovaný hř́ıdel rozdělený na 2 prvky, jako je na Obr. 16. Celková
kinetická energie hř́ıdele je dána součtem kinetických energíı prvk̊u

Ek =
2∑
e=1

E
(e)
k =

2∑
e=1

1

2
(q̇(e))TM(e)q̇(e), (3.2.24)

analogicky vyjádř́ıme potenciálńı energii

Ep =
2∑
e=1

E(e)
p =

2∑
e=1

1

2
(q(e))TK(e)q(e). (3.2.25)

Zavedeme vektor zobecněných souřadnic

q = [ϕ1, ϕ2, ϕ3]T . (3.2.26)

Výchylky uzl̊u prvku (3.2.4) v lokálńıch souřadnićıch lze pomoćı těchto zobecněných
souřadnic vyjádřit takto

q(e) = Teq. (3.2.27)

Např́ıklad pro e = 2 má matice Te tvar

Te =

[
0 1 0
0 0 1

]
. (3.2.28)

Nyńı do kinetické a potenciálńı energie dosad́ıme vztah (3.2.27)

Ek =
1

2
q̇T

(
2∑
e=1

TT
e M(e)Te

)
q̇ =

1

2
q̇TM(h)q̇→M(h) =

2∑
e=1

TT
e M(e)Te, (3.2.29)
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Ep =
1

2
qT

(
2∑
e=1

TT
e K(e)Te

)
q =

1

2
qTK(h)q→ K(h) =

2∑
e=1

TT
e K(e)Te. (3.2.30)

Podle tohoto procesu lze pak źıskat globálńı matice hmotnosti a tuhosti. Pro hř́ıdel se
dvěma prvky (Obr. 16) maj́ı tyto matice tvar

M(h) =


I(1)

3

I(1)

6
0

I(1)

6

I(1)

3
+
I(2)

3

I(2)

6

0
I(2)

6

I(2)

3

 ,K(h) =

 k(1) −k(1) 0
−k(1) k(1) + k(2) −k(2)

0 −k(2) k(2)

 , (3.2.31)

kde index h znač́ı matice odvozené pro izolovaný hř́ıdel. Analogicky lze tyto matice se-
strojit pro libovolný počet stupň̊u volnosti n, pro q ∈ Rn .

Model hř́ıdele s kotouči a diskrétńı torzńı vazbou

Popǐsme nyńı zp̊usob, s jakým lze model diskretizovaného hř́ıdele doplnit v př́ıpadě, kdy
jsou na hř́ıdeli nasazeny tuhé kotouče nebo diskrétńı torzńı vazby. Předpokládáme tuhé
kotouče s daným momentem setrvačnosti a nehmotné vazby modelované jako pružina
o dané tuhosti. Pro př́ıklad uvažujme hř́ıdel z Obr. 16 s kotouči a vazbou k rámu,
viz Obr. 17. Pohybové rovnice hř́ıdele, resp. matice hmotnosti a tuhosti jsme již od-

Obr. 17: Hř́ıdel s kotoučem a torzńı vazbou

vodili v (3.2.31). Pro kinetickou a potenciálńı energii kotouče, resp. vazby v souladu
se zobecněnými souřadnicemi (3.2.26) plat́ı

E
(d)
k =

1

2
I3ϕ̇3

2, E
(d)
p =

1

2
k1ϕ1, (3.2.32)

kde index d znač́ı diskrétńı prvky. Matice hmotnosti a tuhosti pro kotouče a vazbu má
pak, podle (3.1.3), tvar
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M(d) =
∂2E

(d)
k

∂ϕ̇i∂ϕ̇j
→ M(d) =

0 0 0
0 0 0
0 0 I3

 , (3.2.33)

K(d) =
∂2E

(d)
p

∂ϕi∂ϕj
→ K(d) =

k1 0 0
0 0 0
0 0 0

 . (3.2.34)

Globálńı matice hmotnosti a tuhosti pro model hř́ıdele s kotouči a torzńı vazbou źıskáme
sečteńım matic spojitých prvk̊u hř́ıdele a matic diskrétńıch prvk̊u

M = M(h) + M(d), K = K(h) + K(d), (3.2.35)

kde index h znač́ı matici hmotnosti a tuhosti odvozenou obecně ve tvaru (3.2.31). Analo-
gickým zp̊usobem lze model odvodit pro vazbu nebo kotouč umı́stěný v libovolném uzlu.

3.3 Model torzńıho kmitáńı hř́ıdelové soustavy

Při modelováńı hř́ıdelových soustav (dva a v́ıce hř́ıdel̊u) je výhodné použ́ıt metodu dekom-
pozice na subsystémy. Uvažujme dva torzně izolované hř́ıdele (bez vazby) reprezentuj́ıćı
dva subsystémy, jako je na Obr. 18. U hř́ıdele s indexem a zavedeme vektor zobecněných

Obr. 18: Hř́ıdelová soustava

souřadnic ve tvaru

qa = [ϕ
(a)
i ], i = 1, 2, ..., n1. (3.3.1)

Analogicky zavedeme i pro hř́ıdel b

qa = [ϕ
(a)
j ], j = 1, 2, ..., n2, (3.3.2)

25



kde n1 a n2 je počet stupň̊u volnosti hř́ıdele a, resp. hř́ıdele b. Zavedeńım vektoru zo-
becněných souřadnic výchylek uzl̊u obou hř́ıdel̊u ve tvaru

qT = [qa,qb] ∈ Rn1+n2 , (3.3.3)

můžeme podle (3.2.35) sestrojit matice hmotnosti a tuhosti hř́ıdel̊u, pro něž plat́ı

Ma = M(h)
a + M(d)

a , Ka = K(h)
a + K(d)

a , (3.3.4)

Mb = M
(h)
b + M

(d)
b , Kb = K

(h)
b + K

(d)
b . (3.3.5)

Analogicky lze odvodit matici tlumeńı. Výsledný matematický model pak má tvar

[
Ma 0
0 Mb

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
q̈a
q̈b

]
+

[
Ba 0
0 Bb

]
︸ ︷︷ ︸

B

[
q̇a
q̇b

]
+

[
Ka 0
0 Kb

]
︸ ︷︷ ︸

K

[
qa
qb

]
=

[
fa
fb

]
︸︷︷︸

f

, (3.3.6)

kde fa, resp. fb jsou vektory zobecněných sil p̊usob́ıćı na hř́ıdeli a, resp. b. Analogicky lze
model sestavit pro libovolný počet hř́ıdel̊u.

3.4 Hř́ıdelová soustava s ozubeným převodem

Modelováńı zubových vazeb při prostorovém kmitáńı představuje obecně složitý problém.
Při předpokladu torzńıho kmitáńı a stálého záběru lze śıly přenášené jakýmkoli typem
ozubeńı vyjádřit pouze tečnou složkou p̊usob́ıćı v rovině spoluzab́ıraj́ıćıch ozubených
kol. Zubovou vazbu pak lze nahradit diskrétńı visko-elastickou vazbou. Mějme hř́ıdel a
s uloženým pastorkem v uzlu i a hř́ıdel b s kolem v uzlu j. Pastorek a kolo tvoř́ı zubový
záběr (viz Obr. 19).

Matematický model torzńıho kmitáńı hř́ıdel̊u a a b jsme obecně odvodili v (3.3.6).
Deformačńı energie (potenciálńı energie) a Rayleighovu disipativńı funkci vazby z pak
vyjádř́ıme takto

E(z)
p =

1

2
kz(rpϕi − rkϕj)2, R(z) =

1

2
bz(rpϕ̇i − rkϕ̇j)2. (3.4.1)

Potenciálńı energii a Rayleighovu funkci dosad́ıme do Lagrangeových rovnic (3.1.1) pro za-
vedené zobecněné souřadnice q = [q(a),q(b)], kde dle (3.1.3) vyjádř́ıme derivace a zaṕı̌seme
v maticovém tvaru

∂E
(z)
p

∂q
=



...
...

· · · kzr
2
p · · · −kzrkrp · · ·

...
...

· · · −kzrkrp · · · kzr
2
k · · ·

...
...





...
ϕi
...
ϕj
...

 = Kzq, (3.4.2)
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Obr. 19: Zubová vazba

∂R(z)

∂q̇
=



...
...

· · · bzr
2
p · · · −bzrkrp · · ·

...
...

· · · −bzrkrp · · · bzr
2
k · · ·

...
...





...
ϕ̇i
...
ϕ̇j
...

 = Bzq̇. (3.4.3)

Globálńı model kmitáńı hř́ıdelové soustavy s ozubeným převodem dostaneme přičteńım
matice tuhosti vazeb Kz a matice tlumeńı vazeb Bz k odpov́ıdaj́ıćım matićım hř́ıdelové
soustavy

Mq̈(t) + (B + Bz)q̇(t) + (K + Kz)q(t) = f(t). (3.4.4)

Matice M a K má vlivem přidáńı kotouče kola, resp. pastorku tvar (3.3.4), (3.3.5). Pro
zavedené zobecněné souřadnice pro ně plat́ı

M =

[
M(h)

a + M(d)
a

M
(h)
b + M

(d)
b

]
,K =

[
K(h)
a + K(d)

a

K
(h)
b + K

(d)
b

]
. (3.4.5)

Přijmeme-li předpoklad proporcionálńıho tlumeńı (3.1.6), lze matici tlumeńı zapsat ve tvaru
B = βK , resp. Bz = βKz. Pokud soustava obsahuje Z zubových převod̊u a s hř́ıdel̊u má
matematický model tvar

Mq̈(t) + (B +
Z∑
z=1

Bz)q̇(t) + (K +
Z∑
z=1

Kz)q(t) = f(t), (3.4.6)
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kde matice hmotnosti M = diag(M1, ...,Ms), tlumeńı B = diag(B1, ..., Bs) a tuhosti
K = diag(K1, ..., Ks).

3.5 Vnitřńı dynamika ozubených převod̊u

V předchoźım př́ıpadě jsme uvažovali ideálńı evolventńı ozubeńı. Avšak u reálných př́ıpad̊u
má zubová vazba výrobńı nepřesnosti. Tyto nepřesnosti se při provozu projevuj́ı jako zdroj
vnitřńıho buzeńı. Vlivem poddajnosti hř́ıdel̊u může doj́ıt k rozkmitáńı převodové skř́ıně
a š́ı̌reńı hluku do vozu. Modelováńı vnitřńıho buzeńı je tak v zájmu většiny výzkumných
pracovǐst’.

Výrobńı nepřesnost ozubených kol budeme nazývat kinematickou úchylkou převodového
poměru . Lze ji simulovat kĺınem proměnné š́ı̌rky ∆z(t) vkládaným mezi ideálně zab́ıraj́ıćı
boky zub̊u [4]. Podle [4] lze kinematickou úchylku vyjádřit jako součet k harmonických
funkćı

∆z(t) =
∑
k

(∆kc cos kωzt+ ∆ks sin kωzt) , (3.5.1)

kde ωz je zubová frekvence, k je index harmonické složky, ∆kc je kosinová složka amplitud
a ∆ks je sinová složka amplitud výchylek. Situace záběru dvou ozubených kol nasazených
v uzlech i a j s kinematickou úchylkou je znázorněna na Obr. 20.

Na Obr. 20 je schématicky zobrazena zubová vazba mezi pastorkem a kolem o mo-
mentech setrvačnosti Ii a Ij k osám otáčeńı a poloměrech ri a rj. Za předpokladu stálého
záběru a torzńıch kmit̊u lze poddajnost ozubeńı modelovat pružinami, resp. tlumiči o tu-
hosti ki a kj, resp. bi a bj. Mezi zuby je vkládán kĺın o š́ı̌rce ∆z(t) představuj́ıćı kine-
matickou úchylku zubového záběru. ωi a ωj jsou úhlové rychlosti obou kotouč̊u pro něž
z d̊uvodu kinematické vazby plat́ı ωiri = ωjrj. ϕi a ϕj představuj́ı torzńı výchylky kol, Mi

a Mj je statické zat́ıžeńı ozubeného převodu. Sériově řazené pružiny i tlumiče lze nahradit
výslednou tuhost́ı

kz =
kikj
ki + kj

, bz =
bibj
bi + bj

.

T́ımto modelem lze v prvńım přibĺıžeńı popsat chováńı ozubeného převodu s vnitřńım
buzeńım.

Poznamenejme, že u reálných soukoĺı se při otáčeńı zpravidla stř́ıdaj́ı jeden a dva páry
zub̊u. Tuhost ozubeńı kz potom neńı konstantńı, ale časově proměnná. Podle [4] lze pro
jednoduchost uvažovat středńı tuhost ozubeńı kz = 2, 110h [N/m], kde h je š́ı̌rka ozubeńı.

3.5.1 Matematický model torzńıch kmit̊u ozubených kol

Pro sestaveńı matematického modelu využijeme Lagrangeových rovnic (3.1.1) pro zo-
becněné souřadnice kol q = [ϕi, ϕj]

T . Kinetická energie, potenciálńı energie a Reyleighovo
disipačńı funkce ozubeného převodu má tvar

Ek =
1

2
Ii (ωi + ϕ̇i)

2 +
1

2
Ij (ωj + ϕ̇j)

2 , Ep =
1

2
kzx

2, R =
1

2
bzẋ

2, (3.5.2)

kde x je deformace ozubeńı na záběrové př́ımce

x = (ωit+ ϕi)ri − (ωjt+ ϕj)rj + ∆z(t) = riϕi − rjϕj + ∆z(t), (3.5.3)
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Obr. 20: Schéma zubové vazby s kinematickou úchylkou
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časová derivace deformace má tvar

ẋ = riϕ̇i − rjϕ̇j + ∆̇z(t). (3.5.4)

Rayleighovo funkce a potenciálńı energie má po dosazeńı deformace tvar

Ep =
1

2
kz(riϕi − rjϕj + ∆z(t))

2, R =
1

2
bz(riϕ̇i − rjϕ̇j + ∆̇z(t))

2.

Dosazeńım do Lagrangeových rovnic dostaneme

Iiϕ̈i + kz(riϕi − rjϕj + ∆z(t))ri + bz(riϕ̇i − rjϕ̇j + ∆̇z(t))ri = Mi, (3.5.5)

Ijϕ̈j − kz(riϕi − rjϕj + ∆z(t))rj − bz(riϕ̇i − rjϕ̇j + ∆̇z(t))rj = −Mj, (3.5.6)

po úpravě

Iiϕ̈i + kz(riϕi − rjϕj)ri + bz(riϕ̇i − rjϕ̇j)ri = Mi − kz∆z(t)ri − bz∆̇z(t)ri, (3.5.7)

Ijϕ̈j − kz(riϕi − rjϕj)rj − bz(riϕ̇i − rjϕ̇j)rj = −Mj + kz∆z(t)rj + bz∆̇z(t)rj. (3.5.8)

3.5.2 Matematický model hř́ıdelové soustavy s vnitřńım buzeńım

Uvažujme hř́ıdelovou soustavu s ozubeným převodem stejně jako na Obr. 19 v kapitole
3.4. Matematický model torzńıho kmitáńı takového systému je odvozený (3.4.4) ve tvaru

Mq̈(t) + (B + Bz)q̇(t) + (K + Kz)q(t) = f(t). (3.5.9)

Vněǰśı i vnitřńı buzeńı se podle (3.5.7) a (3.5.8) projev́ı ve vektoru pravých stran

f(t) = fE + fIz, (3.5.10)

kde index E znač́ı exterńı silové účinky a index I jsou vnitřńı silové účinky. Tyto vektory
lze vyjádřit takto

fE =



...
Mi
...
−Mj

...

 , fIz =



...
−ri

...
rj
...


︸ ︷︷ ︸

cz

(
kz∆z(t) + bz∆̇z(t)

)
, (3.5.11)

kde cz představuje vektor geometrických parametr̊u zubové vazby z. Obecně může mı́t
hř́ıdelová soustava Z zubových vazeb. Celkový matematický model pak źıskáme sečteńım
buzeńı přes všechny zubové vazby

Mq̈(t) + (B +
Z∑
z=1

Bz)q̇(t) + (K +
Z∑
z=1

Kz)q(t) =
Z∑
z=1

[(
kz∆z(t) + bz∆̇z(t)

)
cz

]
+ fE.

(3.5.12)
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3.6 Model kontaktu kolo-kolejnice s vlivem skř́ıně vozidla

Modelováńı kontaktu kolo-kolejnice představuje obecně velmi složitý problém [9]. Při od-
valováńı ocelového kola po ocelové kolejnici může d́ıky nepř́ıznivým podmı́nkám doj́ıt
k prokluzu. Vzniká tak silná nelinearita při popisu jejich kontaktu. Skluz vzniká v př́ıpadě
rozd́ılných obvodových rychlost́ı těles v mı́stě dotyku. Tento jev záviśı na geometrii kola
a kolejnice, na materiálech, na rychlosti, kterou se kolo pohybuje po kolejovém pásu a v ne-
posledńı řadě na vněǰśıch podmı́nkách a nerovnostech.

Při valeńı vznikaj́ı v mı́stě kontaktu tečná a normálová složka valivé vazby. Normálové
silové p̊usobeńı v kontaktu vyjadřuje přenos sil při vzájemném přitlačeńı obou dotýkaj́ıćıch
se těles. Tečná složka zp̊usobuje přenos sil z kola na kolejnici. Při prokluzu dojde k nár̊ustu
tzv. relativńıho skluzu a ke sńıžeńı tzv. koeficientu adheze, to zp̊usobuje také pokles tečné
(třećı) složky valivé vazby. Adhezi lze definovat jako schopnost přenosu sil mezi dvěma
tělesy při vzájemném kontaktu. Součinitel adheze pak představuje mı́ru adheze, záviśı
tedy na okolńıch podmı́nkách. Závislost mezi relativńım skluzem a součinitelem adheze
nám dává přehled o stabilńı oblasti bez prokluzu a nestabilńı oblasti s prokluzem (je
definováno ńıže).

3.6.1 Adhezńı účinky p̊usob́ıćıch v kontaktu kolo-kolejnice

Situaci kontaktu si popǐsme na Obr. 21.

Obr. 21: Model kontaktu kolo-kolejnice

Adhezńı moment p̊usob́ıćı na kolo při uvažováńı skluzu s a rychlosti v lze vyjádřit jako

Mad = µ(s, v)N0rk, (3.6.1)

kde µ(s, v) je součinitel adheze a N0 je jmenovitá kolová (normálová) śıla, rk je poloměr
kola.

Koeficient adheze ve styku kol s kolejnićı lze na základě experiment̊u podle [6] a [7]
popsat závislost́ı na relativńım skluzu s a rychlosti vozidla v ve tvaru

31



µ(s, v) =
2

π
f

arctg s

ρadf
+

s

ρadf

1 +

(
s

ρadf

)2

, (3.6.2)

kde součinitel třeńı f je dán závislost́ı

f = ae−bvs + c. (3.6.3)

Konstanty a, b, c maj́ı podle [6] hodnoty a = 0, 395, b = 0, 2083, c = 0, 125 a adhezńı para-
metr ρad = (5÷ 15) · 10−3. Pro danou rychlost pak můžeme vykreslit závislost relativńıho
skluzu s na součiniteli adheze µ, která je uvedena v úvodu této kapitoly. Na Obr. 22 je
vykreslena adhezńı charakteristika pro rychlosti v = 40 ÷ 200[km/h] a ρad = 5 · 10−3.
Na Obr. 23 je znázorněna derivace součinitele adheze podle relativńıho skluzu. Z ńı
vyplývá možnost existence nestabilńıch oblast́ı, pokud dµ/ds < 0.
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Obr. 22: Adhezńı charakteristika Obr. 23: Derivace adhezńı charakteristiky
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3.6.2 Matematický model hř́ıdelové soustavy s kontaktem kolo-kolejnice pro
vyšetřováńı modálńıch vlastnost́ı

Mějme matematický model hř́ıdelové soustavy s ozubenými převody obecně ve tvaru

M︸︷︷︸
Mp

q̈p(t) + (B +
Z∑
z=1

Bz)︸ ︷︷ ︸
Bp

q̇p(t) + (K +
Z∑
z=1

Kz)︸ ︷︷ ︸
Kp

qp(t) = fp(t), (3.6.4)

kde index p znač́ı převodovou soustavu. Necht’ má tato soustava n stupň̊u volnosti s vek-
torem zobecněných souřadnic qp = [ϕ1, ϕ2, ..., ϕn]T .

K hř́ıdelové soustavě připojme na n-tý uzel pomoćı torzńı pružné vazby o tuhosti kc
a koeficientu tlumeńı bc kolo o momentu setrvačnosti I0, hmotnosti mk a poloměru rk
s kontaktem kolo-kolejnice a skř́ıńı vozidla o hmotnosti mv. Na kolo je přes převod p
převeden moment motoru MM . Situace je znázorněna na Obr. 24.

Obr. 24: Kontakt kolo-kolejnice

Přidáńım modelu kola s respektováńım jeho vazby ke kolejnici a respektováńım skř́ıně
vozidla se model rozš́ı̌ŕı o dva stupně volnosti

q = [ϕ1, ϕ2, ..., ϕn, ϕk, xv]
T , (3.6.5)

kde ϕk je výchylka kola a xv je výchylka vozidla. Momentová statická charakteristika
motoru záviśı na typu motoru a je v prvńım přibĺıžeńı aproximována v okoĺı provozńıho
rovnovážného stavu př́ımkou [5]

MM(ωM + ϕ̇0) = MM(ωM)− bM(v)ϕ̇0, (3.6.6)

kde MM(ωM) je hnaćı moment motoru při provozńı rychlosti v vozidla a relativńım skluzu
dvojkoĺı s, ϕ̇0 je úhlová rychlost motoru. Směrnice (strmost) charakteristiky motoru bM(v)
[Nm/rad] se může měnit v širokém rozsahu podle typu motoru [5].Pro daľśı analýzy
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předpokládejme bm = konst, tedy v = konst. Moment motoru je přenesen přes hř́ıdelovou
soustavu na kolo a je znásoben převodovým poměrem. Ze vztahu pro adhezńı moment
(3.6.1), moment motoru a ze znalosti převodového poměru urč́ıme ustálený stav ve tvaru

MMp = µ(s, v)N0rk, (3.6.7)

tj. stav, kdy je moment motoru ve statické rovnováze s adhezńı silou ve styku kola
s kolejnićı. Závislost mezi součinitelem adheze a relativńım skluzem je nelineárńı. My
však muśıme pro potřeby modálńı analýzy model linearizovat. Nahrad́ıme-li vztah (3.6.2)
prvńımi dvěma členy Taylorova rozvoje v bodě s0

µ(s, v) = µ(s0, v) +

[
∂µ

∂s

]
s=s0

(s− s0), (3.6.8)

a přihlédneme-li k definici skluzu podle [6]

s = s0 +
rkϕ̇k
v
· 3, 6, (3.6.9)

pak se kontakt kolo-kolejnice projev́ı ve vektoru pravých stran [5]

f =

[
0, · · · , 0,− 1

NM

(bM ϕ̇i · · · bM ϕ̇i+NM−1) , 0 · · · , 0,−b(s0, v)ϕ̇k, 0

]T
, (3.6.10)

kde NM je počet uzl̊u, do nichž je na rotoru motoru rozložen hnaćı moment. Koeficient
b(s0, v) vyjadřuje směrnici tečny charakteristiky adhezńıch moment̊u p̊usob́ıćıch z koleje
na prokluzuj́ıćı kola ve výchoźıch provozńıch podmı́nkách definovaných relativńım skluzem
s0 a rychlost́ı vozidla v [km/hod]. Z výraz̊u (3.6.8) až (3.6.10) vyplývá

b(s0, v) =

[
∂µ

∂s

]
s=s0

· 3, 6N0r
2
k

v
. (3.6.11)

Vektor (3.6.10) lze zapsat takto

f = −B0(s0, v)q̇, (3.6.12)

kde zřejmě

B0 = diag

[
0, · · · , 0, 1

NM

(bM , · · · , bM) , 0, · · · , 0, b(s0, v), 0

]
, (3.6.13)

Přidáńım kola (tuhý kotouč) pomoćı torzńı vazby s vlivem skř́ıně vozidla (Obr. 24)
se projev́ı i v matićıch Mp, Bp a Kp p̊uvodně známých řádu n. Vyjádř́ıme kinetickou
energii kola s vlivem skř́ıně vozidla
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Ek =
1

2
Ioϕ̇

2
k +

1

2
mkẋ

2
v +

1

2
mvẋ

2
v, (3.6.14)

potenciálńı (deformačńı) energii

Ep =
1

2
kc(ϕk − ϕn)2 (3.6.15)

a Rayleighovo disipačńı funkci

R =
1

2
bc(ϕ̇k − ϕ̇n)2. (3.6.16)

Dosazeńım do Lagrangeových rovnic (3.1.1) pro zobecněné souřadnice (3.6.5) dostaneme
výsledné matice matematického modelu ve tvaru

Výsledný matematický model popisuj́ıćı torzńı kmitáńı hř́ıdelové soustavy s linearizo-
vaným kontaktem kolo-kolejnice lze zapsat ve tvaru

Mq̈ + (B + B0(s0, v)) q̇ + Kq = 0. (3.6.17)

Tento silně nekonzervativńı model s linearizovanou adhezńı charakteristikou v závislosti
na relativńım skluzu a rychlosti vozidla lze použ́ıt pro modálńı analýzu a posouzeńı sta-
bility při r̊uzných provozńıch stavech.
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3.6.3 Matematický model hř́ıdelové soustavy s kontaktem kolo-kolejnice pro
časovou simulaci

Popǐsme si nejprve př́ıpad kontaktu kola s kolejnićı s vlivem skř́ıně vozidla bez vazby
na hř́ıdelovou soustavu. Tento systém pak má 2 stupně volnosti. Situace je znázorněna
na Obr. 25.

Obr. 25: Kontakt kolo-kolejnice bez vazby k hř́ıdelové soustavě

Odpor prostřed́ı o(v) a tečná složka valivé vazby T představuj́ı vněǰśı zat́ıžeńı systému.
Zavedeme vektor zobecněných souřadnic úhlu natočeńı kola a výchylky vozidla

q = [ϕk, xv]
T . (3.6.18)

Kinetickou energii pak lze vyjádřit ve tvaru

Ek =
1

2
I0ϕ̇

2
k +

1

2
(mk +mv)ẋv

2. (3.6.19)

Zobecněné silové účinky p̊usob́ıćı na kolo a vozidlo maj́ı tvar

Qϕk
= −Trk, Qxv = T − o(v), (3.6.20)

dosazeńım do Lagrangeových rovnic druhého druhu pak dostaneme matematický model
dané soustavy

(mv +mk)ẍv = T − o(v), (3.6.21)

I0ϕ̈k = −rkT. (3.6.22)

Pokud tento subsystém připoj́ıme vazbou typu torzńı spojky k hř́ıdelové soustavě o n
stupńıch volnosti podobně jako v kapitole 3.6.2, bude mı́t matematický model pro zo-
becněné souřadnice (3.6.5) tvar
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Mq̈ + Bq̇ + Kq = f(t), (3.6.23)

kde matice hmotnosti, tlumeńı, tuhosti i vazeb maj́ı stejný tvar jako v (3.6.17). Změńı se
však vektor pravých stran

f(t) = [0, ..., 0,−rkT, T − o(v)]T ∈ Rn+2. (3.6.24)

Pozornost bude nyńı zaměřena na vyjádřeńı vněǰśıch silových účink̊u. Tečná složka valivé
vazby má tvar

T = N0µ(s, v), (3.6.25)

kde N0 je jmenovitá kolová śıla a µ(s, v) je koeficient adheze. Adhezńı součinitel jsme
definovali v (3.6.2) ve tvaru

µ(s, v) =
2

π
f

arctg s

ρadf
+

s

ρadf

1 +

(
s

ρadf

)2

, (3.6.26)

kde jednotlivé koeficienty jsou definovány výše. Skluz lze definovat podle [6] a [9] takto

s =
rkϕ̇k − ẋv

ẋv
, (3.6.27)

kde rk je poloměr kola, ϕ̇k je úhlová rychlost kola a ẋv je rychlost vozidla.
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4 Metody dynamické analýzy kmitaj́ıćıch soustav

4.1 Modálńı analýza lineárńıch konzervativńıch soustav

Modálńı analýzu konzervativńıch i slabě nekonzervativńıch soustav vyšetřujeme z pohy-
bové rovnice v maticovém tvaru

Mq̈ + Kq = 0, (4.1.1)

kde M je symetrická matice hmotnosti a K je symetrická matice tuhosti. Při počátečńıch
podmı́nkách

q(0) = q0, q̇(0) = q̇0, (4.1.2)

předpokládáme řešeńı rovnice (4.1.1) ve tvaru

q(t) = v sin(Ωt), (4.1.3)

kde v je neznámý vektor a Ω je neznámé č́ıslo. Zřejmě plat́ı

q̈(t) = −Ω2v sin(Ωt). (4.1.4)

Vztahy (4.1.3) a (4.1.4) dosad́ıme do (4.1.1)

−Ω2Mv sin(Ωt) + Kv sin(Ωt) = 0, (4.1.5)

za předpokladu, že je rovnice (4.1.5) splněna v každém časovém okamžiku plat́ı

(
K− Ω2M

)
v = 0. (4.1.6)

Rovnice (4.1.6) popisuje problém vlastńıch hodnot. Tato soustava rovnic má netriviálńı
řešeńı pouze pokud

det(K− Ω2M) = 0. (4.1.7)

Rovnice (4.1.7) se nazývá charakteristickou rovnićı. Kořeny této rovnice λi = Ω2
i nazýváme

vlastńı č́ısla, kde i = 1, 2..., n (počet stupň̊u volnosti soustavy). Vlastńı frekvence dané
konzervativńı soustavy jsou ve tvaru

Ωi = +
√
λi [rad/s]. (4.1.8)

Dosad́ıme-li vlastńı č́ısla do rovnice (4.1.6) můžeme určit neznámý vektor vi, který
nazýváme vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı k vlastńı frekvenci Ωi. V technické praxi často
uspořádáváme vlastńı frekvence podle velikosti Ω1 ≤ Ω2 ≤ · · · ≤ Ωn.

Vzhledem k homogenitě rovnice

(K− Ω2
iM)vi = 0
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jsou i vektory cvi jej́ım řešeńım pro libovolné reálné č́ıslo c. Pro jednoznačnost je proto
nutné vlastńı vektory normovat [2]. Podmı́nku pro normované vlastńı vektory zaṕı̌seme
ve tvaru

vTi Mvi = 1. (4.1.9)

Pak jsou vlastńı vektory ortonormálńı a splňuj́ı podmı́nky [2]

vTi Mvj = δij, vTi Kvj = Ω2
jδij. (4.1.10)

Můžeme zapsat vlastńı č́ısla soustavy do tzv. spektrálńı matice

Λ = diag[Ω2
i ], i = 1, 2, ..., n (4.1.11)

a k nim př́ıslušej́ıćı normalizované vlastńı vektory po sloupćıch do modálńı matice

V = [v1,v2, ...,vn], (4.1.12)

pak podmı́nky (4.1.9) můžeme zapsat ve tvaru

VTMV = I, VTKV = Λ. (4.1.13)

4.2 Modálńı analýza lineárńıch silně nekonzervativńıch soustav

Pohybová rovnice silně nekonzervativńıho systému s n stupni volnosti má tvar

Mq̈ + Bq̇ + Kq = 0. (4.2.1)

Nı́že uvedený postup modálńı analýzy silně nekonzervativńıch soustav lze uplatnit
za následuj́ıćıch předpoklad̊u

• jedná se o lineárńı soustavu,

• zanedbáváme vliv gyroskopických účink̊u,

• matice M, B a K jsou konstantńı a symetrické.

Modálńı analýzu této soustavy je výhodné vyšetřovat ve stavovém prostoru defino-
vaným stavovým vektorem ve tvaru

u =

[
q̇
q

]
, u̇ =

[
q̈
q̇

]
. (4.2.2)

Matematický model (4.2.1) rozš́ı̌ŕıme o identitu
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Mq̇−Mq̇ = 0 (4.2.3)

a zaṕı̌seme maticově

[
M 0
0 M

]
︸ ︷︷ ︸

N

[
q̈
q̇

]
︸︷︷︸

u̇

+

[
B K
−M 0

]
︸ ︷︷ ︸

P

[
q̇
q

]
︸︷︷︸

u

=

[
0
0

]
︸︷︷︸

0

. (4.2.4)

Soustava rovnic

Nu̇ + Pu = 0 (4.2.5)

je řádu 2n. Lze vyjádřit prvńı derivaci ve tvaru

u̇ = −N−1P︸ ︷︷ ︸
A

u. (4.2.6)

Výsledný tvar soustavy rovnic (4.2.6) pak lze zapsat ve tvaru

u̇ = Au, (4.2.7)

kde A je systémová matice, pro ńıž plat́ı

A =

[
−M−1B −M−1K

I 0

]
. (4.2.8)

Předpokládejme řešeńı soustavy rovnic (4.2.7) ve tvaru

u = veλt, u̇ = λveλt. (4.2.9)

Dosazeńım (4.2.9) do (4.2.7) dostaneme po úpravě

(λI−A)v = 0, (4.2.10)

jedná se o problém vlastńıch hodnot systémové matice A, kde v je vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı
k vlastńımu č́ıslu λ. Netriviálńı řešeńı existuje pouze za předpokladu

det(λI−A) = 0. (4.2.11)

Kořeny této charakteristické rovnice, vlastńı č́ısla λν , mohou být komplexně sdružená
obecně ve tvaru [8]
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λν = αν ± iβν , ν = 1, 2...,m, (4.2.12)

nebo také reálná

λν = αν ν = 2m+ 1, 2m+ 2, ..., 2n. (4.2.13)

Je účelné vlastńı č́ısla seřadit. Prvńıch m komplexńıch vlastńıch č́ısel s kladnou imaginárńı
část́ı βν uspořádáme vzestupně tak, aby 0 ≤ β1 ≤ β2... ≤ βm. Vlastńı č́ısla se zápornou
imaginárńı část́ı zařad́ıme za ně. Ostatńı vlastńı č́ısla (2n−m) jsou reálná.

Vlastńı vektory lze źıskat z rovnice

(λνI−A)vν = 0, ν = 1, 2, ..., 2n. (4.2.14)

Vzhledem k homogenitě je nutné, stejně jako u modálńı analýzy konzervativńıch soustav,
vlastńı vektory normovat. Podmı́nku normovaných vlastńıch vektoru pro nekonzervativńı
systémy lze zapsat ve tvaru [8]

vTν Nvν = 1. (4.2.15)

Vlastńı vektory pak splňuj́ı pro λi 6= λj podmı́nky biortonormality

viNvj = δij, viPvj = −λjδij. (4.2.16)

Zavedeme-li modálńı matici v P 2n

V = [vν ] ∈ C2n,2n, (4.2.17)

poté je modálńı matice v P n

R = [rν ] ∈ Cn,2n, (4.2.18)

s př́ıslušnou modálńı matićı v P 2n vázána vztahem

V =

[
RΛ
R

]
, (4.2.19)

kde Λ je spektrálńı matice, kterou lze zapsat ve tvaru

Λ = diag(λν) ∈ C2n,2n. (4.2.20)

Podmı́nky (4.2.16) můžeme přepsat do tvaru

VTNV = I, VTPV = −Λ. (4.2.21)
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4.3 Ustálená odezva harmonicky buzených soustav

4.3.1 Slabě nekonzervativńı model

Pohybovou rovnici slabě nekonzervativńı (slabě tlumené) soustavy s harmonickým bu-
zeńım uvažujme ve tvaru

Mq̈ + Bq̇ + Kq = fc cosωt+ fs sinωt, (4.3.1)

kde fc a fs jsou vektory amplitud kośınových a śınových složek buzeńı. Jedná se o soustavu
n obyčejných diferenciálńıch rovnic 2. řádu, kde n představuje počet stupň̊u volnosti.
Zavedeme vektor komplexńıch amplitud f̃ = fc − ifs pak

Re{f̃eiωt} = fc cosωt+ fs sinωt. (4.3.2)

Soustavu rovnic (4.3.1) vyjádř́ıme v komplexńım tvaru

M¨̃q + B ˙̃q + Kq̃ = f̃eiωt, (4.3.3)

kde pro q̃ = qc − iqs plat́ı identita q(t) = Re{q̃eiωt}. Ustálenou odezvu systému pak
poṕı̌seme partikulárńım řešeńım, které odhadneme ve tvaru

q̃p = q̃ae
iωt, (4.3.4)

kde q̃a je vektor komplexńıch amplitud, zřejmě plat́ı

˙̃qp = iωq̃ae
iωt, ¨̃qp = −ω2q̃ae

iωt. (4.3.5)

Dosazeńım rovnic (4.3.5) a (4.3.4) do (4.3.3) dostaneme po úpravě

(
−ω2M + iωB + K

)︸ ︷︷ ︸
Z(ω)

q̃a = f̃ , (4.3.6)

kde matice Z(ω) je označována jako matice dynamické tuhosti. Komplexńı amplitudu pak
lze vyjádřit ve tvaru

q̃a = Z−1(ω)f̃ , (4.3.7)

kde označme Z−1(ω) = H(ω) jako matici dynamické poddajnosti, i-tý tvar komplexńı
amplitudy má obecně tvar

q̃ia = qic − iqis. (4.3.8)
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Úroveň kmitáńı hř́ıdelové soustavy pak lze vyjádřit jako horńı odhad zobecněných výchylek
uzl̊u

q̂i(ω) =

√
|q̃ia|

2, i = 1, 2, ..., n. (4.3.9)

Vykresleńım hodnot komplexńı amplitudy jednotlivých uzl̊u q̂i(ω) v závislosti na bud́ıćı
frekvenci ω źıskáme amplitudovou charakteristiku, která nám dává přehled o rezonančńıch
frekvenćıch soustavy. Je proto nutné předem vyšetřit modálńı analýzu. Rezonance nastává
v př́ıpadě, kdy ω = Ωi, i = 1, 2, ..., n.

4.3.2 Silně nekonzervativńı model

Matematický model silně nekonzervativńıho modelu s obecným buzeńım o n stupni vol-
nosti uvažujme ve tvaru

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = f(t), (4.3.10)

kde matice tlumeńı B je nekomutativńı. Jedná se tak o silně tlumenou soustavu, kterou
je výhodné vyšetřovat ve stavovém prostoru definovaným stavovým vektorem

u =

[
q̇
q

]
. (4.3.11)

Model lze ve stavovém prostoru zapsat ve tvaru

Nu̇ + Pu = p(t), p(t) = [0T , f(t)T ]T . (4.3.12)

Provedeme modálńı transformaci

u = Vx, (4.3.13)

kde V je modálńı matice (4.2.17). Dosazeńım (4.3.13) do (4.3.12) a násobeńım zleva
transponovanou modálńı matićı dostaneme

ẋ(t)−Λx(t) = VTp(t). (4.3.14)

Tato maticová rovnice představuje 2n na sobě nezávislých diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu. Pro ν-tou rovnici plat́ı

ẋν(t)− λνxν(t) = rTν f(t), ν = 1, 2, ..., 2n. (4.3.15)

Dále uvažujme harmonické buzeńı

f(t) = fC cosωt+ fS sinωt. (4.3.16)
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Zaved’me komplexńı tvary buzeńı i řešeńı

f̃(t) = f̃eiωt, q̃(t) = q̃eiωt, x̃(t) = x̃eiωt, (4.3.17)

kde pro vektory komplexńıch amplitud plat́ı

f̃ = fC − ifS, q̃ = qC − iqS, x̃ = xC − ixS. (4.3.18)

Komplexńı tvar diferenciálńıch rovnic (4.3.15)

˙̃xν(t)− λν x̃ν(t) = rTν f̃e
iωt, (4.3.19)

má partikulárńı řešeńı x̃ν(t) = x̃νe
iωt, kde komplexńı amplitudy modálńıch souřadnic jsou

zřejmě

x̃ν =
rTν f̃

iω − λν
. (4.3.20)

Vztah (4.3.20) zaṕı̌seme maticově

x̃ = (iωI−Λ)−1VT f̃ . (4.3.21)

Vzhledem k modálńı transformaci komplexńı stavový vektor u vyjadřuj́ıćı komplexńı am-
plitudy zobecněných souřadnic q i rychlost́ı q̇ má tvar

ũ = V(iωI−Λ)−1VT f̃ . (4.3.22)

Podle (4.3.11) pak dostaneme vektor komplexńıch amplitud výchylek ve tvaru

q̃ = R(iωI−Λ)−1RT f̃ , (4.3.23)

kde ν-tý vektor komplexńıch amplitud má tvar

q̃ν =
rνr

T
ν f̃

iω − λν
. (4.3.24)

Rezonančńı stavy vzniknou tehdy, když tzv. participačńı faktory [8]

pν(ω) =

∣∣∣∣∣ rTν f̃

iω − λν

∣∣∣∣∣ (4.3.25)

nabývaj́ı
”
výrazná“ maxima, tedy pro ω = ±βν , kde ν = 1, 2, ..., 2n.
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4.4 Numerická integrace pohybových rovnic

Uvažujme pohybové rovnice obecně ve tvaru (3.1.4). Jedná se o soustavu n obyčejných
lineárńıch diferenciálńıch rovnic druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Tato soustava
řeš́ı při zadaných počátečńıch podmı́nkách

q(0) = q0, q̇(0) = q̇0, (4.4.1)

pohyb kmitavého systému s n stupni volnosti. Řešeńım těchto rovnic źıskáme výchylku
q(t) a rychlost q̇(t) pro zadaný časový interval t = [0, T ].

Při numerické realizaci je výhodné převést systém n diferenciálńıch rovnic druhého
řádu na soustavu 2n diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu. Jedńım ze zp̊usob̊u převodu
je připojit k (3.1.4) maticovou identitu

Mq̈ + Bq̇ + Kq = f (4.4.2)

Mq̇−Mq̇ = 0,

zaṕı̌seme maticově

[
M 0
0 M

]
︸ ︷︷ ︸

N

[
q̈
q̇

]
︸︷︷︸

u̇

+

[
B K
−M 0

]
︸ ︷︷ ︸

P

[
q̇
q

]
︸︷︷︸

u

=

[
f
0

]
︸︷︷︸

f̃

, (4.4.3)

zřejmě

Nu̇ + Pu = f̃. (4.4.4)

Soustavu rovnic (4.4.4) vynásob́ıme N−1 zleva

u̇ = −N−1P︸ ︷︷ ︸
A

u + N−1f̃︸ ︷︷ ︸
F

, (4.4.5)

výsledná soustava diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu má tvar

u̇ = Au + F, (4.4.6)

kde

A =

[
−M−1B −M−1K

I 0

]
, F =

[
M−1f

0

]
. (4.4.7)

Pro počátečńı podmı́nky ve tvaru

u(0) =

[
q̇0

q0

]
(4.4.8)

již lze řešit rovnici (4.4.6) např́ıklad v programovém prostřed́ı MATLAB numerickou
metodou Runge-Kutta, procesem ode45.
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5 Aplikace na vnitřńı vestavbu prototypu vysoko-

rychlostńı pohonné jednotky

Výše uvedené postupy matematického modelováńı uplatńıme při výpočtovém modelováńı
torzńıho kmitáńı vnitřńı vestavby vysokorychlostńı pohonné jednotky vyv́ıjené na ZČU
v Plzni ve spolupráci s firmou Wikov MGI a.s. Fotografie pohonné jednotky je na Obr.
26.

Obr. 26: Fotografie pohonu - představeńı na mezinárodńım veletrhu Innotrans Berlin 2016
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Pro daľśı potřeby modelováńı bude pozornost soustředěna na vnitřńı vestavbu pohonné
jednotky, jej́ıž kinematické schéma je uvedeno na Obr. 27.

Obr. 27: Schéma pohonu

Vnitřńı rotuj́ıćı vestavba je tvořena hř́ıdelem motoru 1, který nese rotorový paket
a pastorek p1, který je zubovou vazbou s šikmým ozubeńım z1 propojen s kolem k1.
Kolo k1 je umı́stěno na předlohovém hř́ıdeli 2. Pastorek p2 a kolo k2 tvoř́ı kuželo-čelńı
ozubeńı propojuj́ıćı hř́ıdel 2 a 3 zubovým záběrem z2. Na hř́ıdel 3 nesoućı kolo k2 je
nasazen pastorek p3 zab́ıraj́ıćı s kolem k3 v zubové vazbě z3 se šikmým čelńım ozubeńım.
Výstupńı hř́ıdel 4 pak lze spojit pomoćı pružné spojky s kolem s nelineárńım kontaktem
kolo-kolejnice a nebo řetězec obsahuj́ıćı kloubové hř́ıdele, momentové čidlo, prokluzovou
spojku a asynchronńı motor. Tento řetězec tvoř́ı součást zkušebńıho standu, na němž lze
provádět základńı testy rychlostńıho pohonu.

5.1 Výpočtové modelováńı pohonné jednotky

Hř́ıdele pohonného systému diskretizujeme konečnými prvky o odpov́ıdaj́ıćıch paramet-
rech. Uzly na elementech se nacháźı v mı́stech změny pr̊uřezu hř́ıdele a v mı́stech nasazeńı
kotouč̊u. Torzně izolovaný, diskretizovaný systém je znázorněn na Obr. 28.

Obr. 28: Diskretizace vnitřńı vestavby pohonu
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V každém uzlu je soustředěna torzńı výchylka, celá soustava má tedy 27 stupň̊u vol-
nosti.

Pro výpočtovou analýzu dynamického chováńı sestav́ıme výpočtový model zahrnuj́ıćı
kmitáńı rotuj́ıćıch část́ı pohonné jednotky. Model zahrnuje následuj́ıćı předpoklady

1. torzńı kmity,

2. spojité rozložeńı hmotnosti,

3. materiálové tlumeńı,

4. zubová vazba bez ztráty kontaktu,

5. lineárńı model.

Za uvedených předpoklad̊u lze použ́ıt výše odvozený postup modelováńı hř́ıdelových
soustav, viz. kapitola 3. Při tvorbě modelu je využita metoda dekompozice na subsystémy.
Vnitřńı rotuj́ıćı vestavbu lze rozdělit na 4 subsystémy odpov́ıdaj́ıćı 4 hř́ıdel̊um, samo-
statně jsou pak modelovány vazby mezi jednotlivými subsystémy, reprezentované zu-
bovými vazbami z1, z2 a z3. Matematický model každého subsystému lze zapsat ve tvaru

Msq̈(t) + Bsq̇(t) + Ksq(t) = fEs (t) + fZs (t), (5.1.1)

kde Ms je matice hmotnosti, Bs je matice tlumeńı a Ks je matice tuhosti s-tého sub-
systému pro s = 1, 2, 3, 4. Tyto matice jsou definovány v konfiguračńım prostoru zo-
becněných souřadnic reprezentovaným vektorem qs = [ϕ1, ϕ2, ..., ϕns ], kde ns je počet
stupň̊u volnosti s-tého subsystému. Vektor vněǰśıch sil fEs (t) a vektor vazbových sil fZs (t)
definuj́ı zat́ıžeńı každého subsystému. Zavedeme-li globálńı vektor zobecněných souřadnic
ve tvaru

qp(t) = [q1,q2,q3,q4]T ∈ R27, (5.1.2)

dostaneme globálńı matematický model vnitřńı vestavby

Mq̈p(t) + Bq̇p(t) + Kqp(t) = fEp (t) + fZp (t). (5.1.3)

Pro zavedené zobecněné souřadnice (5.1.2) maj́ı pak matice M ∈ R27,27, B ∈ R27,27

a K ∈ R27,27 tvar

M =


M1

M2

M3

M4

 ,B =


B1

B2

B3

B4

 ,K =


K1

K2

K3

K4

 .
(5.1.4)

Zaměřme se nyńı na vyjádřeńı vazbových sil mezi subsystémy, které jsou reprezentované
vektorem fZ(t). Převodový systém obsahuje 3 zubové vazby. Při předpokladu torzńıho
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kmitáńı lze śıly přenášené jak šikmým čelńım ozubeńım tak i kuželo-čelńım ozubeńım
vyjádřit pouze tečnou složkou p̊usob́ıćı v tečné rovině spoluzab́ıraj́ıćıch ozubených kol.
Pokud zároveň předpokládáme stálý záběr bez ztráty kontaktu můžeme zubovou vazbu
nahradit diskrétńı visko-elastickou vazbou, tak jak je uvedeno v kapitole 3.4. Matematický
model je pak lineárńı. Podle (3.4.2) a (3.4.3) lze globálńı vektor vazbových sil vyjádřit
ve tvaru

fZP (t) = KZqp + BZq̇p, (5.1.5)

kde předpokládejme, že KZ a BZ jsou globálńı matice tuhosti , resp. tlumeńı všech vazeb
mezi subsystémy. Výsledný matematický model vnitřńı rotuj́ıćı vestavby se zubovými
vazbami má pak tvar

M︸︷︷︸
Mp

q̈p(t) + (B + BZ)︸ ︷︷ ︸
Bp

q̇p(t) + (K + KZ)︸ ︷︷ ︸
Kp

qp(t) = fEp (t). (5.1.6)

Pokud chceme v modelu zahrnout také vliv výrobńıch nepřesnost́ı, reprezentované
kinematickými úchylkami kol, muśıme na pravou stranu rovnice přič́ıst vektor vnitřńıho
buzeńı fI , který je odvozen v kapitole 3.5.

Výše zformulovaný matematický model vnitřńı vestavby (index p) lze dále doplnit
o daľśı komponenty. Na výstupńı hř́ıdel (uzel 27) můžeme pomoćı torzńı spojky připojit
model kolejového kola s kontaktem kolo-kolejnice a zahrnout také vliv setrvačnosti skř́ıně
vozidla, ve které je pohonný systém uložen. Velikost tuhosti torzńı spojky je uvažována
kc = 108 [Nm/rad], hmotnost kola mk = 150 [kg] a hmotnost vozidla vztažená na jedno
kolo mv = 2500 [kg]. Matematický model se rozš́ı̌ŕı o 2 stupně volnosti (bez indexu).
Můžeme poté zkoumat modálńı vlastnosti silně nekonzervativńıho systému s linearizo-
vanou adhezńı charakteristikou, jehož matematický model je odvozen v kapitole 3.6.2.
Dále je možné simulovat rozjezd vozidla v časové oblasti s nelineárńı vazbou v kontaktu
kolo-kolejnice (kapitola 3.6.3). Je také možné na výstup pohonné jednotky připojit model
torzńı soustavy zkušebńıho standu.

Na základě formulovaného matematického modelu kmitáńı torzńı soustavy v r̊uzných
modifikaćıch byl sestaven odpov́ıdaj́ıćı výpočtový model v programovém prostřed́ı
MATLAB.

Nad rámec práce byl v prostřed́ı MSC.ADAMS sestaven model vnitřńı vestavby s kon-
taktem kolo-kolejnice (Obr. 29). Ćılem bylo vytvořit výpočtový model s parametry od-
pov́ıdaj́ıćımi MKP modelu. Při tvorbě modelu byly použity následuj́ıćı kroky

• jednotlivé hř́ıdele jsou tvořeny z tuhých těles, které odpov́ıdaj́ı konečným prvk̊um
modelu v MATLABu,

• elementy jsou mezi sebou propojeny torzńımi vazbami a jsou rotačně připojeny
k rámu,

• tuhost torzńıch vazeb odpov́ıdá tuhosti př́ıslušných konečných prvk̊u MKP modelu,

• na výstupńı hř́ıdel je pomoćı torzńı spojky připojeno kolo (v Obr. 29 znázorněno
červenou barvou) o stejném momentu setrvačnosti a hmotnosti,
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• všechna tělesa konaj́ı pouze rotačńı pohyb,

• vliv vozidla (výchylka, rychlost i zrychleńı) je v modelu definován diferenciálńı rov-
nićı (3.6.21), resp. soustavou diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu z ńı vytvořené,

• adhezńı účinky v kontaktu kolo-kolejnice jsou v modelu definované prostřednictv́ım
adhezńıho momentu (3.6.1) p̊usob́ıćıho v ose rotace kola,

• model v prostřed́ı ADAMS zahrnuje oproti MKP modelu reálné parametry ozu-
bených kol.

Obr. 29: Model vnitřńı vestavby v programu ADAMS
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5.2 Modálńı analýza

5.2.1 Modálńı analýza pohonné jednotky

Modálńı analýza pohonné jednotky spoč́ıvá ve stanoveńı vlastńıch frekvenćı fν [Hz] a jim
odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u vν , pro ν = 1, 2, ..., 27, na přidruženém netlumeném,
volně kmitaj́ıćım a torzně izolovaném modelu k (5.1.6) ve tvaru

Mpq̈p(t) + Kpqp(t) = 0. (5.2.1)

Pro ilustraci je na Obr. 30 až Obr. 34 zobrazeno 5 frekvenčně nejnižš́ıch vlastńıch tvar̊u
a v Tab. 1 jsou uvedeny př́ıslušné vlastńı frekvence. Na každém hř́ıdeli je v odpov́ıdaj́ıćım
uzlu vykreslena hodnota amplitudy př́ıslušné vlastńı frekvence (modrý sloupec).
Přerušovaná čára znázorňuje osu hř́ıdele.

Obr. 30: Prvńı vlastńı tvar

Obr. 31: Druhý vlastńı tvar
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Obr. 32: Třet́ı vlastńı tvar

Obr. 33: Čtvrtý vlastńı tvar

Obr. 34: Pátý vlastńı tvar
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Pořad́ı
vlastńı

frekvence
Vlastńı frekvence [Hz] Charakteristika vlastńıch tvar̊u kmitáńı

f1 0 Tuhý systém (bez deformaćı)
f2 428,62 Torzńı zkrucováńı rotoru motoru 1
f3 792,83 Dominantńı kmitáńı rotoru motoru 1
f4 1215,3 Dominantńı kmitáńı předlohového hř́ıdele 2
f5 3322,3 Kmitáńı hř́ıdele 4

Tab. 1: Hodnoty vlastńıch frekvenćı a charakteristika vlastńıch tvar̊u kmitáńı

V př́ıpadě prvńıho vlastńıho tvaru př́ıslušej́ıćımu nulové vlastńı frekvenci soustava
nekmitá, nedocháźı k deformaćım hř́ıdel̊u, ani vazeb. Druhý vlastńı tvar je charakteristický
torzńım zkrucováńım hř́ıdele motoru. U třet́ıho tvaru kmitu dominuje torzńı kmitáńı
hř́ıdele motoru, předlohový hř́ıdel 2 kmitá v protifázi s hř́ıdelem 3. Čtvrtý vlastńı tvar je
charakterizován předevš́ım torzńım zkrucováńım předlohového hř́ıdele 2, hř́ıdel 3 kmitá
v protifázi s hř́ıdelem 4. Pátý tvar představuje dominantńı kmitáńı výstupńıho hř́ıdele 4.

5.2.2 Modálńı analýza pohonné jednotky s kontaktem kolo-kolejnice

Matematický model pohonné jednotky se přidáńım vazby kontaktu kolo-kolejnice s linea-
rizovanou adhezńı charakteristikou a uvažováńım vlivu skř́ıně vozidla rozš́ı̌ŕı o dva stupně
volnosti. Tento matematický model je odvozen v kapitole 3.6.2. Linearizovaná adhezńı
charakteristika se v modelu projev́ı v matici B0(s0, v), matematický model je ve tvaru

Mq̈(t) + (B + B0(s0, v))q̇(t) + Kq(t) = 0. (5.2.2)

Je patrné, že tento silně nekonzervativńı model je závislý na relativńım skluzu s0 a rych-
losti vozidla v. Necht’ je moment motoru konstantńı, směrnice charakteristiky motoru je
pak bM = 0 [Nm/rad].

Modálńı analýza silně nekonzervativńıho modelu je uvedena v kapitole 4.2. Na Obr.
35 až Obr. 39 je zobrazeno prvńıch 5 vlastńıch tvar̊u, představuj́ıćı velikosti absolutńıch
hodnot vlastńıch vektor̊u, odpov́ıdaj́ıćım seřazeným vlastńım č́ısl̊um pro s0 = 0, 001 a v =
40 [km/h]. Vlastńı č́ısla jsou uvedena v Tab. 2. Vykresleńı vlastńıch tvar̊u je na stejném
principu jako u konzervativńıho modelu.

Poznamenejme, že při vykreslováńı vlastńıch tvar̊u kmit̊u u silně nekonzervativńıho
modelu je výhodněǰśı animace, jelikož při vykresleńı velikosti absolutńıch hodnot vlastńıch
vektor̊u nelze rozeznat, jestli systém kmitá ve fázi nebo v protifázi.
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Obr. 35: Prvńı vlastńı tvar

Obr. 36: Druhý vlastńı tvar

Obr. 37: Třet́ı vlastńı tvar
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Obr. 38: Čtvrtý vlastńı tvar

Obr. 39: Pátý vlastńı tvar
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ν
v [km/h]

λν = αν ± iβν [Hz]

s0 = 0, 001 s0 = 0, 005 s0 = 0, 01

1

40 −18, 9± i143, 4 −43, 6± i333, 6 6± i336, 3

80 −38, 2± i142, 4 −14, 8± i336 7,3± i336, 1

160 −91, 7± i138, 9 −1, 9± i336, 3 6,4± i336, 3

2

40 −8, 8± i454, 1 −17, 3± i475, 4 −5, 1± i479, 2

80 −10, 8± i454, 4 −10, 8± i478, 9 −4, 6± i479, 1

160 −14, 8± i455, 8 −7, 3± i479, 4 −4, 9± i479, 2

3

40 −41, 9± i985, 9 −39, 5± i982, 8 −35± i983, 3

80 −46, 8± i963 −36, 9± i983, 3 −34, 9± i983, 3

160 −49± i972 −35, 8± i983, 3 −35± i983, 3

4

40 −91, 4± i1335, 5 −87, 4± i1353, 5 −84, 7± i1353, 6

80 −95± i1340, 4 −85, 8± i1353, 6 −84, 7± i1353, 6

160 −94, 7± i1347, 7 −85, 1± i1353, 6 −84, 7± i1353, 6

5

40 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7

80 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7

160 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7 −945, 9±i4006, 7

Tab. 2: Vlastńı č́ısla

Prvńı vlastńı tvar kmitu je charakterizován slabým kmitavým pohybem. Při druhém
a třet́ım vlastńım tvaru je dominantńı kmitáńı hř́ıdele motoru. Čtvrtý vlastńı tvar
představuje kmitáńı předlohového hř́ıdele 2 a výstupńıho hř́ıdele 4, kolo se však př́ılǐs
torzně nevychyluje. U pátého vlastńıho tvaru dominuje kmitáńı předlohového hř́ıdele 2.

V Tab. 2 je patrný skokový rozd́ıl mezi imaginárńımi částmi vlastńıho č́ısla λ1 pro
skluz s0 = 0, 001 a s0 = 0, 005 u všech uvedených rychlost́ı vozidla. To je zp̊usobeno
změnou hodnoty koeficientu (3.6.11) v matici (3.6.13) v d̊usledku rozd́ılného relativńıho
skluzu s0 (bod Taylorova rozvoje) v adhezńı charakteristice (Obr. 22).

Na základě modálńı analýzy lze rozhodovat o stabilitě systému. Lze dokázat [4], že
reálné části vlastńıch č́ısel rozhoduj́ı o stabilitě. Pokud alespoň jedno vlastńı č́ıslo nebo
alespoň jeden pár komplexně sdružených vlastńıch č́ısel má kladnou reálnou část, soustava
je nestabilńı. V Tab. 2 jsou reálné části tučně zvýrazněny. Je patrné, že systém je pro
všechny uvedené rychlosti nestabilńı s relativńım skluzem s0 = 0, 01.
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5.3 Ustálená odezva na vnitřńı buzeńı vlivem kinematické úchylky
kol

5.3.1 Vnitřńı vestavba

Mějme matematický model (5.1.6) s vektorem vnitřńıho buzeńı (3.5.11). Ustálené kmity
vybuzené úchylkami převodového poměru budeme vyšetřovat kolem statické rovnovážné
polohy dané jmenovitým statickým zat́ıžeńım. Kinematické úchylky vyjádř́ıme s využit́ım
identity ∆z(t) = Re{∆̃z(t)} v komplexńım tvaru

∆̃z(t) =
∑
z

∆̃z,ke
ikωzt, ˙̃∆z(t) =

∑
z

∆̃z,kikωze
ikωzt, (5.3.1)

kde

∆̃z,k = ∆kc − i∆ks. (5.3.2)

Ustálená odezva představuje partikulárńı řešeńı soustavy rovnic (5.1.6). Toto řešeńı hle-
dejme metodou odhadu pravé strany ve tvaru

q̃(t) =
∑
z

∑
k

qz,ke
ikωzt, (5.3.3)

kde qz,k =
[
qz,ki

]
jsou vektory komplexńıch amplitud. Dosazeńım rovnic (5.3.1) a (5.3.3)

do p̊uvodńı rovnice matematického modelu dostaneme vektory komplexńıch amplitud
ve tvaru

qz,k =
[
−Mpk

2ω2
z + ikωzBp + Kp

]−1
(kz + ikωzbz) ∆̃z,kcz. (5.3.4)

Zubové frekvence ωz je účelné vyjádřit pomoćı převod̊u vzhledem k referenčńı frekvenci
otáčeńı hř́ıdele motoru ω0 nebo otáček n

ωz = pzω0 = pz
πn

30
, (5.3.5)

kde

pz =
zpωp
ω0

=
zkωk
ω0

(5.3.6)

je zubový převod záběru z vztažený k hnaćımu hř́ıdeli. Úroveň kmitáńı hř́ıdelové soustavy
je vyjádřena horńımi odhady zobecněných souřadnic posuv̊u uzl̊u

q̂i(ω0) =

√∑
z

∑
k

|qz,ki |2, i = 1, 2, ..., n. (5.3.7)
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Nyńı se zaměřme na situaci, kdy dojde k rezonanci. Rezonanci je účelné vyjadřovat pomoćı
tzv. rezonančńıch otáček nz,k,ν . Jedná se o referenčńı otáčky hnaćıho hř́ıdele, při nichž k-
tá harmonická složka kinematické úchylky v zubovém záběru z rezonuje s ν-tou vlastńı
frekvenćı Ων . Rezonance tedy nastává v př́ıpadě

Ων = kωz. (5.3.8)

Po dosazeńı (5.3.5) do (5.3.8) dostaneme rezonančńı otáčky ve tvaru

nz,k,ν =
30Ων

πkpz
. (5.3.9)

Necht’ jsou v př́ıpadě modelované pohonné jednotky amplitudy kinematických úchylek
všech kol vyjádřeny

∆kc =
10−6

k
[m], ∆ks = 0[m], k = 1, 2, 3. (5.3.10)

Uvažujme pouze k = 1, nebot’ hlavńı harmonická složka má nejvýrazněǰśı vliv na chováńı
systému.

Na Obr. 40 až Obr. 43 jsou zobrazeny pr̊uběhy horńıch efektivńıch odhad̊u úhlu
natočeńı v uzlech pro jednotlivé hř́ıdele v závislosti na referenčńıch otáčkách hnaćıho
hř́ıdele v rozsahu n = 200 ÷ 12000 [ot/min]. Pro přehlednost jsou tyto odhady zobra-
zeny pro jednotlivé hř́ıdele zvlášt’. Uved’me pouze buzeńı kinematickou úchylkou zubové
vazby z3, ostatńı jsou uvedeny v př́ıloze (A). Na ose zobrazuj́ıćı referenčńı otáčky jsou
zvýrazněny rezonančńı otáčky (5.3.9).
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Obr. 40: Horńı odhady zobecněných výchylek uzl̊u hř́ıdele motoru
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Obr. 41: Horńı odhady zobecněných výchylek uzl̊u předlohového hř́ıdele
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Obr. 42: Horńı odhady zobecněných výchylek uzl̊u hř́ıdele 3
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Obr. 43: Horńı odhady zobecněných výchylek uzl̊u výstupńıho hř́ıdele
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Je zřejmé, že k rezonanci dojde při n = 5934, 7 [ot/min] a n = 10977, 6 [ot/min], což
podle rezonančńı rovnice (5.3.9) př́ısluš́ı 2. a 3. vlastńı frekvenci (Tab. 1). Tomu odpov́ıdaj́ı
i vybuzené vlastńı tvary kmitu (Obr. 31, Obr. 32).

Poznamenejme, že při uvažováńı 2. (k = 2) a 3. (k = 3) harmonické složky, dojde
podle rezonančńı rovnice (5.3.9) k rezonanci při nižš́ıch otáčkách referenčńıho hř́ıdele,
avšak amplitudy těchto výchylek jsou menš́ı než amplitudy odpov́ıdaj́ıćı hlavńı harmo-
nické složce.

5.3.2 Pohonná jednotka s kontaktem kolo-kolejnice a vlivem skř́ıně vozidla

Matematický model pohonné jednotky s kontaktem kolo-kolejnice s vlivem skř́ıně vozidla
je stejný jako (5.2.2) s vektorem vnitřńıho buzeńı (3.5.11) ve tvaru

Mq̈(t) + (B + B0(s0, v))q̇(t) + Kq(t) = fIZ(t). (5.3.11)

Stejným postupem jako v kapitole 5.3.1 dostaneme vektory komplexńıch amplitud

qz,k =
[
−Mk2ω2

z + ikωz(B + B0(s0, v)) + K
]−1

(kz + ikωzbz) ∆̃z,kcz, (5.3.12)

s t́ım rozd́ılem, že nyńı tyto vektory závisej́ı na relativńım skluzu s0 a rychlosti vozidla v.
Podle závěr̊u uvedených v kapitole 4.3.2 dojde k rezonanci v př́ıpadě

βν = kωz, (5.3.13)

po dosazeńı zubové frekvence (5.3.5) do (5.3.13) dostaneme rezonančńı otáčky

nz,k,ν =
30βν
πkpz

. (5.3.14)

Uvažujme také pouze hlavńı harmonickou složku, vnitřńı buzeńı ve 3. zubové vazbě
a stejný rozsah referenčńıch otáček hnaćıho hř́ıdele. Hodnotu relativńıho skluzu uvažujme
s0 = 0, 001 a rychlost vozidla v = 40 [km/h].

Na Obr. 44 až Obr. 47 jsou zobrazeny horńı efektivńı odhady úhl̊u natočeńı v uzlech pro
jednotlivé hř́ıdele zvlášt’, posledńı uzel čtvrtého hř́ıdele představuje kolo. Je vykreslena
pouze odezva na vnitřńı buzeńı zubové vazby z3, odezva na vnitřńı buzeńı v zubovém
záběru z1 a z2 je uvedeno v př́ıloze (A).
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Obr. 44: Horńı odhady zobecněných výchylek uzl̊u hř́ıdele motoru
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Obr. 45: Horńı odhady zobecněných výchylek uzl̊u předlohového hř́ıdele
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Obr. 46: Horńı odhady zobecněných výchylek uzl̊u hř́ıdele 3
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Obr. 47: Horńı odhady zobecněných výchylek uzl̊u výstupńıho hř́ıdel, uzel 7 představuje
kolo
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Je patrné, že k rezonanci dojde při n = 1985, 1 [ot/min] a n = 6286, 5 [ot/min] hnaćıho
hř́ıdele, což podle rezonančńı rovnice (5.3.14) př́ısluš́ı 1. a 2. vlastńımu č́ıslu (Tab. 2).
Tomu odpov́ıdaj́ı i vybuzené vlastńı tvary kmitu (Obr. 35, Obr. 36).

Srovnáme-li výsledky buzeńı kinematickou úchylkou v třet́ı zubové vazbě u slabě ne-
konzervativńıho modelu vnitřńı vestavby a silně nekonzervativńıho modelu s linearizova-
nou adhezńı charakteristikou v kontaktu kolo-kolejnice, lze si všimnout, že rezonance u ne-
konzervativńıho modelu nastává při nižš́ıch otáčkách hnaćıho hř́ıdele. Rozd́ıl lze zhruba
odhadnout na 4000 [ot/min]. To je předevš́ım zp̊usobeno nižš́ı hodnotou imaginárńı části
vlastńıho č́ısla λ1 silně nekonzervativńı soustavy (závislá na relativńım skluzu s0 a rych-
losti v) oproti hodnotě vlastńı frekvence Ω2 slabě nekonzervativńı soustavy. Toto sńıžeńı
je zp̊usobeno vlivem hmotnosti kola a skř́ıně vozidla uvažované u silně nekonzervativńıho
modelu.

Poznamenejme, že při změně hodnoty relativńıho skluzu s0 by se podle Tab. 2 měnila
imaginárńı část vlastńıho č́ısla λ1 a t́ım i rezonančńı otáčky.

5.4 Simulace rozjezdu vozidla v časové oblasti

Matematický model a adhezńı charakteristiku jsme odvodili v kapitole 3.6.3. V našem
př́ıpadě připoj́ıme přes torzńı spojku kolo s uvažováńım kontaktu kolo-kolejnice na uzel 27.
Uvažujme i vliv setrvačnosti skř́ıně vozidla. Systém má pak 29 stupň̊u volnosti. Globálńı
matematický model pak uvažujme bez vnitřńıho buzeńı ve tvaru

Mq̈(t) + Bq̇(t) + Kq(t) = fE(t), (5.4.1)

kde jednotlivé matice jsou detailně uvedeny v kapitole 3.6.3. Rozjezd vozidla simulujeme
pro nulové počátečńı podmı́nky

q0 = 0, q̇0 = 0. (5.4.2)

Vektor vněǰśıho buzeńı má pak podle (3.6.24) tvar

fE(t) = [0, 0,MM , 0, ...,−rkT, T − o(v)]T ∈ R29, (5.4.3)

kde MM je moment motoru umı́stěný na 3. uzlu hř́ıdele motoru. Abychom se vyhnuli sko-
kovému zat́ıžeńı systému, budeme uvažovat postupné nab́ıháńı momentu motoru obecně
ve tvaru

MM = M0(1− e−kt), (5.4.4)

kde M0 je maximálńı hodnota a k je koeficient, který udává mı́ru stoupáńı hodnoty
momentu. Pro hodnoty k = 5 a M0 = 200 [Nm] je na Obr. 48 znázorněn jeho pr̊uběh.

Zaměřme se nyńı na vliv odporu prostřed́ı o(v). Tuto odporovou śılu závislou na rychlosti
vozidla ẋv vyjádř́ıme takto

o(v) = k3ẋ
2
v. (5.4.5)
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Obr. 48: Moment motoru

Uvažujme ustálený stav systému ve tvaru

ẋv = konst, ϕ̇k = konst, (5.4.6)

potom muśı platit momentová podmı́nka rovnováhy na kole dle Obr. 25 a (5.4.4) ve tvaru

M0p = Trk → T =
M0p

rk
. (5.4.7)

Na skř́ıni vozidla pak pro ustálený stav plat́ı podle (3.6.21)

T = o(v) = k3ẋ
2
v. (5.4.8)

Rovnici (5.4.7) dosad́ıme do (5.4.8) a ze znalosti momentu motoru a převodového poměru
dostaneme maximálńı rychlost vozidla při uvažováńı vlivu odporu prostřed́ı

ẋmaxv =

√
M0p

rkk3

. (5.4.9)

Předpokládejme silný vliv odporu prostřed́ı pro k3 = 50. Tak silný odpor prostřed́ı nemůže
v reálném př́ıpadě nastat, proto takový rozjezd vozidla neodpov́ıdá realitě, ale pouze tak
testujeme funkčnost modelu, který může být dále verifikován.

Budeme zkoumat 2 provozńı stavy a to rozjezd bez prokluzu ve vazbě mezi kolem a ko-
lejnićı a rozjezd vozidla s prokluzem. Prokluz lze vyvolat zvýšeńım zátěžného momentu.
Podle rovnice (5.4.7) lze pro maximálńı hodnotu koeficientu adheze µ

.
= 0, 5 přibližně

odhadnout velikost momentu motoru, při kterém dojde k prokluzu na hodnotu M0
.
= 300

[Nm].
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5.4.1 Rozjezd bez prokluzu

Na Obr. 49 až Obr. 52 jsou vykresleny veličiny źıskané simulaćı rozjezdu vozidla bez
prokluzu kola. Systém je buzen z nulových počátečńıch podmı́nek momentem ve tvaru
(5.4.4) s hodnotami k = 5 a M0 = 200 [Nm].
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Obr. 49: Porovnáńı rychlost́ı
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Obr. 50: Rozd́ıl rychlost́ı
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Obr. 51: Výchylka vozidla
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Obr. 52: Využitá část adhezńı charakteris-
tiky

Na Obr. 49 je uvedeno porovnáńı rychlosti vozidla a obvodové rychlosti kola. Hodnota
obvodové rychlosti kola je vlivem relativńıho skluzu nepatrně větš́ı, tento rozd́ıl je zobrazen
na Obr. 50. Na Obr. 51 je znázorněna výchylka vozidla. Z Obr. 52 je pak zřejmé, že se
hodnota koeficientu adheze v adhezńı charakteristice (Obr. 22) pohybovala ve stabilńı
oblasti, zároveň je podle Obr. 22 patrná změna sklonu grafu adhezńı charakteristiky (Obr.
52), která je zp̊usobena vlivem změny rychlosti vozidla.

Pro porovnáńı výsledk̊u mezi MKP modelem a modelem v prostřed́ı ADAMS je
na Obr. 53 vykreslen rozjez vozidla bez prokluzu kola na kolejnici.
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Obr. 53: Porovnáńı simulace rozjezdu vozidla

Rozd́ıly obou řešeńı mohou být zp̊usobeny r̊uznými numerickými metodami nebo použit́ım
reálných parametr̊u ozubeńı v prostřed́ı ADAMS.

5.4.2 Rozjezd s prokluzem

Na Obr. 54 až Obr. 56 je znázorněn pr̊uběh vybraných veličin źıskaných simulaćı rozjezdu
vozidla s prokluzem kola. Systém je buzen z nulových počátečńıch podmı́nek momentem
ve tvaru (5.4.4) s hodnotami k = 5 a M0 = 310 [Nm].
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Obr. 54: Porovnáńı rychlost́ı
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Obr. 55: Výchylka vozidla
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Obr. 56: Využitá část adhezńı charakteristiky

Na Obr. 54 je uvedeno porovnáńı rychlosti vozidla a obvodové rychlosti kola. Je patrné,
že v čase 2 [s] dojde k výraznému nár̊ustu obvodové rychlosti kola (prokluz) a k poklesu
rychlosti vozidla vlivem odporu prostřed́ı. Na Obr. 55 je znázorněna výchylka vozidla.
Z Obr. 56 je pak zřejmé, že se hodnota koeficientu adheze v adhezńı charakteristice (Obr.
22) pohybovala v nestabilńı oblasti a došlo k poklesu koeficientu adheze.
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6 Závěr

Tato bakalářská práce se zabývá dynamikou pohon̊u kolejových vozidel se zaměřeńım
na torzńı kmitáńı rotuj́ıćıch komponent. V kapitole 2 byla uvedena základńı rešerše
koncepćı pohon̊u kolejových vozidel, které lze podle zp̊usobu pohonu dvojkoĺı rozdělit
na centrálńı pohon spojnicový, individuálńı pohon dvojkoĺı a skupinový pohon. U jednot-
livých koncepćı byl uveden základńı popis.

V kapitole 3 byly odvozeny matematické modely torzńıho kmitáńı hř́ıdelových soustav
se zubovými vazbami metodou konečných prvk̊u, včetně vnitřńı dynamiky ozubených
převod̊u. Byl zde dále uveden teoretický rozbor adhezńıch účink̊u p̊usob́ıćıch v kontaktu
kolo-kolejnice a matematický model hř́ıdelové soustavy s respektováńım kontaktu kola
s kolejnićı a vlivu setrvačnosti skř́ıně vozidla.

V kapitole 4 byly uvedeny základńı metody dynamické analýzy kmitaj́ıćıch soustav.
Byla zde představena modálńı analýza a ustálená odezva harmonicky buzených slabě
nekonzervativńıch i silně nekonzervativńıch soustav.

Vytvořená metodika matematického modelováńı byla aplikována na vnitřńı rotuj́ıćı ve-
stavbu vysokorychlostńı pohonné jednotky vyv́ıjené na ZČU ve spolupráci s firmou Wikov
MGI a.s. Implementace vytvořené metodiky modelováńı byla zpracována v programovém
prostřed́ı MATLAB. Byla provedena modálńı analýza, ustálená odezva na vnitřńı bu-
zeńı vlivem kinematické úchylky kol a časová simulace rozjezdu. Simulovaný rozjezd však
neodpov́ıdá realitě, ale pouze testuje funkčnost daného výpočtového modelu.

Závěrem je možné konstatovat, že ćıle formulované v zadáńı bakalářské práce byly
splněny. Nad rámec práce byl v prostřed́ı ADAMS sestaven model vnitřńı vestavby s kon-
taktem kolo-kolejnice. Tento model byl vytvořen za stejných předpoklad̊u. V prostřed́ı
ADAMS byl využit modul pro vytvořeńı zubových vazeb, kdy jsou modelovány reálné
kontakty mezi boky zub̊u za předpokladu ideálńı geometrie ozubeńı. V porovnáńı s MKP
modelem lze ř́ıci, že bylo dosaženo srovnatelných výsledk̊u. V budoucnu je možné mo-
del vnitřńı vestavby rozš́ı̌rit o model zkušebńıho standu nebo o model motoru s perma-
nentńımi magnety a sledovat tak elektro-mechanickou interakci při provozu. Na základě
plánovaných experiment̊u pak bude prováděno laděńı návrhových parametr̊u výpočtového
modelu. Naladěný výpočtový model pak bude sloužit pro predikci chováńı soustavy
v r̊uzných zátěžných režimech.
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Př́ılohy

A Ustálená odezva na buzeńı kinematickou úchylkou

Na Obr. 57 až Obr. 60 jsou vykresleny horńı efektivńı odhady úhl̊u natočeńı v uzlech pro
jednotlivé hř́ıdele zvlášt’ u modelu vnitřńı vestavby, na Obr. 61 až Obr. 64 jsou pak tyto
odhady vykresleny u modelu pohonné jednotky s linearizovanou adhezńı charakteristikou
v kontaktu kolo-kolejnice. Jedná se o vnitřńı buzeńı v zubových záběrech z1 a z2.

Vnitřńı vestavba pohonné jednotky
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Obr. 57: Hř́ıdel motoru
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Obr. 58: Předlohová hř́ıdel 2

0

1

2

10

3

4

5

×10-5

q

6

uzel

5

12000
10000

0 8000
6000

4000
2000

0

Obr. 59: Hř́ıdel 3
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Obr. 60: Výstupńı hř́ıdel 4
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Pohonná jednotka s kontaktem kolo - kolejnice
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Obr. 61: Hř́ıdel motoru
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Obr. 62: Předlohová hř́ıdel 2
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Obr. 63: Hř́ıdel 3
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Obr. 64: Výstupńı hř́ıdel 4
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