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Abstrakt

Tato prace spocivd v modelovani turbinové lopatky jako jednorozmérného kontinua. Hlavnim
cilem je urcit a analyzovat vlastni frekvence a vlastni tvary kmitt lopatky v rotujicim poli od-
stfedivych sil. Lopatka je rozd€lena na né€kolik prvkd. Prvnim krokem je sestaveni pohybovych
rovnic jednoho prvku a nasledné dosazeni do celkovych pohybovych rovnic lopatky pomoci
MKEP. V modelu zohlediiujeme deplanaci a tzv. membranové sily, jejichZ odvozeni je vénovana
zvlastni kapitola. Dilezita cast je vypocet deplanacni funkce, popisujici deplanaci. Probiha dis-
kretizaci deplanacni funkce na prifezu pomoci MKP. Mimo jiné se prace zabyva vypoctem
prufezovych parametrd, obsazenych v pohybovych rovnicich systému.

Abstract

In this study is created a turbine blade model as one-dimensional continuum. Main objective of
this study is to analyze natural frequencies and modes of vibration of a blade in rotating field of
centrifugal forces. Blade is divided into several elements. The first step is to construct equations
of motions for one element and then to put them into equations of motions of the whole blade
using FEM. We take in account deplanation and so called membrane forces, that are derived
in a special section. An important part is calculation of deplanation function, which describes
deplanation. It is done using FEM discretization of deplanation function at cross-section. In this
study are also calculeted cross-section parameters, that appears in equations of motions.
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1 Uvod

Cilem ptedloZené préce je zpracovani metodiky, algoritmu a softwaru pro modelovéni vibraci
turbinové lopatky v poli odstfedivych sil. Vychodiskem modelovéni je sestaveni koeficiento-
vych matic (matice hmotnosti, tuhosti, atd.) konecného prvku a provedeni modélni anylyzy
celé lopatky v zavislosti na provoznich otackach. Model bude vytvoien pomoci 1D prvki typu
nosnik, v nichz jsou respektovéany tahové, ohybové a krutové deformace. Velka vyhoda tohoto
modelu oproti modeliim, pouZivajicim 3D prvky, je sniZzeni poctd stupiii volnosti systému a tu-
diZ urychleni feSeni problému kmitdni lopatek a zna¢nd Uspora pocitacové paméti. Model je
moZzné pouZzit nejen pro modelovani jednotlivych lopatek, ale celych turbin a turbosoustroji.
V prvnim pribliZeni budeme uvazovat lopatku prismatickou, coZ znamend, Ze méa po celé délce
konstantni priifez. Materil lopatky uvazujeme homogenni a izotropni s Youngovym modulem
pruznosti v tahu £ a modulem pruznosti ve smyku G.

2 Sestaveni pohybovych rovnic

Soufadnicovy systém &, 7, ¢, ktery budeme v modelu pouZivat, rotuje spolecné s lopatkou okolo
osy 7 thlovou rychlosti w. Pro sestaveni pohybovych rovnic systému vyuZijeme Lagrangeovy
rovnice II. druhu, které maji tvar

d (0E,\ 0B, 0E. |
B —_ = i — 1,27..., 5 21
it ( 94, ) o oG @t n @1

kde n je pocet stupiid volnosti, £}, je kinetickd energie systému, £,; potencidlni energie de-
formace, g; je zobecnéna souradnice a (); je zobecnéna sila pro i-tou zobecnénou souradnici.
Jako vychodisko modelovéni ur¢ime kinetickou a potencidlni energii jednoho konec¢ného prvku
délky .

2.1 Kineticka energie

Kinetickou energii prvku lze vyjadrit jako

l
1
Ex = 3P / / / iiirdV, (2.2)
0 A

kde L je libovolny bod prvku o soutadnicich &, n, ¢. Hustota materidlu p muZe byt vytknuta
pred integralem, protoZe predpokldaddme homogenni materidl, tudiZ je hustota ve vSech mistech
stejnd. Pro vypocet E'x bude nutné vyjadrit radiusvektor r; a nésledné jej zderivovat. JesSté
pred vyjadienim polohového vektoru bodu L vyjadiime polohovy vektor stfedu smyku prifezu,
ve kterém se bod L nachdzi. Stfed smyku je bod priifezu, ktery se pii ¢istém krutu neposouva.
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Obrazek 1: Neposunuty a posunuty priiez

Radiusvektor stfedu smyku S' zobrazeného prifezu po deformaci ma tvar [2]

r+&+u
s = Nls -+ Vo . (23)
Cs + wo

Pro prehlednost obrazku bylo zavedeno u = ur — (s —nr ) + ((s — (). Zpétnym dosazenim
do rg dostavame
r+&+ur —(ns —nr)Y + (Cs — ()0

rg = ns + vo ; (2.4)
(s + wo

T e e e e e e e e e e e e pocatek prvku,
L e &-soufadnice stfedu smyku pred deformact,
D1+ e e e e e e e eta-soutradnice stiedu smyku pred deformaci,
(G vttt et e zeta-souradnice stiedu smyku pred deformaci,
17 o eta-soufadnice t€Zisté pred deformaci,
G AT eta-soufadnice téZisté pred deformaci,
7 TP posuv od tahu ve sméru &,
U0 ettt e e e e e e e posuv od Cistého ohybu ve sméru osy 7,
WO e et ettt e e e e e e posuv od Cistého ohybu ve sméru osy (,



symboly 1 a ¥ jsou tihly natoceni okolo os ¢ a n a pfi malych posuvech pro né plati vztahy

_ 9 _ vy Y= O _ —wj. (2.5)

1”‘3_5_ 0> T T

Nyni je tieba vyjadrit polohovy vektor libovolného bodu prifezu L.

np

NN 9

\ En
\

(N

Obrazek 2: Natoceni okolo S

Na obrazku je soutadnicovy systém &p, 1p, (p, ktery je rovnobézny se systémem &, 1, ( a po-
sunuty do stfedu smyku dané roviny. Za vyuziti Cardanovych whli je systém natoCen o precesi
¥, nutaci ¢ a vlastni rotaci ¢ a tak vznikne systém &, 1, (v se sttedem v .S. V tomto systému
je poloha bodu L urcena radiusvektorem

©'g
= . (2.6)
C*

Bod L se podle predpokladu posune o hodnotu deplanace ve sméru osy £y. Hodnota depla-
nace je ddna souinem tzv. deplana¢ni funkce g(n, () (viz kapitolu 5) a pomérného zkrouceni

¥ PR p « . . . p p < . P
¢’ = ——. Pomoci pfendsobeni transformacni matici T, odvozené na zdkladé cosinové véty

o€



pro sfericky trojlihelnik, jsme schopni pietransformovat r* do systému £p, 1p, (p a pak snadno
ziskdme obecnou polohu bodu L v systému &, 7, ¢

r, = rg+Tr'. (2.7)
Transformacni matice m4 tvar
cosypcosty  sinpsind — cospcosisiny  singpcosy + cos¥sinpsiny
T = s1nap coscosp —cosysing ) (2.8)
—cossint  cos¥sing + sindcospsiny  cosvcosp — sindsinpsing

Polohovy vektor r; mé tvar



(60

D(puisduisguis — dsoosod) + U(puisdsooguis + duispsod) + b dauispsoo— + m + 59

DOULS P800 — +  Lichs0dhs00 + b hpurs + a + Sb

| D(pursduispsoo + dsoodurs) + l(furspsoddsod — quisodurs) + b,hasoofusod + (L) — 59) + @(Ll — Sl) — In + 3 + 4 |




Polohovy vektor ry, je vyjadien v systému &, 7, (. Pfipomenime, Ze soufadnicovy systém &, 7,
je pevné spojen s lopatkou, takZe rotuje spole¢né s ni tihlovou rychlosti

0
w= |w|. (2.10)
0
Vektor absolutni rychlosti bodu L ma tvar
. dr
rL:d—tLerer. 2.11)

Nyni jsme schopni vyjadrfit kinetickou energii, kterd je ndsledné dosazena do Lagrangeovych
rovnic.

2.2 Potencialni energie deformace [4]

Pro urceni potencidlni energie deformace vyjdeme z Hookeova zdkona pro trojosou napjatost,
ktery ma tvar

o¢ l—-v v v 0 0 0 E¢
oy v 1—-v v 0 0 0 En
o¢ E v v 1—-v 0 0 0 E¢
— 2.12
Toc (1+v)(1—-2v) | O 0 0 =2 0 0 Yo | 7 (2.12)
Tec 0 0 0 0 =& 0 Yec
| Tén | | 0 0 0 0 0 132V_ | Vén

kde F je Youngiv modul pruznosti v tahu a v je Poissonova konstanta. Pfedpokladejme, Ze
lopatka nepiendsi napéti v pii¢ném sméru, tzn. o,, = o, = 0 a priimét obrysu lopatky do roviny
n¢ neméni svij tvar, tzn. 7, = 0. Pak prvky tenzoru deformace, ze kterych budeme vychazet
¢, Vec A Yen, MiZeme vyjadrit jako

au ! ! / Vi ! !

g = 8—€:uT—(n—nT)¢ + (=) +¢"g+¢'g, (2.13)
ou Ov ,

Ve = 6—n+a—€=9@(9n—C+Cs), (2.14)
ou 0 ,
LS = Plge+n—ns). (2.15)

= o T

Cleny ¢/, Jn» g¢ jsou parcidlni derivace deplanacni funkce podle soufadnic &, 7, ¢. Posledni Clen
rovnice (2.13) je nulovy, jelikoZ se deplanacni funkce u prismatické lopatky podél souradnice
¢ neméni (je pro kazdy prifez stejnd, protoZe prifez je konstantni). Maticovy vztah (2.12)
predstavuje 6 rovnic. Odeétenim 2. a 3. rovnice ziskdme

€y = E¢ = —Vég. (2.16)

7. Hookeova zdkona také ptimo plyne vztah pro smykova napéti

e = 0, (2.17)
ch = G’}/&, (218)
T€77 = G’)/gn, (219)



kde

E
s 2.20
2(1+v) (2:20)
je modul pruznosti ve smyku. Hooketliv zdkon Ize pro tuto dilohu zjednodusit na tvar
O¢ E 0 0 E¢
Tee | = 0 G 0 Yee | s
Ten 0 0 G Ven
coZ maticové zapiSeme jako
o = Ee. (2.21)
Pro potencidlni energii deformace plati vztah
e 1 1 T 1 T
Epdzi )\dvzg o €dV:§ e EedV =
v 1%
(2.22)

DN | —

Vv
l
/ / / (B + Gg, + Gé ) dAdE.
0 A

A = o' je hutota deformacni energie. Dosazenim vztahi (2.13), (2.14), (2.15) do (2.22) do-

stavame
l

1
Ey = 3 /[E(Au'% + Izvg? + Tywg? + L™ 2.23)
0
+ 2D cvqwy — 2ED v — 2EDgcwo ") + Gl ]dE.
Symbol I, ktery vystupuje ve vztahu (2.23) je modul odporu v krutu
I = / [l = ¢ G+ (g = mslaA 224)

Zbylé symboly jsou popsané v kapitole 6.

2.3 Aproximace posuvu

Tuto ulohu nelze fesit analyticky, proto zavadime aproximaci tiech posunuti a tfech natoceni

w(§) = ®S7'q, (2.25)
P(E) = @'S7qy, (2.26)
we(§) = ®S 'Pq,, (2.27)
() = ®'S'Pqy, (2.28)
ur(§) = ®S'qs, (2.29)
up(§) = ®'S7'qs, (2.30)
p() = ®S7'q, (2.31)
PE) = '8 q, (2.32)

10



kde

vo(0) wo(0) ur(0) ¢(0)
_ | (0) _ | 9(0) _ |uyp(0) _¥(0)
q, = UO(D y Qo = wo(l) ,» dg3 = u:;(l) » Qa go(l) )
¥(l) o(1) wyp(l) ¢'(1)
10 0 0 1 0 0 O
01 0 O 0 -1 0 O
S=li e gl P=lo 01 of el e
0 1 21 307 0 0 0 -1

Ukazme nyni, jak jsme ziskali aproximacni vztahy vySe napfiiklad na aproximaci tahu u(&)
a relativniho prodlouZeni v (§). Zvolme nésledujici aproximaci tahu kubickym polynomem

ur(€) = co + a1 + € + 3%, (2.33)

maticové zapsdno jako

ur(§) = ®c. (2.34)

Parciélni derivaci podle £ dostdvame

up(§) = P'c, (2.35)
coZ rozepiSeme a tim ziskame
up(€) = 1 + 26 + 3c3€?. (2.36)
Co
c = 2 (2.37)
C3

je matice konstant. Vyjadienim hodnoty u(&) a v’ (&) v pocétku (¢ = 0) ana konci (£ = [) prvku
dostavdme

UT(O) = C(p, (238)
up(0) = ¢, (2.39)
ur(l) = co+ il + el® + sl (2.40)
up(1) c1 + 2col + 3esl?, (2.41)
Maticové zapsano
qs = Sc. (2.42)

Vyndsobenim matici S~ zleva dostaneme

c=S"qgs. (2.43)

Matici konstant ¢ v podobé (2.43) dosadime do (2.34) a ziskame (2.29). Pfi dosazeni (2.43) do
(2.35) dostaneme (2.30). Obdobnym zptsobem lze ziskat zbylych 6 aproximaci.

11



2.4 Dosazeni do Lagrangeovych rovnic

Nyni je zndma kineticka energie a potencidlni energie deformace a miiZzeme piejit k sestaveni
pohybovych rovnic prvku. V Lagrangeovych rovnicich se postupné derivuje podle vektort q;,
q; a Casu, kde ¢+ = 1,2, 3,4. Jiz polohovy vektor r; (vztah (2.9)) je pomérné rozsahly. Jeho
casovou derivaci pro ziskani rychlosti, dosazenim do Ex a dalsi derivaci podle q;, ¢; a Casu
v Lagrangeovych rovnicich vzniknou sloZité vztahy, které jsou velmi rozsahlé a proto je neuva-
dime. Pottebné, vySe zminéné operace byly provedeny symbolicky v softwaru Mapple. Na za-
vér uprav byla provedena linearizace, coZ znamend ndhradu goniometrickych funkci prvnim
¢lenem Taylorovského rozvoje cosp =~ 1, sinp ~ ¢, atd. Vysledné rovnice lze zapsat maticove
jako

Meae + WGeae + (Ke + KDe)Ge = fDe + fM (244)
Jednotlivé matice vystupujici ve vztahu (2.44) nazveme
KN/I/e ......................................................... matice hmotnosti elementu,
Ge oo matice gyroskopickych tucinkt elementu,
I~{e ............................................................ matice tuhosti elementu,
Koo oo cirkulaéni matice elementu,
£ e e e e e e e vektor cirkulacnich sil elementu,
Y S vektor membranovych sil elementu.

Index e znaci, Ze se matice vztahuji k jednomu koneénému prvku a oznaceni ~ znamend, Ze
pred dosazenim do celkovych matic M, G, K, Kp, fp, popisujicich chovani celé soustavy
(v8ech prvkii), bude nutné provést permutaci jednotlivych prvkd matic a ji odpovidajici permu-
taci vektort q, na q. a fp, na fp.. Pfi vyuZiti aproximacnich vztahi (2.25)-(2.32) majf vektory
Je» ?De a matice M., ée, Ke a er tvar

q:
q. = gj , (2.45)
q4
i} 0 i
N PS™TS,i
fpe = pw? : (2.46)

S™TA(rid + i)

=T ;0

12
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Cleny I, I¢, jsou matice fadu 4 a i, je vektor rozméru 4 x 1. Tyto matice byly zavedeny pro
zptehlednéni a znamenaji

l

Iy, = / ST ()0 (€)de, (2.51)
Ol

I, - / BT ()0 (¢)de, (2.52)
0
l

ii = [T (E)de. (2.53)
/

Indexy a a b jsou fady derivaci aproximacni matice ® a index c je fdd mocniny . Vektor fM
budeme odvozovat v nésledujici kapitole. Zbylé ¢leny z (2.47)-(2.50) budou popsany v kapitole
6.

3 Membranové sily [2]

V modelu lopatky vznikaji tzv. membranové sily, které plisobi ve smérech 7, . Jsou zplisobeny
osovou silou, pfendSenou v lopatce. Tyto sily zvySuji tuhost lopatky. Na nésledujicich dvou
obrazcich je zobrazeni osové sily v roviné &n, resp. £C.

mA
S+dS

dg

Vm

Obrazek 3: Osova sila v rovin€ &£n
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S+dS

d¢ §
>

®
Obrazek 4: Osova sila v roviné £C

Na obr. 3 resp. 4 je znazornén diferencidlné maly kousek osy lopatky. Slozku vyslednice sil
pusobicich ve sméru 7, resp. ¢ oznaéme dV/, resp. dW.

dSsin(1)
23

0Ssin(1)

% dé. (3.1)

dV = Ssin(¢) + d§ — Ssin(y) =

Pro maly thel ¢ vztah linearizujeme (sin(1)) = 1)) a derivujeme jako soucin

dV = a(aigb)df = (g—iw + ?)_?S) dg. (3.2)
Za vyuZziti vztahu (2.5) miZeme psat
dV = (S"vj + Svy)dE. (3.3)
Podobné pro smér ( miZzeme psat
dW = (S'wj + Swy )dE. (3.4)

16



Obrazek 5: Osova sila, pisobici v lopatce

Prendsenou silu S rozdélime na dvé ¢asti. Prvni slozka S je odstfediva sila od zbylych prvki
lopatky. Druhd slozka 5, je odstfediva sila od zbytku prvku. Celkovd osova odstiedivd sila
v libovolné vzdalenosti od osy rotace ma tvar

I-¢

S(&) = Sp + S, = Amgew?® + Am, (7‘ + &+ T) w?, (3.5)

Vvew

prvku, v ném?z zjist'ujeme S(§), [ je délka tohoto prvku. Vyjadienim Am,, a dpravou dostavame

S(€) = Ampew® + pAw? <T + g + é) : (3.6)
2 2 pAw? 2
S(€) = Ampew” + pAwr(l —§&) + 5 (1= =¢&°). 3.7
Nyni vyjadiime derivaci
, 08
S =3¢ = —pA®(r +€). (3.8)

Ziskanou derivaci dosadime do 3.2, ¢imz ziskdme membranové sily, pusobici na diferencidlné
maly kousek lopatky ve sméru osy 7

Aw? 1
qv = {—pAw2<r+5>va+ [Amoew2+pAw2r<l—5>+ P2 = i }dé (3.9)
a ve sméru osy (
2 / 2 2 pAw? 2 o ]
AW = < —pAw(r + &)wy + | Ampew” + pAwr(l — &) + T(l — & wy | ¢ dE. (3.10)

17



Vyjadieme nyni virtudlni praci membranovych sil ptisobicich v celém prvku lopatky tak, Ze
udélime soustavé diferencialné maly posuv dv, resp. dw a zintegrujeme virtudlni praci vykona-
nou pifi tomto posuvu pres délku prvku

pAw?
2

oV = /51} {—pAw2(r + o0 + [Amoew2 + pAPr(l — &) + (1> - 52)21”] } d¢,  (3.11)

pAw?

!
W = /5w {—pAwQ(r + &Hw' + [Amoer + pA?r(l —€) + 5
0

(1 — 52)11/’} } dé. (3.12)

Za pouziti aproximacnich vztahi (2.26), resp. (2.27) dostaneme vyraz

5V = / 5q1Ts—Tq>T{ — pAWP(r + &)®'S  qi+

(3.13)
2
[Amoer + pAwr(l — &) + p/;w (I* — 52)<I>"Sl<11} }dfa
I
W= / 5012TPTST‘I’T{ — pAW(r + €)®'S ' Payt
0 (3.14)

Aw? _
{Amoewz + pAwr(l —€) + %(12 - &)@"s 1P(l2} }d{.

Pro zjednoduSeni pouZijeme integralni matice (2.51), (2.52) a virtudlni prace dostanou tvar

5V =0qls™7 {Ampeoﬂlog + pAw?rilyy — pAw*rIi,+

(3.15)
Aw?l? Aw? B
P 5 I, — P 5 12, — pAw’rly — pAwQI(l)l} S™'qu,
SW = 6qa PTS™T [Ampewzlog + pAw?rilyy — pAw*rTi,+
(3.16)

Aw?l? Aw?
P ;“ 1L, — %132 — pAw?rIy — pAw2151] S~'Pq,.
Vektorem zobecnénych posuvi dq;, resp. dqs vynasobime zleva rovnici (3.15), resp. (3.16)

a dostaneme tak membranovou silu, piisobici na lopatkovy prvek

M = 2s T {AmperIog + pAwrilyy — pAw*rIi,+
(3.17)

Aw?[? Aw?
P 5 I, — P 5 12, — pAw’rly — pAwQI(l)l} S™'qu,
respektive
£ = *PST [AmpechIog + pAw?rilyy — pAW*rTi,+
(3.18)
Aw?l? Aw? B
pTI(l)z — pTIgQ — pAwrIy — pAwQI(ln} S™'Pqs,.
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Celkovy vektor membréanovych sil mé tvar

£
~ ng
fy = B (3.19)

0

Ziskali jsme vektor zobecnénych sil, ktery stoji na pravé strané pohybovych rovnic, jako jeden
z vngjSich silovych acinkt. Vzhledem k faktu, Ze tento vektor je linearni funkei q; a resp. qa,
je mozné ho prepsat ve tvaru soucinu

MY 0 00 ][a
= o1 0 MM 0 0 q2
fvy=w 0 o 0 0 P (3.20)
0 0 00 qu
kde
MY =51 [AmperIog + pAw?rilyy — pAW*rTi,+
(3.21)
Aw?l? Aw?
P 5 I, — P 5 12, — pAw’rly — pAwQI(ln} S
a
Méw —pPS T {Ampew I + pAw rllpy — pAw r102+
(3.22)
Aw?l? Aw?
P 5 Iy — P 5 I3, — pAw’rly — pAwQI(l)l} S™'P.

Vyraz (3.20) zapiSeme maticové a vyndsobime jej —1, aby byl ve tvaru pro dosazeni na levou
stranu pohybovych rovnic N N
—fy = —w*MYq. (3.23)

a matici MM nazveme matici membranovych sil. Je nasobena vektorem q., stejné jako ma-

tice tuhosti K a cirkulaéni matice K De = W °M De- Fyzikdlni vyznam membranové matice je
zvySovani tuhosti lopatky. Pohybové rovnice (2.44) maji nyni modifikovany tvar

Meae + Wéeae + (Re + WZMD@ + W2Mé\4)€1e = ?Dea (324)

kde na pravé strané zbyl pouze Clen fDe, vektor cirkulacnich sil.

4 Permutace a sestaveni celého modelu

Jak jiz bylo zminéno v podkapitole 2.4, fazeni zobecnénych posuvi ve vektoru q., jemuZ odpo-
vidaji i struktury matic rozméru 16 x 16 a silového vektoru fp, (16 x 1), je nepraktické. Z hle-
diska vypoctu je vyhodné, aby se prvnich osm Clent q. vztahovalo ke zobecnénym posuvim
prvniho uzlu a zbylych osm ¢lenti ke druhému uzlu. Snadno toho docilime pomoci permutaéni
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matice J, pro kterou plati

" 0(0) 01000000000O0O0O0 0 0] [u0)
»(0) 0000010000000 O0O0 0|]uv0)
(1) 0000000001000 0O0 0| w0
»(1) 000000000O0O0O0OTLO0 0|0
w(0) 00100000000O0GO0GOO0 0||00)
9(0) 000010000000O0O0O0 0|0
w(l) 000000000O0T100O0O0 0| |u0)
< _ |90 _Jooooo000000001000[g0_|
=1u)| "1 0000000000000 0 0] |ut| "%
' (0) 0000001000000GO0O0O0|]|uv
u(l) 0000000010000 O0O0O0||wl
@ (1) 000000000O00O0O0GO0T1O0|]|e
0(0) 0001000000000 GO0O0 0|90
'(0) 0000000100000 O0O0O0||w
(1) 000000000O0O0TLO0O0O0O0||wQ
o] 0000000000000 0O0 1] &0

4.1)
Touto permutaci neni chovédni lopatky nijak ovlivnéno. Vektor q. je sestaven v poZadovaném
vhodném potadi. Dosadime tedy vztah (4.1) do pohybové rovnice (3.24) a vyndsobime matici
J7T cely vyraz zleva. Vznikne

I"™MJG, +wI"GJIé, + (ITK.JI 4+ ITKpJ + w?I"MM)q, = I7fp,. 4.2)

Z posledniho vztahu lze snadno vidét, jak permutovat jednotlivé matice. Vyndsobenim permu-
taéni matici zprava, resp. k ni transponovanou zleva, ziskdme matice, jejichz fadky a sloupce
odpovidaji pozadovanému poradi, které je dino vektorem ¢.. Tyto matice maji tvar

M, = J'M.J, (4.3)
G. = JTG.J, (4.4)
K, = J'K.J, (4.5)
Kp. = J'Kp.J, (4.6)
MM = JTMMJ, (4.7)
fp. = J'fp.. (4.8)

Vztahy (4.3)-(4.8) dosadime do (4.2) a ziskdme tak findlni tvar pohybovych rovnic elementu,
ktery pouZijeme pro sestaveni pohybovych rovnic celé lopatky

Mede + WGeqe + (Ke + W2MD6 + W2Méw)qe = fDe- (49)

Vsechny matice a vektory z posledniho vztahu (4.9) pouZijeme pro sestaveni celkovych matic
hmotnosti, gyroskopickych ucinkd, tuhosti, cirkulacni matice a vektoru cirkulacnich sil, jak je
bézné prii aplikaci MKP, a tim ziskdme model celé lopatky.
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5 Deplanacni funkce [2]

5.1 Deplanace

79

Deplanace je jev, ktery by se doslovné prelozil asi jako “znerovinéni”. Znamend odchylku bodu
prufezu od roviny kolmé na osu prvku v diisledku zkrouceni. Pred zatiZenim leZi body v jedné
roviné (rovina piicného fezu) a po zkrouceni jiZ tomu tak neni. Deplanacni funkce g se poprvé
objevuje ve vzorci (2.6), ve kterém provazuje zkrouceni ¢’ s posuvem ve sméru £. Cilem je nyni

zjistit tvar deplanacni funce a soufadnice stfedu smyku 7g, (g.

5.2 Potencialni energie

V celém modelu lopatky je uvazovano zatiZeni tahem, ohybem a krutem. Pro separatni vypocet
deplanacni funkce vSak budeme uvazovat Cisty krut a volné krouceni (bez zabranéni deplanace).
Pti vypoctu deplanacni funkce zacneme tim, Ze vyjadiime potencidlni energii

E, = Epi + Epy, (5.1)

pricemZ E,q je potencidlni energie deformace a F,, je energie vnéjSich sil (konkrétné zde mo-
mentu, pusobiciho na kraji prutu). Potencidlni energie vnéjsich sil, nebo také jejich zaporné

vzatd prace md tvar
l

By == [ e 52)
0
kde M, je vnéjsi zat€Zny moment. Pro diferencidlné maly prvek o délce [ = d¢ je potencidlni
energie vnéjsich sil

E,, = —¢' Md§. (5.3)
Vztahy pro deformace (2.13)-(2.15) se zméni pii vySe zminénych podminkach z tvaru
ou
€ = o€ =up—M—nr)¥ + (=) + "9+ ¢'d,
ou Ov ,
Ve = a—n+a—£—¢(9n—C+Cs),
ou  Ow ,
Yen = 8—C+8—§:90(9¢+77—775)7
na tvar
e = 0, (5.4)
Yo = ¢'(gg—C+Cs), (5.5)
Yo = ©'(9c+n—ns). (5.6)

Prvni tii ¢leny deformace ¢ jsou nulové, protoZe neuvazujeme tah a ohyb. Posledni ¢len ¢'¢’
zanedbdme, stejné jako jsme to udélali jiz pii vypoctu potencidlni energie pro Lagrangeovy
rovnice, protoze se deplana¢ni funkce podél osy & neméni. Clen " g je taktéZ roven nule, jelikoz

pfi volném krouceni prismatického prutu je ¢ linedrni funkci £ a proto ¢” = 0. Potencidlni
energie deformace bude mit za uvazovani (5.4) tvar
!
1
Bpu= 1 / / / G192, + 72 )dAdE. (5.7)
0 A
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Po dosazeni (5.5) a (5.6) do (5.7) dostdvame pro diferencidlné maly prvek o délce d§ vztah

= —Gy” // — ¢+ Cs)? + (gc + 1 — ns)*JdAdE. (5-8)

Vztah (5.8) byl v modifikované podobé prevzat z [1]. Dosadime (5.3) a (5.8) do (5.1), vyd€lime
rovnici d¢ a tim ziskdme vztah pro potencidlni energii diferencidlné malého prvku

E, 1

=360 [[lto= ¢+ ¢+ o+ - ns)ldd - ¢ 5.9
A

Je nutné, aby byl tento prvek v silové rovnovaze ve sméru osy £ a momentové rovnovaze vzhle-
dem k osam 7 a (, cozZ lze zajistit nasledujicimi podminkami [2]

//gdA = 0, (5.10)
A

//gndA = 0, (5.11)
A

//ngA = 0. (5.12)
A

Z funkciondlu (5.9) a podminek (5.10)-(5.12) sestavime dohromady modifikovany funkcional,
z néhoz budeme hledat extrém. M4 tvar

" // — (4 (o) + (gc + 1 —ns)*JdA-

@’ME—l—/\1//gdA+/\2//g77dA+)\3//g§dA.
A A A

Funkciondl (5.13) obsahuje 7 neznamych ¢, g, ns, (s, A1, A2, A3, které budou podléhat variaci.
Cleny nédsobené jednotlivymi variacemi musi byt rovny nule. Uved’'me ¢len ndsobeny variaci

oy’

(5.13)

(Gl — M )oy' = 0. (5.14)

Clen ndsobeny variaci d g

Gy” // —(+Gs)y ( 9)+ (gc+n - 775)8((59)]df4+
(5.15)
A //(5gdA+ A2 //6gndA—|— )\3/ 0gCdA = 0.
A A A
Clen ndsobeny variaci 67g
ons(—Ge"™) //[(94 +1n—ns)dA =0. (5.16)

A
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Clen ndsobeny variaci (s

5Co(—Gip?) / / [(gy — C + Cs)dA = 0. (5.17)

A

S\ // gdA = 0. (5.18)
A

Ao // gndA = 0. (5.19)
A

Clen ndsobeny variaci 0\,
Clen nasobeny variaci 0\,

Clen ndsobeny variaci 0\,

SXs / / gCdA = 0. (5.20)
A

Vztah (5.14) je na zbylych Sesti rovnicich nezavisly, neni s nimi nijak provdzany. Vyjadruje
momentovou podminku ve sméru osy £. Zbylych Sest vztaht tvofi soustavu Sesti rovnic o Sesti
nezndmych. Ze vztahi (5.19) a (5.20) plyne fakt, Ze devia¢ni deplanaéni momenty

Dy, = // gndA = 0, (5.21)

A
Dy = / / gCdA = 0. (5.22)
A

5.3 Diskretizace deplana¢ni funkce pomoci MKP

Piedpokldddme, Ze deplanaéni funkce je na prifezu spojitd. ReSeni provedeme pomoci MKP.
Vytvoiime na prafezu lopatky trojihelnikovou sit’, kde kazdy trojihelnik predstavuje jeden
konecny prvek a jeho tfi vrcholy jsou uzly, v nichzZ budeme urcovat hodnotu deplanacni funkce
¢g. Na kazdém trojihelniku ma deplanacni funkce linearni prubéh. Ozna¢me

a1

g— | % (5.23)

Im

vektor globdlnich hodnot deplana¢ni funkce. g; je hodnota deplanacni funkce v uzlu ¢,
i =1,2,...m, pficemz m je celkovy pocet uzli na prufezu.
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(13, C3] g5
g1
(11, C1] 92
[7727 CQ]
§ n
® >

Obrazek 6: Trojuhelnikovy prvek

Deplanacni funkce je zdvislad na soufadnicich 1 a ¢ a my ji budeme linedrné aproximovat

9(777 C) =a; + az" + CL3<, (524)
coZ lze maticové zapsat jako
9(n,¢) = vba, (5.25)
kde
ay
v=1[1 17 ¢, a=|al, (5.26)
as

vyjadiime hodnotu deplanaéni funkce v uzlovych bodech

ay aq a1
g=[1 m Gl la|, ¢=[1 n &]la|, a=[1 1 &G |aw|. (5.27)
as as as

Maticové dohromady zapsano

8e = 853—7 (528)
kde
g1 I m G
8= G2, Se= |1 m2 Cf, (5.29)
g3 I n3 G

pficemzZ g, je vektor lokalnich hodnot deplanacni funkce. Vztah (5.28) vyndsobime inverzni
matici S, ! zleva a dostaneme vztah pro vektor konstant.

a=S]g, (5.30)
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ktery dosadime do (5.25). Tim vznikne

9(n,¢) = ¥S; 'g.. (5.31)

Vektor lokdlnich hodnot deplanacni funkce g, 1ze vyjadfit pomoci globélniho vektoru a lokali-
zacni matice L., kterd ma rozmér (3 X m), na kazdém fadku m4 jedno pole na pozici ¢ rovno
1 a zbyld rovna 0. Pozice hodnoty 1 zdleZi na tom, kterd globdlni hodnota g; se nachdzi na
prislusném uzlu trojahelniku. Plati tedy

g = L.g. (5.32)

Vztah (5.32) dosadime do (5.31) a ziskdme tak findlni tvar linedrni aproximace deplanacni
funkce na jednom prvku

9(n,¢) =S, 'Leg. (5.33)

Nyni mizeme vyjadrit také derivace a variaci deplanacni funkce, objevujici se ve vztazich
(5.15)-(5.20)

g -1
= g, 5.34
9P g
= . L.g, 5.35
9¢ 8§ (5.35)
og = g LS. T", (5.36)
9 Ty a1 O%"
— = — 5.37
n (dg) g LS, TR (5.37)
3 Ty a1 O%"
= L —_ 5.38
Vztahy (5.33)-(5.38) dosadime do vztaht (5.15)-(5.20) pfi zavedeni
B 8¢T B 8¢T
¢77 - alr] ) ’(bc - aé- 9
0 0
Ogn = _877<5g>’ 0gc = _84“(59)

pro zptehlednéni a ziskdme tak

G¢’2<ZL B //¢T¢ndA S7'L.g — ZLTS;T//gngdAJFCSZLZSgT/ YrdA+
> LlIs;T //¢§¢CdA S 1Leg+ZLeTS //mz;g’dA nSZLTS T//¢§dA)

e

MY OLTSS //wTdA—i-)\gZL 5 // ¢TdA+>\32L 5 //g¢TdA—o

(5.39)

25



—GQDQ Z // ’l,b(dA Se_lLeg + A?]T — A?]S = O, (540)
eyl

— Gy Z// P,dA S;'L.g — ACr + Als | =0, (5.41)
e A
Z// PdA S;'L.g =0, (5.42)
e Ae

Z// mpdA S7'L.g =0, (5.43)

e A
> / / CpdA S7'L.g =0. (5.44)

e AE’

Prvni tii rovnice vydélime ¢lenem G2, ktery uréité neni nulovy. Pokud by byl, ztricela by
uloha smysl, protoZe bez zkrouceni se deplanace neprojevuje. Po vydéleni zavedeme v prvni
rovnici Cleny

_ \,
)\i - !

GQOQ
a budeme je dale uvazovat jako nezndmé. Pocet nezndmych zavisi na poc¢tu uzld ve vytvorené
trojuhelnikové siti m. Je tedy m neznamych hodnot deplanacni funkce v uzlech, \{, Aa, A3, 7s,
(s, dohromady m + 5 rovnic pro m + 5 nezndmych.

(5.45)

5.4 Transformace souradnic [3]

Souradnice uzli trojihelnikové sité jsou vyjadiené v soufadnicovém systému 7, . Pro usnad-
néni ndsledujicich vypolti, predevsim integrace pres plochu trojihelnikového prvku, zavedeme
transformovany normovany systém vy, z, v némz budeme provadét dalsi operace.
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(13, C3] g5
g\
[ys = 0,23 = 1]
[
91
[, G 72
[772> CQ]
£
C; » > >
[y1:0,z1:0] [y2:1,22:0] Y n
Obrazek 7: Transformace prvku
Mezi jednotlivymi systémy plati nasledujici transformacni vztahy
n(y,z) = m+ iy + 032, (5.40)
C(y,2) = G+ GQy+G2, (5.47)
kde
M2 = M2 — M,
N3 = 13—,
G = G@—C,
G = G—G.
Jacobiho matice tohoto zobrazeni ma tvar
o Oy
g, = |y 0= _ T TB (5.48)
9 K |G G
oy 0z
a jeji determinant (jakobidn) o
det(Je) = 723 — Cafls. (5.49)
Zobrazeni lze zapsat maticové jako
n o= Yne, (5.50)
¢ = Y, (5.51)
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n G
Y=[1y z, n= |, é&=|GC
13 €

Vztahy (5.46) a (5.47) dosadime do (5.24), tim vznikne vyjadfeni deplanacni funkce v zavislosti

navy, z ) )
9(y, 2) = a1 + az(m + oy + M32) + as((1 + Gy + G32),

maticové zapsino

L m G| |;
g(y,z) = [1 Yy z} 0 72 G| |a2]| = YXea,
0 73 (3] [as

vztah (5.53) jesté jednou upravime dosazenim (5.30) na
g=YX.S'g..

Pro dosazeni do (5.39)-(5.44) musime vyjadfit parcidlni derivace g podle n a ¢

gty ogo:
In = Oyodn  0z0n’
8g@ 89%

Y= Byac " vzac

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

Pro ur€eni parcidlnich derivaci y a z podle 1 a ¢, vystupujicich ve vztazich (5.55), (5.56), mu-

sime vyjadfit inverzni zobrazeni k zobrazeni (5.46), (5.47)

(n—m)¢ — (C—C)7s

vy = det(J.) ’
S (S S/ el U m)G
det(J.) '

Nyni miizeme provést parcidlni derivace potiebné pro vztahy (5.55), (5.56)

Jy G oy 3 0z G 0z 72

on  det(J.) OC  det(J.) On det(d.) O  det(d.)

dg

gy = 8_y = YyXese_lgev
0
9. = 8_g = YzXeSe_lge-
Z

Dosadime (5.59)-(5.61) do (5.55), (5.56), které tak dostanou tvar

(§3Yy - §2Yz)XeS;1ge

In = det(J,) ’
— (772Yz - 773Yy)XeSe_1ge
% det(J.)
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Plati
P(n,¢) = Y(y,2)Xe. (5.64)

Plochu normovaného trojihelniku, ktera je pravé diky normalizaci neménnd, oznacme

A* = %[mQ}. (5.65)

Vyjadiime nyni integrily vystupujici v rovnicich (5.39)-(5.44). Postup ziskani prvniho z nich
podrobné rozepiSeme.

1-y

1
rot = / / WA — / YdA*|det(3.)|X, = / / Ydzdy|det(3o)| X, = |det(T)[uTX,. (5.66)
Ae A* 0 0

Zbylé Integraly maji tvar

rey = / bydA = fsgn[det( D](Gel + Gel)X, (5.67)
re3 = / / PedA = fsgn [det(J.)](73ed + foel )X, (5.68)
rey = //n¢¢4=MdUJKmu + vl + sw! )X, (5.69)
res — / CpdA = |det(T)|(GuT + GvT + GwT)X, (5.70)

reg = // CpdA = *Sgn[det( BGG+ GG+ Ges — (3Gl + G + Gla)es, (5.71)

re = / [ e = Lognlder3NGms + s + e — (Bt + 73 + el (572)

Ign _ // T 5.73
¥ ndA \d t( )I 679
XD.X
€ _ _ ¢Xe
I> = //¢<¢<dA—|d6t(Je)|, (5.74)
Ae

kde

IR £ U U U S DR e O S 0
2 6 6 6 12 24 6 24 12

0 0 0 0 0 0
D, = slo @ —ii D =2 |0 G -GG
n 5 3 m2m3 | ¢ 5 3 263
0 —pis 75 0 -GG &

a e; je i-ty sloupec jednotkové matice I € R?*3. Vztahy (5.66)-(5.74) dosadime do rovnic
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(5.39)-(5.44) a ty tak spolecné s vyuZzitim (5.45) ziskaji tvar, v némz se jiZ nevyskytuji integraly

> LISTTS 'Leg — > LIS "rl+ (o> LIS rh+

STLIS; IS Mg + Y LTS "xl — s > LIS Trli+ (5.75)
MDY LIS+ XY LIS el + M) LIS i =0,

—13S. 'Leg + A(ns —nr) = 0, (5.76)
resS; 'Leg + A(¢s — ¢r) = 0, (5.77)
raS,'Lg = 0, (5.78)
r.S;'Lg = 0, (5.79)
rS,'Leg = 0. (5.80)

Tyto rovnice 1ze zapsat v maticovém tvaru
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6 Prurezové parametry

V pohybovych rovnicich se objevuje nékolik symbold, které nyni miiZzeme snadno vypocitat po-
moci zavedenych normalizovanych soufadnic. U v§ech budeme scitat prispévky od jednotlivych
trojihelnikd. Jedna se o plochu

A:;//dndgzguet |/1

staticky moment plochy k ose

1 1—y
5= Z / Candc = 3 det(3) 0/ 0/ G+ Gy + Cozdady —

Y

dedy = 5> |det(J.)], 6.1)

O~

. (6.2)
> / / Ydzdy, =) |det(Jo)u”¢..
e 0 0 e
Pomoci statického momentu k ose 77 mizeme snadno vyjadfit soufadnici tézisté prifezu
Sy _ 23 |det(Je)u”
=— = < 6.3
obdobné ziskdme staticky moment plochy k ose ¢
Z |det(J.)[u"n, (6.4)
a druhou soufadnici téZisté
Se 2 det(J.)|u'n.

=T \det(3.)]

Ze statickych momentii S,, S ziskdme statické momenty k osdm, prochdzejicim stiedem smyku,
Sy, S¢» podle vztahi
Sn* = Sﬁ — Agg, Sg* = SC — Ans. (66)

Kvadraticky moment k ose 1 dostane diky pouZiti normalizovanych soufadnic tvar

1 1—y
L= [[¢aa=S et [ [y Yz, =3 detan Soom. 61
¢ A ¢ 0 0

e

kde

(6.8)

1 1—y
Joo = / / Y'Y dzdy =
0 O

32

5|+—t §|}—t S| =

ﬁ|r—t B|}—t S| =

D~ D= N



Kvadraticky moment k ose ¢ se vyjadii obdobné

1 1—y
Ic=>Y" / / PdA =Y " |det(3.)[¢] / / Y 'Ydzdy¢. = " |det(J)|¢] Toole.  (6.9)
¢ A € 0 0

e

Soultem I, a I je polarni moment setrvacnosti

L= ldet(Jo)|(me + ¢) Too(me + Co). (6.10)

e

S vyuzitim Steinerovy véty lze vyjadrit také kvadratické momenty k téziStnim osam prifezu
7, C. JelikoZ je kvadraticky moment k ose prochdzejici t€ZiStém minimdlni ve vztahu se objevi
znaménko *—’
2 2
Iy=1,— Ay, Ig=1;— Any. (6.11)

Dile je tfeba urcit deviaéni moment
D¢ = Z// nCdA =" |det(Je)n! TooCe. (6.12)
e AL e

Z posledniho vztahu vyjadiime opét pomoci Steinerovy véty se znaménkem ’—’ deviacni mo-

Vv v

Dﬁc_ = DUC - A’I]TQT. (613)

Posledni Clen, ktery je tfeba vyjadfit pro pohybové rovnice je deplanacni kvadraticky moment,
do néjz za g dosadime z rovnice (5.54)

L= [[ A= laeta,lels. XIwX.8 g .19
e A e

Nyni jsou vyjadireny vSechny Cleny, potfebné pro pohybové rovnice jednoho lopatkového ele-
mentu (4.9), ¢imZ je ukoncCena teoreticka Cast této préce.
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7 Aplikace

V této sekci budeme aplikovat odvozené teoretické vztahy na konkrétnim piipadé. UvaZujme
pevné dané vstupni hodnoty: lopatku o délce 1 [m] a prifezu (obr. 8) vyrobené z oceli charak-
terizované parametry £ = 210 [GPa|, G = 80 |G Pa| a mezi kluzu R, = 0, 3 |G Pal.
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n

Obrazek 8: Prurez lopatky

a jim odpovidajici vlastni tvary kmitu. Toho docilime pomoci modélni analyzy v 2N prostoru
sestavenim matic
N — {wG+B M] p- {wQMM—K—wQMD 0

_N-L
M 0 0 M| A=N"P, (7.1)

kde B = 1077 - K je matice proporcionalniho tlumeni, a zji§ténim vlastnich &fsel a vlastnich
vektorti matice A. Budeme se déle zabyvat dvéma moznymi zpisoby uloZeni lopatky. Prvni
z nich (uloZeni 1) umoziiuje zkrut ¢’ a tudiz deplanaci ¢’g v poéatku lopatky. Druhy (uloZeni 2)
deplanaci ve vetknuti neumoziuje.

7.1 Pocet prvku lopatky

Nejprve zjistime, na kolik prvka je vhodné lopatku rozdélit. Tento zdkladni odhad provedeme
s pripadem uloZeni 1. Na grafu (9) je zobrazena zavislost vlastnich frekvenci na poctu pouzi-
tych kone¢nych prvki. Zobrazené hodnoty byly vypocteny pri hodnoté ihlové rychlosti otaceni

34



lopatky w = 314 [rad - s~'] = 3000 [ot - min~'] = 50[H z], coZ jsou b&Zné provozni otacky
turbin.
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Pocet prvki

Obrazek 9: Vlastni frekvence v zdvislosti na poctu prvkl lopatky

Jeden prvek ma 16 stupni volnosti. V jednom uzlu jsou jimi posuvy do 3 smért (u, v, w), 3 na-
toCeni (o, 9, ¥), zkrut ¢’ a relativni prodlouzeni «'.V prvnim uzlu, jimZ prochazi osa rotace je
lopatka vetknutd a tim ztraci 6 stupniti volnosti (zbydou zde 2 mozZné nenulové zobecnéné po-
suvy u/(0) a ¢'(0)). Pokud budeme uvazovat lopatku pouze jako jeden prvek, bude mit systém
10 stupnd volnosti, tudiz bude mit deset vlastnich frekvenci. Pro moZnost srovnéni s piipady,
kdy je pocet prvki vyssi, srovnavame v grafu pouze prvnich 10 nejnizsich vlastnich frekvenci.
Vyssi vlastni frekvence nemiZou ohrozit bezpecny chod lopatky, jelikoz thlové rychlosti ota-
Ceni lopatky, kterd by se jim vyrovnala, neni mozné dosdhnout. Z grafu lze vycist, Ze se zvy-
Sujicim se poctem prvki konverguji vlastni frekvence k urcitym hodnotdm. Pro prvnich deset
vlastnich frekvenci se tomu tak déje uz pri pouziti péti prvkid. Pro dalsi anylyzy vysledkd nam
proto rozdéleni lopatky na pét prvka postaci a s drobnéjsim délenim nebudeme pracovat. Cela
lopatka ma pak pouze 42 stupniti volnosti (pro uloZeni 2 jen 41), coZz predstavuje oproti 3D
modelovani velkou dsporu paméti pocitace a urychleni vypocta.

7.2 Ztrata stability

Po provedeni modaln{ analyzy matice A ziskdme vlastni ¢isla systému. Aby byl systém stabilni,
musi byt redlné Casti vSech vlastnich Cisel zaporné. Imagindrni ¢asti vlastnich Cisel predstavuji
vlastni frekvence. Matice A zdvisi na w. Z toho divodu se budou s thlovou rychlosti ménit
i vlastni Cisla a vektory. Pro pripad uloZeni I zlistava systém stabilni do thlové rychlosti otaceni
w = 1497 [rad - s7'] = 14295 [ot - min~'|. Pro piipad uloZeni 2 zlistiva systém stabilni do
tihlové rychlosti w = 1605 [rad-s—'] = 15 327 [ot -min~']. P¥i ztraté stability by v piipad& ulo-
Zeni 1 pusobilo lopatce napéti 3, 8 [GPa] a v piipad€ uloZeni 2 napéti 4,4 [G Pa]. TakZe v obou
pfipadech je jiz pti nizsich ota¢kdch 3992 [ot - min~!] pfekro¢ena mez kluzu R.. Prakticky to
znamena, Ze nestabilita nikdy nenastane.
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7.3 Vlastni frekvence v zavislosti na ihlové rychlosti otaceni

Jak jiz bylo reCeno, hodnota vlastnich frekvenci se méni s thlovou rychlosti. Na nasledujicim
grafu je vidét zavislost vlastnich frekvenci na w pro oba ptipady uloZeni.
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Obrazek 10: Zavislost vlastnich frekvenci na dhlové rychlosti otaceni

Tento graf se nazyva Campbelliiv diagram. Je v ném zndzornéna také ndbéhova piimka, coz je
osa prvniho kvadrantu. Je to mnoZina bodt, kde je ihlova rychlost otdceni v rezonanci s nékte-
rou z vlastnich frekvenci systému. Misto protnuti kiivek vlastnich frekvenci a nabéhové pfimky
znadi kritické otacky lopatky, kterym se je tfeba v provozu vyhnout. Zde se konkrétné jedna
o0 hodnotu thlové rychlosti w = 652 [rad-s~!], coz odpovida otd¢kdm ny,.;; = 6 626 [ot-min~'].
Pfi té€chto otackéch je jiz prekrocena mez kluzu i pevnosti, takZe v lopatce rezonance nenastane.
Drive se lopatka utrhne vlivem odstfedivé sily. Je nutné zde pfipomenout, Ze uvazovand lopatka

Yvew

je prismatickd, takZe ma vétSi hmotnost a t€ziSt€ umisténé ddle od osy otaceni. Oba tyto fak-
tory zpusobuji, Ze zatéZujici odstiediva sila je vyssi, nez u redlné lopatky, a proto je mez kluzu
prekrocena jiz pii pomérné nizkych otackach. V diagramu jsou pro oba zplisoby uloZeni zna-

Q23. Vyssi frekvence pro nds nejsou zajimavé, protoze odpovidaji otdickdm, ve kterych nebude
Zadné turbosoustroji nikdy pracovat.
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7.4 Vlastni tvary kmita

Jednotlivym vlastnim frekvencim odpovidaji vlastni tvary kmitu. Je tfeba podotknout, Ze uve-
dené obrazky nemaji fyzikdlni vyznam, protoZe vlastni vektory (tvary kmitl) jsou komplexni.
Zde jsou uvedeny absolutni hodnoty prvku vlastnich vektori jen pro predstavu, které vychylky
pri piislusném vlastnim tvaru kmitu dominuji. Na nasledujicich grafech jsou cerné vykresleny
prvni tfi tvary kmitl pfi Ghlové rychlosti otdCeni lopatky w = 314 [rad - s~] pro oba piipady
uloZeni. Prvni tfi grafy popisuji ptipad uloZeni 1.

1. tvar kmitu odpovidajici

1

3

Obréazek 11: 1. vlastni tvar kmitu s umoZnénim deplanace v pocatku

V tomto tvaru jednoznacné dominuje ohyb ve sméru 1 spole¢né s tahem. Dalsi dva tvary jsou
ohybové ve sméru osy (.

2. tvar kmitu odpovidajici Qz
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Obréazek 12: 2. vlastni tvar kmitu s umoZnénim deplanace v pocitku
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3. tvar kmitu odpovidajici 3

Obrazek 13: 3. vlastni tvar kmitu s umoznénim deplanace v pocatku

Pro uloZeni 2 vypadaji vlastni tvary kmitu nisledovné:

1. tvar kmitu odpovidajici €2,

0.2 —
v 0
-0.2 0.6
0.4
03 I o 0.2
S T
- -0.3

Obrazek 14: 1. vlastni tvar kmitu bez umoznéni deplanace v pocatku

V prvnim vlastnim tvaru kmitu je dominantni ohybovad deformace ve sméru obou os 7 a (.
Ve druhém a tietim vlastnim tvaru kmitu se nejvice projevuje krutova deformace.

38



2. tvar kmitu odpovidajici )
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Obrézek 15: 2. vlastni tvar kmitu bez umoZnéni deplanace v pocatku
3. tvar kmitu odpovidajici 93
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Obrazek 16: 3. vlastni tvar kmitu bez umoznéni deplanace v pocatku

Je pozoruhodné, Ze zamezeni jednomu zobecnénému posuvu tolik ovlivni chovani celé lopatky.
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8 Zaver

V prici byly sestaveny pohybové rovnice elementli turbinové lopatky, ze kterych byly né-
sledné pomoci MKP sestaveny celkové koeficientové matice, popisujici chovani celé lopatky.
Ve zvlastnich kapitolach byly odvozeny deplanacni funkce, membranové sily a zbylé parametry
vystupujici v pohybovych rovnicich. Déle byla provedena modéalni analyza, pomoci niz byly ur-
Ceny vlastni frekvence a jim odpovidajici vlastni tvary kmitt pro dva rizné zptisoby ulozeni lo-
patky. K sestaveni celkovych koeficientovych matic, modélni analyze, vykresleni vlastnich frek-
venci a vlastnich tvard kmitu byl pouzit software Matlab. VSechny cile vyty¢ené v tivodu této
prace byly splnény. Prismatickd lopatka, se kterou jsme zde pracovali, v praxi neexistuje. Teo-
reticky by ale bylo bezpecné tuto lopatku pii b&€Znych provoznich otackach (3 000 [ot - min~1])
pouZit, anizZ by hrozilo jeji rozkmitani ¢i utrZzeni. U redlné lopatky by se vSechny prifezové
parametry ménily v zavislosti na £. Modelovéni redlné zkroucené lopatky a lopatkovych vénci
bude predmétem dalsiho studia, pfipadné diplomové prace.
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