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Abstrakt

V disertaéni praci je zpracovan uceleny piehled pouzivanych modell a technik pro feSeni
dvoufazového proudéni, jejichz numerické feseni 1ze zalozit na metodé konecnych objemii. Modely
a techniky jsou zde podrobné diskutovany a je uveden rozsah jejich vyuzitelnosti. Déle je zde
s uzitim primérovaciho procesu odvozen obecny dvoutekutinovy model, ktery popisuje proudéni
dvou stlacitelnych, nevazkych a tepelné¢ nevodivych tekutin bez vymény hmoty. Pro numerické
feSeni dvoutekutinovych modelt je prezentovan algoritmus zalozeny na metod¢ konecnych objemt,
ktery pro aproximaci tokli vyuziva AUSM+ schéma. Na feSenych testovacich tlohach je ukazano,
ze Ctyifrovnicovy dvoutekutinovy model bez energetickych rovnic s dvojici Taitovych stavovych
rovnic neni pfili§ vhodny pro feSeni Toumiova ,shock tube® problému se silnym vlivem
termodynamiky, avSak lze s jeho vyuZitim velmi dobfe feSit problém vodovodniho kohoutku. Pro
dostate¢né presné feSeni Toumiova ,,shock tube problému je dale implementovan Sestirovnicovy
dvoutekutinovy model s energetickymi rovnicemi. Pii numerickém feSeni této ulohy byla navic
zvySena piesnost pouzitych schémat pomoci linearni rekonstrukce primitivnich veli¢in s minmod
limiterem. Dosazené vysledky tak zachycuji velmi ostie nespojitosti vzniklé¢ v proudovém poli.
V disertacni praci je dale diskutovan a feSen tzv. tfirovnicovy model. Jedna se o redukovany
dvoutekutinovy model uzptsobeny pro feseni proudéni s volnou hladinou. Stlacitelnost kapaliny je
zde modelovana také pomoci Taitovy stavové rovnice. Pro feSeni modelu byl navrzen obdobny
algoritmus numerického feSeni vyuzivajici AUSM+ schéma, které¢ zde rovnéz bylo pouzito pro
aproximaci nekonzervativni ¢asti modelu. Navrzeny numericky feSi¢ je verifikovan na tuloze
protrZzeni hraze. Popsany model je dale validovan na problému vzestupu bubliny, coz je tloha
S komplexnim rozvrstvenim tekutiny v tthovém poli. Aplikacni ¢ast predkladané disertacni prace je
zaméfena na feSeni problému z primyslové praxe tykajiciho se odlucovani oleje a vzduchu
Vv tlakovych nadobach Sroubovych kompresorli. Pro numerické simulace téchto tloh byl pouZzit
dvoutekutinovy model implementovany ve vypoltovém systému ANSYS Fluent. Parametry
vypoctového modelu byly nastaveny v souladu s provedenymi experimentalnimi méfenimi. Na
zéklad¢€ provedenych analyz a vyhodnoceni vysledki numerickych simulaci dvoufazového proudéni
oleje a vzduchu ve tfech zcela odliSnych tlakovych nadobach jsou stanovena obecna doporuceni pro
navrh tlakovych nadob sohledem na zefektivnéni procesu oddéleni obou fazi. Navazujici
numerické simulace dale prokazuji, ze v tlakovych nadobach stihlych tvarG probihd separacni
proces efektivnéji, oproti tlakovym nadobam zavalitych tvari.
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ttirovnicovy model pro feSeni rozvrstvenych proudéni, metoda kone¢nych objemti, AUSM schéma,
olejovy separator



Abstract

The Ph.D. thesis presents a detailed overview of models and techniques used for two-phase flows
modeling, which can be numerically solved using the finite volume method. The models and
techniques are discussed in detail, including their extent of validity. Using averaging approach, the
derivation of the general two-phase two-fluid model is shown. The model is suitable to describe the
flow of two compressible, inviscid and thermally non-conducting fluids without mutual mass
exchange. A numerical algorithm for the numerical solution of selected two-fluid models is
proposed. The solver is based on the finite volume method and employs the AUSM+ scheme for the
approximation of numerical fluxes. The numerical results of selected test cases show that the four-
equation two-fluid model without energy equations coupled with the Tait equations of state for both
fluids is not able to solve the Toumi shock tube problem correctly, which is strongly influenced by
the system thermodynamics. On the other hand, the four-equation model is very suitable for the
numerical solution of the water faucet problem. To solve the Toumi shock tube problem more
accurately, the six-equation two-fluid model is implemented. It is shown that the results of
numerical simulations achieved by the proposed algorithm, which was improved by the linear
reconstruction of primitive variables by means of the minmod limiter, are able to capture
discontinuities in the flow field very sharply. In this work, the three-equation model for free surface
flows, which is derived from two-fluid models and extended with the Tait equation of state, is
discussed and solved. Similarly to the aforementioned models, the three-equation model was solved
using own developed numerical algorithm, which utilizes the AUSM+ scheme for the computation
of the non-conservative part of the model. The proposed finite volume solver was verified on the
dam break problem. The three-equation model is additionally validated on the rising bubble
problem, which is a task with complex stratification in the gravity field. The practical part of the
Ph.D. thesis focuses on the separation of air and oil in pressure vessels of screw compressors. The
two-fluid model implemented in the computing system ANSYS Fluent was used to solve these
tasks. The parameters of the computational model were set in accordance with the experimental
measurements. On the basis of performed analyses and numerical simulations of phase separation in
three different pressure vessels, general suggestions how to make the separation process of both
phases more effective are proposed. Additional numerical simulations also showed that the
separation process of both phases is generally more effective in slim shape pressure vessels than in
thick shape ones.

Keywords

two-phase flows, six-equation two-fluid model, four-equation two-fluid model, free-equation model
for the free surface flows, finite volume method, AUSM scheme, oil separator



Obsah

Cile prac

T 7

Pi'ehled pouZivanych matematickych modelii a metod pro FeSeni vicefazového proudéni a

AKtUAINT SMETY VYZKUIMU ....oovviiiiiiii it e s e s b e e e nsneeans 9
1.1  Struény pohled do historie vypoctoveé dynamiky tekutin .........c.cocovviieiiiniiiiiiiicecee e 9
1.2  Zakladni klasifikace vicefAZoVEho Proudeni ..........cccoviiiiiiiiiieieee e 9

121 Matematické modelovani rozvrstvenych proudeni...........coccvevveiieiiiiiiiiiceeeee e 12
1.2.2 Matematické modelovani prechodového proudeéni vice fazi ........cccocvvvviiiiiniiinccien e 17
1.2.3 Matematické modelovani proudéni s diskrétnimi CAStICEMI.........eevvvirvrriiriiiiiienee e 21

Zakladni principy modelovani dvoufazového proudéni..................cccoooiiiiiiiiiiini e, 24
2.1 PrOUAOVE TEZIMIY ......viiutietieitii sttt ettt e st e sttt s it s sttt e bt e sbe e ek e e e b et e ae e e bt e sbe e sbeesaeesmneenbeebeenbeenbeennnas 25
2.2 MezifAZoVE SILOVE PUSODENI .. .ecuviiiiiieiiitiiee e 28
2.3 ObJemOVE POAILY FAZI ...veviriiiicieie e 30
2.4  Odvozeni dvoutekutinoveho MOdEIU..........c.ciiiieiiiiiiee s 31
2.5  Stavové rovnice stlaciteInych teKUtIN .........cooiiiiiiiiic e 36
2.6 FyzikaIni vIastnoSth SINEST.....couiiviiriiieiiitiiie ittt 42
2.7  Metody pro zachyceni rozhrani a dalsi pouzivané dvoufazové modely ..........ccccevvviiiiiinniinnncnnnn, 44

2.7.1 Metoda zalozena na znackovaci funkci volume-0f-fluid............ccooiiiiii, 45
2.7.2 Metoda zaloZena na znackovaci funkci level Set.........ccoovvvveiiiiiiiiiiic e 49
2.7.3 Sedmirovnicové dvoutekutinoveé MOdely .........coovveiiiiiiiiiiic e 51
2.74 Sestirovnicové dvouteKutinové MOAELY ............cvcveeveeirererieeieeiiersiieiesieseesseeeeseeseesese s 53
2.75 IMOAELY STNIEST...viveire ittt r e e r e nr e er e n e nr e r e 54
2.7.6 Homogenni rovnovAZng MOdel .........ccooiiiiiiiiiiie e 56
2.7.7 Eulerovy — Lagrangeovy MOUEIY .........ooiiiiieiieiee et 57
2.8 Pouziti dvoufazovych MOdelll V PIaXi........cccoiiieiiiiiiiiiiiieie et 61

Numericka implementace vybranych dvoutekutinovych modeli pro ieSeni proudéni

stlaitelnych, nevazkych teKutin .................ccoooiiiiiiiii 63

3.1  Ctyirovnicovy dvouteKutinovy MOMEL...........ccuvuiveereereeieeieiese et 63
3.11 Numerické feSeni ctyfrovnicového dvoutekutinového modelu zaloZené na metodé kone¢nych

0] o] 1314 Lo B PP PP PRT VRPN 66

3.1.2 Numerické vysledky vybranych testovacich problémul.........cccocvviviiveniieiiienie e 75

3.2 Sestirovnicovy dvouteKutinovy MOAEl ..........cvuevuveereerrereerieieseieie et seseessesseseesae s, 85
3.2.1 Numerické feseni Sestirovnicového dvoutekutinového modelu zaloZzené na metodé kone¢nych



3.2.2 Numerické feseni Toumiova ,,shock tube® problému...........cooceeiiiiiiiiiiiiiii e 88

3.3  Tiirovnicovy model pro feSeni rozvrstvenych proudeni .........c.ccoceviiiiiiiiiiine e 90
3.3.1 Numerické feSeni tfirovnicového modelu zalozené na metod¢ kone¢nych objemd................ 93
3.3.2 Numerické FeSeni problému protrzeni NrAzZe.........ccovvviiieiiiiiniiecece e 95
3.3.3 Numerické feSeni problému vzestupu BUbIINY .........ccooeiiiiiiiiiiieeee e 98

Numerické FeSeni separace oleje a vzduchu v tlakovych nadobach Sroubovych kompresorial0l

4.1  Vyznam a funkce tlakoveé NAdODY .......cceeiiiiiiiiiiii 101
4.2  Vypoctovy model proudeéni v tlakoveé nadobe ..o 102
4.2.1 Matematicky model dvoufazového proudéni v tlakové nddobg..........cccccevveiiniiiiniicnen, 104
4.2.2 Experimentalni stanoveni parametri matematického modelu...........cc.coooiiiiniiiiiicnen, 106

4.3  Vysledky numerickych simulaci separace fazi oleje a stlaceného vzduchu ve vybranych tlakovych

L EE 16 o) T Te] DT T PP PP PROP 109
4.4  Vliv vnéjsich rozméri tlakové nadoby na efektivitu procesu separace fazi..........cccoovveveiinennnnne. 111
44.1 Matematicky model dvoufazového proudéni v olejovém separatoru PDP190...................... 113
4472 Vysledky numerickych simulaci odd€lovani fazi..........c.ccooeviiiiiiiiiicn e 115
ZLAVET .ottt 121
PIINOSY PIACE ... ittt b et b e e st e Rt e e et e e b e e e b e e e b et e nn e e nnn e e ne e nneene e 122
LLIEEIAIUIE ...t 123



Prehled pouzivanych oznaceni a zkratek

indexace veli¢in

X1, X2, Xe

X1, Xg

xm

Xfs Xp

XInt

Xiy Xij

Xip

xn

Xq
délkova méritka

o

d

Ax
nezavisle proménné

t [s]

x,y,z [m]
vektorové veliciny

F [N]

Fp [N]

u [ms?]
skalarni veliciny

a [-]

€ [J m® kg

" [-]

n [Pas]

p [kg m~]

o [-]

Cp [

c [ms?]

Cp [Jkg! K1

Cy [J kgt K1

dp  [m]

e [J m® kg

g [ms?]

m  [kg]

m [kg s

p [Pa]

pir  [Pa]

T [J kgt K1

faze 1, faze 2, faze e
kapalna faze, plynna faze

smés fazi

tekutd faze, Castice rozptylené faze (proudéni s diskrétnimi

casticemi)
hodnota na rozhrani

hodnota v kontrolnim objemu i (v 1D), resp. i, (ve 2D)
hodnota na k-té hran¢ i-tého kontrolniho objemu

hodnota v n-té ¢asové hladiné
q-ta slozka vektoru x

velikost celé oblasti
charakteristicka velikost ¢astic
velikost buiiky vypocetni sité

cas
prostorové proménné

vektor sily
vektor odporové sily
vektor rychlosti

objemovy podil faze

meérnd vnitini energie

Poissonova adiabatickd konstanta
dynamicka viskozita

hustota

soucinitel velikosti tlaku rozhrani p;p

tvarovy soucinitel odporu

rychlost zvuku v poddajném prostiedi
meérna tepelna kapacita pti izobarickém déji
mérnd tepelna kapacita pfi izochorickém déji
prumér Castice

meérnd celkova energie

velikost tthového zrychleni

hmotnost

hmotnostni tok

tlak

tlak rozhrani (ptidavny ¢len)

plynova konstanta

(obecna oznaceni)
(dvoutekutinové modely)



T
u [ms?]
vV

v [ms?]

numerické i‘eSeni

At [s]
Ax [m]
0Q,0Q
Q, Q4

n [m]

podobnostni Cisla

Re
Rep
St
M

zkratky

ALE

AUSM

CFD

DGFEM

DPM

FVM

HEM

LBM

LS

termodynamicka teplota

kartézska slozka vektoru rychlosti u ve sméru x
objem

kartézska slozka vektoru rychlosti u ve sméru 'y

velikost ¢asového kroku

velikost buiiky vypocetni sité

hranice vypoctové oblasti, hranice kontrolniho objemu i
vypoctova oblast, kontrolni objem i

vektor vnéjsi normaly kontrolniho objemu

jednotkovy vektor vnéjs$i normaly kontrolniho objemu
Courantovo ¢islo

normalové Machovo ¢islo

kartézské slozky nevazkého konzervativniho toku sténou kontrolniho

objemu

numerické aproximace kartézskych tok f a g
vektor nekonzervativnich ¢lent

vektor zdrojovych ¢lenil

vektor primitivnich proménnych

vektor konzervativnich proménnych

Reynoldsovo ¢islo
Reynoldsovo ¢islo ¢astice
Stokesovo cislo

Machovo cislo

Arbitrary Lagrangian — Eulerian

(smiSeny lagrangeovsky — eulerovsky popis kontinua)
Advection Upstream Splitting Method

(numerické schéma pouzivané pro aproximaci nevazkych toki)
Computational Fluid Dynamics

(vypoctova dynamika tekutin)

Discontinuous Galerkin Finite Element Method

(nespojita Galerkinova metoda kone¢nych prvki)

Discrete Phase Model

(model pro feSeni proudéni tekutiny s diskrétnimi ¢asticemi)
Finite Volume Method

(metoda kone¢nych objemit)

Homogeneous Equilibrium Model

(model pro feseni proudéni homogennich rovnovaznych smési)
Lattice Boltzmann Method

(moderni numerickd metoda pro feSeni proudéni)

Level Set method

(metoda zachyceni rozhrani s hladkou znac¢kovaci funkci)



MAC

PLIC

SLIC

TFM

VOF

Marker And Cell

(metoda pro feseni rozvrstvenych proudéni)

Piecewise Linear Interface Calculation

(linearni interpretace rozhrani tekutin s variabilnim sklonem)
Simple Line Interface Calculation

(horizontaln¢ — vertikalni interpretace rozhrani tekutin)
Two-Fluid Models

(dvoutekutinové eulerovské modely)

Volume-Of-Fluid method

(metoda zachyceni rozhrani se skokovou znackovaci funkci)



Motivace

Predkladand disertacni prace se zaméfuje na modelovani dvoufdzového proudéni. Prvotnim
impulzem, proc¢ se zacal autor disertacni prace zabyvat touto problematikou, byl projekt znalostniho
transferu mezi ZapadoCeskou univerzitou v Plzni a spolecnosti ATMOS Chrast, s.r.o. podpotfeny
Ministerstvem primyslu a obchodu v ramci Operacniho programu Podnikani a inovace (OPPI)
s nazvem ,,Metodika navrhu olejovych separatori®, jehoz byl tesitelem. Jednim z cild projektu byl
vyzkum dvoufazového proudéni uvnitt tlakovych nadob takzvanych olejovych separatort
ve Sroubovych kompresorech vyvijenych a vyrabénych spole¢nosti ATMOS Chrast, s.r.o. Hlavnim
zamérem tohoto vyzkumu bylo 1épe porozumét principiim vzajemného separovani fazi oleje a
vzduchu v tlakovych nadobach a pomoci numerickych simulaci analyzovat konkrétni typy
olejovych separatori z hlediska kvality oddélovani obou fazi. Na zékladé ziskanych teoretickych
poznatkll a provedenych analyz potom byly stanoveny obecné zéasady, které spole¢nost ATMOS
Chrast, s.r.o. vyuziva pifi navrhu tlakovych nadob (olejovych separatorii) Sroubovych kompresora.
Vzhledem ke slozitosti modelovani dvoufazového proudéni v téchto konkrétnich pramyslovych
aplikacich, a pfedevs§im k velmi omezenému Casu realizace celého projektu znalostniho transferu
byly numerické simulace separace fazi oleje a vzduchu v olejovych separatorech provadény pomoci
profesionalniho vypoctového systému ANSYS Fluent zaloZen¢ho na metod¢ konecnych objemil.
Ve vypoctovém systému ANSYS Fluent je implementovano n€kolik riznych modeld pro feseni
dvoufdzového proudéni. Na zakladé reSerSe pouzitelnosti téchto modelt byl zvolen jako
nejvhodnéj§i model pro numerické simulace oddélovani fazi oleje a vzduchu v olejovych
separatorech Sroubovych kompresorii tzv. ,Eulerian model* patfici do skupiny eulerovskych
dvoutekutinovych model,, jez povazuji obé faze =za kontinua. Z vicefaizovych modell
implementovanych ve vypocetnim systému ANSYS Fluent byva tento model sice vypocetné
separatorti. Na zakladé provedené reSerSe poznamenejme, ze pouziti dvoutekutinového modelu
pro numerické simulace dvoufazového proudéni v separatorech neni zcela b&zné. V odborné
literatufe navic nebyla nalezena zddna zminka o numerickych simulacich odlu¢ovani fazi oleje a
vzduchu na olejovych separatorech.

Po ukonceni projektu znalostniho transferu se autor této disertatni prace dale vénoval
matematickému modelovani dvoufdzového proudéni. S ohledem na praktické zkuSenosti, které
ziskal beéhem realizace projektu znalostniho transferu, soustfedil svoji pozornost zejména
na modelovani dvoufazového proudéni pomoci eulerovskych dvoutekutinovych modeld, jejich
algoritmizaci, softwarovou implementaci a na zplsoby jejich numerického feSeni.

Uvod

Problematika modelovani dvoufazového proudéni je natolik rozsahla a komplexni, ze je v praxi
zcela bézné omezit se pouze na feSeni dynamiky proudéni a nezahrnovat do vypoctu jevy spojené
s vyménou hmoty mezi jednotlivymi fazemi, pokud to neni Zadouci z povahy feSené ulohy.
V soucasnosti se pouZziva celd fada riznych specializovanych modelli a technik popisujicich
dvoufazové proudéni ptizpisobenych pro konkrétni aplikace. Zakladni tvary modeli navic byvaji
rozSitovany o dalS$i podmodely umoziujici dostatecné presné simulovat komplexni jevy
ve specifickych ulohdch, pro které byly navrzeny. Problém vSak nastdva pfi potieb¢ feSit tlohy
mimo oblast pouzitelnosti daného dvoufazového modelu, nebot’ dostatecné robustni a univerzalni
model pro simulace obecnych dvoufazovych proudéni nebyl dosud nalezen.



Co se tyce vlastniho modelovani dvoufazového proudéni, existuje cela fada riznych pristupii a
metod feSeni. Napiiklad pro feSeni rozvrstveného proudéni sjasné patrnym rozhranim dvou
tekutych fazi jsou pouzivany metody specidlné¢ navrzené pro modelovani mezifdzového rozhrani,
zatimco proudéni jednotlivych fazi je popsano dobfe znamymi Navierovymi — Stokesovymi
rovnicemi. V piipadé, ze rozhrani proudicich tekutin jiz neni zcela zietelné, pfechazime postupné
od rozvrstveného proudéni tekutin k heterogenni smési, pfipadné dale k homogenni smési.
Pro feseni téchto ptipadi tzv. prechodovych proudéni byly navrzeny rizné eulerovské modely, které
lze dale zjednoduSovat az k modelim uréenym pro feSeni proudéni homogennich rovnovaznych
smesi. Poznamenejme, Ze v limitnim pfipadé pii proudéni zcela homogenizované smési, jakou je
naptiklad vzduch, lze potom opét pouzit Navierovy — Stokesovy rovnice popisujici proudéni
jednofazové tekutiny. Pro proudéni tekutiny s rozptylenymi makroskopickymi ¢éasticemi se Casto
pouzivaji eulerovské — lagrangeovské modely diskrétnich castic.

Disertaéni prace je Clenéna do ctyf hlavnich kapitol. V prvni kapitole je provedena rozsahla
reSerSe problematiky dvoufidzového proudéni, kterd se vénuje piehledu pouzivanych modelt a
metod pro feSeni dvoufazového proudéni, véetné diskuse jejich silnych a slabych stranek.

Druha kapitola seznamuje ctenaie s fyzikalnimi zaklady modelovani dvoufdzového proudéni.
Je zde odvozen obecny dvoutekutinovy model, je ukdzan zpiisob jeho uzavieni a jsou diskutovany
rizné formulace stavovych rovnic. Na zavér druhé kapitoly jsou podrobné predstaveny vybrané
metody pro feSeni rozvrstveného proudéni, eulerovské modely a princip eulerovskych —
lagrangeovskych modela diskrétnich ¢astic.

Ve treti kapitole jsou detailn€ rozebrany tfi autorem této disertacni prace softwarové
implementované eulerovské modely, a to ¢tyfrovnicovy dvoutekutinovy model, Sestirovnicovy
dvoutekutinovy model a tfirovnicovy model pro feSeni proudéni s volnou hladinou. Je ukdzan
zpusob jejich numerického feSeni zaloZeny na metodé kone¢nych objemtl. Autorem této disertacni
prace vyvinuty software byl pouZit pro numerické feSeni vybranych testovacich tloh. Dosazené
numerické vysledky jsou dale porovnany s vysledky numerickych simulaci publikovanych
v odborné literature.

Posledni, ctvrtd kapitola pojedndvd o numerickém fteSeni problému z pramyslové praxe
tykajiciho se separace oleje a vzduchu v olejovych separitorech Sroubovych kompresort.
Numerické simulace byly provedeny pomoci vypocetniho systému ANSYS Fluent pii pouZziti
dvoutekutinového eulerovského modelu. Na zakladé provedenych analyz a rozboru vysledki
dosazenych pro tfi rizné typy tlakovych nadob (olejovych separator) byla stanovena obecna
doporuceni pro navrh tlakové nadoby separatoru umoziujici efektivnéjsi proces separace obou fazi.
Déle byl na vybrané tlakové nadob¢, spliujici tato doporuceni, sledovan vliv vnéjSich rozméra
nadoby na dosazenou Cistotu separovanych fazi.

Cile prace

Hlavnim cilem ptfedkladané disertacni prace je zvladnout modelovani dvoufdzového proudéni
na takové urovni, kterd odpovida potfebam priimyslové praxe. Z tohoto pohledu je nezbytné proveést
detailni resSersi odborné literatury zabyvajici se modelovanim dvoufazového proudéni a na zaklad¢
této reSerSe sestavit uceleny piehled pouzivanych modelt a technik pro feSeni dvoufdzového
proudéni, popsat jejich klady a zapory a vymezit rozsah jejich platnosti.

Dalsim cilem, vyplyvajicim ze ziskanych praktickych zkuSenosti autora této disertacni prace
béhem realizace projektu znalostniho transferu ,,Metodika navrhu olejovych separatort, je popis
zékladnich eulerovskych dvoutekutinovych modeld, jejich algoritmizace a vlastni softwarova
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implementace. Zamérem je vyvinout numericky fesi¢ pro dvoufazové proudéni, ten poté aplikovat
na vypocty vybranych znamych testovacich uloh, a tim validovat pouzité eulerovské modely a
verifikovat autorem navrzené algoritmy numerického fesSeni.

Cilem této disertacni prace je rovnéz pomoci numerickych simulaci ovéfit hypotézu, ze vnéjsi
rozméry tlakové nadoby (olejového separatoru) maji vyznamny vliv na efektivitu procesu separace
oleje a vzduchu. Dosavadni zkuSenosti s fungovanim olejovych separatori ve Sroubovych
kompresorech totiz naznacuji, ze tlakové nadoby olejovych separatort stihlych tvarti separuji olej a
vzduch 1épe nez nadoby zavalitych tvart.



Kapitola 1

Piehled pouzivanych matematickych model a metod pro
feSeni vicefazoveho proudéni a aktualni sméry vyzkumu

1.1 Strucny pohled do historie vypoctové dynamiky tekutin

Tekutiny Siroce ovlivituji nas kazdodenni Zivot, at’” uz si to uvédomujeme, ¢i nikoliv. Proto je
samoziejm¢ uzitecné zkoumat je samotné a déje s nimi spojené. Pravdépodobné prvnim zndmym
badatelem v této oblasti poznani byl Archimédes ze Syrakus (287 — 212 pt. Kr.), proto jej dnes
povazujeme za jakéhosi zakladatele mechaniky tekutin [139]. Formuloval prvni poznatky
hydrostatiky a dokdzal je prakticky aplikovat. V bézné praxi se proudéni tekutin pfitom cCasto
neomezuje jen na jednu fazi, ale byva proudénim vice fazi. Za pravdépodobné prvnim doloZzenym
vyzkumem v oblasti dvoufazového proudéni stoji vSestranny renesan¢ni velikan Leonardo da Vinci

(1452 — 1519), ktery V ilustracich zachycoval proudové rezimy a viry na vodni hladiné pii pohybu
[41].

Pokud jsou nase znalosti dostate¢né, muzeme piistoupit k tvorbé matematicko — fyzikalnich
modelt, jejichz prostfednictvim lze popisovat realny svét. Matematické modelovani je velmi ucinny
nastroj, diky kterému lze nékterym d&um Iépe porozumét, nebo dokonce je mozné i jevy
ptedpovidat, ¢ehoz se dnes velmi hojné vyuzivd v obrovském mnozstvi oblasti lidskych ¢innosti.
Obdobn¢ je tomu pochopitelné i v mechanice tekutin, kde konkrétni matematické modely mohou
napiiklad slouZit k ptredpovédi pocasi, stejné jako mohou vést napiiklad k uspote ndvrhového casu a
penéz pii vyvoji a konstrukci turbin jadernych elektraren.

V soucasnosti se ke kontinualnimu popisu proudéni realnych tekutin pouziva nelinearni systém
Navierovych — Stokesovych rovnic doplnény o nezbytné konstitutivni vztahy, ktery vSak bohuzel
V nejobecnéjSim tvaru neni analyticky feSitelny. NefteSitelny model pochopitelné nelze pro
smysluplnou aplikaci pouzit. Nové podnéty naStésti pfinesl prudky rozvoj vypocetni techniky
a s tim souvisejici vyvoj v oblasti numerické matematiky. Kratce po druhé svétové valce vznikl
novy obor, tzv. vypoctova dynamika tekutin (,, Computational Fluid Dynamics“, zkracen¢ CFD).
Jak se zvySoval vykon pocitacii a zlepSovala se jejich dostupnost, rozsifoval se tento obor z elitnich
védeckych laboratoti do dal§ich vyzkumnych subjekti a pozdé€ji i do komercni sféry. S tim
se pochopitelné rozvijely i pouzivané vypoctové modely, jez nasledné vedly k vyvoji efektivnéjsich
algoritmil vlastniho numerického fesSeni.

V Sedesatych letech 20. stoleti vznikaly zaklady dodnes pouzivanych vypoctovych modelt, jako
napiiklad k — & model turbulence pro feSeni turbulentniho proudéni, vicefazovy Euleriv —
Lagrangetiv model pro feSeni proudéni s ¢asticemi nebo , Marker and Cell “ metoda umoziujici
stanovit rozhrani dvou separovanych tekutin, [135], [105].

1.2 Z:akladni Kklasifikace vicefazového proudéni

Tento odstavec je zaméfen na popis ruznych pfistupt modelovani vicefazového proudéni.

Je dilezité si nejprve alespon intuitivné ujasnit, co rozumime pod pojmem faze, k ¢emuz poslouzi

nasledujici dva ptiklady. Ptikladem jednofdzového proudéni mize byt proudéni vzduchu v potrubi.

AC¢ se chemicky jedna o smés fady plynt, v métitku vypoctové dynamiky tekutin lze povazovat tuto

smés za vyborn¢ promichanou a je tedy mozné ptifadit ji zdkladni fyzikalni vlastnosti, jako napft.

hustotu, dynamickou viskozitu, mérnou tepelnou kapacitu a dal$i. Proudéni takového média lze
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matematicky popsat nelinearnim systémem Navierovych — Stokesovych rovnic, ktery lze tspésné
numericky fesit pomoci klasickych ,,jednofazovych“ metod.

Naopak piikladem vicefazového proudéni mize byt proud vody unasejici rizné velké ¢astice
pisku a Stérku fi¢nim korytem. Pokud bychom studovali proudéni takovéto heterogenni suspenze
v ohybu fti¢niho koryta, zjistili bychom, ze malé ¢astice pisku sleduji ohybajici se proud mnohem
snaze nez t€z8i kusy Stérku, které mifi spiSe k vnéjsi stran¢ oblouku. Z mechanického hlediska se
tedy ¢astice rtiznych velikosti, hmotnosti a tvarii chovaji odlisné. Rikdme, Ze maji tzv. riznou
mechanickou odezvu. MnozZina ¢astic, které maji shodnou mechanickou odezvu a chovaji se
Vv proudu stejné, se nazyva fazi. Tento mysleny d¢j by potom byl oznacen jako proudéni vice fazi, ¢i
prosté vicefazové proudeéni. Rovnéz pohyb suspenze vody a ledu je nezbytné v ramci uvedeného
hlediska povazovat za proudéni vicefazové, prestoze se chemicky jedna o jedinou slouceninu.
Zajimavé jevy, spojené s dynamikou vicefazového proudéni, mizeme b&zné pozorovat naptiklad pfi
desti, kdy velké kapky padaji vzduchem dold, ale drobné kapky chaoticky poletuji, ¢asto i smérem
vzhuru.

Specidlnim piipadem vicefazového proudéni je proudéni dvoufazové, kde ziejme proudi pouze
dvé faze, avSak lze studovat dilezité jevy spojené se sdruzenim a vzajemnym plsobenim obou fazi.

Bézné numericky simulovana vicefazova proudéni jsou velmi rozmanitd. Castymi ilohami jsou
naptiklad rizné problémy s volnou hladinou, obtékani trupt lodi, ¢i liti materiala. Velka skupina
uloh pro jaderny, naftafsky a petrochemicky prumysl se zabyva proudénim plynt a kapalin
Vv riznych potrubnich systémech. Déle pfipomenme napiiklad simulace pohybu ¢&éstic v riiznych
mechanickych separatorech prachu, modelovani pohybu usazenin, ¢i fluidni transport rGznych
produktt. Jak bylo zminéno v uvodu této prace, v soucasnosti je ve vypoctovém modelovani
pouzivano mnozstvi specializovanych pfistupti pro konkrétni aplikace. Bohatost jevl je spojena
s tim, Ze klasifikace typli proudéni, ¢i modell jsou casto nejednoznacné. Podle skupenstvi fazi
muzeme rozliSovat proudéni typu:

e Kapalina — pevna latka: kapalinu oznacujeme jako primarni, nosnou fazi. Castice pevné latky
oznacujeme jako fazi sekundarni. Pfikladem mize byt zkoumani erozivniho ptsobeni $térku
rozptyleného ve vodé¢ na stény vodniho dila. V téchto ptipadech bychom mluvili o dvoufdzovém
proudéni, pokud by vSechny pevné ¢astice mély stejny tvar a hmotnost.

e Plyn — pevna latka: podobné ptedchozimu typu, avSak nosnou fazi je v tomto piipadé plyn.
Prikladem miiZze byt proudéni v separatoru prachu a vzduchu, ¢i fluidni transport obili a paliv.
(Pti fluidizaci jsou jednotlivé ¢astice obtékany kolem celého povrchu, ¢imz se uvolni vazby mezi
nimi a cela heterogenni smés ziska tekuty charakter.)

e Tekutina — tekutina: zde je i pro pfipad dvou riznych tekutin Situace podstatné slozitéjsi,
protoze charakter proudéni se kvalitativné vyznamné méni s fadou vnéjsich vlivi, a to predevsim
s objemovym tokem a objemovym pomérem obou fazi. Mluvime potom o tzv. vicefazovych
proudovych rezimech, ¢i proudovych vzorech. Kritéria pfechodu mezi jednotlivymi rezimy byla
popsana v praci autord Mishima a Ishiiho [90]. Rada experimentatordi se vénuje pravé studiu
proudovych rezima za specifickych podminek. V kandlech a potrubich jsou nejjednodussimi
rezimy rozvrstvena proudéni a proudéni jednotlivych ¢astic (bublin, nebo kapek). Do této tiidy
bychom mohli zatfadit naptiklad tvorbu vin na vodni hladiné vlivem vétru, ¢i zkoumani
korozivnich uc€inkt vzduchu rozptylené¢ho ve vodé na kolena potrubi.

Uvedené rozdéleni je samoziejmé neostré, protoze realné piipady byvaji riznymi kombinacemi.
Zminovana problematika proudovych vzort, blize popsana Vv odstavci 2.1, neni pfitom vysadou
proudéni pouze tekutych fazi. Obdobné i pohyb rozptylenych bublin, ¢i kapek Ize za nékterych

10



podminek povazovat spiSe za proudéni Castic v nosné fazi, nez proudéni dvou tekutin. Proto je
uzite¢né tfidit vicefazova proudéni i podle dalSich hledisek, naptiklad podle charakteru rozhrani:

e Rozvrstvené proudéni: v téchto ptipadech je zfetelné jasné rozhrani mezi fazemi. Do této tiidy
bychom mohli zafadit pohyb vodni hladiny nebo materialové liti.

e Prechodové proudéni vice fazi: rozhrani mezi fdzemi jsou zna¢né komplexni, mala, ¢i neostra.
V pouzitém méfitku jiz nelze pfesné rozeznat rozhranim mezi fazemi a je nezbytné pfejit
k vy$§imu stupni homogenizace. Piikladem muze byt pfechodové proudéni vice fazi v potrubi
nebo obecné proudéni heterogennich smési.

e Proudéni s diskrétnimi casticemi: sekundarni faze je zformovana do mnozstvi malych ¢astic
rozptylenych v tekutiné. Piikladem mize byt odd€lovani téZkych pevnych ¢&astic z tekutiny
Vv odstiedivce.

V praktickych aplikacich opét samoziejmé dochdzi k tomu, ze se charakter vicefazového
proudéni méni i v rdmci této klasifikace. Vétsina skutecnych déju totiz byva zna¢né komplexni,
posudme znovu piiklad desté. Vzduch srizné velkymi a jinak se chovajicimi kapkami vody
bychom mohli povazovat za vicefdzové proudéni s rozptylenymi ¢asticemi, vodni mlhu potom za
Castecné¢ homogenizované proudéni vice fazi a konecné odtékajici proudy a formujici se louze
bychom zaradili do kategorie rozvrstvenych proudéni. Dal§im ptikladem muze byt formovani spreje
schematicky znazornéné na obr. 10.

Vyse zminéné rozd€leni proudéni podle charakteru bude pouzito v této praci a uvedeno
do souvislosti s Klasifikaci vicefazovych modelti. Podrobngjsi rozbor vybranych vicefazovych
modelt je uveden v této a v nasledujici kapitole této prace.

Mnohé dgje probihajici ve vicefazovém proudéni nelze popsat jednoduse pouze pomoci vztaht
mechaniky, ale je nezbytné precizné zachytit i jejich termodynamickou podstatu, zahrnout latkovou
pfeménu a modelovat vzajemné pisobeni obou fazi. Prikladem muize byt nerovnovazné proudéni
vody a pary v okruzich parogeneratorii elektraren nebo kavitace za lodnim sroubem. Casto je
nezbytné i propojeni s dal§imi védnimi obory, jako napfiklad s poznatky chemie pii procesu hotfeni
paliva ve spalovacich motorech. Odpovidajici popis komplikovanych déju je znaéné naroény.

V této praci se omezime pouze na nejjednodussi ptipady numerickych simulaci dvoufazového
proudéni bez vymény hmoty mezi fazemi. BohuZel 1 modelovani tohoto jednoduchého problému
pfindsi tadu komplikaci. Modelovani a numerické simulace jednofdzového proudéni je
problematika dnes pomérné¢ dobife zvladnutd. Matematické modely pro komplexni popis
jednofazového proudéni jsou dnes velmi propracované a metody numerického feSeni dostatecné
pfesné a spolehlivé fungujici. Pro vicefazové proudéni vSak neni situace tak jednoducha. Lze
odvodit bilan¢ni rovnice pro jednotlivé faze, avSak ucelena globalni obdoba systému Navierovych —
Stokesovych rovnic nebyla zatim objevena. Proto se pouzivd ftada vztahd odpovidajicich
charakteristickému chovani feSené¢ho systému, které vSak Casto obsahuji vice nezndmych, nez je
rovnic. Je tedy nezbytné pracovat s dal§imi konstitutivnimi a empirickymi vztahy. Nelze se tak
témet vyhnout pouZiti experimentalné stanovenych velicin. Chovani sestavenych matematickych
modeli doplnénych o konstitutivni vztahy je nezbytné diikladné studovat a testovat, [55].

Pro simulace proudéni vice tekutin se pouziva fada numerickych metod. Dnes jsou patrné
nejcastéji pouzivané algoritmy zalozené na metodé konenych objemd, stale vétsi popularitu si
ziskavaji moderni ,, lattice “ Boltzmannova metoda a nespojitd Galerkinova metoda kone¢nych
prvkd.

Nyni se velmi struéné¢ zminime o nespojité Galerkinové metodé¢ konecnych prvka
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(,, Discontinuous Galerkin Finite Element Method*, zkracené DGFEM), ktera je zobecnénou
kombinaci metody kone¢nych prvkii a metody konecnych objemt s cilem vyuzit jejich silné stranky
a potlacit jejich nevyhody. Za prvotni je povazovana prace autord Reeda a Hilla [107].
Poznamenejme, 7e Katedra mechaniky Fakulty aplikovanych véd ZCU v Plzni také pracuje na
oproti metodé¢ konecnych objemi a soucasné je stale dostatecné robustni. Nevyhodou je vsak
slozit€jsi systém rovnic a tedy vyssi vypocetni naroc¢nost, kterou by méla nové zmirnit napiiklad
modifikovana ,,waek Galerkin FEM*, prezentovana v ¢lanku [42]. Zhruba pied deseti lety se
DGFEM zacala silné€ji prosazovat mezi vypocetni metody pro feSeni dvoufazovych modelt.

V soucasné dob¢ je na vzestupu také vyuzivani ,,lattice” Boltzmannovy metody (zkr. LBM).
Jedna se o pomérné novy pristup prezentovany McNamarou a Zanettim v [87]. Zakladni mySlenkou
je redukovany kineticky model pro vyjadieni rovnic proudéni v mezoskopickém méftitku, ktery fesi
molekularni dynamiku pomoci modelovych ¢astic (distribuénich funkci) statisticky zachycujicich
pohyb mnoziny skute¢nych ¢astic. Uvedena metoda se postupné dostala do mnoha aplikaci a velmi
rychle i do problematiky vicefazového proudéni. Rothman a Keller [109] prezentovali ,,color —
fluid LGA model “, ktery rozliSuje ptisluSné faze pomoci identifikatoru (barvy) modelovych ¢astic.
Je dulezité si uvédomit, Ze popis proudéni je v pojeti LBM principielné jiny vici metodam
zalozenym na feSeni systému Navierovych — Stokesovych rovnic. Proto jsou pro tuto metodu
vyvijeny specializované vicefazové modely, které jsou vSak mimo ramec této disertacni prace. Mezi
nejvyznamnéjsi piednosti LBM lze fadit napf.: snadna paralelizace vypoc¢tt, konvektivni operator je
linearni, ptesnost obdobna schématiim druhého tadu, tlak je dopocitavan ze stavové rovnice a neni
tedy nutné fesit eliptickou Poissonovu rovnici pro tlak. Nevyhodou vicefazovych modifikaci LBM
je nestabilita pfi vypoctech s vysokym pomérem hustot fazi, coz se pokousi fesit napf. prace [63],
[73]. LBM lze rovnéz pouzit pro feseni proudéni s volnou hladinou, jak napfiklad ukazuji vysledky
pracovnikii Katedry mechaniky Fakulty aplikovanych véd ZCU v Plzni, [134].

V této praci se omezime na numerické feSeni modelli dvoufazového proudéni pomoci metody
kone¢nych objeml. A dale budou diskutovany pouze vybrané modely dvoufazového proudéni,
jejichZ numerické feSeni 1ze na metodé konecnych objemi zaloZit.

1.2.1  Matematické modelovani rozvrstvenych proudéni
Pokud proudi dvé tekutiny oddélené rozhranim, hovotime o rozvrstveném proudéni (,, stratified
flow*, v nékteré literatufe se rovnéz pouziva oznadeni ,, separated flow ). Casto se setkavame s tim,
ze sekundarni faze se v modelu zanedba. Toto zjednoduSeni lze vyuzit v ptipadech, kdy sekundarni
faze ma minimalni vliv na sledované déje a prenos hybnosti z ni do faze primarni je relativné maly.
Zredukované modely se hojné pouzivaji pro feSeni takzvanych proudéni s volnou hladinou
(,,free surface flow *), ptikladem uziti mohou byt napt. simulace pohybu hladiny vody kolem plujici
lodé, protrzeni hraze, ¢i studium dopadu kapky na klidnou hladinu, viz obr. 1. Na rozhrani primarni
a zanedbané faze (,,void fraction”) se v modelech obvykle uvazuje pulsobici konstantni
hydrostaticky tlak od zanedbané faze. Navic se pomoci piidavnych Clent, ¢i modeld ptidavava;ji
i dalsi vlivy ovliviujici rozhrani, naptiklad povrchové napéti, jehoz silovy Géinek je zavisly na Casto
obtizné stanovitelné lokalni kiivosti rozhrani.

Poznamenejme dale, Ze pokud bychom chtéli ptesné dodrzet zavedenou terminologii, potom
proudéni s volnou hladinou znamena, Ze rozhrani je skutecné volné, ustanovené pouze plisobenim

tihy. Jednotlivi autofi vSak tento fakt opomijeji a podle uziti zdkladniho modelu oznacuji i1 pouziti
roz$ifenych modelt, jako modely pro feSeni problému s volnou hladinou.
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Obr. 1: Z tohoto obrazku, zachyceného po dopadu kapky na klidnou vodni hladinu, jsou patrné radialné
se §itici vzruchy z dopadu a centralni zpétny vytrysk. Pfevzato z [103].

Dalsim uskalim terminologie je oznaceni modeld jako dvoufazovych ¢i nikoliv. Jedna z linii
klasifikaci modelt, které se budeme drzet v této praci, fadi modely k dvoufazovym, pokud je lze
pouzit pro popis proudéni s vyskytem dvou fazi. Napiiklad jina linie vSak striktné vyzaduje
modelovani obou fazi v celé oblasti, procez bychom vétSinu modeli pro feSeni rozvrstvenych
proudéni neklasifikovali jako modely dvoufazové, ale spiSe jako modely pouzivajici dvojici
jednofazovych modelt, jak bude vysvétleno nize.

Rozvrstvena proudéni se hojné vyskytuji jak v ptirod¢, tak i v primyslovych aplikacich. Dnes
potiebujeme z riznych divoda déje kolem nas modelovat matematicky. Proto jsou problémy
simulaci proudéni s hladinou velmi cast¢é a pro jejich numerické feSeni vznikla ftada
specializovanych algoritmd. Postupy vhodné pro implementaci metody kone¢nych objemt délime
obvykle do dvou skupin: metody sledovani rozhrani (,,interface tracking method) a metody
zachyceni rozhrani (,, interface capturing method “). Porovnani nejpouzivanéjSich metod lze najit
naptiklad v praci Elgetiho a Sauerlanda [32]. Samoziejmé existuji hybridni koédy kombinujici
vyhody obou pfistupti. Poznamenejme dale, ze existuji i dalsi efektivni zplsoby feSeni problému
proudéni s volnou hladinou, jako napiiklad specializované modifikace ,,lattice“ Boltzmannovy
metody, lagrangeovska hydrodynamika vyhlazenych ¢&astic (,, Smoothed Particle Hydrodynamics “,
kterd byla mimo jiné implementovana i1 pro feSeni téchto Uloh na Katedfe mechaniky Fakulty
aplikovanych véd ZCU v Plzni, viz [81], uceleny vyklad metody Ize najit také napt. v [69]) a dal3i.

Nejsilngjsim nastrojem pro modelovani proudéni s vice fazemi je metoda piimé numerické
simulace. Jedn4 se o podrobné modelovani vSech jevl v heterogenni tekuting. Vypocet se tedy
provadi na sitich vyznamné jemnéjsich, nez je charakteristicka délka nejmensich heterogenit, které
jsou schopny detailn¢ postihnout tvary jakychkoliv rozhrani. Pfiméd simulace tedy vyzaduje
I extrémné malé Casové kroky, tj. krat$i, nez je typicky Cas studovanych problému. Pii pfimé
numerické simulaci zaujimd kazdou d¢ast objemu pouze jedind fize. Tedy postaci feSi¢
jednofazového systému rovnic proudéni. Zpravidla potom neni potifeba pouZzivat empirické ptidavné
vztahy. V piipadé nutnosti postacuji na rozhrani jednoduché analytické vztahy. Vyznamné jevy
(napt. vztlak, turbulence, deformace CéasteCek, nestacionarity apod.) lze pak vysledovat piimo
z vysledki tlohy, [105]. Do zna¢né miry Ize tedy metodami pfimé numerické simulace nahradit, ¢i
vhodné doplnit experiment a analyzou vysledkl stanovit vstupni koeficienty pro konstitutivni
vztahy jinych druhu vicefazovych modelt. Hlavni nevyhodou jsou obrovské naroky na vypocetni
pamét’ a dlouhy vypocetni Cas. I na stavajicich pocitaCich lze feSit pouze malé ulohy. AvSak
vzhledem k neustalému ristu vypocetnich moznosti nelze uvedeny ptistup do budoucna zavrhovat.
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1.21.1 Metoda sledovani rozhrani

Metody sledovani rozhrani, jejichz ptehled lze naptiklad najit v Hymanové knize [60], pracuji
s proménlivou siti. Poloha rozhrani se vyviji v Case, $ifi se spolu s tekutinou a spolu s ni se méni
i sit’. Nejcastéji se tento postup realizuje tak, Ze se posouvaji uzly sité na rozhrani. Rozhrani je tedy
v kazdém okamziku piesné a jasné popsané hrani¢nimi uzly a pfislusSnymi hranami vypocetni sité.
Tyto uzly lze oznacit jako znacky (,,markers®) identifikujici rozhrani. Vyhoda tohoto postupu je
velka presnost zachyceni polohy rozhrani. Naopak nevyhodou je nutnost ménit polohu uzll
vypocetni sit¢ Vv prubéhu iteraéniho procesu, coz vyzaduje nejen dalsi vypocetni cas, ale
i lagrangeovsky fesi¢ pro ur¢eni novych poloh uzla sité na rozhrani.

Dulezitym ukolem je volba vhodného zpiisobu ptesitovani. Vypocetné nejjednodussi je tiprava
pouze bun¢k prilehlych k rozhrani, coz ovSem vede k deformacim tvard bunék a kolapsu sité pii
vétsim posuvu hrani¢nich uzli. Ze stejného diivodu nebyva obecné vhodné ménit sit’ lagrangeovsky
Vv celé vypocetni oblasti, tedy tak, aby pohyb uzli sité odpovidal pohybu tekutiny. Pro sitovani se
bézné uzivaji rizné metody, které vnitini uzly sité¢ v podstaté libovolné piemist'uji, ¢i umist'uji
s ohledem napiiklad na kvalitu sité. Casto pouzivana je napiiklad , elastic mesh update method “,
jejiz uziti je ukazéno na obr. 2, pii jejiz aplikaci jsou jednoznacné urceny hrani¢ni body sité
na okrajich a na rozhrani a sit’ uvnitf této oblasti je modelovana jako pruzné téleso.

Obr. 2: Puvodni sit’ (vlevo) modifikovana pomoci ,, elastic mesh update “ metody (vpravo). Jedna se
0 piiklad proudéni dvou separovanych tekutin v tihovém poli, kde Seda tekutina ma mensi hustotu [32].

Hybridni pohyb sité, rizny od pohybu tekutiny, vyZaduje pouziti ALE (,, Arbitrary Lagrangian —
Eulerian“) popisu pii feSeni rovnic proudéni. Pfi znaénych pohybech a deformacich rozhrani je
dobré kvality sité se pozitivné odrazi na dosazenych vysledcich. Pokud je potfeba pfesné zachytit
slozity tvar rozhrani, je nezbytné pouzit vétsi pocet znafek a jemnéjsi sit’, ¢imz vzrista vypocetni
naro¢nost. Komplikace nastavaji, pokud dochazi k velkym deformacim rozhrani. Napiiklad pii
rozpinani bubliny se hrani¢ni vrcholy od sebe vzdaluji, jejich hustota fidne a tvar popisovaného
rozhrani se stava stale vice hranatym. ReSenim je opétovné piidavani dal§ich uzldi na rozhrani.
Pfi opaéném d¢ji teoreticky nemusime nutné uzly odebirat, ale je to uzite¢né z pohledu optimalizace
vypocetni naro¢nosti. Pfidavani a mazani znackovacich uzli je tieba fesit velmi rozvazné pomoci
daliho algoritmu. Jest¢ komplikovanéjsi situace nastava v pfipadech zaniku rozhrani, ¢i vzniku
nového rozhrani. Piikladem takovych déji mohou byt dopad kapky na hladinu, spojovani bublin
nebo vytrysk z volné hladiny. Zvlasté v téchto ptipadech musi byt velmi precizné definovany
podminky smazani znackovaci (zanik rozhrani), ¢i pfidani znackovact (vznik rozhrani)
korespondujicich s realnym vyvojem systému.

Ob¢ strany rozhrani zaujimaji jiné faze. Na téchto podoblastech jsou poté feSeny piislusné
jednofazové systémy Navierovych — Stokesovych rovnic. Na rozhrani se skokové méni veliiny a
dochazi k interakci obou fazi, kterd byva modelovana jak pomoci sdruzenych, tak i nesdruzenych
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metod interakce. Pokud jsou matematické modely proudéni obou fazi zcela shodné, je
implementace sdruzenych metod interakce jednodussi. Proudéni v celé vypoctové oblasti byva
v téchto piipadech obvykle feseno pomoci jediného systému Navierovych — Stokesovych rovnic a
vlastnosti tekutin se meéni v zavislosti na poloze rozhrani. Na druhou stranu pii pouziti
nesdruzenych metod interakce obou fazi lze snadnéji zahrnout relaxacni ¢leny tlumici ptipadné
oscilace na rozhrani, vice informaci lze najit naptiklad v pracich [62], [126].

Poznamenejme, ze pro proudéni se zcela zanedbanou sekundarni fazi neni potfeba vytvaret
Vv oblasti zanedbané tekutiny vypocetni sit, coZ znamena usporu vypocetnich naroki. Piiklady
uprav vypocetni sité pii rozvrstveném proudéni se zanedbanou fazi jsou zobrazeny na obr. 3.

Obr. 3: Ptiklady tprav sité pfi sledovani rozhrani proudici tekutiny s volnou hladinou. Nahote ptivodni
oblast vyplnéna tekutinou, dole nova deformovana oblast vyplnéna tekutinou. VIevo adaptace polohy uzl
sit€¢ pomoci algebraické funkce, uprostied pruzna adaptace polohy uzla sité a vpravo noveé vytvorena sit’
v oblasti, pfevzato z [6].

1.2.1.2 Metoda zachyceni rozhrani

Metoda zachyceni rozhrani pouziva pevnou vypocetni sit. Odpada zde tedy potieba presitovani,
coz spofi vypocetni ¢as oproti metod¢ sledovani rozhrani. Na druhou stranu je nezbytné vhodnym
zpusobem stanovit polohu rozhrani. Metody zachyceni rozhrani proto pouzivaji znackovace,
¢1 znackovaci funkce, které detekuji rozhrani a identifikuji jednotlivé faze.

Nejstar§i metodou pro feSeni rozvrstveného proudéni vubec je , Marker—And—Cel/* metoda
(zkr. MAC). Vznikala jiz v 60. letech 20. stoleti na strukturovanych sitich, kdy Harlow a Welch
v [52] pouzili identifikaéni znacky pro feSeni proudéni nestlacitelné tekutiny s volnou hladinou.
Nehmotné znaCkovaci cCastice identifikujici tekutinu jsou unaseny proudem. Bunky, které je
neobsahuji, jsou oznaCovany jako prazdné. Buiky, které je obsahuji a sousedi s prazdnymi
bunkami, jsou oznaceny jako hranicni a zbyl¢ jako bunky vyplnéné tekutinou. Pro zlepSeni stability
vypoctu pouzili autofi stiidavou sit, kde rychlosti jsou vypocitavany na sténach kontrolniho
objemu, kdezto tlak a ostatni veli¢iny ve stiedu builky. V kazdé z bun¢k na pocatku obsahujici
tekutinu je hned nékolik znackovact. Jejich nasledny pohyb je vypocitavan v Lagrangeové popisu,
pricemz je pouzita primernd rychlost proudéni v prislusné buiice. MAC metoda je dnes povazovana
spiSe za prekonanou, avSak stale vznikaji prace na hybridnich kédech kombinujici moderné;si
metody s metodami MAC typu.

Modern€js$i metody pouzivaji misto ¢asticovych znackovact znackovaci funkce, které vyjadiuji
polohu rozhrani. Vyvoj znackovaci funkce popisuje advekéni rovnice, kterd se numericky fesi
obdobné jako rovnice proudéni v Eulerové popisu, coz je jednodussi na algoritmizaci. Nevyhodou
téchto metod je pravé presnost popisu tvaru rozhrani pomoci takové diskretizované znackovaci
funkce. Béhem vypocetniho procesu muze byt principielné tloustka obecného rozhrani piinejlepsim
omezena na jednu buniku. Nelze tedy definovat rozhrani jako ostrou hranici. Pro dosazeni kvalitniho
rozliSeni tvaru komplexnich rozhrani je potom nezbytné pouzit hustou vypocetni sit’, vypocet se
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postupné ptiblizuje piimé numerické simulaci.

Do této kategorie mizeme zatadit ,, Volume-Of-Fluid“ metodu (zkr. VOF), za jejiz zakladatele
jsou povazovani Hirt a Nichols [56]. VOF dobie zachovava objem fazi, avSak interpretuje rozhrani
nespojité, coz je velky problém napiiklad pii praci s podmodely povrchového napéti. Nebo sem Ize
fadit ,,level set” metodu autori Sussmana, Smereky a Oshera, [123], jejiz znackovaci funkce,
tzv. ,, level set” funkce, je spojita i hladka, avsak je problematické zajistit zachovani hmoty obou
fazi. Pro vypocet advekce hladké ,, level set funkce Ize relativné snadno pouzit schémata vyssich
fadt piesnosti, zatimco numerické feSeni pomoci VOF metody pii pouziti schémat vyssiho fadu
znaéné osciluje. VOF a ,, level set“ metody budou blize ptiblizeny v odstavcich 2.7.1 a 2.7.2. Mezi
metody zachyceni rozhrani Ize rovnéz fadit tfirovnicovy model pro vypocet proudéni s volnou
hladinou, viz [27], ktery je odvozen z klasického dvoutekutinového modelu a je podrobné popsan a
fesen v odstavci 3.3.

Odstranit fale$Snou ztratu hmoty pii pouziti , level set” metody se snazili i dalsi autofi.
PokraCovani prace autort Sussmana, Pucketta, [122], se soustiedilo na tvorbu hybridnich metod,
které kombinovaly VOF a , level set” metodu scilem upfednostnit jejich vyhody, tedy
konzervativitu VOF metody, resp. hladkost ,, level set“ funkce a potlacit nedostatky. MAC metodou
se inspirovali Enright a kol. [34], kteti zpfesnili vypocet rozhrani stanovené ,, level set* metodou
pomoci nehmotnych znackovacu jejichz poloha byla feSena v Lagrangeové popisu, tedy obdobné
jako vyjadiuji rozhrani ,, front-tracking “ metody.

Numerickym simulacim proudéni tekutin s volnou hladinou pomoci ,,level set” metody
se vénovala naptiklad prace kolektivu vedeného Changem [61], ktera na problému spojovani bublin
stoupajicich kapalinou zkoumala efektivitu Eulerovych dvoufazovych modeld, viz odstavec 1.2.2,
s ptidanou ,, level set” funkci. Nestlacitelné dvoufazové proudéni kapalin rovnéz fesili Sussman a
kol. [121], ktefi se zaméfili na numerické problémy spojené se znaénym rozdilem hustot
jednotlivych fazi a silnou interakci na rozhrani fazi. Shepel a Smith v praci [113] pouZili kombinaci
metody konecnych objemti pro prostorovou diskretizaci vychozich rovnic popisujici proudéni
tekutin a metody konec¢nych prvki pro prostorovou diskretizaci ,,level set” funkce. Fyzikalni
vlastnosti tekutin (hustota, dynamicka viskozita atp.) v celé oblasti byly dale uréeny modifikovanou
Heavisideovou funkci se spojitym piechodem v oblastech rozhrani fazi, ¢imz bylo dosazeno
zlepSeni chovani numerickych schémat.

Zminme na tomto misté jest¢ jednu vyznamnou metodu pro modelovani rozhrani mezi
jednotlivymi fazemi. Zakladem této metody je tzv. , front-tracking* algoritmus, ktery vyuziva
pevnou sit, podobné jako metoda zachyceni rozhrani. AvSak pro nalezeni tvaru rozhrani nepouziva
znackovaci funkce, ale nehmotné znackovace, které jsou undSeny spolu s rozhranim. Na rozdil
od MAC metody tedy nejsou tyto znackovace pouzivany pro identifikaci tekutin (objemu). Tato
metoda je detailnéji vysvétlena v praci [64].

Metody pro feseni rozvrstveného proudéni jsou obecné nevhodné pro modelovani topologicky
slozitych proudéni, jako je naptiklad pénivé proudéni (,,churn flow ), jehoz piiklad je ukazan
na obr. 4. Simulace podobnych problémi by vyzadovaly velmi jemné vypocetni sité a byly by tedy
vypocetn€ neimérné narocné.

Pii aplikaci uvedenych metod je potieba vénovat nejveétsi pozornost predevsim vypoctu pohybu
rozhrani. V ptipadé velkych rozdilt hustot jednotlivych fazi jsou vhodnéjsi schémata prvniho fadu
piesnosti potlacujici vznikajici numerické oscilace. Problematické mize v téchto ptipadech rovnéz
byt feSeni eliptické rovnice pro tlak, kdy jednoduché teSi¢e Casto produkuji zéporné hodnoty
hustoty a sofistikovangjsi fesSice nekonverguji. Vice se lze docist napiiklad v Prosperettiho a
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Tryggvasonové knize [105].

Obr. 4: Vzestupné pénivé proudéni vody a vzduchu se slozitou topologii, obrazek z experimentu pievzat
z prace [92].

Dodejme, Ze za specifickych, av§ak velmi Casto feSenych podminek, kdy je vertikalni rozmér
vzhledem K ostatnim maly a proudéni v tomto svislém sméru zanedbatelné, lze zcela rozvrstvené
proudéni s volnou hladinou modelovat pomoci tzv. rovnic mélké vody (,, shallow water equations ).
Matematicky popis mélké vody vychazi z vertikalné pramérovanych Navierovych — Stokesovych
rovnic pro jednu fazi. Polohu hladiny tekutiny definuje veli¢ina predstavujici lokalni hloubku.
Reseni piislugnych tiloh pomoci takto redukovaného matematického modelu je velmi efektivni a
Katedra mechaniky Fakulty aplikovanych véd ZCU v Plzni s nim ma rovnéz zkusenosti, [38], [39].

1.22  Matematické modelovani prechodového proudéni vice fazi

Pokud je tvar rozhrani mezi fazemi ve vypocétové oblasti piili§ slozity, neni dnes z hlediska
vypocetni naro¢nosti mozné modelovat cely d&j podrobné pomoci metod vyvinutych pro feSeni
rozvrstvenych proudéni, které vérné popisuji rozhrani obou fazi. Precizni popis tvaru rozhrani
pomoci téchto metod by vyzadoval extrémné jemnou vypocetni sit’ v porovnani s celkovou velikosti
vypoctové oblasti. Piikladem takového proudéni se sloZitou topologii miiZze byt proudéni tekutiny
napénéné velkym mnozstvim relativné malych plynovych bublin, viz obr. 4, 5. Komplexni, slozité
ulohy inzenyrské praxe je vsak nutné fesit s dostupnymi zdroji a dosdhnout vysledkd v realném
Case, proto je nezbytné udrzet vypocetni naro¢nost souvisejici s celkovym poctem bunck sité
v rozumnych mezich. To je moZzné pomoci jistého stupné homogenizace dvoufdzového proudéni.

alpha
0.104231
(@ 14

0.075
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0.025
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Obr. 5: Probublavani vzduchu vodnim sloupcem lze G¢inné modelovat pomoci eulerovskych dvoufazovych
modelti. Na obrazku vlevo je rozlozeni objemového podilu vzduchu uréené pomoci numerického reseni
ulohy, vpravo foto z experimentu. Pievzato z [144].
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Tzv. eulerovské dvoufazové modely uvazuji mozny soucasny vyskyt obou fazi v libovolné Casti
vypoctové oblasti. Predpoklada se, ze ob¢ tekutiny se v Castech oblasti prostupuji
(,,interpenetrating ‘), avsak zUstavaji oddélené a nemisi se v dal$i fazi. Rovnice proudéni jsou
prumérovany, napiiklad zpisobem popsanym v odstavci 2.4. Primérované rovnice maji formalné
tvar velmi podobny systému Navierovych — Stokesovych rovnic popisujicimu jednofazové
proudéni. Vyskytuji se vSak nové ¢leny, které jsou produktem priimérovani. Systém rovnic lze
doplnit interakénimi ¢leny a nékdy byvaji pridavany i umélé cleny pro lepsi numerickou fesitelnost.
Piidavné ¢leny mohou mit riizné matematické formy fyzikalni vyznam. Ve specifickych piipadech
byvaji pouzivany empirické vztahy, které vSak Casto mivaji vyznamnd omezeni zuzujici rozsah
jejich pouzitelnosti. I ptesto lze diky eulerovskym modelim dosdhnout kvalitnich vysledkl
srovnatelnych s experimentalnimi métenimi.

V nékterych ptipadech je dale mozné redukovat popis problému s piijetim zjednoduSujicich
predpokladii. Pokud se obé¢ faze chovaji témét stejné, hovoiime o tzv. mechanicky siln¢ sdruzenych
fazich, postacuji pro jejich popis jednoduché homogenizované modely. Naopak kdyz je chovani fazi
znacné odlisné, je nezbytné slozitéji modelovat ob¢ faze preferovat tzv. dvoutekutinové modely.
Eulerovské modely pracuji s veli¢inou objemovy podil faze (,,volume fraction ), coz je objemovy

podil pfislusné faze k velikosti celého elementarniho objemu

|£1 _

a, = V’az - v’ (11)

kde indexy 1 a 2 oznacuji jednotlivé faze, a; znaci objemovy podil prvni faze a @, objemovy podil
druhé faze, V; Cast elementarniho objemu vyplnénou prvni fazi, V, ¢ast elementarniho objemu
vyplnénou druhou fazi a V je celkovy objem.

Teorie proudéni dvou nemisitelnych fazi pfedpokladd, ze objem muze vypliovat pouze prvni,
nebo druha faze. Poznamenejme, ze prazdny prostor existovat nemuze, nebot’ by se jednalo o tieti
fazi (,, void fraction *“). Musi tedy platit

a rovnost pro objemové podily
al + afz = 1, (13)

ktera bude dokazana v odstavci 2.3. Eulerovské modely tedy neposkytuji informaci o piesné
topologii rozhrani fazi, ktera je v téchto modelech pouze zjednodusené nastinéna prostiednictvim
poméru objemu, které faze zaujimaji. Pro dvé faze dostacuje stanoveni objemového podilu jedné
z fazi, protoze objemovy podil dalsi faze je jednozna¢né urcen rovnici (1.3).

U vyse zminéného pénivého proudéni by se tedy v konkrétni ¢asti oblasti vyskytovalo nékolik
plynnych bublin obklopenych tekutinou. Neméli bychom sice pfesnou informaci o jejich poloze a
tvaru, ale prostfednictvim objemového podilu plynné faze a; bychom méli dobrou ptedstavu, jakou
¢ast objemu bubliny vypliuji, jak ukazuje obr. 5. Vhodny dvoufazovy model je schopen dobie

vvvvvv

Protoze eulerovské modely fes$i proudéni obou tekutin v dané ¢asti objemu, je i v obecnych
pfipadech slozitych tvarG rozhrani fézi dostacujici fid$i sit' oproti modelim pro feSeni
rozvrstvenych proudéni. Eulerovské modely sice fesi vétsi soustavu rovnic, navic doplnénou 0 nové
Cleny a mnozstvi konstitutivnich vztahi, ale i tak mivaji v téchto slozitych pfipadech nizsi
vypocetni naroky a byvaji celkové vypocetné efektivnéjsi. Pokud by bylo pfedmétem zajmu
nalezeni ostfej$iho tvaru rozhrani pfi pouziti eulerovskych modeld, je nezbytné rozmazani jeho
tvaru zptsobenou koncepci objemovych podili kompenzovat jemnéjsi siti, jak ilustruji obr. 7 a
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obr. 6. Tim by v8ak byla potlacena filozofie homogeniza¢niho piistupu a naopak feseni slozitéjsiho
systému rovnic na jemné siti by znamenalo ztratu vypocetni efektivity. Poznamenejme, ze v tomto
pohledu je mozné sledovat urcitou analogii s metodami zachyceni rozhrani, jejichz terminologii
bychom mohli fict, Ze rozloZeni objemového podilu zde plni roli zna¢kovaci funkce.
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Obr. 6: Ukazka vlivu kvality sité na hodnotu objemového podilu a pro piipad nékolika kapek velikosti
d = 1 mm (zluté vlevo): Ax(q) = 4 mm, Ax) = 0,8 mm, Axy = 0,2 mm, Ax4) = 0,02 mm, kde Ax je
velikost ctvercové builky vypocetni sité.
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Obr. 7: Rozvoj tvaru Rayleighovy — Taylorovy nestability v tthovém poli z klidného rozhrani vzduchu (dole,
a = 0) a vody (nahote, @ = 1), pfevzato z [22]. Nahote tvar rozhrani ur¢eny pomoci VOF, dole rozlozeni
objemového podilu vody vypocétené pomoci dvoutekutinového modelu. Pocet bunek zleva: 6 x 30, 12 X 60,
24 x 120 a 48 x 240.

Eulerovské modely jsou nejcastéji pouzivany v praxi, protoze si dokazou poradit s komplexnimi
problémy a dobie se hodi pro Siroké spektrum aplikaci. Bohuzel matematicka formulace rovnic
byva Casto slozita. Lze se setkat s rovnicemi v nekonzervativnim tvaru, navic mize systém ztracet
hyperbolicitu. Pfi feSeni diskretizovanych 1loh pomoci vypocetnich algoritmtii dochazi
k numerickym nestabilitam, kvili nimz jsou stale nejpouzivangjsi schémata pouze prvniho fadu
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piesnosti, ktera svou pfirozenou vnitini vazkosti tlumi numerické oscilace dvoufdzovych modelt.
Vzhledem k témto uskalim se vétSina usili soustfedi pfedevS§im na vyzkum metod numerického
feSeni, které by byly dostatecné presné, zaroven vsak stabilni a robustni.

Eulerovské modely pro feseni dvoufdzového proudéni se nejcastéji tiidi podle stupné
homogenizace pohybovych rovnic. Pokud jsou v modelech zahrnuty pohybové rovnice obou fazi,
hovotime o tzv. dvoutekutinovych modelech (,, two-fluid model “, zkracen¢ TFM, ¢i Eulerovych —
Eulerovych modelech). Tyto modely je nezbytné pouzivat pii feSeni problémi se slabym
tedy musi byt feSeno zvlast pomoci samostatnych pohybovych rovnic. Naopak pokud model
obsahuje pouze jedinou pohybovou rovnici, jejiz pomoci je modelovan pohyb celého mechanicky
siln¢ sdruzené¢ho dvoufazového systému, hovotfime o tzv. homogennich modelech (,,homogeneous
models ), ¢i modelech smési (,, mixture models ).

Modelu je velké mnozstvi a jejich tvary se Casto 1isi pouze v detailech. Jejich nazvy se nejéastéji
odvozuji od celkového poctu bilan¢nich rovnic, pfipadné doplnénych 0 dal$i evoluéni rovnice.
Bohuzel takova klasifikace je opét nejednoznacnd. Napiiklad se pouzivaji Ctyfrovnicové
dvoutekutinové modely, stejné jako ¢tyifrovnicové modely smési, apod. Dopliiujici informaci mize
byt naptiklad: mira homogenizace, upiesnéni pouzitych konstitutivnich vztaht. U slozitéjsich TFM
je bézn¢ udavan také pocet tlakovych poli, se kterymi model pracuje.

Nejslozitéjsi pouzivany model, vhodny pro nerovnovazné déje se silnym vlivem fady
mezifazovych ¢lent, je sedmirovnicovy dvoutekutinovy model s dvéma tlakovymi poli, pomoci
néhoz Baer a Nunziato v klicové praci [5] popisovali hofeni a nasledny vyvoj plynt prudce
reaktivnich materiali. Matematické vlastnosti tohoto systému byly pozdé€ji zevrubné zkoumany
naptiklad v praci [33] Embida a Baera.

Naopak jednim znejjednodussich eulerovskych modelti je model smési. Zakladni podoba
modelu smési je formalné velmi blizka klasickému systému pro feseni proudéni jedné faze. Navic je
vSak soustava rovnic doplnénd o dal$i rovnici, ktera uruje vyvoj objemového podilu obou fazi,
vétSinou se pouzije advekéni rovnice pro objemovy podil, ¢i rovnice kontinuity pro jednu z fazi.
Dalsi podrobnosti o modelu smési 1ze najit napiiklad ve studii Manninena a kol [84].

Vibec nejjednodussi model je homogenni rovnovazny model, ktery nahrazuje dvoufazovy
systém jednofazovou smési tekutin, podrobnosti I1ze najit v pracich Stwarta a Wendroffa [120] nebo
Menikoffa a Plohra [89]. Tento velmi jednoduchy model se pouziva ¢asto pro kritické proudéni
V potrubich, pro feSeni tepelnych vyméniki atd. NedokaZze vSak zachytit vyraznéj$i hybnostni,
¢i termodynamickou nerovnovahu mezi fazemi.

Uvedme dale né€kolik vyznamnych vyzkumnych praci, zaméfenych do oblasti numerického
feseni zminovanych eulerovskych modeld. Stadtke a kol. se v praci [119] soustfedili na feseni
nestaciondrnitho dvoufdzového proudéni, popsaného plné hyperbolickym dvoutekutinovym
modelem s nekonzervativnim ¢lenem, prostfednictvim vybranych ,, flux-vector-splitting “ metod.
Na nerovnovazné transonické proudéni pary a kapek vody v turbinovém stupni byly zaméteny
prace Halama a kol. [49], [48]. Autofi pouzili nerovnovazny model smési rozsifeny o rovnice
popisujici evoluci a transport kapek. Numerické feseni tohoto systému rovnic bylo realizovano
ve dvou krocich. V prvnim kroku byla vypocitana konvekce proudu pomoci metody kone¢nych
objemu zaloZené na Laxové-Wendroffové schématu s umélou viskozitou a ve druhém kroku byla
feSena v kazdé buiice nezavisle kondenzaéni ¢ast.

V poslednim desetileti byla zfejma snaha autori o piesngjsi feSeni turbulentniho dvoufazového
proudéni. Naptiklad Zeng [146] zahrnul do dvoutekutinového modelu popisujiciho proudéni plynu
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s kapkami poloempiricky vztah vyjadiujici indukovanou brazdu za casteckou pii jejim obtékani.
Velka pozornost je i nadale vénovana analyze vlastnosti a stability numerickych metod pro feseni
eulerovskych modelt, vice 1ze najit napiiklad v praci Liaa a kol. [75].

Vybrané modely a piiklady jejich uziti budou blize popsany v nésledujicich kapitolach této
disertacni prace.

1.2.3  Matematické modelovani proudéni s diskrétnimi ¢asticemi

Pii numerickych simulacich pohybu kapaliny s relativné malym mnozstvim malych castic se
obvykle vyuZzivaji tzv. Eulerovy — Lagrangeovy modely diskrétnich castic (,, Discrete Phase
Model “, zkr. DPM). Pohyb tekutiny, ktera byva obvykle chapana jako nosna faze, je zde feSen
v Eulerové popisu. Avsak jednotlivé ¢astice rozptylené faze jsou sledovany zvlast v Lagrangeové
popisu. Princip modelu je jednoduchy a snadno pochopitelny. Jeho teoretické zaklady jsou starsi,
nez vypoctova dynamika tekutin. Pfi implementaci DPM je nezbytné vhodnou numerickou metodou
urcovat pohyb jednotlivych ¢astic, coz vyzaduje fesi¢ vychazejici z Lagrangeova popisu.

Obr. 8: Vizualizace trajektorii samostatnych prachovych ¢astic ruznych velikosti (zleva: 5 pm, 20 pum,
40 um a 60 um) v cyklonovém separatoru. Pfevzato z [131].

Simulovat proudéni tekutiny s omezenym pocétem malych castic pomoci metod pro feSeni
rozvrstveného proudéni neni dobrou volbou, nebot’ by feSeni vyZadovalo nesmysIné jemnou sit’.
Alternativou by mohlo byt pouziti algoritmli pro dynamické lokalni zahus§téni sité, coz vSak neni
vypocetné zcela efektivni feseni. Obdobné nevhodné je uziti TFM, které by zbytecné fesily v celé
sité. EM a metody zachyceni rozhrani navic neumi urcit pfesnou polohu ¢éstic. Pravé schopnost
velmi piesné ur€it polohu castic je nejvétsi devizou jejich sledovani v Lagrangeoveé popisu, jak
ukazuje obr. 8. DPM jsou pii téchto aplikacich velmi efektivni. Re$i jednodussi systém pro popis
proudéni. Celd fada autorti uziva ptimo Navierovy — Stokesovy rovnice pro popis jednofazoveho
systému, jejichZ feSeni je dobie propracované. Nasledné je modelovana interakce tekutiny a Castic.
Potom jsou pomoci druhého Newtonova zakona vypoctena zrychleni, rychlosti a polohy
jednotlivych cCastic, a to velmi pfesné. Poznamenejme, Ze pokud by mély vSechny ¢astice stejnou
velikost, hmotnost i tvar, m¢ly by stejnou mechanickou odezvu a jednalo by se o dvoufazovy
systém tekutina — ¢astice.

Aplikace Eulerovych — Lagrangeovych modeli ma jedno zasadni omezeni. Velikost ¢astic by
méla byt vyrazné mensi, nez je velikost nejmensi burniky vypocetni sité. Pokud by naopak byla
velikost ¢astic srovnatelna s velikosti bunék, nebo vétsi, nelze klasicky DPM viibec pouzit a bylo by
tieba model vyrazné upravit. Naptiklad pro sledovani velkych bublin v kadi se obvykle pouzivaji
metody pro rozvrstvena proudéni. Komplikace vznikaji, pokud roste pocet sledovanych Castic.

21



Algoritmus totiz musi nejen uchovavat informace 0 jejich poloze a kinematice, coz zapliuje
vypocetni pamét, ale musi i numericky fesit jejich pohyb, coz stoji dal§i vypocetni ¢as. S vétsim
poctem castic navic roste i1 pravdépodobnost jejich vzajemnych srazek. Pokud bychom tedy chtéli
modelovat d¢j precizné, je nezbytné doplnit koéd o kolizni algoritmus. Celkova vypocetni efektivita
DPM metody tedy se vzristajicim po¢tem ¢astic klesa.

V jednoduchém piipadé je pohyb rozptylenych ¢astic pfimo ovliviiovan hydrodynamickou silou
od nosné tekutiny, kterd je zahrnuta do DPM modelu prostiednictvim zdrojového c¢lenu. Pouziva
se naptiklad znamy Newtoniiv vzorec pro odporovou silu pusobici na Castici (2.2), opacna sila
Pro shluk ¢astic 1ze zavést tzv. bariérovou funkci, ktera koriguje zdrojové ¢leny pro sestavu ¢astic.
V tad¢ komplexnich praktickych aplikaci jsou sledovany polohy miliont ¢astic. Jejich pohyb a
interakce s nosnou tekutinou potom jiz nelze feSeny jednotlive, ale je nezbytné pouzit zjednodusené
varianty DPM vyuzZivajici statistickych metod.

Diive pouzivané vztahy pro mezifazové silové plsobeni, ¢asto s velmi omezenym rozsahem
platnosti, mivaly empiricky zéklad a jejich odvozenim se zabyvalo mnoho vyznamnych
vyzkumnikt. Pfi obtékani jednotlivych Castic vznikaji slozité struktury, coz reflektuji sofistikované
modely interakce. V soucasné dobé¢ jsou tyto modely rozsiteny i pro nekulové tvary ¢astic. Podle
miry interakce mezi ¢asticemi rozptylené faze a nosnou fazi rozdélujeme dvoufazové systémy
s diskrétnimi ¢asticemi:

e Jednosmérné sdruzené systémy (,,one-way coupling): tekutina ovlivituje pohyb ¢astic, avsak
pohyb samotné tekutiny neni ¢asticemi ovlivitovan. Takovy model interakce 1ze pouzit, pokud je
hmotnost ¢astic zanedbatelna, jejich ¢etnost velmi mald, nebo maji podobnou hybnost jako nosna
faze. Poznamenejme, ze zde neni zachovana celkova hybnost dvoufazového systému.

e Obousmérné sdruzené systémy (,two-way coupling®): nosna tekutina i castice vzajemné
ovlivituji svlij pohyb. Obousmérna interakce byvd pouzivana pii proudéni s veétSimi a
hmotné&jS$imi ¢asticemi.

o Ctyi'smérné sdruZené systémy (,, four-way coupling®): zahrnuji obousmérnou interakci ¢astic a
nosné tekutiny navic doplnénou o vzajemnou interakci Castic a jejich kolize. Komplexni model
interakci je nutné pouzit pfi vétsim objemovém podilu rozptylené faze, napiiklad pii simulacich
fluidizace, ¢i sedimentace.

Pro vzijemné pisobeni cCastic jsou pouzivany dva hlavni typy modeld. Nepruzny model
(,,hard sphere model “) prezentovany Campbellem a Brennenem, [16], ¢i Hoomansem a kol., [59].
Nepruzny model pfedpokladd okamzité srazky pouze dvou ¢astic (bindrni srazky), pii kterych dojde
k vyméné hybnosti. Druhym typem je pruzny model (,,soft sphere model “), prezentovany
Cundallem a Strackem, [20], ve kterém je kontakt podrobné¢ modelovan pomoci soustav pruzin a
tlumi¢h. Pruzny model umoziuje vicenasobné kontakty, avSak vyzaduje podrobné modelovani
deformaci v &ase, coz prodluzuje vypodet. Reseni fluidniho loze pomoci DPM se Gtyfsmérnym
sdruzenim a aplikaci pruzného modelu srazek castic ukazuje obr. 9.

Pohybova rovnice Castic, ve tvaru obycejné diferencialni rovnice, byva feSena integraci. Lze
vyuzit rizna schémata dle pozadavki na presnost a stabilitu. Na rizné zptisoby numerického feseni
pohybovych rovnic ¢astic se zaméfili napiiklad Lain a Goz, [72], kteti ukazali, Ze zplsob integrace
a formulace odporového mezifazového clenu siln€ ovliviluje feSeni a muize vést i k umélym
numerickym oscilacim a nestabilitdim. RozSifenim je prace [43], kde bylo ukazano, jak volba
casoveho kroku integrace ovlivituje presnost a stabilitu vypoctu.
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Obr. 9: Casovy vyvoj pohybu bubliny fluidnim loZem tvofenym &asticemi, pievzato z [76]. Nahote jsou fota
z experimentu, dole jsou vysledky simulace pii pouziti DPM se ¢tyfsmérnym sdruZenim.

Nejvice soucasnych kodi vyuziva bodovou formulaci ¢éstic, kde kazda castice je nositelem
hmoty, hybnosti a energie. Pro korektni vypocet interakénich sil mezi ¢astici a nosnou tekutinou je
nezbytné urcit hodnoty proudovych veli¢in. Proto je nezbytné ptifadit polohu ¢astice do konkrétni
bunky vypocetni sit¢ a naopak. Namapovani meénicich se poloh ¢astic na vypocetni sit’ pro
numerické feseni nosné faze je skute¢nou vyzvou z hlediska efektivity algoritmizace.

Velmi vyhodné miize byt propojeni DPM s klasickymi eulerovskymi dvoufazovymi modely
s cilem kombinovat vyhody a potlacit nedostatky obou z nich, naptiklad pro dosazeni pfesnych
trajektorii Castic a redukci vypocetni narocnosti. ZjednoduSené lze fici, ze EM dominuje
pro kontinuum, nahromadéni Casticové faze, ¢i komplexni kolize. DPM je naopak vhodnégjsi pro
simulace pohybu jednotlivych ¢astic, ¢i pii potiebé zachyceni efektd spojenych s rotaci ¢astic, vice
1ze najit napiiklad v praci Schellandera a kol. [114].

Dodejme, ze pii turbulenci lze modelovat i ovliviiovani pohybu castic fluktuacni slozkou
turbulentniho proudéni. K tomuto Uc¢elu se pouziva napiiklad ,,random walk model“, ktery byva

pouzivan pro simulace ndhodnych jevii v mnoha rozli¢nych oblastech. Nékteré proudové rezimy
v kombinaci s velikosti ¢astic turbulenci spiSe tlumi, jiné naopak zesiluji.
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Kapitola 2

Zéakladni principy modelovani dvoufazového proudéni

Vérné simulace obecného proudéni dvou fazi vyzaduji komplexni matematické modely. Je to dané
pestrosti déju. Zakladni tvary dvoufazovych modeld byvaji nejcasteji rozsifovany naptiklad o ¢leny
popisujici vlivy povrchového napéti, mezifazové vymeény hmoty nebo turbulence. Pii numerickych
simulacich dvoufazového proudéni se bohuzel objevuji rtzné nestability nezndmé z vypocta
jednofazového proudéni a dalsi uskali, néktera pritom stile nejsou probadana. Pfed numerickou
simulaci slozit¢ ulohy je tfeba zkoumat matematické vlastnosti pouzitych modelli, vypoctové
modely dikladn€ provéfit na jednodusSich testovacich ulohdach a dosazené vysledky rovnéz
V idedlnim ptipad€ porovnat s experimentalné zmétenymi daty.

Pro nas, bézné pozorovatele, ¢i uzivatele, skytd proudéni dvou fazi mnoho zajimavych jevi,
které byvaji Casto a U¢inn¢ vyuzivany nejen v mnoha primyslovych odvétvich. Naptiklad
odsttedivé oddéleni t€z8i faze vyuzivaji rizné odstfedivky v pivovarnictvi, mlékarnach nebo
¢istickach odpadnich vod. Stejnym jevem z opacného pohledu je hromadéni leh¢i faze ve stredu
rotace, které vyuzivaji napiiklad centrifugy na obohacovani uranu, ale dobie jej znaji 1 pijéci
turecké kavy pozorujici bubliny na hlading. Odstiedivé oddélovani fazi s riiznou hustotou je rovnéz
hlavni fyzikalni podstatou efektivnich olejovych separatort. Problematika numerickych simulaci
dvoufazového proudéni v téchto separatorech je popsana ve ctvrté kapitole této disertacni prace.

Bez povrchového napéti by se neformovaly kapky vody tak, jak je zname. Tvorbu kapek rovnéz
vyuzivaji razné atomizéry a spreje. Povrchové napéti na vodni hladiné vyuzivaji i rizni
zivo€ichové, jako napfiklad vodomérka Stihla. S povrchovym napétim té€sn€ souvisi 1 pojmy
smacivost, ¢i vodoodpudivost. Vime, ze voda nesma¢i mastné povrchy. Proto pfi myti, ¢i prani
pfidavame rizné prostfedky a mydla, které zmenSuji povrchové napéti vody a zlepSuji smaceni
Spinavych povrchti vodou, ¢imz usnadnuji Cisténi. Diky rtznym pfipravkim, ¢i modernim
nanotechnologiim se zlepSuje vodoodpudivost obleceni, ¢i skel automobild.

Pokud bychom se zaméfili na oblast s mezifdzovou vyménou, var vody v nddobach je nam dobfte
znamy z kuchyni. Velmi ptsobivé byvaji tance kapek na rozpaleném povrchu (tzv. Leidenfrostiv
efekt). Mezi kapku a horky povrch se odpafi tenka vrstva pary, na které kapka levituje. Tato vrstva
oddeli tekutinu od horkého povrchu, ¢imz se zpomali jeji var. Divoky pohyb levitujici kapky je pak
nejcasteji disledkem drobnych nelistot a poruch na rozpaleném povrchu. Naopak vétSina z nés
nema osobni zkusenost s jevem zvanym kavitace. Jde vlastné také o var kapaliny, av§ak ne vlivem
zvySeni teploty, ale zdavodu kritického poklesu tlaku vétSinou vlivem dynamiky proudéni.
Kavitacni vznik bublin a jejich nasledny zanik je proces velmi rychly, aZ explozivni, byva zdrojem
vibraci a cCasto siln¢ opotiebovava piilehlé povrchy. Proto je tfeba vznik kavitace potlacovat
pfedevSim pifi navrhu potrubnich systému pro rychla proudéni, ¢i rychlobéznych lodnich Sroubti.
Pro zajimavost dodejme, Ze kavitace je velkym demaskujicim Cinitelem pfi pasivni akustické
detekci ponorek. Naopak vyuzZiti ma kavitaéni eroze pii obrabéni kapalinovym paprskem, kdy
vznikajici kavitaéni rdzy zvySuji obrabéci UCinky. Toto je pouze maly vyfez pestrych jevl
objevujicich se pii dvoufazovém proudéni, jejich ucelenéjsi prehled i s matematicko — fyzikalnim
popisem lze najit naptiklad v Brennenové [12], ¢i Hanrattyho [51] knihach.

Tato prace se vSak nebude Sirokou problematikou modelovani dalSich jevii zabyvat, jak jiz bylo
feCeno V prvni kapitole. Omezuje se pouze na zakladni tvary modelti pro popis nevazkého
dvoufdzového proudéni, kde neprobihd michéani, ¢i hmotnostni vyména mezi fizemi. Vzajemna
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pusobeni se omezuji vyhradné na jednoduchou silovou interakci fazi. Tim je pominuto mnozstvi
pfidavnych modelt, které casto vyzaduji interdisciplinarni znalosti. Pochopitelné nemohou byt
po takovychto razantnich zjednodusenich korektn¢ simulovany skutecné piirodni jevy. 1 tyto
jednoduché modely pro proudéni dvou fazi vSak skryvaji urcita uskali, kterd se mnohdy nepiijemné
projevuji pii jejich numerickém feSeni. Stale totiz uvazujeme dvé faze, které vzajemné oddé€luje
pohybujici se rozhrani obecného tvaru. Rozhrani je velmi tenké (fadové v délkach molekul) a napfi¢
se skokové méni fyzikalni vlastnosti tekutin. Re§ené rovnice mohou navic byt v nekonzervativnim
tvaru a vysledny systém rovnic nehyperbolicky. Proto je dilezité se zabyvat i feSenim téchto
jednoduchych modelid. Ve vétsin¢ piipadi se navic jedna o nejhor$si moznou ulohu z pohledu
numerického feSeni. Dobfe navrzené ptidavné Cleny a konstitutivni vztahy totiz spiSe zlepsuji
celkové chovani a jejich implementace obvykle nevyzaduje zasadni piekonstruovani feSice.
UZ pouhé zavedeni vazkosti se obvykle projevuje tlumenim drobnych numerickych oscilaci.

Existuje 1 fada clenl, které se do systému rovnic pfidavaji uméle pravé pro dosazeni
hyperbolicity modelu, ¢&i zlepSeni stability numerickych metod. Konkrétné naptiklad
do dvoutekutinovych modelt, které byvaji $patné¢ podminény, se ptidavaji ¢leny umélé vazkosti,
které tlumi drobné numerické oscilace a zabranuji tak divergenci feSeni nasledkem jejich kumulace,
vice lze najit naptiklad v pracich Bonzaniniové a kol. [10], Holmase a kol. [58]. Kolev v knize [71]
napsal: ,, Nehyperbolické modely nemohou spravné popisovat problémy proudeéni. *“ Ukazuje se vsak,
7e ztrata hyperbolicity dvoufazovych modelii miize souviset s pfechodem do jiného proudového
rezimu (o rezimech je pojednano v nasledujicim odstavei 2.1), a tedy souvisi i s fyzickou
destabilizaci proudu a zménou struktury proudéni, viz [67]. Pfechodu mezi proudovymi rezimy se
v mnoha praktickych aplikacich nelze vyhnout, proto je nezbytné zvladnout numerické feSeni
modelt i za takovychto kritickych situaci [24], napfiklad pomoci vhodnych regulariza¢nich technik
odstranujicich problém ztraty hyperbolicity modelu nebo pomoci ¢lenli tlumicich numerické
oscilace. Skute¢na fyzikalni podstata umélych pridavnych ¢len pro numerickou stabilizaci feseni,
¢1 regularizaci modelu je Casto diskutabilni, jejich vyznam byva predmétem zkoumani a patrné
souvisi s mikroskopickymi jevy, nebo jevy jejichz vliv byl pti odvozovani rovnic opominut.

2.1 Proudové rezimy

Pti sledovani dvoufdzového proudéni lze pozorovat ur€it¢ makroskopické odliSnosti struktur.
Nejjednoduseji lze rozdelit dvoufazova proudeéni podle celkového charakteristického tvaru rozhrani
na rozvrstvena (,,separated ), prechodova (,,transitional*) a rozptylena (,,dispersed ). Ptiklady
jsou schematicky ukdzany na obr. 10. Uvedené rozdéleni v podstaté sleduji i specializace
dvoufazovych modeld, které popisoval odstavec 1.2.
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Obr. 10: Schematické znazornéni typické sprejové atomizace (zprava doleva), upraveno z [44].
S vyznacenymi oblastmi typu proudéni podle tvaru rozhrani.
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V jednofazovém proudéni je zndma problematika piechodu od laminarniho proudéni pres
ptechodové k turbulentnimu. U proudéni dvou fazi existuji také piechody, a to mezi
tzv. proudovymi rezimy (,flow regimes”, ,flow patterns®). Nazvy rezimu jsou v textu pro
jednoduchost prevzaty z anglické literatury, protoze se jejich Ceské ekvivalenty bohuzel nepodafrilo
najit. (Pfipadné puristické snahy by bylo vhodné ponechat radéji na experimentatorech zabyvajicich
se dvoufazovym proudénim. Doslovny pieklad by mohl byt nékdy spi$ tsmévny.) Na obr. 11 je
uveden piehled nékterych casto se vyskytujicich proudovych rezimi, jak jej sestavil jeden
z prikopniku studia dvoufazového proudéni Ishii v knize [65].
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Obr. 11: Ptehled nejdulezitéjsich proudovych rezimt doplnény o schematicky nacrt, popis a priklady, kde se
Vv praxi s danym rezimem setkavame. Upraveno z knihy [66].

Konkrétni stav proudéni, ¢i proudovy rezim je siln€ zavisly na vnéjSich podminkéch, predevsim
na: celkové geometrii oblasti, objemovych podilech fazi, rychlostech a pritocich. V zévislosti na
hodnotach téchto veli¢in se potom experimentalné sestavuji tzv. mapy proudovych rezimi.
Asi nejlépe jsou prozkoumany proudové rezimy v potrubnich systémech, ptikladem jsou fotografie
na obr. 12. Z experimentl vyplyva, ze i mala zména parametri miize zmeénit proudovy rezim. Stav
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proudéni ovliviiuje jeho makroskopické chovani, ma naptiklad velky vliv na tlakovou ztratu,
¢irozvoj turbulence. Spravny vypocet tlakového pole je velmi dilezity pti numerickych simulacich
zahrnujicich var ¢i kondenzaci, chybny vysledek by mohl mit pfedev§im v ptipad¢ jadernych
elektraren 1 fatdlni nasledky. Snahou vyzkumnikli je stanovit jasna kritéria prechodu mezi
jednotlivymi rezimy formulovand nejlépe jednoduchymi algebraickymi vztahy. Nékdy jsou vsSak
pfechody mezi rezimy pozvolné a neostré, obdobné jako pfi ptechodu jednofazového lamindrniho
proudéni do proudéni turbulentniho.

55

o
-]

Obr. 12: Proudové rezimy zachycené ve vertikalni trubici o praméru 25,4 mm. Zleva: ,, bubbly flow “,
,,cap-bubbly flow “, ,,slug flow , ,,churn-turbulent flow “ a ,,annular flow “. Zdroj [66].

Dvoufazova proudéni tedy lze rozd€lovat nejen podle skupenstvi fazi, ale i podle struktury, coz
poprvé prosazovali na prelomu 60. a 70. let Wallis a Ishii. Clenéni proudéni podle struktury je
bublin ve vode¢ se hodi zcela odlisny model, nez pro simulace vln na vodni hlading, ackoliv se jedna
o dvoufazové proudéni voda — vzduch. Naopak déleni podle skupenstvi je pii volbé modelu spise
podruzné. Pro numerické simulace pomalé¢ho proudéni jednotlivych nedeformovatelnych kapek
v nosném plynu Ize pouzit stejny model jako pro proudéni pevnych ¢astic v nosné kapaling.

Pfi feSeni tloh dvoufazového proudéni s vyuzitim vhodného modelu byvaji pouzivany pro rizné
proudové rezimy odlisné empirické konstitutivni vztahy uzptsobené pro konkrétni proudovy rezim.
V komplexnich tlohach se n¢kdy vyskytuje v oblasti vice riznych rezimi, coz vyzaduje pouziti
riznych konstitutivnich vztahl v ¢astech vypoctoveé oblasti a komplikuje numerické modelovani.

Pro kvalitativni rozliSeni dvoufdzového proudéni zavedeme charakteristicka délkova meéftitka
zvyraznéna na obr. 13: & — velikost celé oblasti, d — charakteristicka velikost rozhrani

(napt. rozmér vin na vodni hlading u rozvrstvenych proudéni, ¢i rozmér prachovych ¢astic ve vétru
u rozptylenych proudéni) a Ax — typicky rozmér elementarniho objemu, resp. buiikky vypocetni sité.
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Obr. 13: Zavedeni charakteristickych rozméra: d primér ¢astic, Ax velikost buiiky vypocetni sité. Obrazek
ilustruje trojfazové proudeéni castic dvou velikosti (Zluté a ¢ervené kruhy) v tekutin€ (bila vypli).

Rozmér ulohy je pochopitelné nejvétsi. Pokud by rozhrani mélo vEétsi rozmér (&£ < d), sledovali
bychom pravdépodobné podoblast s jednou fazi. Pokud je tvar rozhrani kompaktni a tekutiny
zieteln€ oddélené, hovotime o proudéni rozvrstveném, piiklad je ukdzan na obr. 1. Rozhrani byva
dobfe patrné 1 z makroskopického pohledu, pro délkova métitka plati relace & > d. S tim jak se
zmen$uje charakteristicky rozmér rozhrani & > d dochazi obvykle k jeho rozpadani, formuji
se nové utvary, tvofi se kapky a bubliny. Piesny tvar rozhrani neni z makroskopického pohledu
jasn€ patrny, proudéni neni zcela rozvrstvené, ani Cisté rozptylené, ale tzv. prechodové.
O rozptyleném proudéni hovorime, pokud jej tvoii jednotlivé Castice. V praktickych aplikacich se
vyskytuje pfevazné v relaci délek & > d. Poznamenejme, Ze formovani velkych ¢astic tekutiny je
obtizné, protoze vyzaduje velké povrchové napéti a pomalé proudéni.

2.2 Mezifazové silové piisobeni

Jak bylo fe¢eno difve, na rozhrani fazi, jehoz tloustka je mikroskopicka (uvadi se ~ 1071% m),
pfechazime z jedné faze do druhé, pfitom se skokoveé méni fyzikalni vlastnosti latek. Na rozhrani se
modeluji silova plsobeni tlaku, tfeni, povrchového napéti aj. Vliv jednotlivych ¢lenti byva rizny,
proto nékteré byvaji zanedbavany. Pohybové rovnice separované tekutiny e ve 2D lze vyjadrit
napiiklad ve tvaru

0 d a 0 (Txx)e 9(Txy)e
apeue + a(peuez +p)+ 2y (PeleVe) = pefo - ( Z;x + 6; ) + Ze;s;: (2.1q)
d 0 a 9 (Tyx)e 0(Tyy)e
apeve + a(peueve) + E(pevez + p) = peny - ( ayx + ay; ) + Ze;, (2-1b)

kde p je hustota tekutiny, u a v kartézské slozky vektoru rychlosti tekutiny a p tlak. Na pravé strané
pohybovych rovnic (2.1) jsou modelovany:

e Vliv objemovych sil, kde vektor f méa vyznam zrychleni. Naptiklad pii uvazovani tihové sily
by bylo zavedeno ¥ = [f.”, ny]T =[0,—g]7, kde g zna&i velikost tthového zrychleni.

e Vliv tiecich sil, kde Tyy, Txy, Tyx, Tyy jsou slozky symetrického tenzoru vazkych napéti.

 Vliv povrchovych sil, kde 27 = [27, 27]" predstavuje vektor povrchovych sil na jednotku
plochy, ktery se uplatiiuje pouze na rozhrani tekutin. Velikost povrchové sily je pfimo imérna
povrchovému napéti a kiivosti rozhrani k. Vice podrobnosti o modelovani povrchového napéti

lze nalézt napiiklad v [104], [127], [128].

Pii modelovani rozptyleného proudéni s c¢asticemi (oznaCime indexem p — , particle”)
obtékanymi nosnou primarni tekutinou (index f — ,,fluid “) 1ze ¢leny vyjadiujici jednotlivé interakce
nahradit jinymi empirickymi c¢leny, které potom v sob& spojuji silové ucinky riiznych vlivi.
Nejznaméjsim takovym modelem je zahrnuti odporové sily Fp (,,drag force®) pomoci vztahu
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odvozeného ze znamého Newtonova vzorce

Fp = % Cp Py Sp [up — up [(ur — ), (2.2)

kde Cp je tvarovy soucinitel odporu, py je hustota tekutiny, S, efektivni priifez Castice, uy — uy,
rozdil rychlosti proudéni tekutiny a ¢astice. Vyjadieni odporové sily (2.2) plati pro ti¢inek na ¢astici.
Pro zachovani hybnosti celého systému, je potom nezbytné zavést stejné velky, opacné orientovany
ucinek plsobici na nosnou tekutinu. Dynamiku pohybu Céstice stalé hmotnosti m,, popisuje druhy
Newtonlv pohybovy zakon

d
» 2= Fp. (2.3)

Z analyzy jeho disledkd vyplyvda mnoho zajimavych poznatkli o dynamice fazi, véetné¢ vySe
popisovaného odsttedivého oddélovani fazi riznych hmotnosti.

Pro obtékané castice se zavadi tzv. Reynoldsovo ¢islo Castice, které charakterizuje proudéni
V jejim okoli a je definované vztahem

prlup—up|dp
Re, = ———F——, 2.4
p = L @4
kde d,, je charakteristicky rozmér Céstice a 17y dynamicka viskozita tekutiny. Dosazenim vztahu
(2.2) do pohybové rovnice (2.3) a vyjadienim priifezu S, pomoci priméru d,, hustoty p, a
hmotnosti ¢astice m,, obdrzime pro kulovou Céstici
my Cp pf

3
4 dp pp

Mp 3¢ = |ur — wy [(uf — wp). (2.5)

Po vydéleni hmotnosti Castice a zavedeni Reynoldsova Cisla ¢astice (2.4) Ize rovnost preformulovat
do tvaru

duy, 1871¢ Cp Rep
— = — (ur— u,), 2.6
i e C/RLY (2.6)
kde druhy zlomek piedstavuje tzv. odporovou funkci f;, (,,drag function ). Souéinitel odporu Cj,
(,,drag coefficient ) byva modelovan pomoci riznych vztahd, které Casto zaviseji na Reynoldsoveé
Cisle Castice Rep, nebo na proudovém reZimu. Prvni zlomek v rovnici (2.6) ma rozmér [s71] a
definuje tzv. relaxacni Cas rychlosti ¢astice
d2
T, = 222, (2.7)
187nf
Relaxac¢ni Cas je mirou odezvy ¢astice na zménu proudéni tekuté faze. Malé a lehké castice maji
maly relaxacni ¢as. Odporova sila zplisobend tekutinou pii obtékani u nich prevlada nad vlastni
setrvacnosti, coz se projevi tim, ze jednotlivé Castice dobtfe kopiruji proud nosné tekutiny. Tézkeé
Castice naopak maji velky relaxacni €as, vlastni setrvacnost u nich dominuje a jsou relativné malo
ovlivilovany odporovymi silami. Sviij pohyb méni vlivem interakce s nosnou tekutinou pouze
zvolna. Uvedeny rozbor lze ilustrovat nasledujicim obr. 14 a kvantifikovat pomoci bezrozmérového
Stokesova ¢isla
Tf
kde 7 = L/u}) je charakteristicky cas nosné faze, definovany jako podil typického rozméru
proudéni (napfi. velikost obtékané piekazky) a velikosti rychlosti nabihajiciho proudu pfi obtékani
castice.
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Obr. 14: Vliv Stokesova ¢isla, resp. relaxaéniho ¢asu riznych ¢astic pii priletu virovou strukturou.

Stokesovo ¢islo je tedy pomér ¢asu odezvy €astice a proudu. Pokud je St < 1 ¢astice dobfe sleduje
proud, naopak pti velkém St proudéni ovliviiuje pohyb ¢astice minimalng. V ptipadé St = 0 Castice
zcela kopiruje pohyb tekutiny. Takovy stav, kdy se obé faze pohybuji spolecné, oznacujeme jako
mechanickou rovnovéahu fazi a predpokladaji jej naptiklad homogenni eulerovské modely.

Krom¢ uvedenych podobnostnich ¢isel Re,, a St se v teorii dvoufazového proudéni zavadi fada

dalSich podobnostnich &isel. Vztahuji se naptiklad ke vztlaku, povrchovému napéti, kapilarité,
vyméné hmoty, tfeni, tvaru kapek, ¢i tepelné vyméné. Vice lze najit napiiklad v [4] nebo
v Brennenové knize [12].

2.3 Objemové podily fazi

Koncept objemovych podili byl zaveden jiz v odstavci 1.2.2, v tomto odstavci bude mySlenka dale
rozvinuta. Uvazujme kontrolni objem o objemu V vyplnény tekutinou obecné o n fazich. Objem
ptislusejici e-té fazi oznac¢ime V,. Piiklad situace pro Ctyti faze ukazuje obr. 15.

V

vvvvvv

0 objemech V.

Dil¢i objemy fazi se navzajem nepiekryvaji a soucasné¢ sjednoceni vSech dil¢ich objemu tvofii
cely kontrolni objem, tedy

ZieiVe=V. (2.9)
Definujeme objemovy podil e-té faze v kontrolnim objemu jako
a =, (2.10)

tedy relativni ¢ast objemu vyplnénou e-tou fazi. ProtoZe soucet objemovych podili vypliluje cely
prostor, musi pro n¢ platit tzv. rovnice pro objemové podily

T, =1, (2.11)
coz se da dokazat dosazenim defini¢niho vztahu (2.10) do rovnosti (2.9)
e=1Ve =Ye=1aV =V Xe=1ae) =V, (2.12)
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kde po vykraceni rovnice velikosti kontrolniho objemu V obdrzime rovnost (2.11). Rovnice (2.9) a
(2.11) 1ze pteformulovat do tvaru

V=V 30,V (2.132)
a,=1-Yl_,a,, (2.13b)

coz je Casto vyuzivanym dusledkem teorie disjunktnich objemt vypliujici cely kontrolni objem.
Pro vypocet objemovych podili, resp. objemt vSech n fazi postacuje urcit objemovy podil, resp.
objem n — 1 fazi, ¢ehoz vyuzivaji nékteré modely a metody numerického feSeni.

Rovnice pro objemové podily (2.11) je soucasti fyzikalni podstaty dvoufazovych problému. S ni,
nebo jejimi disledky se setkdvame u vétSiny dvoufazovych modelti. Naptiklad dvoutekutinové
modely ji vyuzivaji jako jeden z konstitutivnich vztah, které uzaviraji systém rovnic. Obvykle
byvaji feSeny dva typy algoritmi:

e Do jedné ¢asti modelt je zahrnuta pifimo rovnost pro objemové podily (2.11) jako konstitutivni
vztah. Ptikladem mutze byt Sestirovnicovy dvoutekutinovy model odvozeny v nasledujicim
odstavci 2.4 a feseny v odstavci 3.2.

e U druhé ¢asti modelti je rovnost pro objemové podily vynucena az dodate¢né. Sedmirovnicové
dvoutekutinové modely a jejich derivaty mohou urcovat objemovy podil jedné faze z piidruzené
advekéni rovnice. Objemovy podil dalsi faze Ize potom dopogitat pomoci vztahu (2.13b).

Pro dvoufazové proudéni (n = 2) se problém ziejmé redukuje pouze na prvni a druhou fazi a
plati vys$e uvedené rovnice v konkrétnich tvarech (1.2), (1.1), (1.3) a

a=1-a,. (2.14)

Poznamenejme, Zze obdobné Ize zavést i hmotnostni podil fazi ., viz (2.55), a odvodit obdobné
vztahy. Tato veli€ina je uzivana pfedevS§im pii odvozovani nékterych fyzikalnich vlastnosti smési.
Poznamenejme, Ze vzhledem k riznym hustotdm fazi obecné neplati o, = S,.

2.4 Odvozeni dvoutekutinového modelu

Pro numerické simulace rozvrstvenych proudéni v relaci métitek & >d > Ax, kde d je
charakteristicka velikost rozhrani, stejn€ tak jako pro rozptylena proudéni Castic &£ > Ax > d,,
kde d,, je primér ¢astic, se obvykle pouzivaji efektivni specializované metody. Pfi feSeni ostatnich
uloh se nejcastéji uzivaji elerovské dvoufazové modely zalozené na myslence soucasného vyskytu
nemisitelnych fazi v kontrolnich objemech. Z diivodu jednoduchosti se zaméfime v tomto odstavci
na odvozeni eulerovského dvoutekutinového modelu (TFM), ktery uvazuje proudéni dvou
stlaCitelnych nevazkych tekutych fazi. Systém rovnic popisujici dvoufazové proudéni byva
V literatuie odvozovan priimérovacim procesem na kontrolnim objemu. Podrobna odvozeni Ize najit
naptiklad v [12], [71], [105], [65] nebo [25].

Matematicky lze pouzit rizné primeérovaci techniky. V této praci bude pouzito objemové
prumeérovani pro odvozeni dvoutekutinovych rovnic v 1D. Zavedeme mysleny kontrolni objem,
ve kterém se soucasné vyskytuji dvé faze, které se nemisi a neprobiha mezi nimi vyména hmoty.
Pro jednoduchost matematického odvozeni budeme uvazovat ob¢ faze plné separované, jako na
obr. 16, coz nema vliv na obecnost. Lokalni objemovy podil primarni faze je charakterizovan funkci
a,(x,t) a objemovy podil sekundarni faze lze dopocitat pouzitim vztahu (2.14). Tento postup je
zpracovan naptiklad v praci Stewarta a Wendroffa [120]. U TFM se pouziva oznaceni a indexovani:
1 (primarni) / 2 (sekundarni), nebo [ (,, liquid “ — kapalina) / g (,,gas““ — plyn).
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Obr. 16: Dve plné separované tekutiny v kontrolnim objemu.

Pti odvozovani rovnice kontinuity integrujeme jeji znamy tvar pro jednofazovou stlacitelnou

tekutinu

0 d pu d pv
2p, 9pu dpv

at dx dy =0

(2.15)

pro ob¢ obecné tekuté faze, tj. pro tekutinu 1 podél y € (0; a;(x,t)) a pro tekutinu 2 podél
y € (a;(x,t); 1). Je pouzit klasicky zapis, kde x, y odpovidaji prostorovym soufadnicim a u, v

slozkédm vektoru rychlosti v ptislusnych smérech, p znaéi hustotu a t je Cas.

Aplikujeme nasledujici integra¢ni pravidla:

foa 2 dy = 2[00 f(x,y,0dy - frb T2 + f(xat) 2552

a(x,t) dt at Ja(x,t) at
b(x,t) 0 f(x v,t) 6 b(x,t) _ a b(x t) 0 a(x,t)
Jaer — e = o [oier fey,0dy — f(x,b,0) + f(xat) —,

b(x,t) 4 f(xy.t
fa(f 22 dy = £ b,0) - f(xa0).

Rovnici kontinuity (2.15) tedy integrujeme pro tekutinu 1 podél y

ay(x,t) {% 0 pruq d plvl} _
fO at+ 6x+ dy dy_o

S pouzitim vySe uvedenych integra¢nich pravidel (2.16) dostaneme

a (xt) 0 ( 6
2 Y by y, dy - py( g, ) ZEER 4 py(x,0,6) 50
a (x,t) 9 ( )
+ = [ o}y, )dy - (o an, TR+ (pyuyhx, 0,0 5 +

Hpovi}(x, ay,t) — {P1U1}(xr 0,t) =0.
Obdobn¢ integrujeme rovnici kontinuity (2.15) pro tekutinu 2 podél y

1 dp 0 pou d pov _
fal(xt){ 9pz 4 OP2Uz zz}dy_o

dx dy
S pouzitim integracnich pravidel (2.16)
2 0 s (x,6)
o e P22, 00 = P2 (6 LO S + pa(x,a, ) TEED 4
d —
T o fa (e P22y, dy - {pau}(x, 1, t) L+ {puy}(x,ay,t) LGN

+Hpav2}(x, 1,6) — {pov2}(x, @y, t) = 0.
Pro nevazké tekutiny plati na pevnych nepropustnych sténach kandlu okrajové podminky
v1(x,0,t) = 0,
vy(x,1,t) = 0.
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(2.18)

(2.19)
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Na rozhrani plné separovanych tekutin plati transportni rovnice pro lokalni objemovy podil a;

aal

+ uy (x, aq, t) — =v;(x,ay,t), (2.22a)

6(11

+ uy(x, a4, t) = vy(x, aq, t). (2.22b)

Vrat'me se nyni k rovnici (2.18)

a (x,t) d ( 0% ao|3

ado y,t)dy| - pi(xay, ) ===+ pi(x,0,0) =2+

d (x,t) 3 a (xt)|° a0l
+ a fal ¥ {plul}(x, y) t)dy | - {plul}(xl all t) il + {plul}(xl 01 t) a| +

+{p1v1}(xl alﬂ t)|7 - {plvl}(x' 0' t)lg = 0! (218)

ve které jsou tieti a Sesty Clen nulové, osmy Clen je nulovy pifi respektovani podminky na
nepropustné sténé (2.21a) a druhy, paty a sedmy ¢len se také vynuluji, jak je patrné z transportni
rovnice na rozhrani tekutin (2.22a) rozsifené o hustotu tekutiny 1. Rovnice kontinuity pro tekutinu 1
se potom zjednodusi do tvaru s prvnim a ¢tvrtym ¢lenem

a
dx fal(x ){plul}(x y' t)dy - 0 (223)

Rovnici kontinuity pro tekutinu 2 (2.19), resp. (2.20) lze upravit analogicky do tvaru

9 f‘h(xrt)

ot ,01(X,y, t)dy + =

J 1 Jd r1
5 s P20y, DAy + — [ {paur}(x, y, )dy = 0. (2.24)

Zavedeme-li primérované hodnoty veli¢in

[0 o dy = a, By, (2.253)
JooP2 @ = (1 —a)pz = a7, (2.25b)
Y pyuy dy = @y pr, (2.25¢)
f;(x_t) pauz dy = (1 —a1)pyuz = az Pollz. (2.25d)
Pii respektovani primérovani (2.25) Ize upravit rovnice (2.23) a (2.24) do tvaru
%(cxl p) + aa—x(al piuy) = 0, (2.26)
2 (0,73 + —= (@, p7i13) = 0. (2.27)

Stejnym primérovacim postupem lze upravit pohybové rovnice i rovnici pro celkovou energii
systému. Pohybova rovnice pro jednofazové proudéni stlacitelné nevazké tekutiny ve sméru oSy x
je

pu +t o= (pu +p) + 5 (puv) =0, (2.28)

kde p je tlak. Integrujeme pro tekutinu 1 podél y € (0; a;(x,t)) opét za pouziti integracnich
pravidel (2.16)

) (x,t) 5] t

2 1wy, Ddy - (prund(e an, ) T2E2 4 (o}, 0,0 20 +

0 (x,t) ) t a0
*+3 fal * {p1uf + p1}(x, ¥, 0)dy - {pyuf + p1}(x, a1, t) —— al(x ) 4 {pruf + p13}(x,0,1) =T
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+{p1uvi}(x, g, t) = {pyu3v1}(x,0,8) = 0 (2.29)
a tekutinu 2 podél y € (a;(x,t); 1)

6 il al(x t)

[y P22}y, O)dy - {pu}(x, 1, t) -+ {prus}(x, ) +

at Jai(xt)

9 0 a;(xt)
x fa (x, t){quz +p23(x,y, )dy - {pu3 + P23 (x, 1, t) + {p2u3 + 02} (x, a1, t) +

+ {p2u,v,}(x, 1, 1) — {quzvz}(x; a;,t) =0. (2.30)

Pii respektovani okrajovych podminek na sténé (2.21) a na rozhrani (2.22) lze rovnici (2.29)
zjednodusit do tvaru

a t t 9 ai(xt)
= [ o) Gy, O0dy + o= [ pyu? + py} (i, y, Dy — py (e ay, ) ZEE2 = 0,
(2.31)
Pohybovou rovnici pro tekutinu 2 (2.30) 1ze stejnym zptisobem upravit do tvaru
a 1 a 0 ( t)
= L P22}y, Ody + 52 [0 (0,uF + po} (6, O)dy + pa(x, @y, ) ZEE2 = 0.
(2.32)
Zavedeme-li dale primérované hodnoty veli¢in
f13 -
[0 pyud dy = @ pyit, (2:332)
1 o —
fal(x,t) poui dy = (1—ay)pai; = a; pous, (2.33b)
f19p, dy = ey, (2.33¢)
1 — —
fal(x,t) p2 dy = (1 —a)p; = a;ps, (2.33d)
ziskame po ﬁpravé rovnic (2.31) a (2.32) primérované pohybové rovnice obou tekutin
a
(051 p1lr) + 53 [a1 (P1u1 + p1)] = pi(xa,t) %, (2.34)
J— — ]
a(az pzuz) + a a, (qug + 73)] = —pa(x, a4, 1) %- (2.39)

Poznamenejme, ze na pravé strané¢ pohybovych rovnic dvoutekutinového dvoufazového modelu
figuruje ve srovnani s pohybovymi rovnicemi pro jednofazové proudéni novy clen, ktery je
produktem prameérovaciho procesu. Z blizsi analyzy vztahi (2.34) a (2.35) vyplyva, ze hybnost pro
sm¢s jako celek bude zachovana, pokud si budou tlaky tekutin na rozhrani rovny.

Energetickou rovnici s mérnou celkovou energii e pro stladitelnou, tepelné nevodivou a
nevazkou tekutinu ve tvaru

Spe+ 3z lpe +p)ul + - [(pe +p)v] =0, (2:36)

integrujeme pro tekutinu 1 podél y € (0; a;(x,t)) za pouziti integra¢nich pravidel (2.16)

0 rai(xt)

] t
3¢ Jo {pre1}(x,y, )dy - {p1e1}(x, a3, ) al(x )

a0
+ {p11}(x,0,¢) a2 T

ay (xt) ) al(x t)

2
+af0

{(p1e1 + pDu}(x, y, )dy - {(p1e; + pusd(x, aq,t) +

34



+{(p1e1 + P1us }(x, 0, t) + {(pre; + pVv1}(x, a1, t) — {(preg +p)v1}(x,0,t) =0 (2.37)

a pro tekutinu 2 podél y € (a,(x,t); 1)

e otP2e2}(6y,0dy - {p2e2}(x, 1,0) 57 + {paea}(x, @y, t)

7]
* 5% fal(x_t){(Pzez +p2)u}(x, ¥, )dy - {(pzez + p2)uz}(x, 1, t) a +

a al(x t)

_|_

a al(x t)

+ {(pz2e2 + )2} (x, 1,t) — {(p2e + p2)va}(x, ay,t) = 0. (2.38)

+{(p2e2 + P2uz}(x, ay, t)
Pfi respektovani okra]ovych podminek na sténé (2.21) a podminek na rozhrani (2.22) se rovnice
(2.37) zjednodusi do tvaru

3 o 9 (x,t)
at Oalx {pre1}(x,y,t)dy + P J‘O‘Xlx (1

(pre1 + p)uw 3 (x, y, t)dy =
20D _ ip v} (x, ap, 1), (2.39)

kde na pravé stran¢ figuruje ¢ast transportni rovnice (2.22) vynasobené tlakem a tedy pfi jejim
respektovani plati

= {plul}(x' ay, t)

i fal(x't)

aq(x,t)
o Jo {l

(pre )y, 0dy + o [ l(pres + pwl}x,y, O)dy =

={p1}(x, ay, 1) 2 al(x i) (2.40)

Energetickou rovnici pro tekutinu 2 (2.38) Ize analogicky ptevést do tvaru

5 Ja (P26 (%, 3,0y + 32 [0 (026, + P2} (x,y, )y =
= —{p2}(x, ay,t) 2 al(x 2 (2.41)
Zavedeme-li nasledujici primérované veli¢iny
[790 prey dy = s pren, (2.422)
fall(x_t) pze; dy = (1 — ay)pze; = a; paey, (2.42Db)
foal(x’t) pie1wy dy = a; prejy, (2.42¢)
JynyP2e2tz &y = (1— a1)p8; = @z paeatly, (2.42d)
foal(x't) p1u dy = a; pruy, (2.42¢)
f;l(x,t) p2uy dy = (1 — ay)p,€; = a; pol;. (2.42f)
ziskame primérované tvary rovnic energie pro tekutinu 1 a tekutinu 2
a_ (al p1€1) + a_ (a1 preity + ay prup) = —p1(x, a, t) %: (2.43)
(az p2€2) + 55 (a2 pze2U; + ay Pouz) = po(x, ay, t) at (2.44)

Protoze pocet neznamych pievySuje pocet rovnic, je nezbytné matematicky model vhodné
doplnit a uzaviit. Poznamenejme, Ze s timto problémem je nezbytné si poradit i pfi modelovani
jednofazového  proudéni. 'V pfipadé¢ nelinedrniho  systému  Eulerovych rovnic v 1D
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(rovnice kontinuity, pohybova rovnice a rovnice pro celkovou energii), ktery popisuje proudéni
stlacitelné, nevazké a tepelné nevodivé tekutiny, mame Ctyii nezndmé p,u, e, p. Aby byl systém
feSitelny, musi tedy byt nutné doplnén o dalsi rovnici. Protoze stlacitelnd tekutina se chova jako
termodynamick}'/ systém, beézné se Vyuiivé stavova rovnice, ktera uzavira tento systém rovnic.

vvvvvv

nevazkych a tepelné¢ nevodivych tekutin, které se nemisi a neprobihd mezi nimi vyména hmoty,
obsahuje rovnice kontinuity pro obé faze (2.26), (2.27), pohybové rovnice pro obé faze (2.34),
(2.35) a rovnice celkové energie pro obé faze (2.43), (2.44). Celkem mame tedy Sest parcialnich
diferencialnich rovnic

(a1 p1) + = (ay prim;) = 0, (2.45a)

% (@) + 5= (a2 po) = 0. (2.45b)

(a1 pith) + o [al(plul + P1)] = pa(x, g, t) %, (2.46a)
(a2 paty) + o= [az (p2u2 + B3)] = —p2(x, ay, t) %. (2.46D)
(“1 pier) + - (“1 preity + a; prup) = —pi(x, apt) (2.4724)
(052 p2€2) + o= (“2 pze2Uy + ay PoUz) = pa(X, @y, t) at (2.47b)

avSak dvanact nezném}'/ch: P1, P2, Uy, Uz, €1, €2, D1, P2, A1, Az, P1 (X, a1, ), P2 (x, @1, t).  Tento
zakladni dvoutekutinovy model, ozna¢ovany také jako vychozi, ¢i obecny dvoutekutinovy model
(,,generic model “), tedy vyzaduje Sest dopliiujicich rovnic. Opét existuje mnoho ptistupt jak
systém uzavftit. Pro odvozeny dvoutekutinovy model se pouziva naptiklad kombinace:

e kalorickou stavovou rovnici €; = f(p,,T;) a termickou stavovou rovnici p; = f(p;,T1) pro
tekutinu 1,

e Kkalorickou stavovou rovnici €, = f(p,, T,) a termickou stavovou rovnici p, = f(p,, T,) pro
tekutinu 2,

e rovnice pro objemovy podil fazi (2.14): a; = 1 — ay,

e relace tlakového pole, napf. rovnost tlakii na rozhrani tekutin p; (x, a4, t) = p,(x, aq, t).

2.5 Stavové rovnice stlacitelnych tekutin

Pti feSeni uloh proudéni stlacitelnych tekutin je obecné nezbytné doplnit vychozi rovnice
mechaniky tekutin vhodnym konstitutivnim vztahem, ktery spolu vaze stavové veliCiny a
charakterizuje termodynamicky systém. Vlastnosti tekutin pfitom byvaji velmi riznorodé. Idealni
plyn je dokonale stladitelny, avSak idedlni kapalina dokonale nestlacitelna. Poznamenejme, Ze
dvoufazové proudéni s idedlni kapalinou by vSak svym charakterem neodpovidalo vyse
odvozenému vychozimu TFM (odstavec 2.4), ktery byl odvozen pro dv¢ stladitelné faze. Z Cisté
praktického hlediska nasledné algoritmizace feSeni diskretizovaného matematického modelu je
nejvhodnéjsi pouZzit pro ob¢ faze stejné matematicky formulované konstitutivni vztahy. Jejich tvar
vSak musi byt dostate¢né univerzalni pro adekvatni zachyceni vlastnosti jak plynu, tak i kapaliny a
to pouze vhodnou volbou parametri téchto konstitutivnich vztaht.

Prvni rovnosti mezi stavovymi veli¢inami plynu vznikaly jiz v 17. a 18. stoleti. V roce 1834
Z nich byla odvozena Clapeyronem tzv. stavova rovnice idealniho plynu. Stavovou rovnici idealniho
plynu lze relativné Gspésné pouzit i pro bézné plyny za normalnich podminek. Stejné tak Ize s jeji
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pomoci napiiklad navrhovat jednoduché termodynamické stroje. Stavové rovnice obecné nelze
odvodit pouze makroskopickymi metodami, ale je nezbytné zahrnout jevy na molekulové trovni.
Pro jejich urCeni se vyuzivaji experimentdlni metody nebo zavéry statistické fyziky. Bézné
rozeznavame dva druhy stavovych rovnic: kalorické stavové rovnice

e=f(p,T), (2.48)

ktera vyjadiuje zavislost mérné vnitini energie € na termodynamické teplot¢ T a dalSich vnéjSich
proménnych a termické stavové rovnice

p=/f(pT), (2.49)
coz predstavuje zavislost tlaku na termodynamické teploté a dalSich vnéjSich proménnych.

Idedlni plyn se sklada z ¢astic zanedbatelnych rozmérd, jejichZ interakce se omezuji vyhradné na
dokonale pruzné srazky. Rychlost ¢astic roste s odmocninou termodynamické teploty. Tlak plynu je
diisledkem odrazl ¢astic od stén. Tato idealizace plati pro bézné plyny pfi nizké hustote, resp. pii
vysoké teploté a nizkém tlaku. Clapeyronova stavova rovnice idealniho plynu je znama v mnoha
vyjadtenich, naptiklad

pV=nR,T, (2.50a)
kde R,, je univerzalni plynova konstanta (R,, = 8,314 J K 'mol™!) a n zna¢i latkové mnozstvi
definované jako n = N / N, kde N je pocet molekul a N, Avogadrova konstanta, ktera odpovida
poctu entit v jednom molu latkového mnozstvi, piesnéji je definovana jako pocet atomul ve dvanacti
gramech uhliku 12C (N, = 6,022 - 1023 mol™1). Potom

pV=anT=NiARmT=NkT, (2.50b)

kde k je Boltzmannova konstanta vyjadiujici vztah mezi termodynamickou teplotou a kinetickou

energii plynu k = Rin / N, =1,381-10723JK~1. Alternativné lze upravit rovnici (2.50a)

dosazenim vlevo V = ™/, avpravon = ™/, , kde My, je molarni hmotnost konkrétniho plynu.
m

Po vykraceni hmotnosti dostdvame

% =m o, (2.50¢)
p=pr T, (2.50d)

kde r = Rim / M, je plynové konstanta, charakterizujici konkrétni plyn. Naptiklad pro vzduch jako

vyborné¢ promichanou smés plynt se udava relativni molekulovda hmotnost M, = 28,96, ¢emuz
odpovidd molarni hmotnost M,, = M, m, N, = 28,96 gmol™! (atomovd hmotnostni konstanta
m,, = 1,661 - 10727 kg) a hodnota plynové konstanty r = 287 J kg~ *K™1.

Pro mérnou vnitini energii € plati

— __1p
e=cy, T= Do (2.51)

coz je forma kalorické stavové rovnice pro idealni plyn. Rychlost zvuku v plynu je obecné
definovand vyrazem

(2.52)

Zvuk se $§ifi jako podélné vinéni stlacitelné latky, jedna se tedy o postupné zhustovani a zfed’ ovani
média, ke kterému dochdzi relativné velmi rychle. Proto se tento d¢j obvykle povazuje za
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izentropicky (adiabaticky). V idedlnim plynu je adiabaticky d¢j, tedy d¢j bez vymény tepla, popsan
vztahem

£ — konst, (2.53)

7(_

kde » je Poissonova adiabaticka konstanta (» = 1,4 pro dvouatomové plyny), kterd je pomérem
mérnych tepelnych kapacit pii konstantnim tlaku ¢, a pfi konstantnim objemu ¢y,

=L (2.54)

cy '
Rozdil mérnych tepelnych kapacit je roven plynové konstanté (tzv. Mayerav vztah)
Cp— Cy =T. (2.55)

Rychlost zvuku v idealnim plynu uréime z definice (2.52) diferencovanim adiabatického zakona
(2.53)

_ a_p _ 0 (konst. p”) _ 1 — u (konst. p*) _ |zp
c ’ 3, |s — o, \/konst. np ’—p / o (2.56)

coz lze pfi respektovani vyse uvedenych vztahl upravit napiiklad do tvart

c=\@=\/er=\/(x—1)cpT. (2.57)

Skute¢né chovani realnych plynt se bohuZel od idealniho plynu liSi. Tento nesoulad je zvlasté
patrny napiiklad pfi vysoké hustoté. Jako prvni se o ndpravu pokusil van der Waals, ktery v 70.
letech 19. stoleti zavedl inovovanou stavovou rovnici

2
o+
kde a, b jsou materidlové konstanty. Uvazoval pfitom molekuly nenulovych rozméri, které navic
vici sobé pusobi pfitazlivymi a odpudivymi silami. Pravé konstanty maji ve van der Waalsové
interpretaci modelovat silova plsobeni (a — parametr molekulové pfitazlivosti, b — parametr
molekulové odpudivosti). Pro a = 0 a b = 0 dostavame puvodni podobu stavové rovnice idealniho
plynu. Van der Waalsova stavova rovnice se docela dobfe hodi i pro pouziti na dvoufdzovych
smesich. Jeji pfesnost vSak rapidné klesa v oblasti zmény skupenstvi, protoze takovato stavova
rovnice neni schopna postihnout zménu skupenstvi. Vlivem piekotného vyvoje techniky v obdobi
druhé svétové valky prestala byt 1 tato vylepSend stavova rovnice dostacujici. Od druhé poloviny
dvacétého stoleti az dosud jsou prezentovany stale nové specializované stavové rovnice, které
mivaji rizna matematicka vyjadieni: nejCastéji se jedna o kubické rovnice, ale lze se setkat
I S exponencialnimi vztahy, mnohaparametrovymi rovnicemi ¢itajicimi desitky ¢lent, aj.

)(V—nb)anmT, (2.58)

Casto pouzivany konstitutivni vztah pii feSeni dvoufazovych tloh je tzv. Taitova rovnice.
Pivodné slouzila pro vyjadieni stlaCitelnosti (p — V' zavislosti) vody bez funkéni zévislosti na
teploté. Potom byla pouZivéna pro dalsi kapaliny a pozdéji se rozsifila 1 pro plyny a pevné latky,
vice Inko lze najit naptiklad v [29]. Lze ji formulovat i pro vicefazové smési latek, viz [37], [57]. Ma
dostacujici pfesnost ve velkém rozsahu. Fyzikalni interpretace Taitovy rovnice vSak neni zcela
ziejma, spiSe se jedna o poloempiricky vztah v jednoduchém matematické vyjadieni

_1av_ 4
V Ap B+Ap’

(2.59)

kde A, B jsou experimentalné¢ urCené materidlové koeficienty. Poznamenejme, ze v podstaté
ekvivalentnim vztahem je definovana objemova stlacitelnost y vlivem vnéjsiho tlaku
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ap (2.60)

Kombinaci tohoto vztahu s defini¢ni rovnici pro uréeni rychlosti zvuku (2.52) obdrzime vztah mezi
rychlosti zvuku a objemovou stlacitelnosti

1
= |—. 2.61

¢ Py (2.61)

Prava strana Taitovy rovnice (2.59) tedy v podstaté modeluje objemovou stladitelnost y, rychlost

zvuku lze potom urcit velmi snadno dosazenim do (2.61).

Nejvyznamnéj§im rysem stavovych rovnic Taitova typu je, ze spolu pifimo vazi tlak a
hustotu f(p,p). V rovnici tedy nefiguruje teplota, ani energie. Taitovu rovnici lze pouzit jako
konstitutivni vztah v systémech se slabym vlivem termodynamiky nebo pii rychlych izentropickych
dé&jich. Jeji uziti je mozné 1 pii feSeni nékterych termodynamickych problémt, ale je nezbytné mit
na paméti neprovazanost tlaku a hustoty s teplotou. Poznamenejme, Ze pokud je energeticka rovnice
v modelu podruznd, tedy neni potieba fesit napiiklad rozlozeni teploty, nebo pfenos energie, lze ji
pifi feSeni systému rovnic popisujicich proudéni stlacitelné tekutiny zcela vypustit. Pii pouziti
napiiklad stavové rovnice idedlniho plynu nelze systém rovnic takto zredukovat, protoze
energetickd rovnice je provdzana se stavovou rovnici.

Uvazujme nyni dvé rizné varianty stavové rovnice Taitova typu pro modelovani stlacitelnosti
vzduchu, tedy

"
p=po (). 262)
Po
p=pc’. (2.63)

Prvni rovnice, pouzita napiiklad v praci [100], pracuje s modelovymi parametry: referenc¢ni tlak
Do, hustota pii referencnim tlaku p, ~a x, coZ piedstavuje v tomto piipadé Poissonovu konstantu.
Rovnice (2.62) je ve tvaru (2.53), popisujici adiabaticky dé&j idealniho plynu. Jedna se tedy
0 izentropicky prechod z referen¢niho stavu popsaného (p,pp,) do stavu (p,p). Pro rychlost

I CEN T (L)” o [xp
c P ppoxkp \/po oo np o (2.64)

Oproti tomu v rovnici (2.63), pouzité v praci [36], figuruje jedina modelova konstanta c. V tomto
ptipadé se jedna o hodnotu rychlosti zvuku. Rovnost je podobna defini¢nimu vztahu pro rychlost
zvuku (2.52). Z analyzy termodynamiky procesu popsaného stavovou rovnici (2.63) pii uvazovani
idealniho plynu (2.50d) je patrné, Ze rovnice tohoto typu s konstantni hodnotou rychlosti zvuku
modeluje izotermicky d¢j

zvuku plati

%z c? =konst.= r T. (2.65)

Uvedené jednoduché rovnice Taitova typu budou dale vzajemn¢ porovnany a konfrontovany se
stavovou rovnici idealniho plynu, viz obr. 17. Jak bylo feceno vySe, prvni rovnice (2.62) odpovida
izentropickému dé&ji idealniho plynu, tudiz jeji vysledky odpovidaji rovnici (2.53). Cervené kiivky
zobrazuji hodnoty pro druhou stavovou rovnici (2.63). V levém grafu je zavislost hustoty p na tlaku
p. V pravém grafu je zavislost rychlosti zvuku c na tlaku p uréené z pfislusnych rovnic (2.64) a
(2.65). Pro zajimavost je dale pferusovanou carou vykreslena zavislost termodynamické teploty T
Vv zavislosti na hodnotach p a p(p), ktera je dopoctena ze stavové rovnice idealniho plynu (2.50d)
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splynovou konstantou 7 = 287 Jkg !K™!. Hodnota Poissonovy konstanty odpovidala
dvouatomovému plynu x = 1,4, zbylé parametry rovnice (2.62) byly nastaveny tak, aby
odpovidaly hustot¢ p, = 1,15Kkg m™3 pii tlaku p, = 101325 Pa. K tomuto nastaveni byla
ptifazena adekvatni hodnota rychlosti zvuku pfi referen¢nich podminkach pro druhou rovnici (2.63)

c= [P, (2.66)

Ppo

Relativni odchylka hustot |pyop1 — Provzl/Pp, Vypoctenych z rovnic (2.62) a (2.63) pfi odchylce
tlaku |[p —pol < 10kPa je mensi, nez 3 %. Naopak velmi rozdilnd je rychlost zvuku

Crovt = Crovz VH = Crovz - 1,18 pii tlaku py.

p [kgm?3] T [K], ¢ [ms™]
1,7 370
1,5 — 1350
P2 =Pa(p—]
1,3 330
1,1 — 310
P2 =23
0,9 290
1~ TP ==
/’ :
0,7 270 o
0,5 250 7
50000 75000 100000 125000 150000 50000 75000 100000 125000 150000
p [Pa] p [Pa]

Obr. 17: Porovnani dvou variant stavové rovnice modelujici stlacitelnost vzduchu: izentropické (2.62)
modfe a izotermické (2.63) cervené. Vlevo hustota v zavislosti na tlaku. Vpravo rychlost zvuku v zavislosti
na tlaku, navic preruSovanou ¢arou vynesena kiivka termodynamické teploty T'(p, p) urcena ze stavové
rovnice idealniho plynu (2.50d).

Déle byly provedeny numerické simulace jednofazového transsonického proudéni nevazkého
plynu v GAMM kanale. Tato tloha je dobfe experimentalné podpoiena a pouziva se standardné pro
hodnoceni kvality numerického feSeni, kdy je cilem pfedevSim ostie a pfesné zachytit lokalni
prudké zmény proudovych veliin v transonické oblasti, viz [132]. Vysledky provedenych
numerickych simulaci maji provéfit, jak si jednoduché tvary stavovych rovnic poradi s problémem
transsonického proudéni.

Obdélnikova vypoctova oblast o rozmérech 3 X 1 m s obloukovou vyduti v poloviné spodni
strany s délkou tétivy 1 m a vySkou oblouku 0,1 m, byla pokryta strukturovanou c¢tyiuhelnikovou
vypodetni siti o 150 X 50 buiikach. Uloha simuluje proudéni idealniho plynu GAMM kanalem
Z oblasti referencnich podminek p,™ = po = 101 325 Pa, p"" = p,, = 1,15 kg m~3 pii nulovém
thlu nab&hu do oblasti snizeného tlaku p°UT = p,'N - 0,737 = 74 577 Pa na vystupu z kandlu.
Systém Eulerovych rovnic popisujici proudéni stlacitelné, nevazké a tepelné nevodivé tekutiny byl
postupné uzavien tfemi vySe diskutovanymi stavovymi rovnicemi: rovnici idealniho plynu,
Taitovou rovnici v izentropické varianté a Taitovou rovnici v izotermické varianté. Pii pouZiti obou
variant Taitovy rovnice nebylo pracovano s energetickou rovnici, kterd byla v téchto ptipadech
nadbyte¢na. Matematicky model ulohy byl feSen numericky pomoci metody kone¢nych objemt.
Pro casovou diskretizaci bylo pouzito jednokrokové Eulerovo schéma a pro prostorovou
diskretizaci nevazkych tokit AUSM schéma prvniho tadu piesnosti, navrzené Liouem a Steffenem
v [80], které bude podrobnéji rozebrano v odstavci 3.1.1.1. Schémata prvniho fadu pfesnosti byla
zvolena s ohledem na budouci implementaci stavovych rovnic pfi numerickém feseni dvoufazovych
problémt, kde je pouziti schémat prvniho fadu casté. Pfesnost pouzitych schémat je nedostacujici
pro vérné zachyceni razovych vin a singularit vznikajicich v uvedeném ptipadé, viz [47], coz ovSsem
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neni cilem téchto uloh.
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Obr. 18: Numerické simulace transsonického proudéni v GAMM kanalu pii pouZiti: stavové rovnice
idealniho plynu (modre), Taitovy stavové rovnice v izentropické varianté (Cerveng) a v izotermické varianté
(zelen€). Vlevo pribéh Machova ¢isla podél dolni stény (plna ¢ara) a horni stény (pferusovana ¢ara), vpravo

hustota tekutiny podél dolni stény.

Piedchazejici obr. 18 ukazuje rozdily ve vysledcich tlohy transsonického proudéni v GAMM
kanalu. D¢&j je rychly a uplatituje se zde znacné stlacitelnost vzduchu. Vysledky dosazené pti pouziti
Taitovy rovnice v izentropické varianté (2.62) se blizi vysledkim p#i pouziti stavové rovnice
ideéalniho plynu. Provedené numerické simulace ukazuji, Ze tato verze jednoduché stavové rovnice
je vhodna i pro rychlé dgje se stladitelnou tekutinou. Reseny model uzavieny rovnici (2.62) je navic
méné vypocetné narocny oproti modelu se stavovou rovnici idedlniho plynu, protoze je
zredukovany o energetickou rovnici.

Naopak izotermickd varianta Taitovy rovnice (2.63) neni vhodna pro transonické proudéni, kde
se ve skuteCnosti znatelné méni teplota. Vysledky se zna¢né 1isi od skute¢nosti, nejmarkantné;si
jsou rozdily hustoty, jak je patrné z pravého grafu na obr. 18. To je dano nejen dynamikou
transsonického proudéni, ale i rostouci chybnou odchylkou zavislosti p — p pfi vysSich tlakovych
rozdilech, jak ukazuje leva ¢ast obr. 17.

Pti feSeni problémi dvoufazového proudéni umoziuje Taitova rovnice v béznych aplikacich
postihovat jak vlastnosti kapalin, tak i plyni. Pfitom funguje prekvapivé dobie a ve velkém rozsahu
tlakii a hustot. Tvar rovnice zlistdvd stejny, méni se jen materidlové konstanty, coz je velmi
vyhodné. Protoze je zaloZena na stlacitelnosti, je jeji pouziti nevhodné v oblastech, kde dochéazi ke
zménam skupenstvi, nebo se méni stlacitelnost latek. Velmi hojné se Taitova rovnice pouziva
v modelech pro fteseni uloh transportu vice fazi bez silnych termodynamickych vlivl, napf.
modelovani dopravy ropnych latek potrubim.

Dalsi jednoduchd a snadno pouZitelnd stavovd rovnice je tzv. rovnice ztuhlé tekutiny
(,, stiffened equation of state “). Je vhodn4 jak pro kapaliny, tak i plyny. Casto se pouziva i pii feseni
vicefazovych problému, zejména pro kapalinu pod velkym tlakem, tedy v riznych simulacich
podvodnich vybuch.

p=p(pe)=0—1) p(e—€")—po, (2.67a)
kde p., a € jsou modelové parametry. Referen¢ni tlak p,, ma pravé ztuzovaci funkci, pfi p,, = 0
je tekutina vyborn¢ stlacitelna a jeji chovani se blizi idealnimu plynu, naopak pro velké hodnoty p,
je tekutina Spatné stlacitelna a jeji kompresni vlastnosti odpovidaji kapaliné. Mérna vazebni energie
€*V, pomoci niz je uréena nulova hladina vnitini energie, vymezuje kritickou oblast a fazovy
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prechod. Aby méla stavova rovnice fyzikalni smysl, musi platit ¢, > 0 a % > 1. Podrobnosti lze
najit napfiklad v pracich Menikoffa [88], [89], ¢i v c¢lanku Flattena a kol [40]. Pomoci
termodynamickych zavislosti lze rovnici (2.67a) upravit do tvaru

p(0T)=0Gt—=1Dpcy T — Poo, (2.67h)

Pro rychlost zvuku pfi pouziti stavové rovnice ztuhlé tekutiny plati

_ a_p _ J’f(p"'poo)_ —
c= ap|5_ /—p = /=D, T. (2.68)

Rychlost zvuku ve ztuhl¢ tekuting je tedy vyssi (c roste s pe,).

Uskalim né¢kterych stavovych rovnic, mj. 1 Taitovy rovnice a rovnice ztuhlé tekutiny, je mozny
nefyzikalni pokles tlaku do zapornych hodnot spolu s feSenim rychlosti zvuku Vv oboru
komplexnich ¢isel.

2.6 Fyzikalni vlastnosti smési

Heterogenni smés nemisitelnych tekutin se z dostatecné vzdaleného pohledu jevi jako smés
homogenni. Za urc¢itych podminek 1ze modelovat proudéni takovych heterogennich smési pomoci
jednoduchych eulerovskych modeli, jako je napiiklad homogenni rovnovazny model. Proto je
dilezité zabyvat se vlastnostmi homogenizovanych smési. AvSak poznamenejme, ze nehomogenity
nelze nikdy zcela opominout. Ptikladem mize byt krev, tedy smés pfedev§im plazmy a krevnich
castic. Ve velkych nadobéch se chova podobné jako homogenni tekutina, ale v malych kapilarach uz
nikoliv. PouzZiti homogenniho modelu pro kapilary s primérem menSim neZ cervena krvinka by
bylo zcela nespravné.

Hustotu smési lze odvodit z definice

pm = (2.69)

kde se zavadi index m pro veli¢iny souvisejici se smési (,, mixture ). Celkova hmotnost smési
v kontrolnim objemu o velikosti V je souftem hmotnosti dil¢ich fazi. Po zahrnuti definice
objemovych podilt (2.10) postupné dostavame

— Mm _ Yo=1Me _ Y0=1peVe _ Yo=1Pe®eV (2 70)

Pm == % % v

odkud po vykraceni objemem V obdrZime vzorec pro vypocet hustoty smési

Pm = Z:l Ue Pe- (2-71)

Stejné tak hybnost vicefdzového systému vztazend na jednotku objemu je souctem hybnosti dil¢ich
fazi

PmUm = Xe=1 e Pe Ue - (2.72)

Rovnici lze déle upravit naptiklad vydélenim rovnice hustotou smési

u, = 2—e=1‘:; Pelle _sn_ B 4, (2.73)
kde
fe= =t (2.74)

je tzv. hmotnostni podil e-t¢ faze. Podobné lze také vypocitat rovné€z vnitini energii smési,
¢i entalpii. Naopak urCeni vlastnosti smési, napt. dynamické viskozity nebo tepelné vodivosti,
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pomoci takovychto jednoduchych vztaht byva zavadéjici. Slozité je rovnéz urceni rychlosti zvuku
ve dvoufazovych systémech, kterd je nezbytnd pro feSeni diskretizovanych rovnic dvoufidzového
proudéni pomoci nékterych numerickych metod.

Uvazujme dvé vyrazné odlisSné tekutiny, naptf. vodu (kapalinu) a vzduch (plyn). Fyzikalni
vlastnosti jsou ndm i z kazdodenni zkusenosti dobie zndmé. Voda je relativné té¢zka a velmi Spatné
stlacitelnd, vzduch je relativné lehky, ale dobfe stlacitelny. Rychlost zvuku se mirné 1isi podle
podminek a ve vzduchu ma pfiblizng velikost ¢, ~ 330 m s, ve vod¢ pak ¢; ~ 1470 ms™" =
~ 4,5-cg4. Pii proudéni smési vzduchu a vody potrubim lze jasn€ stanovit napf. hustotu smési
pomoci rovnice (2.71). Jak ale stanovit rychlost zvuku? Na prvni pohled by se nabizela analogie ke
vztahtim (2.71) nebo (2.72), tedy ze rychlost zvuku ve smési se bude pohybovat mezi hodnotami

Cg @ ¢; V zavislosti na pom&ru zastoupeni fazi. Tato Givaha je ovSem chybna! Ve skute¢nosti byva

cv v

Jako prvni popsal anomalii rychlosti zvuku dvoufazového proudéni Mallock [83], ktery zjistil, ze
rychlost Sifeni akustickych vin v takové smési klesa az k hodnoté ¢,, & 20 m' s~ a uz mal4 pi¥imés
vzduchu ve vodé¢ @y = 0,01 zplsobi pokles na rychlost zvuku ve smési ¢, = 100 m st
Neobvykl¢ chovani byva vysvétlovano tak, ze hustota smési se pii @y = 0,01 zméni pouze nepatrné
(o1/pg = 1000), ale celkova stlacitelnost smési ¥, se vlivem pfitomnosti bublin zvysi
mnohonasobné (y;/y, = 5-107°).

Prvni vzorec pro rychlost zvuku ve smési formuloval Wood odvozenim z (2.61), viz [142], [125]

A— ! (2.75)

pm¥m  (ag pg+aip)(agvg+ arv)’

Wallis [136] dospél pii uvazovani lokalni termodynamické rovnovahy, bez vymény hmoty mezi
fazemi k rovnosti
1 Ag ap

=—L +
Pmch  pgcs  pict

(2.76)

coz je ekvivalentni Woodové rovnici. Vysledky téchto modelt byly podpoteny experimentalnimi
méfenimi. Na obr. 19 je vykreslena zavislost rychlosti zvuku ve smési ¢, vody a vzduchu na
objemovém podilu vzduchu a, dle vztahu (2.75) pro hodnoty: p; = 1000 kgm™3, p, = 1 kg m~,
Y1 =465 -10"°Pa!, y, =9,87-107° Pa~l.

1600

-1
mlmsi] o - 1466m s
1400
1200
1000
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400
=318 ms?

" L J
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 ag [.] 1

Obr. 19: Rychlost zvuku ve smési vody a vzduchu v zavislosti na objemovém podilu vzduchu.
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V ptipad¢ proudéni vody a pary mize byt kvili latkové vymeéné na rozhrani fazi rychlost zvuku
jesté nizsi. Rychlost zvuku obecné zavisi na objemovych podilech fazi, tlaku, velikosti ¢astic,
povrchovém napéti, teploté, povaze rovnovahy mezi fazemi, ¢i frekvenci Sifeného zvuku, coz
zachycuji sofistikovanéjsi modely pro urceni rychlosti zvuku ve smésich. Dalsi informace 1ze najit
napiiklad v pracich Kiefferové [70] nebo Lunda [82]. Slozitost celé problematiky doklada obr. 20,
ktery ukazuje rychlosti zvuku ve dvoufazové smési vody a vodni pary pii atmosférickém tlaku pro
rizné druhy rovnovahy (tj. rovnosti vybranych veli¢in v obou fazich). Poznamenejme, ze veli¢ina
(v obr. 20 piedstavuje chemicky potencial. Cim je rozdil chemickych potencialt | U — ,ug| VEtsi,
tim je mezifizovda vyména hmoty intenzivnéjsi, a tedy pii rovnovaze u; = p, nedochazi, podle
pouzitého modelu, k vyméné hmoty, [82].

16010 100 T T T T
Cm [ms?] Cm[ms?] — + p-equil
1400 +=+ pT-equil.
—_— — Ba‘sw.1 80 —e pu-equil.
— -« p-equil. Y=< pTu-equil.
1000 4+—+ T-equil. 4 60
- p-equil.
800 + + pTequil. |
600 —e pu-equil. 4 40
—® Ti-equil. 4
400 - = pTu-equil. | 20
200 E ]
0

0
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
oy ['] Oy [']
Obr. 20: Rychlost zvuku ve smési vody a vodni pary v zavislosti na objemovém podilu vzduchu pro rizné

druhy rovnovahy (T - termodynamicka teplota, p — tlak, u — chemicky potencial). Vpravo plny rozsah
rychlosti, vlevo detail pro c,, € (0; 100) m s~1. Pfevzato z [82].

2.7 Metody pro zachyceni rozhrani a dalSi pouzivané dvoufazové
modely

Eulerovské dvoufdzové modely budou v dalSim textu pfrevdzné popisovany v 1D, protoze pro
formulaci a pochopeni problémil je jeden rozmér dostacujici. Rozsifeni téchto modelt o dalsi
dimenze je relativné snadné. Naopak metody pro simulace rozvrstvenych proudéni a modely
s diskrétnimi ¢asticemi budou diskutovany ve 2D, protoze jejich 1D formulace v podstaté postradaji
smysl.

Proudéni separovanych tekutin 1ze simulovat napfiklad numerickym feSenim diskretizovaného
jednofazového systému Navierovych — Stokesovych rovnic pomoci metody konecnych objemt.
Ukolem specialnich technik je potom co nejpiesnéji zachytit polohu rozhrani. Proudové veli¢iny po
obou strandch rozhrani se mohou vyrazné liSit, navic obé& tekutiny mohou mit velmi rozdilné
fyzikalni vlastnosti (hustotu, dynamickou viskozitu, aj.). Prudké zmény hodnot veli¢in na rozhrani
pusobi problémy pii numerickém feSeni ulohy. Navic mohou byt i zdrojem fyzikéalnich nestabilit
proudéni rtiznych povah, napiiklad Kelvinova — Helmholtzova nestabilita, na obr. 21, zptisobena
vyraznym rozdilem rychlosti fazi v podélném sméru rozhrani, ¢i Rayleighova — Taylorova
nestabilita na obr. 7, vznikajici v tthovém poli pfi vyrazném rozdilu hustot fazi v nestabilnim
uspotadani.
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Obr. 21: Kelvinova — Helmholtzova oblaka, [116].

Ptehled vybranych, v soucasnosti Casto pouzivanych, technik a jejich obecnych vlastnosti je
uveden v odstavci 1.2.1. V dalsich odstavcich budou tedy detailngji rozebrany metody pouzivajici
znackovaci ,, Volume-Of-Fluid* (zkr. VOF) a ,,Level Set* funkce (zkr. LS) pro nalezeni rozhrani.
Tyto metody fadime do skupiny tzv. metod zachyceni rozhrani (viz odstavec 1.2.1.2). VOF i LS
jsou dostatecné presné, avSak neumoziuji popsat rozhrani zcela ostfe jako napt. metody sledovani
rozhrani. Velkou vyhodou je pouzivani pevné vypocetni sit¢ a absence diskrétnich znackovacu
sledujicich rozhrani, které jsou zde nahrazeny znackovacimi funkcemi VOF, nebo LS. Vypocetni
kody pouzivajici VOF a LS si rovné€Z umi vyborné poradit s problémy vzniku a zaniku novych
rozhrani, naptiklad pfi spojovani/rozdélovani bublin/kapek, protoze tyto jevy piimo vyplyvaji
z vyvoje znackovacich funkci a neni zapotiebi specialnich algoritml feSicich tuto problematiku.
Porovnani obou metod Ize najit naptiklad v [108], [2].

Technika VOF je implementovana do fady komer¢nich programli pro vypocty proudéni.
V softwaru ANSYS Fluent slouzi jako hlavni nastroj pro simulace separovanych proudéni. Skupina
metod zalozenych na LS funkci pochazi z informatiky. Pivodné byly tyto metody pouzivany pro
digitalni zpracovani obrazu a pro simulace proudéni byly upraveny az pozdé&ji. Programatofi pracuji
s riznymi druhy LS algoritmii, proto vyuZivaji s oblibou i LS metodu pro zachyceni hladiny
tekutiny v pocitacové grafice, tedy v oboru, jehoz vliv v kazdodennim zivoté neustale sili.

2.7.1  Metoda zaloZena na znackovaci funkci volume-of-fluid

Za prikopniky VOF metody jsou povaZovani Hirt a Nichols, ktefi navazali na Noha a Woodwarda
[96]. V praci [56] publikované v roce 1981 Hirt a Nichols popsali feseni proudéni nestlacitelné
tekutiny s volnou hladinou pomoci VOF. Pro prostorovou diskretizaci tlohy pouzili metodu
kone¢nych diferenci a evoluce VOF funkce byla feSena pomoci schématu typu darce — ptijemce. Ve
své praci ukazali vysledky numerickych simulaci protrzeni hraze a vyvoj Rayleighovy — Taylorovy
nestability.

Hlavnim ptinosem techniky VOF je pouziti znac¢kovaci funkce F(x,t), pomoci niz jsou ob¢ faze
vzdjemné identifikovany. Pro hodnoty znackovaci VOF funkce plati:

e F(x,t)=1 v kazdém bodé¢ s polohou x, Ktery zaujima tekutina 1,
e F(x,t)=0 v kazdém bodé¢ s polohou x, ktery zaujima tekutina 2.

Z teorie dvoufazového proudéni vyplyva, Ze vice piipadl nastat nemtze. Znackovaci VOF funkce
je tedy funkci skokovou, nespojitou, nabyvajici hodnot 0, 1.

Jak bylo feceno vySe, vlastnosti i proudové veliCiny se skokové méni na rozhrani obecného
tvaru, coz je nezbytné vhodné zachytit. Pfi feSeni modelu pouzivajictho VOF funkci pomoci
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metody kone¢nych objemt jsou nékteré bunky vypocetni sit¢ vyplnény jednou, nebo druhou
tekutinou. Proudéni v celé oblasti je popsano naptiklad pomoci jednofazového nelinearniho systému
Eulerovych rovnic se zdrojovym ¢lenem f, které 1ze pro proudéni nestladitelné nevazké tekutiny a
pii zanedbani energetické rovnice zapsat ve 2D jako

du v

a 5 = 0, (277)
Sut D+ ) = £, (2.78a)
Sut —(uv) + o (v + ) =f. (2.78Db)

Zaroven vSak obecné existuji ve vypoctové oblasti buiniky s rozhranim, které obsahuji rtizné
podily obou tekutin. Lokalni vlastnosti tekutin je vhodné definovat zobecnénymi funkcemi,
naptiklad hustotu pomoci hodnoty znackovaci funkce

p(x,t) = p F(x,t) + p, [1 — F(x,t)]. (2.79)
Metoda konecnych objemt, kterd pouziva integralni tvary rovnic proudéni, nastésti umi pracovat
s nehladkymi i nespojitymi funkcemi i veli¢inami. Pouzivaji se primérovana vyjadieni veli¢in.
Hustota v kontrolnim objemu i

pi=p R+ p [1-E] (2.80)
kde F, je hodnota VOF funkce priimérovana na kontrolnim objemu i o velikosti |S;|

~ s Fxtyds

k== (2.81)

ktera je v podstaté ekvivalentem objemového podilu tekutiny 1 v pfislusné bunice. Plati aq; =Fa
ay, =1- E. Veli¢iny uplatiiujici se pouze na rozhrani, jako napt. povrchové napéti, Ize zahrnout
pomoci delta funkce soustfedéné v misté rozhrani.

Pro teSeni proudéni nevazkych nestlacitelnych tekutin, popsaného vyse uvedenymi rovnicemi,
Ize v principu pouzit bézné metody. Avsak potize mohou délat velké rozdily hustot aj. v sousedicich
bunikach sité, které zplisobuji oscilace v feSeni pii pouziti numerickych schémat vys$§iho fadu
pfesnosti. Proto se stile Casto uzivaji numerickd schémata prvniho fadu piesnosti, kterda tlumi

oscilace svou vnitini vazkosti, ale bohuzel také ptrespiilis vyhlazuji feseni.

Piedpoklada se, Zze hodnoty znackovacich VOF a samoziejmé i LS funkci jsou pouze pasivné
unaseny spolu s proudénim rychlosti u. Vyvoj obecné znackovaci funkce F je modelovan pomoci
advek¢ni rovnice

—F+u—F+v—F 0. (2.82)

Pro pfipad proudéni nestlacitelnych kapalin Ize tuto rovnici pteformulovat do konzervativniho tvaru
a je tedy rovnocenna zakonu zachovéani F. Z pouziti pravidla o derivaci sou¢inu funkci vyplyva

Pt ZwF)+ 55 (wF) = F (Gu+ 55v) =0, (2.83)

kde posledni zavorka piedstavuje rovnici kontinuity pro nestlacitelnou tekutinu (2.77). Alternativné
Ize advek¢ni rovnici (2.82) odvodit s pouzitim materialové derivace

D d 7] a
E—ﬂ+ua+v5 (2.84)
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Tekutina je unasena proudem, pii¢emz si nese s sebou svijj identifikator F. Hodnota znackovaci
funkce se tedy v Lagrangeové popisu neméni, tudiz musi platit
D = a = =

Zasadni ulohu pii implementaci VOF metody ma interpretace rozhrani na zakladé hodnoty VOF
funkce F, ktera slouzi k nalezeni tvaru rozhrani v bufice i. PouZivaji se rtizné pfistupy, nékteré
ukazuje obr. 22.

(a) (b)

(c) (d)

N
\
AN

S

|

Obr. 22: Ptiklady VOF rekonstrukce rozhrani fyzického tvaru a: b — pivodni SLIC (Noh a Woodward [96]),
¢ — zjednodusena SLIC (Hirt a Nichols [56]), d — PLIC. Obrazek ptevzat z [105].

V tomto odstavci budou ukézany dv€ metody vyuzivajici geometrickou rekonstrukci rozhrani
pomoci piimek , simple line interface calculation” (SLIC) a , piecewise linear interface
calculation (PLIC). Volba metody interpretace rozhrani ma zasadni vliv na vyvoj znackovaci
funkce, ktery byva ur€ovan na zakladé rychlosti u vypoctené z rovnic proudéni napiiklad pomoci
jednoduchych schémat typu darce — piijemce s malou numerickou difuzi. Pfimé pouziti klasickych
schémat pro vypocet advekce primérované VOF funkce bez interpretace rozhrani v kontrolnich
objemech vede k velkym chybam a rychlému rozmazani rozhrani, jak dokumentuje nasledujici
obr. 23. Uvazujme nékolik kontrolnich objemi stalé Sitky Ax a vySky h sindexy i, na nichz je
znamé rozloZeni primérované VOF funkce dané diskrétnimi hodnotami F'in a které zachycuji
skute¢ny tvar rozhrani vyznaceny zelenou c¢erchovanou carou. Déale méjme v celé oblasti konstantni
advekéni rychlost Sifeni rozhrani u ve sméru x. Advekci ve sméru y VnaSem vykladu pro
jednoduchost neuvazujme. V levé Casti obr. 23 Seda barva predstavuje hodnotu VOF funkce F}n.
Cervena te¢kovana ¢ara ohraniduje oblast §itky u At podléhajici advekci. Cervené je vyznadena
hodnota advekce VOF funkce velikosti F u At. Pro i-ty kontrolni objem je zména hodnoty VOF
funkce dana pfiteCenou Casti (Cervené v sektoru i) a odteCenou Cast (Cervené v sektoru i+ 1).
V pravé Casti obr. 23 jsou Sedivé znazornény nové hodnoty VOF funkce

' =R =22 (B - FL) (2.86)

V porovnani se starymi hodnotami vyznacenymi pferuSovanou ¢arou.
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Obr. 23: Advekce znackovaci VOF funkce pii pouziti primérné hodnoty VOF na kontrolnich objemech vede
K piiligné difuzi rozhrani. Sedivou barvou vlevo ptivodni hodnoty VOF funkce, vpravo hodnoty po advekci.

Plvodni verze SLIC rekonstrukce rozhrani, [96], interpretovala rozhrani ve 2D jako rovnobézky
s hranami strukturované vypocetni sité, jak ukazuje obr. 22b, pti¢emz autofi pouzili oddélené ¢ast
rovnobéznou s 0SoU y pro advekci vyhradné ve sméru x a ¢ast rovnobéznou s 0sou x pro advekci
vyhradné¢ ve sméru y. SLIC rekonstrukce byla pozdé¢ji zjednodu$ena na jedinou rovnobézku
s hranou vypocetni sité reprezentujici rozhrani ve 2D, viz obr. 22¢, [56]. Poloha objemu vyplnéného
tekutinou je urcena tak, aby pfiléhala sousedici buiice vypocetni sité s nejvétsim podilem tekutiny,
tedy nejvyssi hodnotou VOF funkce. Advekéni schémata vyuzivaji zjednodusené SLIC rozhrani pro
advekci v obou smérech x i y, ptitom opét podléha advekei jen oblast o Sifce u At (resp. v At ve
sméru y), avSak navic je zohlednéna rekonstrukce. Zména hodnoty VOF funkce vlivem
ptiteceni/odteCeni ve sméru x je tedy urCena hodnotou VOF funkce v pasu u At (Cervena
pferuSovana cara), jak ukazuje obr. 24. Ve 2D se advekce VOF funkce fesi v obou smérech
odd¢lené, ptficemz potadi se v kazdé iteraci obvykle obraci, napft.: v sudych iteracich se napted fesi
advekce ve sméru x, a poté ve sméru y, a Vv lichych iteracich nejprve ve sméru y, a poté ve sméru x,
viz [112]. Algoritmy zaloZzené na obou variantaich SLIC rekonstrukce jsou pfiblizné stejné presné.
Dobte zachovéavaji objem tekutin, avSak evoluce VOF funkce vede k malym nefyzikalnim
porucham celistvosti rozhrani.

u

r = F

at

i-2 i-1 i i+1 * i-2 i-1 i i+l *

Obr. 24: Advekce VOF funkce pii pouziti SLIC rekonstrukce rozhrani. Sedivou barvou vlevo pavodni
hodnoty VOF funkce, vpravo hodnoty VOF funkce po advekci.

PLIC zachycuje rozhrani ve 2D jako jedinou rovnou ¢aru obecného sklonu, jak ukazuje obr. 22d.
Urceni tvaru rozhrani z hodnoty VOF funkce neni tak prosté jako u SLIC rekonstrukce. Kli¢ové je
pfitom urceni thlu sklonu rozhrani, jehoZ normala byva ztotoznovana se smérem nejvétsiho riistu
hodnoty VOF funkce, tedy n = V F. Naptiklad Rudman, [110], doporucuje pro vypocet normaly na
strukturované siti vzorec

1 ,a ~ ~ ~ ~ ~

n; =+ (Biprjort 2Fyj+ Fiyrjoa— Figjyn— 2Fy;— Fioyjy), (2.87a)
1 ;- ~ ~ ~ ~ ~

nY;; = iy (Fivijor+ 2F o+ Figjor— Fiynjo1— 2F ;o1 — Fioyjq). (2.87hb)
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Ze zndmého sklonu hrani¢ni pfimky a hodnoty VOF funkce F"l-‘ ; se urCi poloha hranice v konkrétni
bufice i,j, coz je podrobné popsano napiiklad v [9]. Advekce VOF funkce je opét urCena
rekonstruovanou hodnotou v pasu Sitky u At, viz obr. 25. PLIC rekonstrukce je oproti SLIC
presnéjsi a znaéné redukuje nefyzikalni vytrysky tekutin. Jeji rozSiteni do 3D je v porovnani se
konfiguraci pfi rozdélovani 3D bunék plochou rozhrani. Pro Sestisténné elementy je tento problém
ukazan naptiklad v [46], pro Ctyfsténné elementy v [15].

F : F
i u At N
= =3
: S
\ N
h ~
H N
i %,
H A R
\
\
\
\
\
\
\
AY
PR . . . X : g . . . x
i-2 i-1 i i+l i-2 i-1 i i+l

Obr. 25: Advekce VOF funkce pii pouziti PLIC rekonstrukce rozhrani. Sedivou barvou vlevo paivodni
hodnoty VOF funkce, vpravo hodnoty po advekci.

Potize pfi pouziti VOF metody plisobi zahrnuti vlivu povrchového napéti, jehoz vypocet pracuje
s ktivosti k, viz rovnice (2.1). Stanovit odpovidajici hodnotu ki#ivosti k nespojitého rozhrani
nalezeného pomoci VOF metody je obtizné. Pouzivd se naptiklad kvadratickd nédhradu tvaru
rozhrani po ¢astech, ze které se stanovuje hodnota k derivovanim. Oproti SLIC rekonstrukei je
Snazsi nalezeni kiivosti pifi pouZiti PLIC rekonstrukce.

2.1.2 Metoda zaloZena na znackovaci funkci level set

,,Level set* technika je velmi podobna technice VOF. Hlavni rozdil je v pouzité znackovaci funkci,
kterd je v tomto piipad¢ spojitd, a dokonce hladka, coz usnadiiuje numerickou feSitelnost. Prvni
praci [99] vyuzivajici LS formulaci pro pohybliva rozhrani publikovali Osher a Sethian v roce
1988. Pouziti LS funkce pro simulace rozvrstveného proudéni nestlacitelnych tekutin rozvinuli
Sussman, Smereka a Osher, [123]. Navrhli znackovaci LS funkci @ jako funkci vzdalenosti od
rozhrani doplnénou o znaménko identifikujici tekutinu. Rozhrani je potom jednoznacné urceno
nulovou hladinou LS funkce @ = 0. Pouziti hladkych funkci usnadiiuje aplikaci numerickych
schémat  vyS§tho fadu  presnosti, napiiklad uvedeni autofi  prezentuji  pouZiti
,,essentialy nonoscillatory scheme* (ENO) druhého tadu piesnosti, a to i pii modelovani proudéni
vzduchu a vody, tedy tekutin s velkym pomérem hustot (~1000). V [123] byly prezentovany
vysledky numerickych simulaci dopadi kapek, srazek kapek, déale byl diskutovan vliv poméru
hustot tekutin na numerické simulace a zahrnuto povrchové napéti. Rozsiteni LS techniky do 3D je
relativné snadné.

Piivodni znackovaci LS funkce je definovand jako vzdalenostni funkce, pro niz plati

e O(x,t) =min|x — Xpnl v kazdé poloze x, ktery zaujima tekutina 1, (2.88a)
o &(x,t) =—min |x — Xppl v kazdé poloze x, ktery zaujima tekutina 2, (2.88b)
kde x,: je poloha bodu nachazejiciho se na rozhrani. Rozhrani se tedy nachazi na nulové hladiné

vzdalenostni funkce, viz obr. 26. Velikost gradientu vzdalenostni LS funkce v celé oblasti je rovna
jedné

49



J(g_j)z +(@9) =1 (2.89)
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Obr. 26: Vzdalenostni ,, level set** funkce pro 2D problém ptedstavujici dva kruhové ttvary s pranikem
vyplnéné tekutinou 1 a obklopené tekutinou 2.

Alternativné lze pouzit i jind vyjadieni LS funkce. Olssonova a kol., [97], [98], napiiklad pouzily
vyhlazenou skokovou funkci

0; d(x,t) < —¢
o (xt) =4 L o(x,t) > € (2.90)
’ 1 1 T
-+ —+4 —sin—; jinak
2 2¢ 2T &

Rozhrani tekutin se nachazi na hladiné @*(x;,;, t) = 0,5. Pro tuto LS funkci obecné neplati rovnice
(2.89), velikost gradientu neni konstantni a jeho velikost na rozhrani zavisi na volb& parametru &,
ktery piedstavuje polomér ptechodové oblasti. @*(x,t) tedy neni funkce vzdalenostni, ale ma spis

svym charakterem bliZe k objemovému podilu a; pfi rozvrstveném proudéni. Rozdil mezi funkcemi
(2.88) a (2.90) ukazuje obr. 27.

Olssonovi

TEKUTINA 2 , . TEKUTINA 1
0.5

Sussman

X = Xnt

-0,15 -0,1 -0,05 0 005 01 015

Obr. 27: Porovnani vzdalenostni LS funkce ([123], modie) a LS funkce s vyhlazenym skokem ([97] pro € =
0,05, Cerveng).

Proudéni tekutin se tesi analogicky jako pfi pouziti VOF funkci. Hustotu opét miZzeme definovat
pomoci zobecnénych funkci, naptiklad prostfednictvim Heavisideovy skokové funkce

p= ptH@x, )+ p; [1 - H(@(x,1))], (2.91)
nebo v piipadé potieby hladce za pfimého pouziti vyhlazené skokové funkce
p=p1®xt)+ py [1-P"(x, D] (2.92)

Pravé pouziti hladkych funkei hustoty oddaluje vznik oscilaci pfi pouziti schémat vyssiho fadu
piesnosti pro numerické feSeni rovnic proudéni a pro vypocet advekce znackovaci funkce danou
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rovnici (2.82). Na druhou stranu je vSak dominantnim faktorem pii ztraté konzervativity metod
zalozenych na LS znaCkovaci funkci. Pro Sirokou pfechodovou oblast (velké €) se totiz zvétSuje
nesoulad mezi ostfe definovanym rozhranim tekutin a zvolna se ménici hustotou. Nekonzervativita
LS technik je dale diskutovana napiiklad v praci [145], kde autofi navrhuji zptsob jak zajistit
zachovani hmoty.

Vlastnosti VOF a LS funkci néktefi autofi kombinuji do hybridnich metod, [122]. Nebo VOF a
LS metody se dopliuji o metody s pohyblivymi znackovaci sledujicimi rozhrani, [34]. Obr. 28
ukazuje porovnani vysledki simulaci deformace asymetricky umisténé kapky v prazdném okoli
vlivem vitivého rychlostniho pole, [108]. Zcela vlevo je tvar oblasti vyplnéné tekutinou
po deformaci vypoclteny pomoci ,,front-tracking” metody, tedy ureny pomoci nehmotnych
znackovacich castic pohybujicich se spolu s rozhranim tekutin. Tento vysledek je povazovéan
za nejpiesnéjsi z prezentovanych. Uprostied je vysledek simulace pomoci LS metody a vpravo
potom vysledek pii pouziti VOF metody s PLIC geometrickou rekonstrukci. Rider a Kothe ukazali
na vysledcich této tlohy, ze objem tekutiny vypocéteny pomoci VOF metody se prakticky neméni,
ale pii pouziti LS metody bylo béhem této simulace ztraceno ~ 6,5 % ptvodniho objemu kapky.

T T T
0 1 0 1 0 1

Obr. 28: Deformace kapky vifivym rychlostnim polem. Zleva: metoda s pohyblivymi zna¢kovacimi
Casticemi, LS metoda a PLIC-VOF metoda. Pievzato z [108].

2.7.3 Sedmirovnicové dvoutekutinové modely

Nyni ptejdeme k eulerovskym dvoufazovym modelim zaloZzenych na primérovanych rovnicich a
rozebereme nékteré z nich. Nejkomplexngj$i dvoutekutinovy model (,, Two-Fluid Model“,
zkr. TFM) je model sedmirovnicovy skladajici se zrovnic kontinuity, pohybové rovnice a
energetické rovnice pro obé faze, ke kterym je navic pfidruzena transportni rovnice dalSi proménné.
Nejcastéji se jedna o advekcni rovnici objemového podilu jedné z fazi. Ostatni eulerovské modely
lze odvodit ze sedmirovnicového modelu pfijetim zjednodusujicich predpokladii, resp. nahrazenim
nékterych rovnic rovnicemi s primérovanymi veli¢inami pro smés jako celek, nebo jejich Gplnym
vynechanim.

Historicky vznikly vSak sedmirovnicové TFM z vychoziho Sestirovnicového TFM (2.45) —
(2.47), ktery byl odvozen primérovanim v odstavci 2.4. V dalsim zapisu jsou pro jednoduchost
vynechany stfisky znacici primérované veliCiny a je zaveden vztah pfedstavujici rovnost tlakli na
rozhrani tekutin p,(x, aq,t) = p(x, a1, t) = Prye, Stimto piedpokladem pracuje vétSina dnes
pouzivanych dvoutekutinovych modelt. Ptipadny rozdil tlaki p; a p, V tekutinach napfic
rozhranim 1ze modelovat pomoci tlakového rozdilu Ap.

Prikopnici modelovani dvoufdzového proudéni se chtéli vypotfadat se ztratou hyperbolicity
Sestirovnicového TFM. Snazili se pfitom uzavfit systém dalSimi rovnicemi, zpocatku
algebraickymi, coz nevedlo k uspéchu. Postupné nalezli diferencidlni rovnici pro Ap = p, — p4,
na jejiz zaklade¢ byl odvozen, viz [7], vztah
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—a, + U, aa a, ~ 2P (2.93)

T2

kde 7, je fenomenologicky parametr zavisejici na rezimu dvoufazového proudéni. Tento vztah byl
pievratny, nebot’” daval do souvislosti pohyb rozhrani s rozdilem tlak tekutin na obou jeho
stranach. V [7] je dale ukdzano, ze parametr 7, ma vyznam relaxacniho ¢asu pro dosazeni tlakové
rovnovahy obou fazi.

Prvni téchto poznatkii ispésné vyuzili v praxi Baer a Nunziato, ktefi pouzili sedmou advekéni
rovnici pro objemovy podil menSinového tuhého granulatu

0 a
%2t Um0 = f (2.94)

v praci ,,A two phase mixture theory for the deflagration to detonation transition in reactive
granular materials”, [5]. Na pravé strané rovnosti (2.94) je relativné slozity algebraicky zdrojovy
Clen f, ktery zahrnuje efekty stlacitelnosti dvoufazového proudéni plynu s granulatem pfti explozi.
Navic autofi pouzili upraven}'l tvar dvoutekutinového modelu

(“1 P+ 5 (“1 p1u1) =0, (2.95a)

(“2 p2) + o= (az p2uz) = 0. (2.95b)

2 (ay prg) + = [y (pyd + p)] = pime 22, (2.96)

= (a2 patiz) + o=z (p13 + P2)] = —Ppme S (2.96b)
(“1 pre1) + - (“1 p1e1Us + @y P1Uy) = Pint Upne 6;;1 (2.972)
(az p2€) + = (az PaeUy + Ay PoUy) = —Dine Umne %, (2.97b)

kde nahradili ¢asové derivace objemového podilu s vyuzitim rychlosti Sifeni rozhrani up,,
figurujici uz ve vztahu (2.94). Toto nahrazeni lze provést po dosazeni vztahu (2.94) zcela piesné
pii f = 0. Vysledny systém sedmi rovnic je nekonzervativni kviili advekéni rovnici pro objemovy
podil a nekonzervativnim ¢leniim na pravé strané pohybovych rovnic a rovnic energie.

Zrekapituluyjme neznamé veli¢iny: aq, @5, p1, P2, U1, Uz, P1, P2, €1, €2, Umnt, Pint> Kterych je celkem
12. Je tedy nezbytné systém doplnit o dalSich pét rovnic, coz Ize ud€lat riznymi zptisoby. Baer a
Nunziato konkrétné zahrnuli navic do modelu rovnost pro objemové podily fazi (2.14), pro ob¢
tekutiny po jedné vhodné stavové rovnici a predepsali vztahy modelujici rychlost Sifeni rozhrani a
tlak na rozhrani

ulnt == uZ, (298&)
Pt = DP1- (2.98b)

Obecné je tedy pouzit piedpoklad, ze rozhrani se S§ifi rychlosti méné stlaCitelné faze a tlak
na rozhrani je urcen tlakem vice stlacitelné faze. Vysledny sedmirovnicovy model je hyperbolicky
srealnymi vlastnimi Cisly: u,, uq; — ¢q,uq, Uy + €, Uy — Cp, Uy, Uy + €5, poCatecni Uloha je tedy
dobie podminéna. Proto je prace [5] popisujici sedmirovnicovy model velice dulezitd pro rozvoj
dvoutekutinovych modeld a je dodnes ¢asto citovana.

Pro zavedeni sedmé rovnice sice chybi teoretické opodstatnéni, ale je povazovana za jeden
Z konstitutivnich vztahii uzavirajicich systém rovnic. Prostfednictvim tohoto vztahu je dosazeno
hyperbolicity systému. Advekéni rovnice (2.94) byva pouzivana ve tvaru s nulovou pravou stranou.
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Teoretickou oporou ktomuto kroku je analogie k metodam pro simulace rozvrstveného
dvoufazového proudéni, viz odstavec 2.7.1. Pokud nedochazi k vyméné hmoty, musi zlstat pfi
sledovani jednotlivych castic proudici tekutiny v Lagrangeové popisu zachovan znackovac

identifikujici tekutinu, a tedy DF / p ¢+ = 0. Na molekulové tGrovni je timto znackovacem funkce a

nabyvajici hodnot 0,1. Podle toho lze rozlisit, o jakou tekutinu se jedna. Adaptaci této myslenky na
makroskopickou uroven dostavame advek¢ni rovnici pro objemovy podil s nulovou pravou stranou

d a
aaz + ulntaaz == O (299)

Tuto rovnici bez pravé strany pouzili rovnéz Saurel a Abgrall v [111], pfi¢emz navrhli odlisny
zpusob uzavieni systému rovnic. Misto vztahi (2.98) definovali

a uit+a u
Uppe = AT P2l (2.100a)
a p1taz p;

Pme = @1 p1 + a3 Pa. (2.100b)

Poznamenejme, ze existuji i jiné zpusoby téchto uzavieni. Vysledny nekonzervativni systém pro
dveé stlacitelné tekutiny je rovnéz hyperbolicky, v praci [111] jsou vysledky analyzy jeho
matematickych vlastnosti v prostoru primitivnich proménnych s vlastnimi &isly  wp,., uqg —
C1,Uq, Ug + €1, Uy — Cy, Uy, Uy + €. Pomoci této zakladni verze sedmirovnicového TFM se ale hiire
simuluji problémy se silnymi razy a tlakovymi pulzacemi, jak je pojednano v [111]. Systém rovnic
(2.99), (2.95), (2.96), (2.97) suzavienim (2.100) byl fesen pomoci Godunovy metody a HLL
schématu a testovan pro dvoutekutinové tlohy na problému vodovodniho kohoutku.

Oba uvedené sedmirovnicové modely dédvaji totozné vysledky pro smési v tlakové a rychlostni
rovnovaze. Patfi do skupiny tzv. dvoutekutinovych modelii se dvéma tlakovymi poli
(,, two-fluid two-pressure  model “), jsou hyperbolické s relativné dobrymi matematickymi
vlastnostmi. Zvladnou si poradit i s vy$§imi gradienty tlaku a objemového podilu bez falesnych
oscilaci. Rovnice nemaji konzervativni obdobu.

Poznamenejme, Ze ze sedmirovnicového modelu s advekéni rovnici pro objemovy podil byly
vyvinuty modely uzpisobené pro feSeni rozvrstvenych proudéni (pétirovnicovy model, [94], a
tiirovnicovy model, [27], ktery je implementovany v odstavci 3.3 této prace).

2.7.4 Sestirovnicové dvoutekutinové modely

Piikladem Sestirovnicového TFM je vychozi model (2.45) — (2.47) odvozeny v odstavci 2.4.
Sestirovnicové TFM umoziuji simulace d&ji, kdy obé& faze jsou v nerovnovéze a to jak z hlediska
mechaniky, tak i termodynamiky. Byvaji pouzivany, predevsim pro simulace v jaderném pramyslu,
kde se vyuziva pravé jejich schopnosti dobrého modelovani nerovnovédznych déji. Diky jejich
schopnostem je mozné zahrnout vyménu raznych veli¢in, modelovanou pomoci zdrojovych ¢lenii
ruznych typu, které 1ze naptiklad kategorizovat podle matematické formulace:

e Bez derivaci: jedna se o zdrojové algebraické ¢leny, vétSinou empirického piivodu odvozené pro
ustaleny experiment, které mivaji velmi omezeny rozsah platnosti, problematicky je predev§im
ptechod do jiného proudového rezimu. PouZiti jakychkoliv ptidavnych €lenit mimo rozsah jejich
platnosti je pfitom Casto hlavnim zdrojem chyb numerickych simulaci dvoufazového proudéni.

e S derivacemi prvniho Fadu: ¢leny mohou obsahovat prostorové i ¢asové derivace. Jedna se
vétSinou o vztahy s teoretickym zékladem doplnénym a podpofenym experimentdlné. Vztahy
mohou zahrnovat i vliv blizkého okoli, nebo historie. Protoze obsahuji derivace, ovliviiuji
matematicky charakter systému a jeho strukturu. Toho se Casto pouziva pro konstrukci zcela
umélych ¢lend, jejichz funkci je pravé zlepSeni matematickych vlastnosti modelu. Ptikladem
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takového umélého ¢lenu je tlak rozhrani (,,interfacial pressure®), viz rovnice(3.9) a (3.10),
dopliujici Ctyfrovnicovy a Sestirovnicovy TFM ve tieti kapitole této prace.

e S derivacemi druhého radu: tyto pridavné vztahy pro modelovani fyzikalnich déju se pouzivaji
ziidka. VétSinou je to praktickym disledkem nedostatecné presnosti numerického fesSeni
dvoufazovych modeld, pii kterém se pouzivaji schémata prvniho fadu presnosti, ¢i numerické
stabilizace, které neumoziuji piesné uréeni derivaci vys§ich tadd. Castgji se lze setkat
se stabiliza¢nimi ¢leny umélé vazkosti pro zlepSeni chovani numerického feseni.

Poznamenejme, ze vySe diskutované pridavné ¢leny nejsou vysadou jen Sestirovnicovych TFM, ale
pouzivaji se obecné pii modelovani dvoufazového proudéni.

Standardné pouzivany je Sestirovnicovy dvoutekutinovy model S jednim tlakovym polem. Tento
model s tlakovou rovnovahou je v zakladnim tvaru nehyperbolicky s mirné komplexnimi vlastnimi
Cisly, jak je ukazano v [120]. Pro feSeni tedy neni zcela vhodny, protoze dochazi k rozvoji nestabilit,
navic nefesi korektné Sifeni tlakovych vin. Pro jeho numerické feSeni nelze piimo vyuzit fesice
hyperbolickych rovnic. Pfesto model stabilizovany umélou numerickou viskozitou pouzival
program RELAPS5 (kod pro analyzu chovani a bezpecnosti jadernych elektraren, USA).

Pfipadné lze zlepsit vlastnosti tohoto modelu pomoci pridavnych ¢lent s derivacemi prvniho
fadu (tlak rozhrani, virtualni hmota), které méni jeho strukturu a jejichz pomoci je dosahovano
hyperbolicity. Napiiklad v programu CATHARE (kéd pro feSeni termohydrauliky a bezpe¢nosti
jadernych elektraren s PWR a BWR bloky, Francie) byl bez zjevného fyzikalniho opodstatnéni
pridan Clen tlaku rozhrani jen pro dosazeni hyperbolicity. Takovy model je feSitelny pohodinéji,
napiiklad podobnym zpisobem, jakym feSili sedmirovnicovy model Saurel a Abgrall, [143].
Sestirovnicovy TFM s jednim tlakovym polem je podrobnéji rozebran, véetn& uzaviracich vztahti a
numerického feseni vybranych uloh, v odstavci 3.2.

Dalsimi zjednodusenimi lze potom ziskat menSi modely, [45]. Napiiklad pétirovnicové
dvoutekutinové modely s jednim tlakovym polem, kde jsou uvaZzovany tekutiny v termodynamickeé
rovnovaze a ob¢ energetické rovnice jsou nahrazeny jedinou energetickou rovnici pro smés jako
celek, viz napt. [85]. Ptipadné byly odvozeny i jednotekutinové dvoufazové modely s mechanickou
rovnovahou, tedy jedinou pohybovou rovnici, a termodynamickou nerovnovahou. Tyto modely ale
nejsou prilis realistické a nedosahuji zcela uspokojivych vysledkd.

Nebo ctyfrovnicové modely s jednim tlakovym polem pouzivané za predpokladu, kdy neni
potieba fesit termodynamické jevy. Obé& energetické rovnice jsou v takovych ptipadech vynechdny a
vznikne nejjednodussi dvoutekutinovy model. Tento model a jeho feSeni je podrobné rozebrano
v odstavci 3.1, pripadné jej 1ze najit v odborné literatufe, napiiklad: [18], [130], [36], [100].

2.1.5  Modely smési

Modely tohoto typu jiZ nejsou podle obvyklé terminologie oznacovany jako dvoutekutinové.
Precizni kategorizace se fidi podle poctu pohybovych rovnic fazi. U modeld smési se jiz
nepouzivaji dvé pohybové rovnice pro kazdou fazi, ale jedind pohybova rovnice pro smegs.
Samoziejmé ze i zde existuji jakési prechodové modely, které uvazuji pouze jednu z tekutin
ve stavu saturace. Ty potom popisuji pohyb smési naptiklad pomoci jedné pohybové rovnice pro
sm¢s navic doplnénou oddélenou pohybovou rovnici pro druhou fazi.

Nejcastéji se setkdvame se ¢tyfrovnicovymi modely smési obsahujici rovnice naptiklad ve tvaru:

a 5}
3¢ Pm + E(pmum) =0, (2.101)
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d d

at (pmum) + 9 x (pmurzn + p) =0, (2102)
a a
ET (Pmem) + o (pmemUm + P uy) =0. (2.103)

Prvni tii rovnice maji tvar systému Eulerovych rovnic v 1D, kde jsou pouzity hodnoty primitivnich

veli¢éin pro smés jako celek, viz odstavec o vlastnostech smési 2.6 Vv této kapitole prace:

a u1+(1—« u a e1+(1—a e w7 v v
pm =y p1+ (1 —ay) py, Uy = =224 l() De2tly o = f1P101 ,E V0282 inadné lze pfi
m m

vyS$im stupni zjednoduSeni pracovat s nékterymi ztéchto veli€in pfimo jako s primitivnimi
proménnymi. Pro nalezeni spravnych hodnot pro smés je vsak klicova znalost poméru obou fazi,
ktery definuje hodnota objemového podilu ;. Proto je systém doplnén o ¢tvrtou rovnici, ze které je
objemovy podil fazi dopocten. Bud’'to byva pii saturaci tekutiny 2 pouzivana rovnice kontinuity
prvni faze

d a
o7 (@1 p1) + —— (a1 pruy) = 0, (2.104a)
nebo rovnou nekonzervativni advekéni rovnice pro objemovy podil
0 a

Hlavni mySlenkou modeli smési je vSak dodate¢né zavedeni mechanické nerovnovahy
predstavované riiznymi rychlostmi obou tekutin, napiiklad nenulovym skluzem tekutin S = b’ Ju .
Mnoho informaci o modelech smési je naptiklad v [84]. Rozdil rychlosti byva zaveden koncepci
relativnich rychlosti, které byvaji obvykle urCovany pomoci algebraickych vztaht, podlozenych
empirickymi vysledky. Takové vztahy maji samoziejmé omezeny rozsah platnosti a siln¢ zaviseji na
rezimu proudéni, viz [53]. Podle vyjadieni nerovnomeérnosti rychlosti tekutin potom rozliSujeme

podmodely:
. drift-flux model “ (DFM), [147]

e mixture model“, [65]
o algebraic-slip model (ASM), [102]
e, suspension model “, ,, local equilibrium model “, atd.

Modely smési jsou velmi uspé$né, o Cemz svéd¢i jejich stalé pouzivani, ackoliv ,,drifi-flux
model“ prezentovali Zuber a Findlay uz v roce 1965. Velmi casto byvaji uzivany i pro feSeni
termohydrauliky jadernych systémt, a to 1 pfes jejich omezené schopnosti fesit nerovnovazné déje,
napt. [54].

Manninen a kol., [84], naptiklad ukazali modelovani vzajemného pohybu tekutin nasledujicim
zpusobem. Zavedli relativni rychlost (,, drift velocity “) sekundarni faze vici smési

Ugrz = Uy — Upy (2.105)
a relativni rychlost mezi fazemi
U1 = Uy — Uq, (2106)
pro kterou plati rovnice vyvozena z teorie obtékani ¢astice tekutinou
(p2—pm) d*
u21 == W a, (2107)

kde fp(Cp,Rep) je odporova funkce, a sekundarni zrychleni ¢astic urcené vztahem

a= —u, Lm_ 2im (2.108)

m 9x at
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Tento model byl pouzit naptiklad pro numerické simulace nanoproudéni heterogenni smési
s Casticemi [91] a je implementovan rovnéz ve vypoctovém systému ANSYS Fluent, kde napiiklad
poslouzil pro predikci koroze stén v potrubnim systému vlivem ptisobeni bublinek oxida¢niho plynu
rozptylenych v tekutiné [31].

Modely smési jsou oproti TFM znacné jednodussi, protoze jedind sada rovnic slouzi pro
proudéni celé¢ smési. Vyhneme se tak potfebé mnozstvi konstitutivnich vztahii. Model obsahuje
méng rovnic a dobfe se fesi, vypocetni narocnost neni o mnoho vyssi, nez u jednofdzového systému,
coz je znacna uspora oproti TFM. Vzhledem ke své koncepci je vSak pouzitelny pouze na systémy
S vys$i mirou mechanického sdruzeni obou systémi, tedy kdy mechanicka odezva obou fazi je
podobna, relativni dynamika neni moc velkd a také relativni rychlosti jsou spiSe malé. Pro spravné
modelovani vyrazné odlisn¢ se pohybujicich fazi je nezbytné pouzit TFM. Presto tento model
do ur¢ité miry vystihuje autonomni dynamiku obou tekutin a diky ¢tvrté rovnici (2.104) vypocitava
objemovy podil fazi. Modely smési tedy maji ur€itd omezeni, ale pfi spravném pouziti jsou az
prekvapivé piesné a velmi efektivni.

2.1.6 Homogenni rovnovazny model

Homogenni model (,, Homogeneous Equilibrium Model “, zkr. HEM, [120] a [89]) se pouziva pro
homogenni smési, které jsou v mechanické i termodynamické rovnovéaze. Znamena to, Ze jsou
vyborn¢ promichané, Castice jsou pouze malé a ob¢ tekutiny se pohybuji spole¢né, s nulovym
skluzem rychlosti, jsou mechanicky zcela sdruzené. Tepelnd vyména probiha okamzité a nedochazi
k Zadnym chemickym reakcim.

a 0
3¢ Pm + a(pmum) =0, (2.109)
a 3}
a (pmum) + a (pmurzn + p) =0, (2110)
7] a
2t (Pmem) + ax (pPmemUm + P uy) = 0. (2.111)

Systém rovnic je ekvivalentni systému jednofdzového proudéni stlacitelné nevazké tekutiny,
pouze jsou pouzity hodnoty veli¢in pro smés jako celek. Z pohledu metod numerického FesSeni je
tedy homogenni rovnovazny model rovnocenny jednofazovému modelu, jehoz feSeni je dobie
zvladnuté, napi. [132]. Nejproblematictéjsi ¢asti tlohy je tak stanoveni vhodnych konstitutivnich
vztahll uzavirajicich model (napf. stavova rovnice pro smés, rychlost zvuku ve smési), viz odstavec
o vlastnostech smési 2.6. Velikost rychlosti zvuku ve smési se mize ulohu od ulohy velmi lisit.
Pouzit¢ metody numerického feSeni pro obecné aplikace si potom museji poradit prakticky
S jakymkoliv Machovym ¢islem. Obdobné problémy mohou vSak nastat naptiklad i1 pii feSeni
modelii smési. Vhodnou volbou mohou byt pfedpodminéné fesice stlacitelnych proudéni pouzité
napt. v [17]. Metody numerického feseni stlacitelného proudéni jsou sice uréeny piedevsim pro
vys$$i hodnoty Machova C¢isla, ale diky pfedpodmiiiova¢im mohou byt 1 dostate¢né piesné a
efektivni pro pomalé proudéni, tj. proudéni s nizkymi Machovymi Cisly.

HEM se casto pouziva pro feSeni homogenniho proudéni V potrubnich systémech,
napf.: homogenni proudéni smési tekutiny s rozptylenymi bublinami, proudéni v tepelnych
vyménicich, kritické proudéni v potrubich, aj. Ale nelze jej pouzit pro proudéni se silngjsi
nerovnovahou, napi.: ¢asticové proudéni, ,,annular flow*, nebo , slug flow* rezimy. V piipadé
potfeby je mozné drobné nehomogenity zahrnout do vysledkli dodate¢né pomoci piidavnych
vztah, naptiklad pomoci skluzu rychlosti, analogicky jako u modelii smési. Je vSak dilezité si
uvédomit, ze homogenni model jiz nepracuje s koncepci objemovych podila. Pomér fazi je v celé
vypoctové oblasti povazovan za staly.
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Vyse byly uvedeny jen nejznaméjsi eulerovské modely: sedmirovnicovy TFM, Sestirovnicovy
TFM, modely smési a homogenni rovnovazny model. Existuje vSak nepieberné mnozstvi dal§ich
modeli, jak bylo prubézné pfipomindno. Ve specialnéjsich aplikacich byvaji modely dopliiovany
0 dalsi ¢leny ¢i rovnice, napf. populacni modely kapek, viz [50]. V dusledku se Ize setkat
I S vicerovnicovymi modely.

2.7.7  Eulerovy — Lagrangeovy modely

Zakladem dalsi velké tfidy modelt je sledovani pohybu jednotlivych ¢astic rozptylenych v tekuté
fazi. Tekuta faze byva oznaCovana také jako nosna, primarni, ¢i kontinuum a rozptylena faze jako
sekundarni, ¢i prosté Casticova. Aby tvorily Castice jedinou fazi, musi mit stejnou mechanickou
odezvu. To plati pro kulov¢ Castice ze stejného materialu o jednotném priméru d,,, ktery implikuje
stejny povrch, soucinitel odporu, hmotnost, atd. Pohyb tekutiny byva feSen numerickymi metodami
v Eulerové popisu, avsak pohyb jednotlivych Castic je feSen zvlast’ v Lagrangeové popisu. Odtud
obecny nazev modeld, také oznaCovanych jako modely rozptylenych, ¢i diskrétnich c¢astic
(,, Discrete Phase Model ““, zkr. DPM).

Myslenka DPM je prostd. Na osamocenou ¢astici pusobi pii obtékéani tekutinou aerodynamické
sily. Prvni zavedeni takovych sil je znamo uz od Newtona, viz odstavec 2.2, ktery formuloval
vzorec pro odporovou silu

Fp = % Cp Py Sp [ur — up (s — ). (2.2)

Pro kulové ¢astice 1ze formulovat pohybovou rovnici vlivem odporové sily ve tvaru
dup _ 3 myp Cp Pr
My Te T 3 aypy, |ur — wy [(uf — wp), (2.5)
kde veli¢iny indexované p se vztahuji k ¢asticové fazi a veli¢iny indexované f K fazi nosné, Cp, je
soucinitel odporu. Pozdé¢ji bylo experimentidlné zjisténo, ze pro Stokesovo proudéni s malym
Reynoldsovym Cislem Re, <1 je koeficient odporu kulové castice nepfimo umérny Re, a klesa az
do oblasti Re, ~ 1000, za kterou je Cp téméf konstantni. Dal$i razantni pokles Cp souvisi

s pfechodem mezni vrstvy do turbulence v oblasti Re, ~ 300 000. Tato zdvislost je naznacena
na obr. 29.

1,5 T T T T T
G [-]
Kriticka oblast, kde Cp zavisi na
stavu turbulentniho proudéni
1,0 - —
05 | B
0
10 10? 103 104 108 10¢ Re; [-]

Obr. 29: Zavislosti odporového soucinitele Cp, kulové Castice na Reynoldsove isle Castice Rep,
upraveno z [12].

Koeficient odporu byvd modelovéan riiznymi zplisoby, nejcastéji jako zavislost Cp(Rep). Jeden
Z prvnich modelti pro stanoveni odporového soulinitele je nazyvan podle autori Schillera a
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Naumanna, kteti jej prezentovali v roce 1935, [115],

24 0,687
—(1+ 0,15Re, ; Re, <1000

Cp = Rep( p) P , (2.112)
0,44 Rep > 1000

V ptipad¢ potteby byvaji v simulacich modelovany i dalsi druhy sil piisobicich na ¢astici,
podrobnéjsi popis veetné modelovych rovnic Ize najit napt. v [12], [95]. Kromé uvedené odporové
sily (,,drag “) jsou to naptiklad:

e Vztlakova sila (,lift“, F;), ktera se dale rozliSuje na tzv. Saffmanovou vztlakovou silu
zpusobenou rozlozenim tlaku pti nesymetrickém obtékani ¢astice a Magnusovou vztlakovou silu
zpiisobenou rotaci Castice.

e Archimédova vztlakova sila (,,buoyancy*, Fg), jez je zptisobena gradientem hydrostatického
tlaku.

Pomoci ptidavnych ¢lent 1ze modelovat i vyménu hmoty mezi fdzemi vlivem termodynamickych,
nebo chemickych procest. Pro kulové ¢&astice jsou dnes k dispozici vztahy dobie modelujici
uvedené interakce. Existuji korekce pro nekulové utvary, ale takové piipady jsou vyznamné
slozitéj$i. Pokud jsou castice tvofeny tekutinou, tedy jedna se o kapky nebo bubliny, mohou se
deformovat a mit vnitini proudéni s vlastni dynamikou.

Celkové silové plsobeni na cCastici je dano superpozici jednotlivych sil. Vyslednice sil urcuje
zrychleni ¢astice, jak ukazuje druhy Newtonav zdkon

d
mpay=m, =L=Fp+F +Fp+ - +G. (2.3)

Dale staci fesit kinematiku soustavy €astic v Case integraci pohybovych rovnic.

Jednosmérnéd sdruzeni fazi nezachovavaji hybnost celého systému, protoze hybnost Castic se
meéni vlivem plisobicich silovych interakei, avSak tyto interakce neovliviiuji pohyb nosné tekutiny.
Za uréitych podminek muze byt tato chyba zanedbatelna a nevadi, [19] uvadi kritérium pro
objemovy podil diskrétnich Castic a,, < 107°. Obousmérné sdruzeni fazi respektuje i vliv &astic
na pohyb tekutiny, které se obvykle modeluje zahrnutim piislusného zdrojového ¢lenu do rovnic
proudéni, napt. pro odpor pouzijeme

d i) d
5 (orue) + o= (ppuf + p) + ﬁ(pfufvf) =-

Cc
3 Py =y |y = wp) - 8(x = ), (2.1132)

d i) 0
= (rvr) + 52 (prupvr) + a(l’fvf +p)=-

c
- Z:f v = vy |(vr = ) - 6(x — xp), (2.113b)

pii obvyklé bodové formulaci DPM. UvaZzuji se malé ¢astice (d,, < Ax), jejich reprezentace je tzv.
bodova. V jediném bod¢€ x,, vypoctové oblasti je soustifedéna cela Castice (hmotnost, kinematické
veli¢iny, aj.). V pohybové rovnici tekutiny se zdrojovy odporovy ¢len uplatni pouze v misté Castice,
proto je nasoben delta funkei soustiedénou v bod€ x,,. Stejnym zpisobem jako byl zahrnut vliv
odporové sily do rovnic (2.113), by byl zahrnut i vliv dalSich sil. DPM modifikované pro
objemngj$i dtvary umoziuji modelovani Castic vétSich rozmérl (d, < Ax), které jsou
reprezentovany slozitéj$imi distribu¢nimi funkcemi nahrazujicimi delta funkce v rovnicich (2.113).
Pti obtékani castic velikosti dj, > Ax/10 vznikaji rozsahlejsi proudove struktury, které klasicka
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DPM nepostihuje a musi byt upravena. V piipadé¢ pouziti metody konecnych objemti pro
numerické feSeni rovnic proudéni je zdrojovy €len uréen souctem celkového silového ucinku vSech
Castic obsazenych v pfislusném kontrolnim objemu (tzv. , particle source in cell method “).
Poznamenejme, ze v uvedeném vykladu je drobny nesoulad. Uvazujeme kulové Castice, ale zaroven
rovinné proudéni a dvoufazovy problém formulujeme jako dvojrozmémy. Pro 2D ulohy
se nepouziva degradace na kruhové castice.

Pokud je koncentrace ¢astic vyssi, je vyssi rovnéz pravdépodobnost jejich srazek. Dobré modely
s tzv. Ctyfsmérnym sdruzenim umi modelovat i jejich vzdjemné srazky. Pomoci modeltl s komplexni
interakci 1ze modelovat i systémy s velmi vysokou koncentraci ¢astic sekundarni faze (a, — 1),
napiiklad: fluidizaci (obr. 9), sedimentaci nebo simulace obrabéni povrcht. V takovych ptipadech
by DPM bez kolizniho modelu zcela selhala, nebot’ nezakazuje soucasny vyskyt vice Castic
V jednom bodé¢, a proto nedokaze postihnout redlné chovani takovych systémui. Navic by snadno
mohlo dojit k nesmyslnému nahromadéni ¢astic a, > 1 v disledku jejich nefyzikalni lokalni
kumulace. V odstavci 1.2.3 byly struéné zminény dva modely srazek ,, hard-sphere” a
,,soft-sphere *, vice o nich lze najit napiiklad v [23]. Srazkové algoritmy samoziejmé délaji vypocet

24

Castice, které se v dany cas dostanou do takové polohy, Ze dochazi k vzajemné srazce. A potom je
tieba fesit jejich vzajemnou interakci pomoci kolizniho modelu, coz napf. pti pouziti ,, Soft-sphere
modelu vyzaduje podrobné modelovani srazky v ¢ase prodluzujici vypocet.

Crowe a kol., [19], doporucuji pouzit ¢tyfsmémé sdruZeni pro a, > 1073, coz je pfiblizna
hranice mezi tzv. ztedénym proudénim (,, dilute “) a zhusténym proudénim (,, dense “). Alternativnim
. . y et 11 % o . ; . T . “
nahledem je pomér charakteristickych Casti dvoufazového systému p/rC, kde 7, je relaxacni Cas
Castice definovany rovnici (2.7) a 7. je typicky ¢as mezi dvéma nasledujicimi srazkami Castic.
Proudéni s ¢asticemi lze povaZzovat za zfedéné, pokud je pro jeho dynamiku dominantni interakce

T
v 7 . 7w . 4 p . 4 v 7 . W
S proudénim a vliv srdzek je maly ( /Tc < 1), naopak dynamiku zhu$téného proudéni silné
TR wso T . ver M v x. g T .y
ovliviuji srazky castic ( p/rc > 1). Pro nezbytné pouziti ¢tyfsmérného sdruzeni castic byva
uvadéno kritérium a, <0,1.

vV

Korektni vypocet proudového pole pii vysSich objemovych podilech ¢astic vyZzaduje prechod
od rovnic popisyjicich jednofazové proudéni k rovnicim nasobenym objemovym podilem
ar = 1 — ap. Celkovy tvar systému naStésti zlstava zachovan, je konzervativni a hyperbolicky.
Advekce objemového podilu @, je u DPM urcena feSenym pohybem Castic.

Algoritmy feSeni DPM potiebuji kromé fesice rovnic proudeéni i lagrangeovsky fesi¢ pro
urCovani pohybu jednotlivych Castic. Zrychleni Castice a,, je ur¢eno piisobicimi silovymi ucinky a
druhym Newtonovym zakonem (2.3). Integraci oby¢ejnych diferencialnich rovnic kinematiky je

. T , T
postupné vypoctena rychlost castice u, = [up,vp] a poloha Ccastice x, = [xp,yp] :
Pro numerickou integraci lze pouzit rizna schémata i vyssich fada presnosti, podle pozadavki na
piesnost a stabilitu. Vlibec nejjednodussi je explicitni Eulerova metoda prvniho fadu pfesnosti

uptt = ut 4+ At apt(xp,t), (2.114a)
gt = x4 At upt(x,, 0). (2.114b)

Fyzikalni ¢asovy krok At* integrace pohybovych rovnic, nemusi obecné byt totozny s fyzikalnim
iteraénim ¢asovym krokem rovnic proudéni At. Pokud je odezva ¢éstice na zmény v proudu velmi
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dobra (St « 1), neni pro presny vypocet jeji polohy dostacujici jedina iterace (At* = At). Mezi
iterace numerického feseni proudového pole je nezbytné vlozit n€kolik iteraci pro numerické feseni
pohybu castice.

Poznamenejme, ze pii hledani ustaleného dvoufazového proudéni s ¢asticemi Ize pouzit riznych
algoritmi. S jednosmérnym sdruzenim je nejefektivnéjsi napied vypocitat ustalené proudové pole a
az potom jednorazové vyfesit pohyb castic. Pokud je fesen ustdleny piipad s obousmérnym
sdruzenim, je velmi U¢inné stiidat delSi sekvenci numerickych iteraci fesice proudového pole
s neménnymi interakénimi ¢leny a poté naraz piepocitat pohyb Castic a aktualizovat interakcni
Cleny.

Aby bylo mozné spravné vypocitat sily plisobici na castici, je nezbytné znat proudové pole

V misté Castice. Pfi implementaci metody kone¢nych objemu je tedy potfeba védet, v jaké buiice se

castice aktualné nachazi. Naopak pro urceni interakénich zdrojovych €lentl, kterymi plisobi Castice

na tekutinu nebo objemovych podilt fazi v buiice je nutné stanovit, jaké castice se nachazi v dané
buiice. Pro kulové ¢astice, jejichz pocet v buiice je P, 1ze objemovy podil ¢astic vyjadiit jako

YpVp PVp

= = = |pirevedeno do 2D| = = ,
Vbuiiky Vbuiiky Sbuiiky 4 dp Sbuiiky

PS, 6PV,

a, (2.115)
kde posledni vyraz ptedstavuje piepocet pro 2D dvoufazovou tulohu s kulovymi ¢ésticemi.
Namapovani ménicich se poloh ¢astic a nehybnych bunék je relativné snadnou ulohou
na strukturované siti, avSak na nestrukturované siti je efektivni algoritmizace komplikovana.
Neustalé prochazeni vS§ech moznosti v cyklech je ¢asove narocné.

Jednim ztakovych specializovanych algoritmd je tzv. , neighbour search method“, ktera
je zaloZena na hledani posloupnosti bungk, pies které Castice pii pohybu prolétava. Na zacatku je
znama pocatecni poloha Castice, kterd je uvnitt zndmé buiiky. Z feSeni rovnic proudéni, nasledného
urceni interakce a vypoctu pohybovych rovnic ¢astice zname vektor rychlosti a kone¢nou polohu
Castice. Jednim z postupll je prochdzeni bunék v trajektorii ¢astice. Pro kazdou bunku v této
posloupnosti je urena hrana, kterou ¢astice vylétla a ta jednozna¢né ukazuje na dalSiho souseda
Vv posloupnosti. Jiny algoritmus byl pouzit v [95], zde bude popsana a ukazana na obr. 30 jeho
varianta. Pro pocate¢ni buiku j jsou napolteny hodnoty primétl vzdalenosti stfedi stén k
(s polohou xj,) k nové poloze ¢astice x,,

Lk = (xp - xjk) ' njk, (2116)

kde nj; je jednotkovy vektor vn&jsi normély ke sté€né k. V piipad€, Ze jsou vSechny hodnoty Lj
zéporn¢, lezi bod x,, tedy i Castice, uvniti tohoto elementu. V opatném piipadé existuje alespon
jedna sténa, pro kterou je hodnota L, > 0. Castice potom lezi od buiiky j smérem pies hranu
s nejvyssi hodnotou Ly, viz obr 30. Timto zptusobem se najde posloupnost sousedti az k burce,
uvnitt které ¢astice lezi. Poznamenejme, Ze by mohly existovat i1 singularni ptipady, které je tieba
dale osetiit. Uvedeny algoritmus funguje pro 2D i 3D elementy libovolnych tvard. Avsak selhava
na obecnych, nekonvexnich geometriich.

Vypocetni kody pouzivaji dva hlavni pitistupy ukladani informaci o asticich (m,, x,, u,, atd.).
Prvni ukladéa veskeré informace zvlast' a kazda Castice ma tedy vlastni reprezentaci. Pii vypoctu
plsobeni na tekutinu je to vSak problém, protoze je jesté¢ navic nezbytné pfifadit jednotlivé ¢astice
do konkrétnich bunék pro vypocet zdrojového Clenu. Alternativou je shromazd’ovani informaci
0 ¢asticich v buiikach, ve kterych se nalézaji, coz odstranuje ptfedchozi problém, avSak pti pohybu
¢astic je pro zménu nezbytné presouvat informace o nich mezi bunikami.
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Obr. 30: Jeden ze zpisobi hledani buriky, v niz se ¢astice nachazi, odvozeny z prace [95].

2.8 Pouziti dvoufazovych modelii v praxi

V prvnich dvou kapitolach této disertaéni prace byl uveden vycet vybranych modeld pro feseni
dvoufazového proudéni a nékteré z nich byly rozebrany podrobnéji. Byly diskutovany vyhody a
nevyhody jednotlivych modelti a technik, oblasti jejich uZiti i konkrétni aplikace. Zadny z modeli
bohuzel neni zcela univerzalni a nehodi se pro urcité typy uloh. A to bud’to po strance fyzikalni,
napi. modelovat rozvrstvend proudéni pomoci DPM s obousmérnym sdruzenim prosté nelze. Nebo
s ohledem na vypocetni naro¢nost, napt. simulace proudéni s ¢asticemi pomoci metod pro feseni
rozvrstvenych proudéni je vypocetné netinosné. Celkovou vhodnost naznacuje obr. 31. V ulohéch,
kde dochézi k ptechodu od rozvrstvenych proudéni a tekutiny se misi v heterogenni smés, je
Vvhodnéjsi pouzit dvoutekutinovy model. Obdobnych piipadi je nepfeberné mnozstvi s riiznymi
kombinacemi modeli. Diskutujme nyni nékolik konkrétnich uloh.

v

Simulace rozvrstveného proudéni s potiebou presné urcovat rozhrani: Nejvhodngjsi jsou
metody sledovani rozhrani. Pracuji sice v ALE popisu a potiebuji vhodné algoritmy pro dynamicky
se ménici vypocetni sit’, ale zvladnou urcit polohu rozhrani velmi dobfe. Lze vyuzit 1 metody
zachyceni rozhrani, které vSak pro pfesnou identifikaci rozhrani potiebuji velmi jemnou vypocetni
sit’. Stejny problém je pii pouziti TFM, které jsou pro tuto aplikaci navic neefektivni, protoze tfesi

vvvvvv

Simulace rozvrstveného proudéni, kde neni nutné zcela piesné najit rozhrani: Zde jsou
nejvhodnéjsi volbou metody zachyceni rozhrani, které na pevnych vypocetnich sitich s béZznou
hustotou dospéji efektivné k dostateéné presnému feseni. Lze pouzit i metody sledovani rozhrani,
které vSak pii feSeni zpomaluje potieba ménit sit’ ve vypoctové oblasti. Stejné tak je mozné pouzit
TFM, ktery je vSak méné efektivni. Teoreticky lze pouzit i DPM s komplexnim CEtyfsmérnym
sdruZzenim, ale vypocet s mnoha c¢asticemi a koliznim modelem by rovnéZ nebyl vypocetné
efektivni.

Simulace proudéni s ¢asticemi a piesnym sledovanim poloh ¢éastic: Jednoznacné nejvhodnéjsi
jsou v takovych pripadech DPM, které presné¢ fesi pohyb jednotlivych ¢astic, coz ostatni modely
nedokdzou.

Simulace rozptyleného proudéni, kde je dostalujici znalost piibliZzné polohy &astic: Opét
nejvhodnéjsi je DPM metoda. Uspokojivych vysledkt dosahuji i TFM a pfi vy$§im objemovém
podilu castic jsou i vypocetné efektivnéjsi. Pfi obrovském mnozstvi ¢astic totiz fesi méne rovnic
oproti DPM a navic nepottebuji kolizni model. Pokud jsou castice a nosna tekutina silnéji
mechanicky sdruzeny, lez pouzit i modely smési.
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Rozvrstvené proudéni Prechodové proudéni Rozptylené proudéni

(.separated”, .stratified”) (transient ) (.dispersed™)
Z~d>Ax £ Ax>d Z»Ax>d
a=0va,=1 a; = (0,1) - A ~
Zhusténé Ziredéni
(,dense™) (wdilute*)
243 > 10-3 [£4] < 10-3

metody sledovini rozhrani
(~interfuce tracking metheds™)

metody zachyceni rozhrani
(interfuce capturing metirods™)

Eulerovské modely
(TF, DFM, HEM. ...)

modely diskrétnich ¢astic
(DPM) + dvousmeérné sdiuzeni

modely diskrétnich ¢astic
(DPM) + étyismérné sdiuzeni

Obr. 31: Celkova vhodnost vybranych dvoufazovych modelt a technik pro konkrétni typ proudéni: zelena —
vhodné pouziti, cervena — nevhodné pouziti.
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Kapitola 3

Numerickd i1mplementace vybranych dvoutekutinovych
modelii pro TfeSeni proudéni stlacitelnych, nevazkych
tekutin

3.1 Ctyfrovnicovy dvoutekutinovy model

Ctyfrovnicovy dvoutekutinovy (TFM) model s jednim tlakovym polem v 1D byl fe$en naptiklad
v praci [36], kde Evje a Flatten navrhli pro jeho feSeni hybridni schéma , central — upwind"”.
Paillere, Corre a Garcia Cascales v praci [100] pouzili pro feSeni ¢tyfrovnicového TFM modelu
AUSM+ schéma s pfedpodminiovadem pro mala Machova ¢isla. Simulovali problém vodovodniho
kohoutku, ulohu sedimentace kapaliny ze smési a oscilaéni pohyb kapaliny v trubici tvaru U
s otevienymi konci do okolniho plynu. Oscilacni pohyb kapaliny byl vyvolan nerovnovaznou
pocatecni hladinou kapaliny v trubici.

V tomto odstavci bude nejprve obecné popsan tento dvoutekutinovy model a poté bude podrobné
diskutovano vlastni numerické feSeni provedené autorem této disertacni prace.

Ctyirovnicovy TFM se sklada ze dvou rovnic kontinuity (3.1) a dvou pohybovych rovnic (3.2)

%(al p1) + aa—x(al p1uq) = 0, (3.1a)
(a2 p2) + o=z p2tz) = 0, (3.1b)
= (ay prun) + o= [ar(prw® + p)] =p o2+ (™), (3.2)
= (az patty) + o= [a2(pou? + P)] = pS2+ (pP),. (3.2b)

Zopakujme zavedena oznaceni. Veli¢iny indexované 1 pftislusi tekutiné 1 a veliiny indexované 2
piislusi ftekutiné 2. Nezavisle proménnymi jsou prostorova soufadnice x a Cast, nezndmymi
veli¢inami proudéni jsou objemovy podil faze a, hustota p, slozka rychlosti u ve sméru x a tlak p.

Z vychoziho Sestirovnicového TFM (2.45) — (2.47), ktery byl odvozen v odstavci 2.4, tedy byly

termodynamické déje spojené s proudénim smesi, jako naptiklad ptenos tepla.

Uvedené rovnice (3.1), (3.2) jsou totozné s odvozenym vychozim modelem s jedinym tlakovym

polem p = p; = p, = P Diky platnosti nasledujici rovnosti

day _20-a) _ _ o

ox  ox ax (3.3)
pracuje model s objemovymi podily obou fazi. Pro obé tekutiny byly navic do pohybovych rovnic
pfidany ¢leny p?P zahrnujici umély piidavny ¢&len tlak rozhrani (,,interfacial pressure ).
Ctyfrovnicovy TFM s jednim tlakovym polem je nehyperbolicky a pravé pro zajisténi hyperbolicity
bylo nezbytné pridat umélé &leny p*P obsahujici derivace prvniho fadu, viz (3.9).

Piestoze TFM (3.1) — (3.2) je zapsan v nekonzervativnim tvaru a nelze jej do konzervativniho
tvaru pieformulovat, byva =zavadén, analogicky k jednofazovym systémim, tzv. vektor
konzervativnich proménnych
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w=[a1p1, APz Q1pP1lUy, @ PoUs]T, (3.4)

Vyse uvedeny TFM (3.1) — (3.2) lze zapsat maticové a ptipadné doplnit o vektor zdrojovych ¢lent
s(w)

Zw+ 2= f(w) = n(w) + s(w), (3.5)
kde
fw) = [apius, @2 patta ay(pyus® + p), az(paur” + p)I” (3.63)
je vektor konzervativnich nevazkych tokt
nw)=[0, 0, p2s @), pL24 0, ]. (3.6b)
je vektor nekonzervativnich ¢lenii obsahujicich prvni derivace a
sw)=1[0, 0, a1p1 g, ap29]" (3.6C)

je ptikladem vektoru zdrojovych ¢lent bez derivaci, nebot’ v nékterych tilohach je do zdrojového
¢lenu (3.6¢) zahrnuta tihova sila vztazena na jednotku objemu pro kazdou z tekutin, ur¢ena tihovym
zrychlenim g ve sméru x.

Model slouzi pro popis proudéni heterogenni smési dvou stlacitelnych nevazkych tekutin. Vektor
proménnych obsahuje devét neznamych velidin: @y, ay, p1, P2, Us, Uz, P, (P*P)1, (P?P),. Model je
tedy tfeba doplnit o pét konstitutivnich vztahi, naptiklad:

e rovnice pro objemové podily, (2.14), a, = 1 — a4,

e stavova rovnice pro tekutinu 1 ve tvaru f; (p, p1) = 0,

e stavova rovnice pro tekutinu 2, rovnéz ve tvaru f,(p, p2) = 0,
e vhodny model pro vyjadieni pidavnych &lenti (p2P); a (p°?),.

Poznamenejme, ze v této praci dale vyuZzivame zplisob uzavieni ¢tyirovnicového TFM pomoci
Taitovych stavovych rovnic izentropického typu (2.62), pouzité rovnéz v praci Paillére a kol. [100].
Zavislosti hustoty na tlaku p(p) a rychlosti zvuku na tlaku c(p) obou tekutin ukazuje obr. 32.
Protoze tekutina 1 je uvazovana jako vice stlaCitelna faze (plyn), byla pouzita Taitova stavova
rovnice ve tvaru

p=p) (Z—;)Ml, (3.7)

kde 3, je Poissonova adiabatickd konstanta, p? je referencni tlak a p? je hustota tekutiny 1
pfi referen¢nim tlaku p = p?. Pro hodnoty s, = 1,4, p? = 10° Pa a p? = 1 kg m™3 rovnice (3.7a)
pfiblizné¢ modeluje izentropickou stlacitelnost vzduchu vlivem vnéjSiho tlaku. Rychlost zvuku Ize
urcit z definice (2.64) jako

¢, = ”;1”. (3.7b)

Protoze tekutina 2 je uvazovana jako méné¢ stlacitelna faze (kapalina), byla pouzita Taitova stavova
rovnice ve tvaru

p=x[(%)"-1] (3:52)

kde K, », a p2 nazveme pro jednoduchost jen modelovymi konstantami. Pro hodnoty », = 7,15,
K =3,3-10% Paa pd = 1000 kg m~3 piiblizné modeluje (3.8a) stlaitelnost vody. Rychlost zvuku
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1ze uréit z definice (2.64) jako

c; = /p— (p + K). (3.8b)
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Obr. 32: Grafy zavislosti hustot na tlaku vlevo a rychlosti zvuku na tlaku vpravo pfi pouziti Taitovych
stavovych rovnic (3.7) pro tekutinu 1 nahote a (3.8) pro tekutinu 2 dole.

Umély pridavny ¢len Ize vyjadiit riznymi zplisoby. Velmi casto se pouziva tzv. ,, Bestioniiv
vztah* [8]

] ]
(™)1 = Ap 52 = (prp — D) S (3.92)
] ]
™), = bp 52 = (p1p —P) 52 (3.9b)
obsahujici veli¢inu tlak rozhrani (,, interfacial pressure ) p;p, pro kterou plati
Pip =P — 0220 (uy - up)”. (3.10)

Pro 0 > 1 je cely systétm (3.1) a (3.2) hyperbolicky, za soucasného splnéni nasledujicich
predpokladii

0<a;<latedyiO<a, <1, (3.11a)
p > 0 Pa. (3.11b)

Z podminky (3.11b) plyne pii pouziti stavovych rovnic (3.7a) a (3.8a) omezeni pro hustoty tekutin
p; >0kgm3ap, >1000kgm3.

Bestioniv vztah byl =zaveden jako regularizacni clen pro docileni hyperbolicity
dvoutekutinového modelu v kodu CATHARE a prvné popsan v praci [8]. Pouziva se velmi Casto
jako jeden ze zplisobli dosazeni hyperbolicity riznych dvoutekutinovych modelt, jak bylo zminéno
jiz v odstavci 2.7.4.
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Dopliujici vztahy urcuji zavislé proménné: a,(ay), p1(p), p2(p),
(P*P); (ay, @z, p1, P2, Up, U, D), (PPP), (@, @z, p1, P2, UL, Uy, p).  Zavedeme  dale  vektor
primitivnich proménnych

V= [all Uy, Uy, p]T (312)

Rychlosti obou tekutin je mozné vyjadtit piimo ze slozek vektoru konzervativnich proménnych
3.4)

U = 2y, = 2 (3.13)

Wl’ Wzl

Prvni dvé slozky vektoru w s respektovanim rovnice pro objemové podily (2.14)

wy = ay p1(p), w2 = (1= ay) p2(p) (3.14)
spole¢né tvoti nelinearni rovnici pro tlak
Wy
=(1- _ 1
w, = (1 pl(p)) p2(p) (3.15)
Pokud zname tlak, midzeme urcit posledni primitivni proménnou, a to objemovy podil tekutiny 1
wq %)
= = -_ .1
“ = e (3.16)

nebot’ hustoty tekutin jsou jednozna¢né uréeny hodnotou tlaku p a stavovymi rovnicemi (3.7a) a
(3.8a).

3.1.1  Numerické reSeni ¢tyFrovnicového dvoutekutinového modelu
zaloZené na metodé konecnych objemi

Pro numerické teSeni vySe popsaného ctyirovnicového TFM v 1D byl implementovéan algoritmus
zalozeny na prostorové diskretizaci metodou kone¢nych objemil. Metoda konecnych objemi byla
implementovana tak, aby bylo mozné navrzeny algoritmus vyuzit obecné i pro feSeni uloh ve 2D
jak na strukturovanych, tak i na nestrukturovanych vypocetnich sitich. Metoda kone¢nych objemt
byla pro numerické feSeni zvolena i s ohledem na skutecnost, Ze vypocty aplikacnich uloh
souvisejici se separaci oleje a vzduchu v olejovych separatorech, které budou diskutovany ve ctvrté
kapitole této prace, byly provedeny pomoci koneéné objemového profesiondlniho vypoctového
systému ANSY'S Fluent.

Metoda konecnych objemt (,, Finite Volume Method ) je rozsifend numerickd metoda pro feSeni
uloh vypoctové dynamiky tekutin pouzivand od 70. let 20. stoleti. Za jeji zakladatele jsou
povazovani MacDonald, MacCormack a Paullay. Tato metoda je velmi dobie popsana naptiklad
v [74].

V tomto odstavci budou nejprve struén€ popsany zakladni principy metody konecnych objemil
ve 2D. Zakladem metody je diskretizace vypoctové oblasti Q € R? mnozstvim malych navzijem
disjunktnich kontrolnich objemi, tzv. bunék {Q;}),. Sjednoceni vSech bunék tvoii tedy celou
vypoctovou oblast, plati UN,Q; = Q. Hranice {6 Qik}kM=1 kontrolniho objemu (); se nazyvaji
hrany. Detail strukturované konecné objemové sité€ ve 2D ukazuje obr. 33, kde je modie zvyraznéna
uvazovand &tyiuhelnikova buiika Q; a vektory vnéjsich normal pfislusnych hran {n;}7_,.

Metoda kone¢nych objemt vychazi z integralni formulace vychozich rovnic dynamiky tekutin
zapsanych v konzervativnim kompaktnim vektorovém tvaru ve 2D

2 (M e g 617
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kde w je vektor konzervativnich proménnych a f(w) a g(w) jsou kartézské slozky vektoru

nevazkého toku.
I

n, .=3
k=4 o =2 n
=1
m
X

Obr. 33: Detail kone¢né objemové strukturované ¢tyiihelnikové sité ve 2D S vyznacenim uvaZované buniky
Q;, jejich hran a ptislusnych vnéjsich normal.

Uvazujme dale, Ze vypocCtova oblast Q je diskretizovana vySe popsanou strukturovanou
vypocetni siti koneénych objemti {Q;}Y ;. Integralni tvar vychozich rovnic (3.17) plati na celé
oblasti, i ve vSech kontrolnich objemech ();, tedy

fni au(;(:,t) ds + fﬂi (6 f(;lix,t)) + 6g(aw;x,t))) ds = 0. (3.18)

Principem metody konecnych objemt je aproximace hodnot ptfesné¢ho feSeni w(x,t) pomoci
integralniho priméru
1

wi(t) = o Jp, wx0) dS (3.19)

ptfes uvazovanou bunku €; 0 obsahu |Q;|. Hodnota pfiblizného feseni w;(t) je v naSem piipadé
konstantni funkce na uvazované bunce (); v daném case t.

Na integralni formulaci (3.18) aplikujeme Greenovu vétu, ktera prevadi plosné integraly
na kiivkoveé integraly

Jo, T3 ds + 6, (Fw(x ) m; +gw(x, )y ) dl =0, (3.20)

T
kde n; = [njx, njy] je jednotkovy vektor wvné€jsi normaly k hranici 9€Q;. Prvni c¢len
upravime S vyuzitim zavedeného integralniho priméru (3.19) a kiivkovy integral v druhém clenu
nahradime souctem integrall pres jednotlivé hrany uvazované ¢tyfuhelnikové bunky €, viz obr. 33,

d (19| wi
il wi®) | s o0, (f(w(x, ) n, +gw(x,t)) njky) dl, = 0, (3.21)

dt

T
kde n;, = [njkx'njky] je jednotkovy vektor vngj$i normaly k-t¢ hrany uvazovaného kontrolniho

objemu Q;. Protoze kontrolni objem ; je v ¢ase t neménny, mizeme rovnici (3.21) piepsat
do tvaru

d (w;(t 1
% +oa V=1 faﬂik (f(w(x, )y, +gwix, t))njky) dl, = 0. (3.22)

Protoze hodnoty ptfesného feSeni w(x,t) na hranach [l;;k =1,...,4 kontrolniho objemu £;
nezname, je potieba celkovy fyzikalni tok f(w(x,t)) n, + gw(x, t))njky hranici [, nahradit

numerickym tokem definovanym jako
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1
Fie 1y + Gy, =17 faﬂik (f(w(x, ) n;, + gwx, 1) n]-ky) diy, (3.23)

kde |l | je délka k-té hrany. Rovnici (3.22) Ize s pouzitim zavedeného celkového numerického toku
upravit do semidiskrétniho tvaru

dow() |, 1
a Fiag ke Fae my + Gyeny, ) [l = 0. (3.24)

Obycejnou diferencidlni rovnici (3.24) je mozné fesit riznymi zpusoby, jako napiiklad pomoci
Rungeovych — Kuttovych metod. V naSem piipad¢ pro jednoduchost uvazujme pro aproximaci
casové derivace zpétné Eulerovo schéma, tedy

witl_pn

i Wi 1
St S (P, + Glomy,, ) 1l = 0. (3.23)

Konec¢n¢ obdrzime explicitni schéma metody konecnych objemt ve tvaru

Sher (Flemy, + Ghemy, ) el (3.26)

At
W?H =wh— AL
[Q;]

kde pro ¢asovy krok plati A t = t"*1 — ¢, Konkrétni podoba schématu metody koneénych objemil
zavisi na zptsobu vypoctu celkového numerického toku.

Dale bude ukazan postup feSeni Ctyfrovnicového TFM (3.5) a (3.4), (3.6) pomoci metody
kone¢nych objemil v 1D. Odvozené explicitni schéma metody kone¢nych objemu (3.26) se pro 1D
ptipad zjednodusi do tvaru

At At
witt =wi = o [Fivye "1+ Fly - (D] =wi = o [l = Filagal, (3.27)

kde A x; je velikost i-t¢ builky, Fi,,,, je celkovy numericky tok pravou hranou buiky Q;, jejiz

jednotkovy vektor vn&jsi normily je n; = [1,0]" a F,,, je celkovy numericky tok levou

/

hranou s jednotkovym vektorem wvné&j$i normaly Ny = [ —1,0]7, viz obr. 34. Vypodet

numerického toku Fi; , (Wi, wi,1) pravou hranou kontrolniho objemu provedeme pomoci hodnot
w; a wii; a podobné vypocet numerického toku levou hranou Fi_,,, (Wi, wi_;) pomoci hodnot
wi awj ;. Pii algoritmizaci metody koneénych objemi byva obvykle pouZivano oznaceni stavajici
bunky i jako vnitini, ¢i levé (L) a ptislusSného souseda jako bunky vnéjsi, nebo pravé (R). Konkrétné
v 1D, viz obr. 34, potom mizeme znacit pro pravou hranu i + 1/2 buiky wi = w; a w},; = wg,
pro levou hranu i — 1/2 butiky i wi' = w; aw}; = wp.

Obr. 34: Detail vypocetni sité pro aplikaci metody koneénych objemt v 1D.

Nekonzervativni ¢leny a zdrojové ¢leny vystupujici na pravé strané rovnice (3.5) diskretizujeme
zpusobem popsanym v [100] jako

Wit = wi — S5 [FR, — Fily ] + At (NP + SD), (3.28)

t Ax;
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viz obr. 34, kde N} a S} jsou aproximace nekonzervativnich a zdrojovych ¢lenti v bodé i a Gasové
hladin€ n. Konkrétni podoba téchto aproximaci bude popsana dale.

Pii pouziti explicitni dvoukrokové Heunovy metody, ktera v prediktoru pouzivad Eulerovu
metodu a v korektoru lichobé&znikové pravidlo, dostaneme numerické schéma ve tvaru

At
W WP A [y Pyl ¢ A SD) @299
_ At n+1/2 n+1/2
witl = wl' — 2Ax; ([ ?+1/2 - F?—I/Z] + [Fi+1/2 N Fi_l/z D ¥
+ 5 (N + SP1+ [N7F2 4 572, (3.29)
n+1/2

Prediktorovy krok (3.29a) slouzi k vypoétu pomocné hodnoty w , kterd se spolu s ptivodni

i
hodnotou w!' vyuzivd pro uréeni hodnoty w!*! na konci &asového kroku At v korektoru.

. v v . ’ 1/2 v ’ 1/2 1/2
Poznamenejme, Ze naptiklad numericky tok F ?:1 /2 se vypocte pomoci hodnot w?+ /% 3 w?fl/ :

Heuenova metoda je metoda druhého tadu piesnosti, viz [138], [86], [21]. Pfi konstrukci
numerickych metod je nezbytné dbat na to, aby fad piesnosti numerického schématu pro vypocet
Casové derivace byl vyssi, nebo alespon stejny, jako fad pfesnosti numerického schématu
Vv prostorové proménné. Nyni pfistoupime k aproximaci nevazkého numerického toku.

3.1.1.1 AUSM schéma pro aproximaci nevazkého numerického toku

Pro ur¢eni nevazkého numerického toku bylo dale pouzito AUSM (,, Advection Upstream Splitting
Method “) schéma, piivodné navrzené autory Liouem a Steffenem v roce 1993 [80], jehoz zaklady a
ptehled nejvyznamnéjsich pozdéjsich modifikaci lze nalézt napiiklad v [78]. Toto schéma bylo
pouzito pfedevSim z divodu jeho jednoduchosti a efektivity. Je sice pouze prvniho fadu piesnosti,
avSak to neni zcela na zdvadu. Schémata prvniho fadu pfesnosti jsou pro pouZiti v feSicich
dvoufazového proudéni pomérné oblibena, protoze jejich pfirozena vnitini vazkost pomaha tlumit
oscilace, které se obecné objevuji pii feSeni dvoufdzovych modeld. AUSM schéma navic mezi
schématy prvniho fadu patii k tém, ktera obsahuji nejméné um¢lé vazkosti.

Hlavni mySlenkou AUSM schémat je rozdilny pfistup ke konvekcei a k $iteni tlakovych poruch,
protoZe mechanismy jejich Sifeni jsou fyzikalné odlisné. Celkovy numericky tok je tedy rozdélen
na dvé slozky, konvektivni ¢ast a tlakovou ¢ast F = F¢ + FP| které jsou feSeny rizng. Oba toky
rozhranim FC¢ i FPse ptitom §tépi na ptispévky od levé a pravé buiiky v zavislosti na Machové &isle.
Neni tedy pro jejich vypocet nutné provadét analyzu vlastnich Cisel systému tak, jako to vyZzaduji
napt. ,,flux difference splitting“ schémata. Vypocet vlastnich ¢isel byva u dvoufazovych modeld
velmi obtizny. AUSM schémata jsou proto pomérné oblibend pii vypoctech dvoutazového
proudéni. Jednu z prvnich praci zaméfenou na vypocty dvoufdzového proudéni pomoci AUSM
schémat prezentovali Edwards a Liou [30], ktefi vysli z homogenniho rovnovazného modelu. Déle
uved'me napiiklad feSeni ,, drift-flux* modelu [35] a dvoutekutinovych modelt [100] AUSM
schématy, nebo aplikaci AUSM+-up schématu na feSeni problému rozvrstvenych proudéni [79].

V navrzeném algoritmu pro feSeni Ctyfrovnicového TFM (3.1), (3.2) je pouZito prostorové
diskretizani schéma zalozené na AUSM+ schématu, které bylo rovnéz vyuzito pro feSeni
Ctyfrovnicového a Sestirovnicového dvoutekutinového modelu v praci [100]. Na rozdil od ni je vSak
pouzit pouze zaklad schématu bez pfedpodminiovace zlepSujiciho chovani schématu v oblastech
nizkych Machovych cisel. V téchto oblastech je rychlost konvekce mnohem mensi, nez rychlost
Sifeni zvukovych vin, coz mize v disledku pisobit fadu obtizi jako napiiklad: numerické oscilace
feSeni, pomala konvergence a zaokrouhlovaci chyby vznikajici pfi praci s €isly rozdilnych radu.
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AUSM schémata pro feSeni dvoutekutinovych modelii uvazuji nejen déleni na konvektivni a
tlakovou cast

ay p1Uy 0 1 0
_ rC P _ s
Fr=F+ F = [a1p1u12] + [a1 p] =M [ul] + [al pl (3.302)
a3y PrUy 0 1 0
_ C P _ )
Fo=F+F= [azpzuzz] + [az P] =M [uz] T [052 P]’ (3.300)

ale respektuji i rizné rychlosti §ifeni informaci v obou tekutinach (F; pro tekutinu 1 a F, pro
tekutinu 2), coz bude ziejmé dale. Aproximace nevazkého numerického toku pro jednu z tekutin

v

| /2 pravou hranou kontrolniho objemu i s vn&jsi jednotkovou norméalou nji+1/2 = [1,0]7, viz

obr. 34, je vyjadiena jako funkce veli¢in wi* = wy, w},; = wg. Tok levou hranou by byl urcen
stejné po vySe zminéné zdméné indexd bunék (W} = w;, wi; = wg S jednotkovym vektorem
vnéj$i normaly n; 2= [-1,0]7). Ptispévky k celkovému numerickému toku jsou uréeny

normalovym Machovym cislem, proto je u AUSM+ schématu tfeba nejprve urcit rychlost zvuku
Vv obou tekutinach na hrané. K tomu je mozné pouzit riiznych vyjadieni, napiiklad volbu jedné
Z hodnot, aritmeticky primér, nebo geometricky prumér

€1 = Y/ ClL ClR! (331&)
Cz == ‘,CZL CZR' (331b)

Potom normélové Machovo ¢islo je definovano pomoci nasledujicich vztahti

uan]‘x uanjx

Ma, = =25 My, = =%, (3.32a)
_ uanj _ quTL]’
My, = 2205 M, = 220 (3.32h)

Déle se ur¢i Machova cisla na hranach jako soucet ptispévkl levych a pravych normalovych
Machovych ¢isel pro obé tekutiny

Myp g = T (Myy, )+ T (My, ). (3.33a)

My, o = T (MHZL) + me (MHZR), (3.33b)

kde IM* a M~ jsou polynomidlni 3It€pici funkce spliujici podminky konzistence,
diferencovatelnosti a symetrie uvedené v [77]:

e M*(M)+ M~ (M) =M,

e M(M)=>0, M (M) <0,

e MT(M) a M~ (M) jsou monotdnni rostouci funkee,

o M"(M) = M (—M),

e M*(M) = M,kdyzM=1; M (M) = M, kdyzM < —1,
e MT(M) a M~ (M) jsou spojité diferencovatelné.

Pouzivaji se pfitom riizna vyjadreni §tépicich funkci, zde naptiklad

1

m+ (MneL) _ El(MneL + |(MneL)|)} pokud |(MneL)| > 1

= (M + 1)2+% (Moo, ? - 1)2; ina” (3.34a)
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M- (MneR) = (3.34b)

%(MneR |( neR)D; pokud |(MneR)| > 1
-3 (MneR - 1)2 -2 (MneRz — 1)2; jinak
kde e =1 pro tekutinu 1 a e =2 pro tekutinu 2. Graf zavislosti §tépicich funkci 9T a M~

na hodnoté¢ normalového Machova ¢isla M,, ukazuje obr. 35. Hmotnostni toky obou tekutin jsou
potom definovény jako

. M1 r+ [Mipr Mipr= M1/
m; =¢ (“1L P1L#+Q1R PlR# ) (3.353)
. Mz rt |Mzp/r Mz r~ |Mzr/Rr
m; = C; (“2L sz#-l' A2p PZR# : (3.35b)

Konvektivni slozky celkového numerického toku jsou potom uréeny na zdkladé znaménka
hmotnostniho toku,

=t (L ) ()L
()LDl

analogicky, jako je tomu v klasickych schématech typu ,, upwind“ na zakladé rychlosti Sifeni
informaci.

Obdobnym zptsobem se ur¢i tlakova ¢ast celkového numerického toku. Tlaky na sténé jsou
definovany pomoci S§té€picich funkei jako

Pir = Pt (MH1L) ay, pt+ BT (Man) QA1 DR (3.37a)

P2 R = P (anL) ay, L+ B~ (anR) Qzp PR (3.37D)

kde B* a B~ jsou polynomidlni $t&pici funkce splfiujici podminky konzistence, diferencovatelnosti
a symetrie uvedené v [77]:

PTM) + P~(M) =1,

Bt*(M) = 0, B~ (M) = 0 (podminka nezaporného tlaku),
B+ (M) je neklesajici funkce a B~ (M) je nerostouci funkce,
PTM) = P~(—M),

P+t = 1, kdyzM > 1; 9~ = 1, kdyz M < —1,

Bt (M) a P~ (M) jsou spojité diferencovatelné.

Opét se miZzeme setkat s riznymi vyjadienimi Sté€picich funkei, zde naptiklad

1 (M“eL+ |(M“6L)|) .
B (MneL) _ ]2 Mne, 2 ’ pokud |(MneL)| =1 | .38
15 (Mn, + 1) (2 — My, +3My, (M, —1] ) jinak
(1 (Mnep|(Mneg)]).
B (Mn,,,) = { oo M Pore L(MneRN , (3.38D)
ki (MneR - 1) (2 + MneR - %MneR Neg + 1] ) jinak
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kde e = 1 pro tekutinu 1 a e = 2 pro tekutinu 2. Zavislosti $té€picich funkci B+ a B~ na hodnoté
normalového Machova ¢isla M, ukazuje obr. 35, ze kterého je dobie patrné dodrZzeni vySe

uvadénych pozadavka.

/ —{l+

-1,5 1 -0,5 /1 1,5 P+
—3-

Obr. 35: Graf zavislosti hodnot §tépicich funkci M, M~ definovanych rovnicemi (3.34) a funkci P+,
B~ definovanych rovnicemi (3.38) na hodnoté normalového Machova ¢isla.

Tlakova cast celkového numerického toku je potom urena pfimo tlaky na stén€ p,; /R které ale

maji pro kazdou tekutinu jinou hodnotu a to ackoliv diskutujeme feSeni TFM s jedinym tlakovym
polem

FP = 0 (3.39)
1 plL/R njx ) .

FP = 0 (3.39b)
2 pZL/R njx ) '

3.1.1.2 Diskretizace nekonzervativnich a zdrojovych élenit

Poslednim krokem je zahrnuti nekonzervativnich a zdrojovych ¢lenli do algoritmu numerické
metody. Nez pristoupime k vlastni diskretizaci vektoru nekonzervativnich ¢lenti s prvnimi
derivacemi (3.6b), provedeme jeho drobnou tpravu dosazenim rovnice (3.9)

0 0 0 0
0 0 ] 0 [ 0
n(w) = % Ap % =|pdn —p) 2= I (3.40)
l + (™), ‘ p2+ ap 22 =pZ2 4 (pp —p) ax‘ lpm =l @
d a a d a 0
p=2+ (*),] |[p a‘ff + Ap 60;2 P2+ (pip—p) 521 o 52

nasledné zavedeme tlak rozhrani definovany konstitutivnim vztahem (3.10) a obdrzime finalni tvar
vektoru nekonzervativnich ¢lenti

0
0
nw) = [ — g2l ) ] 02 (3.41)
i1 a1Pz+a2P1 2 '
0 a3p1P; _ 6a2|
[p G“1P2+“2P1 ( th uZ) ]

Vezmeme-li v Gvahu rovnost pro objemové podily a jeji dusledek (3.3), lze rovnici (3.41) dale
upravit do tvaru
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n(w) =22 [p — g Lak2pibz () —uz)z] [0, o, 1, —1]T. (3.42)

aipztazpy
Vektor nekonzervativnich ¢lent diskretizujeme pomoci vhodné aproximace prostorové derivace

objemového podilu %, napiiklad

0
el 0

N? = % {prr(Wi)} 1| (3.43)
-1

kde tlak rozhrani p;p je stanoven z hodnot w} v aktualni buiice ;. Poznamenejme na tomto misté,
ze nevhodny zptsob diskretizace nekonzervativnich ¢lenti mize vést k rozvoji oscilaci numerického
feseni, jak upozoriuje napiiklad [79]. V numerickém kodu vyvijeném autorem této disertacni prace
byla pouzita, stejné jako v [100], aproximace derivace objemového podilu pomoci centralni
diferen¢ni formule druhého fadu pfesnosti na vypocetni siti s konstantnim krokem A x = konst..

Stejné tak je z hodnot v i-tém kontrolnim objemu diskretizovan vektor zdrojovych ¢lenii
ST = s(wp). (3.44)

3.1.1.3 Zvyseni iradu piesnosti prostorové diskretizace

Pro numerické simulace TFM se pouzivaji feSice zaloZené na schématech prvniho fadu ptesnosti,
které tlumi nefyzikalni (numerické) oscilace vznikajici pii feseni dvoufazovych modeld. V mensim
méfitku jsou pouzivany pro feSeni TFM schémata druhého fadu ptesnosti, kterd byvaji dopliiovana
o tlumici ¢leny. V nékterych piipadech, napfiklad uved'me praci [93], se lze setkat s aplikaci
MUSCL (,, Monotone Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws ) techniky pro zvySeni
fadu piesnosti prostorove diskretizace. V této praci bude v nékterych ptipadech pouzita linedrni
rekonstrukce veli¢in, kterd umoznuje zvysit pfesnost prostorové diskretizace. Zakladni explicitni
schéma metody kone¢nych objemt v 1D

+1 _ At
wi = wi - Ax [F?+1/2 Wi, wi,) — F?—1/2 (wi, W?—1)] (3.45)
pii pouziti linearni rekonstrukce pouZije pro vypocet numerickych tokli hranami kontrolniho
objemu misto konstantnich hodnot v pfisluSnych bunikach rekonstruované hodnoty
i

At
with=wi - Ax [F?+1/2 (WR}, WL}, ;) — F?—l/z(WLn' WR?—l)]' (3.46)

Linearni rekonstrukce veliCin se zpravidla u TFM provadi na vektoru primitivnich proménnych v
(3.12). Autorem této disertacni prace byla rovnéz testovana varianta s rekonstrukci vektoru
konzervativnich proménnych w. Tento postup vSak neni vhodny pro pouZiti pfi numerickém feSeni
TFM. Rekonstruovani obou rovnic kontinuity totiz vede ke vzniku oscilaci tlaku a objemového
podilu.

Linearni rekonstrukci jednotlivych slozek v,, =1, ..., 4 vektoru primitivnich proménnych
v=[V1, V2 V3 W|T=[ay, U, U DP]T vbuiice O; spouzitim minmod limiteru lze
definovat jako

: A

VR = v + mlnmod(aui, adl.) Tx (3.47a)
: A

VL = v — mlnmod(aui, adi) Tx, (3.47b)

kde g, a o4 jsou smérnice piislusné slozky vektoru primitivnich proménnych proti proudu a
po proudu, [13]. Tyto prvni derivace byvaji aproximovany diferen¢nimi podily
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Ou; = Ax ] (348&)
0q; = L, (3.48b)
Minmod limiter je definovan jako
0, pokud 0,0q <0
minmod(o,,0,;) =<0,  pokud o, 04 > 0azaroven |oy| < |oyl. (3.49)
o4  pokud o, 0; > 0azaroven |oy| > |0yl

Vysledek rekonstrukce je ukézan na obr. 36. Hodnota minmod funkce je tedy nulova pokud je
vV misté { lokalni extrém, jinak vraci hodnotu aproximujici gradient piislusné veli€iny s mensi
absolutni velikosti. Diky této vlastnosti nedochazi pii rekonstrukci k pfipadnému vzniku nového
extrému.

VR,

Q. 12 Q. +2 Q x

22 in

Obr. 36: Linearni rekonstrukce vektoru primitivnich proménnych v pfi pouziti minmod limiteru.

Poznamenejme, Ze pii implementaci linearni rekonstrukce je nezbytné pouzit schéma alespon
druhého fadu ptesnosti v Case, naptiklad zminéné Heuenovo schéma (3.29). U dvoukrokového
schématu se piitom rekonstrukce obvykle neprovadi v prediktoru, ale rekonstruuji se az hodnoty
primitivnich proménnych v mezikroku v™*%/2 pted vypoétem korektoru. Hodnoty konzervativnich
proménnych dosazované do schématu se pfitom zaméiuji za hodnoty konzervativnich proménnych

odvozenych z rekonstruovanych primitivnich proménnych obdobné, jako to bylo ukazano u rovnic
(3.45) a (3.46).

Na tomto misté zrekapitulujme, jak Ize ze znamého vektoru konzervativnich proménnych (3.4)
se slozkami w = [W1, Wz, Wz, Wy]T dopogitat slozky vektoru primitivnich proménnych.
Nejprve je potieba vyfesit nelinearni rovnici pro tlak (3.15), napiiklad pouZzitim metody prosté
iterace popsané v odstavci 3.1.2.1

_ W™ _
wy = (1 p1<p>) p2(p) = v, =p. (3.50a)

S pouzitim stavovych rovnic ur¢ime ze znamého tlaku hustoty tekutin a nésledné dopocteme
objemové podily
wq wq %)

VLSS S T en LT pay (3.500)

Nakonec vypocteme rychlosti obou tekutin

UV, =Up = W_1’ (35OC)
Vs = Uy = :— (3.50d)



Opacny postup, tedy urceni vektoru konzervativnich proménnych z vektoru primitivnich
proménnych (3.12) je jednodussi, protoze neni potieba fesit nelinearni rovnici pro tlak (3.15).
Postupnym dosazovanim vypocteme

Wy = g p1 = V1 p1(Vs), (3.51a)
Wy = p; = (1 —v1) pa(va), (3.51b)
W3 = Q1 p1U; = Wy Uy, (3.51c)
Wy = Oz PoUz = W3 V3, (3.51d)

Vyse popsany algoritmus numerického feseni ¢tyfrovnicového TFM byl implementovan autorem
této disertacni prace ve vypoctovém prostiedi MATLAB. Oproti [100] sice nebyl implementovan
piredpodminiovac pro lepsi chovani a presnost fesice zalozeného na AUSM+ schématu pfi nizkych
rychlostech proudéni, ale na druhou stranu je pouzito schéma vyssiho fadu ptesnosti pro ¢asovou
diskretizaci a prvni tad presnosti prostorové diskretizace je zvySen pomoci vySe popsané linearni
rekonstrukce.

3.1.2  Numerické vysledky vybranych testovacich problémii

V tomto odstavci jsou prezentovany dosazené numerické vysledky dvou vybranych testovacich
problémil (Toumilv ,,shock tube “ problém a problém vodovodniho kohoutku) pomoci vyvinutého
softwaru zaloZzeného na metodach detailné diskutovanych v pfedchozim odstavci. Poznamenejme,
ze fadu dalSich testovacich problémil 1ze najit napiiklad v piehledu [118].

3.1.2.1  Touminuv ,,shock tube“ problém

Pro validaci pouZitého ctyfrovnicového dvoutekutinového modelu a verifikaci jeho numerického
feSeni pomoci vyvinutého softwaru byl feSen Toumituv ,,shock tube“ problém, popsany v [129],
ktery je pouzivan jako jedna ze standardnich uloh pro testovani fesi¢ti dvoufazového proudéni.

Zformulujme tento problém. Jednorozmérnou vypoctovou oblast tvoii deset metrii dlouha trubice
S uzavienymi konci, kterd je rozdélena v poloviné. Obé poloviny jsou naplnény dvoufizovymi
smésmi tekutin v rozdilnych, ustalenych stavech, jak naznacuje obr. 37. V Case t = 0 s je piekazka
oddé&lujici ob€ poloviny nahle odstranéna, nastane Sok a je sledovan dalsi vyvoj tohoto systému.

. Sm _ Sm
stén: sténa
sténa vg vg

Obr. 37: Toumitv problém.

Vypoctova oblast byla diskretizovand rovnomérnou vypocetni siti kone¢nych objemi o N
buikéach. Pocatecni hodnota vektoru primitivnich proménnych v levé poloviné oblasti byla

T T
v =l vy vig v, =l wl w) vl (3.52a)

kde ;9 = 0,25, u;? =u,? =0ms™, pf = 2-107 Pa. Pocatecni podminky v pravé poloving
oblasti byly

T T
vh =Ry VRy VRy VR, =[ail wl wd pR| (3.52b)

1 p% = 1-107 Pa. Na obou koncich vypoétové oblasti byla

kde a;% = 0,1, ;% = u,p = 0ms~
aplikovana okrajova podminka pevné stény. To bylo prakticky realizovano pifiddnim virtualnich
bunék za hranice vypoctové oblasti. V téchto virtudlnich buiikach byl stejny tlak a objemovy podil,
jako ve vnittnich bunkach vypocetni sité piilehlych ke st€énam, které znac¢ime indexem (L), avSak
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rychlosti byly zrcadleny rovinou stény. Tedy pro vektor primitivnich proménnych ve virtualnich
bunikach bude platit

Vpypire = [0 Wi “Uzpp Pt = [Vig —Vzpi Uz Vay]T (3.533)
a pro vektor konzervativnich proménnych ve virtudlnich buiikéch plati
Wgoire = [WiLs Wapi ~Wspp —Wa]T, (3.53b)
jak je patrné z rovnic (3.51c) a (3.51d)

Vlastnosti tekutin byly modelovany pomoci Taitovych stavovych rovnic (3.7) a (3.8), pfi¢emz
byly uvazovany jejich vySe uvedené parametry: »; = 1,4, p? =10°Pa, p?=1kgm3,
n, = 7,15, K = 3,3-108 Paa pd = 1000 kg m~3. Pro takovou konfiguraci parametrti ma vysledné
médium piedstavovat smés vody se vzduchem v oblasti béznych atmosférickych podminek.
Nastaveni parametrii je zcela odpovidajici pro pozdéji feSeny problém vodovodniho kohoutku,

avSak neni zcela vhodné pro vysoké tlaky Toumiova problému, jak bude diskutovano dale.

Uloha byla fesena bez tihy, tedy s(w) = 0. Hodnota koeficientu v Bestionové vztahu pro tlak
rozhrani (3.10) byla nastavena na ¢ = 2. Protoze pro numerické feSeni pouzivame explicitni
AUSM+ schéma s linearni rekonstrukci, které¢ je podminéné stabilni je délka casového kroku urcena
tak, aby vyhovovala nutné podmince stability ve tvaru

At < —22 (3.54)

mjax A(Aj)

Ax

kde |rr1_ax )\(Aj)
j

je maximalni absolutni hodnota vlastnich Cisel Jacobiovych matic A; = A(w;),
A x je konstantni krok prostorové diskretizace a CFL € (0,1). V této praci volime CFL = 0,5.

Pii numerickém feSeni je nezbytné znat tlakové pole urCené nelinedrni rovnici, kterd je
kombinaci stavovych rovnic a rovnice pro objemové podily, jak bylo feceno vyse. V tomto
konkrétnim ptipadé tedy urcit feSeni rovnice

W1 W2

p1(p) p2(D) - 1’ (355)

ze které plyne

- = p1 (). (3.56)

p2(p)
Po dosazeni stavovych rovnic (3.7a) a (3.8a) dostdvame nelinearni rovnici pro tlak v zavislosti
na hodnotach prvni a druhé slozky vektoru konzervativnich proménnych. Pfi inverznim vyjadfeni
stavové rovnice pro tekutinu 1 (3.7a) obdrzime implicitni pfedpis

"y

= f(wy, w2, p), (3.57)
R+

ktery byl feSen numericky pomoci metody prosté iterace s pocateénimi podminkami p = p"

pro nalezeni hodnoty tlaku v mezikroku ¢asové diskretizace n+1/2 a p = p™**/2 na konci

casového kroku n + 1. Pro feSeny Toumilv problém iterani metoda pro vypocet tlaku v butice

konverguje velmi dobie, nebot’ po nekolika iteracich dosahneme piesnosti na tii desetinna mista, tj.

Ap =p™ —p™ 1! <1-1073Pa, coz sohledem na velikosti tlakii v Toumiové problému je
dostacujici.
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Obr. 38: Toumitv problém, rozlozeni objemového podilu tekutiny 1 ve smési podél vypocétové oblasti v Case
tr = 0,006 s. Cervené jsou vyznaceny dosazené vysledky, Eern& feSeni prezentovana v praci [100]
na riiznych sitich.

Na obr. 38 jsou cervené¢ ukazany vysledky numerické simulace Toumiova problému v Case
ty = 0,006 s dosazené pomoci vlastniho vyvinutého vypocetniho softwaru pro feSeni
ctyfrovnicového TFM, zalozeného na AUSM+ schématu s linearni rekonstrukei primitivnich
proménnych v korektorovém kroku. Vypoctova oblast byla diskretizovana rovnomérnou vypocetni
siti o po¢tu N = 10* elementil. Pro srovnani jsou v obr. 38 ¢erné vyznadena i feSeni prezentovana
v praci [100] pro rizné vypocetni sité€. Pfi jejich dosazeni byl sice pouzit podobny fesi¢, avSak
U Toumiova problému s velkym pocate¢nim tlakovym skokem ma korektni feSeni termodynamiky
systtmu nezanedbatelny vliv na pfesnost vysledného fteSeni ulohy. Vypocty potvrdily,
ze Ctyfrovnicovy TFM model nevystihuje korektné c¢asovy vyvoj tohoto systému, protoze
neobsahuje energetické rovnice.

Celkovy tvar rozloZeni objemového podilu tekutiny 1 vypocteny vlastnim vyvinutym softwarem
se sice blizi rozloZeni simulovanému pomoci Sestirovnicového TFM, avSak polohy nespojitosti a
v dasledku toho i1 vypoctené hodnoty veli¢in mezi nimi se li§i. Nejvétsi odchylkou je hodnota feSeni
zcela vpravo. Reseni dosazené Sestirovnicovym TFM drzi u obou koncii vypodtové oblasti
pocate¢ni hodnoty objemového podilu, avsak objemovy podil tekutiny 1 za nespojitosti u pravé
stény je znatelné niz$i a v té€sné blizkosti stény potom skokoveé roste. Pokud obr. 38 pozornégji
prohlédneme, zjistime, Ze Sifeni nespojitosti v provedené simulaci je rychlej$i oproti simulaci
s pouzitim Sestirovnicového TFM. To je zplisobeno nastavenim parametrti stavovych rovnic,
protoze rychlost Sifeni nespojitosti v tekutiné tzce souvisi s vlastnimi ¢isly Jacobiovy matice
systému, kterd zavisi na rychlosti zvuku. Rychlost zvuku v tekutiné 1 za vysokych tlakl je podle
pouzité stavové rovnice vyrazné vyssi, nez je rychlost zvuku v numerickych simulacich pouzivajici
Sestirovnicovy model, jak ukazuje obr. 39.

77



c|[m s1]
1600 - o~ -

-------------------------------------------------------------------
1400 -

1200 -

1000 |-

800 e J

600 |-

400

W 4 | S ——

200 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x [m]

Obr. 39: Porovnani rychlosti zvuku v pouzitém modelu ¢ervené a v Sestirovnicovém modelu modfe.
PInou ¢arou pro tekutinu 1, pferusovanou ¢arou pro tekutinu 2.

v v r

Rozbor vysledkli simulaci v ¢asech t < 0,006 s skuteéné ukazuje rychlejsi Sifeni nespojitosti
z kontaktniho razu smési v obou polovinach vypoctové oblasti. Popisovany pokles hodnoty
objemového podilu tekutiny 1 u pravého okraje je disledkem toho, Ze vlna nejvice vpravo je tak
rychld, ze dokonce dosahla stény v Case t < t,. Pokles tedy neni zpisoben Spatnym feSenim
okrajové — pocatecni tlohy v této oblasti, ale je dusledkem zfedéni objemového podilu tekutiny 1
V odrazené vin¢ od stény.

Prostou zménou Poissonovy adiabatické konstanty na 3, = 1 se lze pfiblizit zdola k rychlosti
zvuku V tekutiné 1 stanovenou pomoci Sestirovnicového TFM s relativni odchylkou mensi
nez 30%. Vysledky ¢tyfrovnicového modelu s upravenym parametrem »; ukazuje obr. 40.

o [-]
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0.251

0.2 o

0.15
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Obr. 40: Toumitv problém, rozloZeni objemového podilu tekutiny 1 v ¢ase t, = 0,006 s. Cervené jsou
vyznaceny vysledky dosazené po modifikaci parametru s, pro srovnani ¢erné feSeni prezentovana v praci
[100] na rtznych sitich.
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V oblasti kontaktu levé a pravé cCasti x =~ 5m vznikd ve skuteCnosti vykmit hodnoty
objemového podilu. Schémata prvniho fadu pfesnosti obecné neuméji tento jev zachytit, protoze
feSeni je zde vyhlazeno vyssi numerickou vazkosti téchto schémat. Napiiklad AUSM+ schéma bez
rekonstrukce na jemné siti o N = 10* bunikach dokéaze zachytit celkovy tvar rozloZeni objemového
podilu velmi dobfe a ostfe, ale tento vykmit zcela vyhlazuje. Mnohem lepSich vysledki

pii zachyceni vykmitu dosahuje AUSM+ schéma s linearni rekonstrukci primitivnich veli¢in
Vv korektorovém kroku.

Vysledky numerickych simulaci s rozdilnym zpiisobem implementace linearni rekonstrukce
s minmod limiterem pfi feSeni Toumiova problému jsou ukazany na obr. 41. Diuvodem, pro¢ bylo
upiednostnéno rekonstruovani hodnot primitivnich proménnych pouze v mezikroku, tj. ptfed
korektorovym krokem, je udrzeni numerickych oscilaci feSeni v pfijatelnych mezich. Pokud
aplikujeme stejnou rekonstrukci rovnéz pied prvnim, tj. prediktorovym krokem, dochézi k velkému
zesileni vykmitu, ktery se §ifi i do okoli. Navic vznikaji numerické oscilace i v mistech, kde pro
jejich vznik nejsou fyzikalni predpoklady, napiiklad v oblasti x = 6,25 m, viz obr. 41. Pfitom na
celkovy tvar feSeni a dosahované hodnoty ma toto zvySeni piesnosti zanedbatelny vliv.
Vyse popisované numerické schéma s rekonstrukci pouze v korektorovém kroku je tedy z téchto ti
nejvyhodnéjsi, protoZze se vyznaCuje niz§i disipaci oproti schématu AUSM+ bez rekonstrukce,
zachycuje i vykmit objemového podilu a pfitom neni vyrazné disperzni.

a1 [-]

ar[-]

e

0.3

0.3f

!

Lo -

0.25

0.2 0.2

0.15[ 0.15

x[m] x[m]
005 1 1 L L e 005 . 1 | Il L
4 45 5 55 6 6.5 4 45 5 55 6

6.5

Obr. 41: Toumitv problém v detailu. Ukazka rozdilného zpisobu implementace linearni rekonstrukce
veli¢in: modfe bez rekonstrukce, ¢ervené rekonstrukce v korektorovém kroku, ¢erné rekonstrukce
v prediktorovém i korektorovém kroku. Vlevo na siti o N = 1600, vpravo na siti o N = 10* bufikach.

Nasledujici obr. 42 ukazuje vliv sité na vysledky pii pouziti AUSM+ schématu s rekonstrukci
Vv korektorovém kroku. Dosazené vysledky pro vypocetni sit' s N = 1600 bunkami (modra kiivka)
se velmi blizi vysledkim pro sit' s N = 10* bufikami (&ervena kiivka), pfitom vSak vypodet s vice
bunikami trval zhruba pétaSedesatkrat déle. Vysledky numerickych simulaci na sitich ¢itajicich malo
(stovky) bun€k na druhou stranu nezachycuji korektné nespojitosti, viz fialova a zelend kiivka
v obr. 42. Z uvedeného rozboru je ziejmé, ze sit' s N = 1600 bunkami je vhodna pro feSeni nami

zvoleného problému, protoze dosazené vysledky jsou dostatecné piesné s ohledem na vypocetni
cas.
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Obr. 42: Objemovy podil tekutiny 1 pro riizné varianty sité s poctem bunék: N = 100 fialové, N = 200
zelené, N = 1600 modie a N = 10* gervené.

3.1.2.2  Problém vodovodniho kohoutku

Dale byl feSen problém vodovodniho kohoutku (,,water faucet problem®) znamy také jako
Ransomuv problém popsany v [106]. Smyslem problému vodovodniho kohoutku je zachytit tvar
sloupce vytékajici kapaliny do okolniho plynu urychlovaného vlivem plsobeni homogenniho
tthového pole, pficemz se utvoii dobfe znamy nalevkovity tvar. Vysledky numerickych simulaci
Ransomovy tlohy navic museji kvalitné zachytit nespojitost, kterd vznikd na rozhrani mezi oblasti
vlivu ,,odplouvajici“ pocatecni podminky a oblasti s vyvinutym nalevkovitym tvarem proudu
kapaliny.

Jednorozmérnou vypoctovou oblast tvoii dvanact metrit dlouhd, nebo chceme-li vysoka trubice
s otevienymi konci, ktera byla diskretizovana rovnomérnou vypocetni siti kone¢nych objemti o N
bunikach, jak naznacuje obr. 43. Pocatecni hodnota vektoru primitivnich proménnych v celé oblasti
je konstantni a kromé tlaku odpovida vstupni okrajové podmince

T
v = v vl vt =l ud Wl p°], (3.58)
kdea? =02, ud =0ms™ud =10ms™*, p® = 1-10° Pa.
_ 12 m R
—
vstup vystup

-
Yo g=Konst.

Obr. 43: Ransomuiv problém.

Na jednom konci vypoctové oblasti byla aplikovana vstupni okrajova podminka. Na druhém
konci potom podminka vystupni, jedna se o konec, ke kterému jsou tekutiny urychlovany vlivem
tthového zrychleni, jak ukazuje obr. 43. Vstup a vystup byly prakticky provedeny pfidanim
virtualnich bun€k za hranice vypoctové oblasti. Ve vstupni virtualni buiice (in) byly predepsany
hodnoty rychlosti obou tekutin, objemovy podil plynu a tlak byl extrapolovan z ptilehlé prvni
bunky i =1

Vin = @i W Uzps P17, (3.59)
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kde a? = ay,,, uf =uy,,, u3 = up, . Zextrapolovan¢ho tlaku byly vypocteny hustoty obou
tekutin a néasledn¢ sestaven vektor konzervativnich proménnych na vstupu. Naproti tomu
na vystupu byl ptedepsan pevny vystupni tlak a hodnoty zbylych primitivnich veli¢in extrapolovany
z proudového pole, tedy prevzaty z posledni bunky

Voue = [X1ys Wiys Uzys Pout]”. (3.60)

Hustoty obou tekutin na vystupu odpovidaji tomuto tlaku p°® = p,,,; a zlstavaji tedy po celou dobu
konstantni p = p;(p°) a p9 = p,(p°). Na =zikladé téchto velic¢in lze sestavit vektor
konzervativnich proménnych na vystupu
Wout = [alN o7 (1 - alN) p3; A1y o7 Uiy (1 - a1N) P2 uzN]T- (3.61)
Uloha mé analytické feSeni. V celé oblasti vlivu poateéni podminky zrychluje kapalina
V podstaté jako kompaktni, tuhé téleso, které zaujimd ad = 1 — af priifezu oblasti v kazdém bodé
X > Xgis.. Pocateéni rychlost je ud, zrychleni ma velikost g a stejny smér. Z kinematického feseni
Ize urdit rychlost v ¢ase t, = 0, ktery uplynul od pocatku déje, jako u,(t) = u2 + g t, a posunuti
levého okraje této oblasti xg;s(t) = udt +% g t2, které se stava v ase t, bodem nespojitosti
(., discontinuity ), kde odplouvajici sloupec kapaliny stalého prifezu prechazi v nalevkovity tvar,
jak ukazuje obr. 44. 1 ve zbylé Casti vypoctové oblasti je kapalina urychlovana od mista vstupu
stejnym zplisobem a rychlost je urena rovnici u(x) = u%in + 2xg. Zde se ovsem vyviji
nalevkovity tvar, ktery je uren konstantnim objemovym tokem kapaliny v jednotlivych tfezech,
pfi¢emz rychlost kapaliny podél oblasti narista. Za pfedpokladu nestlacitelnosti kapaliny lze zapsat
rovnici spojitosti toku jako V = konst., pro dva prifezy potom dostavame u, S a,|; = U, S ayl,.
Prifez 1D vypoctové oblasti je staly a jako referencni prirfez na vstupu je vyhodné vzit pocatek
x = 0. Nasledné¢ upravime rovnici spojitosti toku a dosadime feSeni kinematické rovnice

Ag;p Uzpy = A2(X) ’u%in + 2x g . Za ptedpokladu, Ze hustota je konstantni, dostavame feSeni

ulohy ve tvaru

/2. 2xg, kdyzx < ult+= gt2
1, (x) = uj, +2xg yix < ujt+-g £ (3.62)

ud + gty jinak

1 - Ozt kdyZx < udt +% gt:

a,(x) = i, +2xg’ , (3.63)

al, jinak

Pro tihové zrychleni g =9,81ms™2 a d&as t, =0,6slezi bod nespojitosti v mists

Xais = 7,767 m. Analytické feSeni rovnic pro objemové podily fazi prehledné ukazuje vizualizace
na obr. 44, kde je dobte patrny nalevkovity tvar v oblasti x < xg;.

Pro modelovani stlacitelnosti obou tekutin vlivem vnégjSiho tlaku jsou pouzity stejné stavové
rovnice (3.7) a (3.8), jako v pfedchazejicim piipadé Toumiova problému, s totoznymi parametry.
Proto je rovnéz pouzit v predchozim odstavci popsany zpisob vypoctu nelinearni rovnice (3.57) pro
tlak pomoci numerické metody prosté iterace.

Hodnota koeficientu v Bestionové vztahu pro tlak rozhrani (3.10), ktery figuruje ve vektoru
nekonzervativnich ¢lenti, byla nastavena na hodnotu o = 1,2. V tloze vodovodniho kohoutku je
pochopiteln¢ nezbytné zahrnout vliv tihové sily. Proto je vtomto piipadé nenulovy vektor
zdrojovych ¢lenli s hodnotou tihového zrychleni g = 9,81 ms™2. Délka ¢asového kroku byla
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urc¢ovana podle vztahu (3.54) s Courantovym ¢islem CFL = 0,95.

Odplouvajici pocatecni
podminka

kapalina

Obr. 44: Analytické feSeni Ransomova problému vodovodniho kohoutku v ¢ase t;, = 0,6 s. V levé Casti je
dobfe patrny nalevkovity tvar vyvijejici se ze vstupu vlivem tihového zrychleni ptisobiciho na kapalinu.

Reseni Ransomova problému vodovodniho kohoutku s vyvinutou nespojitosti v ¢ase t;, = 0,6 s
pro dvé varianty vypocetnich algoritmi, prezentované autorem této prace na studentské védecké
konferenci [I], ukazuji obr. 45 a 46. Cervenou kiivkou jsou vyneseny vysledky ziskané vlastnim
vyvinutym softwarem zalozenym na AUSM+ schématu s linedrni rekonstrukei primitivnich veli¢in
v korektorovém kroku a modfe jsou potom vykresleny vysledky AUSM+ schématu
bez rekonstrukce. Pro srovnani je ¢ernou ¢arou v grafech znazornéno analytické feSeni.

Zavislost objemového podilu tekutiny 1 (plynu) na poloze, ¢i chceme-li hloubce od vstupniho
vodovodniho kohoutku, ukazuje obr. 45. V levé ¢asti od nespojitosti, tedy v x < x4, = 7,767 m je
dobie patrny nalevkovity tvar proudu tekutiny 2 (tedy kapaliny, ¢i chceme-li vody) urychlované
tihovym zrychlenim ze vstupu. Objemovy podil mizeme dat do souvislosti s ¢asti prafezu, kterou
dana faze zaujima S, & Sceikovy @, @ pievést tak 1D feSeni na obr. 45 do 2D predstavy jako je na
obr. 44. Z vysledkd je patrné, Ze i bez linearni rekonstrukce AUSM+ schéma v tomto piipade
produkuje zakmit feSeni v oblasti nespojitosti. Na obr. 46 jsou ukazana feSeni rychlosti tekutiny 2
(kapaliny) na poloze. Modré body se v tomto rozliSeni obrazku témért prekryvaji s Cervenymi.

L . . .
1 2 3 4 5 6 7 8 o 0 N x [m]

Obr. 45: Numerické feseni problému vodovodniho kohoutku v ¢ase t;, = 0,6 s. Zavislost objemového podilu
tekutiny 1 na poloze, ur¢ena na vypocetni siti o N = 800 bunkach. Analytické feseni ¢erné, AUSM+ schéma
modie a AUSM+ schéma s linearni rekonstrukci v korektorovém kroku cervené.
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Obr. 46: Numerické feseni problému vodovodniho kohoutku v ¢ase t;, = 0,6 s. Zavislost rychlosti
tekutiny 2 na poloze, ur¢ena na vypocetni siti o N = 800 bunkach. Analytické feseni ¢erné, AUSM+ schéma
modie a AUSM+ schéma s linearni rekonstrukci v korektorovém kroku ¢ervené.

Pravé tloha vodovodniho kohoutku se velmi Casto pouzivd pro testovani kvality algoritmil
numerického feSeni Ctyfrovnicového TFM. Ptfi hledani ustdlené¢ho stavu této ulohy byl objeven,
Vv podstaté nahodou, velmi zajimavy jev, ktery neni popsan nikde v dohledatelné literatute, nebot’
ta se ustadlenym feSenim (t > tg = 0,85s; ts je Cas dosazeni ustdlen¢ho feSeni) zabyva pouze
okrajové, [I], [Il]. Pozornost vyzkumnikt se totiz koncentruje predev§im na numerické simulace
vyvoje nespojitosti a kvalitu jejiho zachyceni.

Po odpluti pocateéni podminky v Case tg = 0,85sje dosazeno ustaleného stavu, hodnoty
feSenych veli¢in odpovidaji ustalenému analytickému feSeni a metoda velmi rychle konverguje.
Pro feseni pomoci algoritmu s AUSM+ schématem s linearni rekonstrukeci v korektorovém kroku
trva tento ustaleny stav relativné dlouho, bez odchylek, ¢i naznakii nefyzikalnich oscilaci. Az nékdy
v Case t > 5s se nahle objevi na vstupu porucha, ktera se §ifi postupné do celé vypoctové oblasti a
zpisobuje nezaddouci (nefyzikalni) oscilace.

Této destabilizaci autor disertacni prace zabranil tim, Ze navrhl alternativni zptisob feSeni
ctyfrovnicoveho TFM a pouzil pro vypocet jim navrZzené kompozitni schéma s vyS§i mirou
numerické viskozity, viz nasledujici odstavec.

Piiklad alternativniho zpitsobu ieSeni CtyFrovnicového modelu

Odlisny postup feseni byl navrzen v praci [36], kde se Evje a Flatten rovnéz inspirovali AUSM
schématy a myslenkou S$tépit toky na konvektivni a tlakovou cast. AvSak pro vypocet pouzili
schémata nezavisejici na vlastni struktufe systému i na rychlosti zvuku. Dvoutekutinovy model
(3.1), (3.2) preformulovali do tvaru

a, p1 a1 p1Uy 0 0 0
2 | azps 9 | %2P2l2 apy 2 |0 0|ap _ 0
at |1 P1Uy ox | prug? +(o )ax a4 ailox” |aip1g) (3.64)
a2p2Us Ay PrUs2 a; a; az p2 g
ktery lze zapsat maticove jako
9 ., 9 g Apy O 9p _
¥ oS + (o )6xa+ 5= 5 (3.65)

kde o? = a% (u; —uy)? je jeden ze ¢lenli tlaku rozhrani, viz (3.10). Dopadem této
1F2 2MF1

upravy je vSak zvySeni poctu nekonzervativnich ¢lenti na dva. Schéma metody konecnych objemt
pfi pouziti zpétného Eulerova schématu ma tvar
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At n At
witl = it — Ax [FCiiayn — FC1j2] — 2P, [ t1jz ~ Ay -
At n+1/2 n+1/2
A? Ax [Pi+1/2 - l+1/2 ]+ A tSn (569

Derivace objemovych podild ve tietim clenu byly aproximovany centralng. Derivace tlakl
na sténach byly feSeny tokovou funkei tlaku feSenou pomoci Laxova-Friedrichsova schématu, jedna
se tedy o aplikaci stiidavé sité, vice podrobnosti 1ze najit v [36].

Pro aproximaci konvektivni ¢asti numerického toku pouzil autor této prace AUSM+ schéma
popsané v odstavci 3.1.1.1. Vysledky numerickych simulaci Toumiova problému jsou téméf totozné
s vySe popsanymi. Pro odstranéni nefyzikalnich numerickych oscilaci ustaleného feseni lohy proto
bylo navrzeno kompozitni schéma, viz [I] a [Il], které stfida sekvence upwind schématu, [36],
ve tvaru

(ae pe)i v
; , kdyz u, . >0
pC-Upwind ) e peue)id Ci+1/2 Y2 Ueirisz (3.67)
¢ i+1/2 (“e pe)i+1 Kkdv3 <0 )
(@ pelte)ipr) CH1/Z Yeleirayz

pro tekutinu e, kde rychlost na sténé¢ je urCena jako prumér hodnot ze sousednich bunék

Ueirq/y = (uei + Ue; +1) /2, s iteracemi centralniho schématu ve tvaru, [36],
1 Ax
Felentral, ) = - (FC + Fiyg) + = 2 Wi— W), (3.68)

Pomér stiidani upwind (34 iteraci) a centralniho schématu (1 iterace) byl na zakladé numerickych
experimentll, stanoven tak, aby vysledné kompozitni schéma zachycovalo nespojitost co mozna
nejlépe a pifitom feSilo ustdleny stav Ransomova problému dostateCné piesné a pritom
bez nezadoucich nefyzikalnich oscilaci. Rozbor vlivu poméru stiidani upwind a centralniho
schématu na numerické vysledky problému vodovodniho kohoutku byl prezentovan autorem této
prace na konferenci [Il]. Porovnani vysledkti dosazenych pomoci AUSM+ schémat bez
rekonstrukce a s rekonstrukci v korektorovém kroku a kompozitniho schématu ukazuje obr. 47, [I],
piicemzZ bylo ve vSech vypoctech pouzito Heuenovo schéma pro aproximaci casové derivace.
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Obr. 47: Problém vodovodniho kohoutku v ¢ase t;, = 0,6 s. Objemovy podil tekutiny 1 vypocteny
S pouzitim raznych schémat: AUSM+ s rekonstrukci v korektoru (Cervené), AUSM+ bez rekonstrukce
(modfe) a kompozitni schéma (zeleng).
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3.2 Sestirovnicovy dvoutekutinovy model

Sestirovnicovy TFM v 1D byl rovn&Z implementovan v [100] pro feseni Toumiova ,, shock tube
problému a Saurelova ,,shock tube* problému. Sestirovnicovy TFM se sklada ze dvou rovnic
kontinuity, dvou pohybovych rovnic a dvou rovnic energie

%(al p1) + aa—x(al p1uq) =0, (3.69a)

2 (az p2) + 5= (@2 pyup) = 0, (3.69b)

= (e priy) + o=y (prus® + )] = pS2+ (™), (3.70a)
= (az pattz) + 3= [az(pou? + P)] = p52+ (), (3.70)
%(“1 pie1) + aa_x [aius(pres + p)] = —P% + upe (0*)1, (3.71a)
%(“2 p2€2) + aa_x [aou,(p2e2 + P)] = —P% + Upe ()2 (3.71b)

Oproti ¢tyfrovnicovému TFM je rozsifeny o energetické rovnice, po jedné pro kazdou fazi a je tedy
schopny postihovat i termodynamické déje. Poznamenejme, Ze e znacici mérnou celkovou energii
tekutiny a u;,,; je rychlost pohybu rozhrani.

Uvedené rovnice (3.69) — (3.71) odpovidaji vychozimu TFM (2.45) — (2.47), odvozenému
v odstavci 2.4, opét s jedinym tlakovym polem p = p; = p, = Pine. Sestirovnicovy TFM s jednim
tlakovym polem neni hyperbolicky, ale po pfidani pfidavného umélého ¢lenu do pohybovych a
energetickych rovnic pro kazdou tekutinu se hyperbolickym stane. Pfestoze model (3.69) — (3.71) je
nekonzervativni, byva rovnéz zavadén vektor konzervativnich proménnych

w=[Q1 01, Q2Pz Q1 PrlUs, Az PUp, Q1 P1€1, Az P2e3]T, (3.72)

Uvedeny systém rovnic 1ze zapsat maticové a ptipadné doplnit o vektor zdrojovych ¢lent s(w)

%w + :—xf(w) =nw) + s(w), (3.73)

kde vektor nevazkych konzervativnich tokt f(w), vektor nekonzervativnich ¢leni n(w), ktery
obsahuje prvni derivace, a vektor zdrojovych ¢lentl s(w) maji slozky

0

@y P1Uy T 0 0

az PrUs p% + (pAp)1 [ 0
@ (priy’ + ) a; @ p1 g

F=lamom?t o | =] P22+ ™. | s=| aypyg (3.74)
a1us(pre1 + p) —p% + Uy (p2P), Zl Zl g 31
Layuz (p2e2 + D) e, s 2P23 %2
[—P 5, T Ume (»")2]

Tento systém obsahuje 12 neznamych veli¢in: ay, @y, p1, P2, Us, Uz, €1, €2, D, (PP 1, (PPP) 2, Upns-
Je tedy tieba jej doplnit o alesponi Sest ptidavnych vztahi:

e rovnice pro objemové podily, (2.14), a, = 1 — a4,

e stavova rovnici pro tekutinu 1,

e stavova rovnice pro tekutinu 2,

¢ vhodny model pro vyjadieni piidavnych ¢lent (p2P); a (p2P),,
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e rovnice pro rychlost pohybu rozhrani u;,;.

vvvvvv

dalsi fyzikalni veli¢iny, a to termodynamické teploty obou fazi T;, T,. Nov¢ je tedy zapotiebi osmi
piidavnych vztaht pro uzavieni modelu:

e rovnice pro objemovée podily a, = 1 — a4,

e dvojice stavovych rovnic pro tekutinu 1: p(p,, €;) ap(p1, T1),

e dvojice stavovych rovnic pro tekutinu 2: p(p,, €;) a p(p2, T2),

e vhodny model pro vyjadieni ptidavnych &lenti (p2P); a (p2P),,

e rovnice pro rychlost pohybu rozhrani u;,,;.

Pro tekutinu 1 (plyn) pouzijeme stavovou rovnici ve tvaru
p= (G — 1)p; e, (3.75)

kde € zna¢i mérnou vnitini energii a modelovy parametr piedstavuje Poissonovu konstantu
1, = 1,4. A druhou stavovou rovnici

p=py 1Ty, (3.76)

kde uvazujeme plynovou konstantu o hodnoté r; = 288,2 ] kg !K~1. Kombinaci téchto vztahii
dostaneme

_ Ty
€= T (3.77)
Rychlost zvuku v tekutine 1 je definovana jako
= |2E (3.78)
P1
Obdobné¢ pro tekutinu 2 (kapalinu) pouZzijeme stavovou rovnici ve tvaru
p= (= 1) pse; — 13K (3.79)
S hodnotami modelovych konstant >, = 2,8a K = 8,5 108 Paa druhy konstitutivni vztah
-1
p= %2}{2 P2 Cp, T, — K, (3.80)

kde uvazujeme, Ze pro mérnou tepelnou kapacitu plati ¢, , = 4186 ] kg~ 'K~1. Kombinaci (3.79) a
(3.80) dostaneme
sz Ty ﬁ

€, = .
2 Ao P2

(3.81)

Rychlost zvuku v tekutiné 2 je definovana jako

o= [0 (3.82)

Z vektoru konzervativnich proménnych se potom urci tlak nasledovné. Nejprve se vypocte mérna
vnitini energie, pro kazdou tekutinu, pro kterou plati

€= e— % u?. (3.83)

Pomoci slozek vektoru konzervativnich proménnych w 1ze mémné vnitini energie vyjadrit jako:
€= ws/wy — 1/2[ws/wy]? a €, = wg/w, — 1/2 [wy/w,]?. Kombinaci stavovych rovnic
(3.75) a (3.79) spolu s rovnosti pro objemové podily vznikne opé€t nelinearni rovnice pro tlak
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wy (t1—1) €1 |, wp (02— 1) €

=1, (3.84)

p p+1K

kterou lIze efektivné fesit numerickymi metodami, napifiklad metodou prosté iterace popsanou
V odstavci 3.1.2.1. Hustoty tekutin jsou jednoznacné urceny tlakem a mérnymi vnitinimi energiemi.
Z prvnich dvou slozek vektoru konzervativnich proménnych Ize dopocitat objemové podily fazi.
Termodynamické teploty dopocitame napiiklad ze stavovych rovnic (3.77) a (3.81).

Tlak rozhrani je vyjadien pomoci Bestionovych vztaht (3.9) — (3.11b). Rychlost pohybu
rozhrani mize byt modelovana jako riizné vazené primery rychlosti obou fazi, napf.

Uit = C Uuq + (1 - C) Uy, (385)

kde C € (0, 1), nebo pomoci konstitutivnich vztahti uvedenych v odstavci 2.7.3. V naSem piipadé
byla zvolena vaha C = a; Vv rovnici (3.85). Kompletni vektor primitivnich proménnych c¢ita Sest
slozek

V= [ali ull u2) p; Tl, TZ]T (386)

3.21  Numerické FeSeni Sestirovnicového dvoutekutinového modelu
zaloZené na metodé konecnych objemi

Pro numerické feSeni Sestirovnicového TFM autor této disertaéni prace modifikoval jiz vyvinuty
esi¢ pro Ctyfrovnicovy TFM zaloZeny na metod¢ kone¢nych objemt, AUSM+ schématu s linearni
rekonstrukci primitivnich veli¢in v korektorovém kroku a minmod limiterem. Schéma metody
kone¢nych objemi zlstava stejné ve tvaru (3.29a) a (3.29b). Piedtim, nez provedeme S$té€peni
nevazkého numerického toku na konvektivni a tlakovou c¢ast, upravime patou a Sestou slozku
vektoru nevazkého toku zavedenim mérné celkové entalpie h, = e, + p/ p. tekutiny e.

AUSM schéma bylo detailné popsano v odstavci 3.1.1.1. Konzervativni numericky tok je zde
délen na konvektivni a tlakovou ¢ast. Oproti rovnicim (3.30) zde vSak vystupuji navic toky
energetickych rovnic

[ A1 P1Us 7T 0] 171 [0 ]

F,=FS$+ FP = | aupyus® |+ |ay p| =iy [ua| + |y p), (3.87a)
[y prug byl L O 100 I
A2 P2Uz 1T 0] 17 10 7

F,=FS+ FP = | appo® [+ |, p| =1, [wa| + |, p), (3.87Db)
Ly pouz hol L O Lhpl L O

Konvektivni a tlakové slozky numerického toku se $tépi podle norméalového Machova Ccisla
na piispévky od jednotlivych bunék (L a R) zplsobem popsanym v odstavci 3.1.1.1, vcetné
uvedenych S$tépicich polynomt. Konvektivni slozky celkového numerického toku jsou potom
urceny na zaklad¢ znaménka hmotnostniho toku, ur¢eného z rovnic (3.35)

[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

FC:§Th1 Ui |+ |Yag +%|Th1| Ui | = [H1r| ), (3.883)
_hlL_ _th_ _hlL_ _th_
[ 1] [ 1] [ 1] [ 1]

FC:%mZ Uy, | + |Uzp +%|m2| Uz, | — [U2x ]| | (3.88b)
_hZL_ _hZR_ _hZL_ _hZR_

Rychlost pohybu rozhrani, figurujici v novych slozkach vektoru n(w), je stanovena v i-té buiice
pomoci vztahu (3.85). Poslednim tkolem je diskretizace ¢lenti s ¢asovou derivaci objemového
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, d d . y y . .
podilu —p % a—p %, které se nové vyskytuji v nekonzervativnich vektorech n(w), prvni ¢len

diskretizujeme pomoci zpétné diferencni formule

. %n [N [051]71'1—[051]?_1
052, = plt s (38%)
coz vsak vyzaduje pfi algoritmizaci uchovéavat hodnoty objemového podilu z minulé casové
hladiny. Z rovnosti pro objemové podily plati % = — % a tedy
_ aﬂ n _ [_.n [az]?—[az]?_l _ n [051]?—[0‘1]?_1
[P 52| = [-plf PR = ol (3.89b)

3.2.2 Numerické reSeni Toumiova ,,shock tube* problému

Jako testovaci tloha byl pouzit Toumilv ,,shock tube“ problém, popsany Vv odstavci 3.1.2.1
vénovaném implementaci Ctyfrovnicového TFM. Pocateéni hodnoty vektoru primitivnich
proménnych v obou polovinach oblasti byly doplnény o termodynamické teploty tekutin
Ty, = T,) = Typ =T,p = 308,15K

T

v) =l wl o wd ph T T (3.90a)
T

vy =[ad wh wd ph TS Tan] . (3.90b)

Na koncich vypoctové oblasti o N buiikach byla aplikovana sténova okrajovd podminka. Hodnoty
slozek vektoru primitivnich proménnych ve virtudlni bufice za sténou, vzhledem k ptilehlé vnitini
buiice (L) vypocetni site, jsou

Vipoire = [T Ui Uz P Ty Ty )T =
=[V1; V25 Vs Vaps Uspp Vey]T (3.91a)
a vektor konzervativnich proménnych ma odpovidajici tvar
Wroyie = [Wips Wapi ~Wspp —Wap; Wspp We ]T, (3.91b)

Konstitutivni vztahy, véetné hodnot parametrti byly uvedeny v pfedchozim vykladu. Hodnota
koeficientu v Bestionové vztahu pro tlak rozhrani (3.10) je ¢ = 2. Vliv tihového zrychleni neni
v modelu zahrnut. Délka ¢asového kroku byla ur¢ovana podle vztahu (3.54) s Courantovym Cislem
CFL =0,1.

Dosazené numerické vysledky ziskané pomoci popsan¢ho vypocetniho algoritmu, ktery pouziva
Heuenovo schéma pro vypocet Casové derivace a AUSM+ schéma pro aproximaci nevazkého
konzervativniho toku s linedrni rekonstrukci primitivnich veli€in v korektorovém kroku, jsou
vyneseny &ervenou barvou v obr. 48 a 49. Byla pouzita rovhoméma vypodetni sit o N = 10*
buitkach. Oproti zjednoduSenému ctyfrovnicovému TFM je patrnd dobra shoda s vysledky
prezentovanymi v [100], které jsou vykresleny v obrazcich ¢erné. Dosazené numerické feSeni
Sestirovnicového modelu pfi pouZiti stejné sit€¢ dokonce zachycuje pfechody ostieji nez vysledky
publikované v [100]. To je patrné dusledkem vysSi piesnosti pouzitych numerickych schémat
V navrzeném vypocetnim algoritmu feSeni.
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Obr. 48: Toumitiv problém, rozloZeni objemového podilu tekutiny 1 v &ase t;, = 0,006 s. Cervené jsou
vyznaceny vysledky dosazené pomoci vyvinutého fesice a ¢erné feSeni prezentované v praci [100] na
riznych sitich.
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Obr. 49: Toumitv problém, tlak ve vypoétové oblasti v &ase t, = 0,006 s. Cervené jsou vyznaGeny
vysledky dosaZené pomoci vyvinutého feSi¢e a Cerné feSeni prezentované v praci [100] na riznych sitich.

89



3.3 Trirovnicovy model pro reSeni rozvrstvenych proudéni

V kapitolach 1 a 2 bylo konstatovano, Ze rozvrstvena proudéni lze simulovat nejen pomoci
specializovanych metod, ale i pomoci dvoutekutinovych eulerovskych modeli. Pro feSeni
rozvrstvenych proudéni je vhodnéjsi pouzit TFM, ktery je rozsifen o advekéni rovnici objemového
podilu jedné z fazi (2.99). Tato rovnice totiz dava ptimo do spojitosti advekci objemového podilu
srychlosti pohybu rozhrani wu;,,. Zavedeni této rovnice, coby konstitutivniho vztahu
do Sestirovnicovyho  vychoziho modelu, bylo ukazano v odstavei 2.7.3 v€novaném
sedmirovnicovym TFM, kde byla rovnéz popsana jeji té€sna vazba k modelim pro feSeni
rozvrstvenych proudéni dvou tekutin a ptibuznost rovnice (2.99) s advek¢ni rovnici znackovacich
funkci (2.82), ktera se pouziva v metodach zachyceni rozhrani, viz odstavec 2.7.1. Pro simulace
rozvrstvenych proudéni se proto pouzivaji sedmirovnicové TFM a redukované modely z nich
odvozené, napiiklad pétirovnicovy model prezentovany v [94], ktery autoii Murrone a Guillard
pouzili pro feSeni problému protrzeni hraze, vzestupu bubliny a;.

Studovat problematiku rozvrstvenych proudéni ma vyznam pouze ve dvou, ¢i tfech dimenzich.
Proto bude tento model a zplsob jeho feSeni popsan ve 2D, na rozdil od piedeslych TFM,
se kterymi bylo pracovano pouze v 1D.

Vibec nejjednodussi model pro feseni proudéni jedné stlacitelné tekutiny s volnou hladinou
odvozeny od TFM je tfirovnicovy model, ktery prezentoval Dumbser v praci [27]. Dumbser pouzil
pro numerické feSeni tfirovnicového modelu nespojitou Galerkinovu metodu koneénych prvka
(zkr. DGFEM), viz [28]. Tento model byl validovan naptiklad na uloze vstiikovani proudu tekutiny,
¢i deformace ¢tverce ve virovém rychlostnim poli. Dale byly v praci [27] prezentovany vysledky
rizné definovanych uloh protrzeni hrazi. Vysledky 3D tloh byly publikovany pozdéji, v [26], kde
lze najit dal§i numerické vysledky simulaci protrZeni hrazi, obtékani piekazek na hladiné nebo liti
materiald.

Ttirovnicovy model je odvozen z plivodniho Baerova — Nunziatova sedmirovnicového TFM
(2.95) — (2.97) a (2.99), [5], ktery dopliuji ptislusné konstitutivni vztahy pro podminky na rozhrani
tekutin (2.98). V prvni fad¢ je zcela zanedbana sekundarni tekutina a dale se predpoklada, ze jeji
dynamika neovlivituje chovani primarni faze. To vedlo k redukci modelu o vSechny tii rovnice
popisujici proudéni sekundéarni faze i o vSechny pfislusné veli¢iny. Redukovany model je vhodny
pro simulace proudéni s volnou hladinou, napiiklad pro simulaci rozvrstveného proudéni jedné
tekutiny ve vakuu. Pfedmétem simulaci je pouze pohyb primarni tekutiny bez feSeni transportu
energie aj. Pro modelovani stlacitelnosti tekutiny byla pouzita Taitova rovnice nezavisla
na energetické rovnici, kterd byla ze systému vypusténa pro nadbytecnost.

Rovnice kontinuity a pohybova rovnice primarni faze s rovnici pro advekci primarni faze tvofi
dohromady tfirovnicovy model pro feSeni rozvrstveného proudéni stlacitelné tekutiny

2 0
7t (ay p1) + E(Cﬁ p1uy) =0, (3.92)
d ad ad
5(“1 piuy) + ry [a1(p1ui + P)] = Prne %7 (3.93)
ad 0
aal + u,ntaal - 0 (394)

Tento model je doplnén o konstitutivni vztahy v souladu s pivodnim Baerovym — Nunziatovym
modelem. Tlak na rozhrani je roven tlaku leh¢i z fazi (zanedbana faze) p;,, = p, a rychlost pohybu
rozhrani je totoZna s pohybem t&zsi faze (tekutina, nezanedband faze) u,; = u;. Tlak sekundéarni
faze je nezbytné vhodné modelovat, nebot’ byl pti redukci modelu vypustén. Dumbser navrhl drzet
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na rozhrani konstantni tlak na hodnoté¢ atmosférického tlaku p;,; = p2 = Parm, navic pouzil
stavovou rovnici vtazenou k hodnoté p,ry. Tento predpoklad dobie vystihuje napiiklad praveé
simulace protrzeni hrazi. V dusledku je mozné vztdhnout tlak k hodnoté atmosférického tlaku a
pracovat potom s relativnim tlakem p = p — pary. Vyhodou tohoto piistupu, kdy p;,. = 0 Pa, je
vynulovani nekonzervativniho ¢lenu s tlakem na rozhrani v pohybové rovnici. Jedna se tedy
formalné o obdobu systému Eulerovych rovnic doplnénou o advek¢ni rovnici pro objemovy podil
tekutiny, ktera vyjadfuje unaseni rozhrani spole¢né s pohybem tekutiny.

Dale budou, vzhledem k pfitomnosti jen jediné tekutiny, vynechany indexy oznacujici tekutinu.
Rozepsano ve 2D dostavame téirovnicovy model rovinného proudéni tekutiny s volnou hladinou

%(ap)+ :—x(apu)+ aa—y(apv)=0, (3.95)
%(apu)+ ;—x[a(pu2+ﬁ)]+ aa—y(dpuv)zo’ (3.962)
S@pv)+ @puv)+ Zlapvi+pl=apg, (3.96)
%a+uaa—a+vaa—ya—0 (3.97)

kde x a y jsou kartézské slozky vektoru prostorovych proménnych, u a v jsou kartézské slozky
vektoru rychlosti tekutiny u = [u, v]” ve smérech x a y. Advekéni rovnice (3.97) je vSak bohuzel
V nekonzervativnim tvaru. Zdrojovy €len na pravé strané rovnic hybnosti pfedstavuje tihovou silu
vztazenou na jednotku objemu urcenou tihovym zrychlenim g ve sméru y. Aby mél model
fyzikalni smysl, musi byt obecné celkovy tlak kladny, tedy musi platit p > —p,ry, a zaroven byt
kladna hustota p > 0. Za téchto podminek je model hyperbolicky s redlnymi vlastnimi cisly
M=un—cn,l,=43=u n, A, =u -n+c|n|pro 0 <a < 1. To znamena, ze zadna
z fazi nesmi v oblasti zcela vymizet. V praxi se omezujici podminka pro objemovy podil fesi tak, ze
ptitomnost Cisté faze znaci @ = 1 — & a naopak jeji iplnou nepfitomnost & = 0 + ¢, kde ¢ je fadové
malé ¢islo.

Pfi sestavovani numerického kodu zaloZeného na metodé konec¢nych objemll pro feSeni
popsaného modelu (3.95) — (3.97) pusobil nejvétsi problémy vypocet advekéni rovnice (3.97).
Poznamenejme, Ze ve vySe citovanych pracich neni uveden zplsob vypoctu této advekéni rovnice.
Prvotnim zdmérem bylo urcit nekonzervativni ¢leny pomoci centralniho schématu, jako to bylo
ucinéno pfi feSeni nekonzervativnich ¢lentt TFM, viz (3.43). Ve 2D by ptislusné schéma melo tvar

n+l _ At
ai,j al] u'l] 2 Ax al+1] a;_ 1]) l] 2Ay alj+1 l] 1) (3-98)

pii pouziti rovnomérné kartézské strukturované sité, kde i je fadkovy index a j sloupcovy index.
Pfi implementaci na problém protrzeni hraze v§ak pomérn€ zahy doslo k velkému ristu skaldrniho
sou¢inu vektoru rychlosti s aproximaci gradientu objemového podilu, takze doSlo k piekroceni
fyzikalnich limitd pro objemovy podil, tj. a;'; L g (0,1).

Vysledkt bylo dosazeno az po pieformulovani rovnice (3.97) s pouzitim véty o derivaci soucinu
funkecti

Jda ad du

U—— = — (au) — a—— (3.99a)
) _ov
Ty E(vu) ay: (3.99b)

Novy tvar advek¢ni rovnice pro objemovy podil je tedy
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7] 7] 7] du v
Sat E(au) +a(vu) — a(a+a) =0. (3.100)

Ukazalo se, ze pii numerickém feSeni vybranych testovacich tloh protrzeni hraze (odstavec 3.3.2) a
vzestupu bubliny (odstavec 3.3.3), ve kterych byla pouzita advek¢ni rovnice v upraveném tvaru
(3.100) nasledné fesena nize popsanym zpisobem, zlstavaly hodnoty objemového podilu v prubéhu
celého iteracniho procesu omezené a™*! € (max(a™), min(a™)) a tedy nebylo tieba sledovat
spInéni fyzikalniho omezeni (@ € (0,1)), ani podminky hyperbolicity (a¢ € (0,1)) daného systému.

Ttirovnicovy model (3.95), (3.96) a (3.100) lze zapsat maticové

%w + aa—xf(w) + aa—yg(w) =n(w) + s(w), (3.101)

kde vektor konzervativnich proménnych ma tvar

w=[ap, apu, apv, a]T (3.102a)
kartézské slozky vektoru nevazkého konzervativniho toku sténou jsou
fwm)=lapu, alpu*+p), apuv, aull (3.102b)
gw)=[apv, apuv, a(pv:+p), avl, (3.102c)
vektor zdrojovych ¢lent zahrnujici tthovou silu vztaZzenou na jednotku objemu je vyjadieny jako
sw)=[0, 0, apg, 0] (3.102d)
a novy nekonzervativni ¢len v pfeformulované advek¢ni rovnici je
n(w) = [O, 0, O az—z + az—; T. (3.102¢)

Model slouzi pro feSeni proudéni tekutiny svolnou hladinou. Vzhledem K ptijatym
predpokladiim pfi jeho odvozeni je pouzitelny v ptipadé, ze zanedbané médium ovlivituje pohyb
tekutiny pouze minimalné. Zaroven by v zanedbané fazi nemél byt silny tlakovy gradient podél
rozhrani, protoZze model piedpokladd konstantni rozloZeni vné&jSiho hydrostatického tlaku
pusobiciho na rozhrani. Rozhrani se S§ifi spolecné s proudénim tekutiny. Model neobsahuje
energetickou rovnici, tudiz jej nelze pouzit pro feSeni Uloh termodynamiky. Uvedeny model je
vhodny napftiklad pro simulace protrzeni hrazi nebo liti riznych materialti do forem. Dokéze ptitom
pracovat i se slozitym rozvrstvenim tekutiny, jak bude ukdzano na uloze vzestupu bubliny
v odstavci 3.3.3.

Pti odvozovani tfirovnicového modelu ze sedmirovnicového TFM byly pievzaty uzaviraci
vztahy zavedené Baerem a Nunziatem (2.98). Proménné ve vysledném tfirovnicovém modelu jsou
a, p,u, v, p. Systém je tedy tieba dale doplnit jiz jen o jeden konstitutivni vztah, a to

e stavovou rovnici pro tekutinu ve tvaru f(p, p) = 0.

Dumbser uzaviel systém pomoci Taitovy stavové rovnice vyuzivajici relativni tlak p = p — p4™
V4
5:KK%)—4, (3.103)

kde hodnoty modelovych parametri pro problém protrzeni hraze byly nastaveny na
K = 6,37 - 10° Pa, p° = 1000 kg m~3, » = 1. Poznamenejme, Ze tvar stavové rovnice (3.103) je
formalné shodny se stavovou rovnici (3.8) pro tlaky absolutni. Pfi » = 1 zavisi hustota na tlaku
linearng, jak ukazuje obr. 50. Rychlost zvuku je ur¢ena vztahem
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c= /f @ +K) (3.104)

a pro uvedené hodnoty ma konstantni velikost ¢ = 25,24 m s~ 1.

[kg m?]
1300 78

1200 -
1100 +

1000
A

p [Pa]
-100000 -50000 o] 50000 100000 150000

Obr. 50: Graf zavislosti hustoty tekutiny na relativnim tlaku p.

Stejné hodnoty parametrii stavové rovnice byly pouzity i pro provedené numerické simulace
vybranych testovacich tloh z divodu porovnatelnosti dosazenych vysledkti. Hustota modelované
tekutiny v okoli relativniho tlaku p = 0 Pa, neboli p = paru, piiblizné odpovida hustoté vody. Jak
ale ukazuje graf na obr. 50, tekutina se da dobfie stlacovat, coz neodpovida realnému chovani vody.

Nerealistické hodnoty modelovych parametri byly pouzity zamérné proto, aby byla rychlost
zvuku v tekutin€ nizka. Cilem bylo uméle udrzet Machovo ¢islo ve vypoctové oblasti na relativné
vysoké, avSak podzvukové hodnoté z divodu dosazeni vétsi efektivity a presnosti pouzitych
numerickych metod urcenych pro feseni proudéni stlaitelnych tekutin. Podrobnéjsi diskusi 1ze najit
Vv [27]. Volba materidlovych parametri ma vsak zna¢ny vliv na dosazené vysledky, protoze dobra
stlacitelnost modelované tekutiny neodpovida redlnému chovani kapalin (vody).

Vektor primitivnich proménnych ¢ita ¢tyti veliiny
v=[a u v pJT. (3.105)
Dalsi vyhodou tohoto modelu oproti ¢tyfrovnicovému 1 Sestirovnicovému TFM je, Ze neni potieba
fesit nelinearni rovnici pro tlak (3.57). Vzhledem k tomu, Ze je ur€ovana pomoci advekéni rovnice
pfimo hodnota objemového podilu, I1ze snadno vypocist ze sloZzek vektoru konzervativnich
proménnych hustotu p = Wl/W , @ nasledné dosazenim do stavové rovnice (3.103) ziskat hodnotu
relativniho tlaku.

3.3.1  Numerické reSeni tfirovnicového modelu zaloZené na metodé
konec¢nych objemii

Pro numerické feSeni rozvrstveného proudéni tekutiny ve 2D byl vyvinut autorem této disertacni
prace software zaloZzeny na metod€ konecnych objemd, ktery vyuzivd AUSM+ schéma. Jedna se
0 podobny numericky kod, ktery byl vytvoien pro feSeni Ctyirovnicového a Sestirovnicového TFM,
V tomto piipad€ je navic rozsifen do 2D. Déle ukaZzeme zplsob diskretizace rovnice pro advekci
objemového podilu (3.100) pomoci metody kone¢nych objemi na strukturované ¢tyiuhelnikové siti,
analogicky jako v odstavci 3.1.1.

Rovnici (3.100) integrujeme pies kontrolni objem € ;

0 a a du  dv
Jo, 5@ 4+ Jo, [sF @ + =] ds - [, a(55+52) ds =0, (3.106)

ij ot
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zavedeme integralni pramér pro objemovy podil
1
a;j(t) = o] fQiia(x, t) ds (3.107)

pies bufiku €;; a aplikujeme Greenovu ve€tu, ktera prevede ploSné integraly na kiivkove

d ai,j|Q

G+ g (aumy, +avmy Jdl =y gy, (umy, +vmy ) di=0 (3.108)

Déle kiivkové integraly nahradime souctem integrali ptes jednotlivé hrany uvazované
Ctyfhelnikové buiiky ();; pevne vypocetni site

daj

it T |Q Y Yie= 1faQ ((au)(x, Ony, + (av)(x, t)njky> di,, —

1
~Tay] % Zi=1Jpq, . (u(x, o, + v, t)njky) dl, = 0. (3.109)

A koneéné zavedenim numerickych toki podobné jako v (3.23) dostaneme pro ctvrtou slozku
vektoru konzervativnich proménnych schéma ve tvaru

n+l — ,, n _ At 4 n , n .
Waij " = Wai T oy Beon (Fif i M+ Gy, ) Ll +

4 n n
+ mwﬁf,- Stoy (Hal 1y, +14i_jknjky) 1L, (3.110)
kde bylo uzito zpétné Eulerovo schéma pro aproximaci Casové derivace. Rovnice (3.110)

predstavuje diskretizovanou formulaci advekéni rovnice (3.100).

3.3.1.1 AUSM schéma pro aproximaci tokii v tiirovnicovém modelu

Pro aproximaci konzervativnich numerickych tokti pouzijeme opét AUSM+ schéma, které spociva
Vv rozd€leni numerického toku na konvektivni a tlakovou cast, viz odstavec vénovany AUSM
schématu 3.1.1.1, [100], [47] nebo [78],

01
apu ~ |y
(szknj + Gy My, >—(FG)C+(FG)P [aﬁv] UT e +vn]ky)+ap nj:x’ (3.111)
y
0

kde (u n, tvn ky) = I}, je konvektivni normalova rychlost na sténé k.

Aproximace nevazkého konzervativniho toku sténou k kontrolniho objemu €;; s vn&jsi
jednotkovou normalou LT, je vyjadfena jako funkce hodnot nezndmych ve vnitini burice

wi; = w; a hodnot v sousedni buiice w;'; , = wg za sténou k. Toky zbylymi sténami s piislusnymi
normdlami se uréi zcela stejnym zplisobem, pouze dojde ke zméné vné&j$i bunky wp a

normaly n; )
y Tijk

Prispévky K toku od obou pfilehlych bunék jsou uréeny normalovym Machovym ¢islem na sténé,
jehoz velikost zavisi na vyjadieni rychlosti zvuku na sténé. Velikost rychlosti zvuku lze vyjadfit
riznymi zpusoby, vtomto piipadé byla aproximovana aritmetickym primérem z hodnot
v ptilehlych bunkach

— fLHCR
2

(3.112)

Normalové Machovo ¢islo je uréeno podilem primétu vektoru rychlosti proudéni tekutiny
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do sméru vné&jsi normaly piislusné stény a rychlosti zvuku

ur "n; uy, lex-HJL n;

My, =——= — (3.113a)
Up - N; UR lex-HJR n;

My, = RC L = — (3.113b)

Machovo ¢islo na hranici je dano souctem ptispévki levého a pravého normalového Machova ¢isla
My = MF(My, )+ M- (Mp,), (3.114)

kde M* a M~ jsou polynomidlni $t&pici funkce (3.34). Konvektivni slozka konzervativniho
numerického toku je potom urcena rovnici

(FG)¢ = % Mpr ¢ (W, + wg) + % IMp/g| € (W, — wp). (3.115)

Tlakovéa slozka numerického konzervativniho toku je urcena tlakem na sténé sousedicich bun¢k,
ktery je definovany pomoci polynomialnich $tépicich funkci B+ a B, viz (3.38), jako

iR = B My, )a, By + B~ (Mng)ar Pr (3.116)
a plati tedy
FGOP =pr [0 my My, O], (3.117)

Na popsaném AUSM+ schématu je zalozeno i vyc€isleni nekonzervativniho ¢lenu vyskytujiciho
se v advekéni rovnici pro objemovy podil tekutiny, jak prezentoval autor této prace na konferenci
[IV]. Tok rychlosti sténou v nekonzervativnim ¢lenu lze vyjadiit jako

0 0 0
_ 10 0 _ 10

(HZJ'k " ex + I?jk leky) = o] ikx + 0 njyx - lO] (u " e tv njkx)' (3.118)
u v 1

Ve schématu je pouzito stejné St€peni podle Machova ¢isla, jako pfi aproximaci konvektivni Casti
konzervativniho numerického toku

0 0

N _ |1 1 _ ol _ 0
(HDN = ZML/RC(1+1)+2|ML/R|C(1 D|lo] = Mure | (3.119)

1 1

Vektor zdrojovych ¢lent je na zaklad€ hodnot v kontrolnim objemu ; ; aproximovan jako

Vysledné schéma FVM pii pouziti AUSM+ schématu pro diskretizaci konzervativniho
I nekonzervativniho toku se zahrnutim vlivu tihové sily ma potom tvar

A
Wit = wl = &5 S [FO + (FO)) —wyl; (HDY] 1Ll + Ae ST, (3.121)

V ptipadé, Ze Casova diskretizace je aproximovana zpétnym Eulerovym schématem.

3.3.2  Numerické reSeni problému protrzeni hraze

Uloha protrzeni hraze (,dambreak problem®) je bé&Znou testovaci Glohou numerickych fesict
navrzenych pro simulace rozliva, liti, Sifeni zatopovych vin aj. Existuje fada téchto uloh dobie
podlozenych experimentalnimi méfenimi na zmenSenych modelech, [117], [1], ¢i analytickymi
vysledky zjednodusenych modelti. Ulohy protrzeni hraze spodivaji v rozdéleni vypoétové oblasti
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do dvou stacionarnich celkt s riznou vyskou hladiny kapaliny. Na zacatku simulace (okamzik
protrzeni) je ndhle ,,odstranéna ptekazka mezi oblastmi a je sledovan asovy vyvoj systému.

Pro porovnani vysledk vlastniho vyvinutého numerického tesice s vysledky uvedenymi v praci
[27] byla zvolena tloha ,,dambreak: wet bed with bottom step“. Jedna se o ulohu protrzeni, kde
V misté ptivodni hraze se navic nachéazi schod na dn¢ a v oblasti, do které se rozléva zatopova vina,
je na pocatku urc¢ita hladina vody, viz obr. 52. Simulovana loha byla nastavena stejné jako v [27],

wewe

Vypoctova oblast (), zobrazend na obr. 52, byla diskretizovana nestrukturovanou trojuhelnikovou
vypocetni siti o N = 79 000 elementech, kterou ukazuje obr. 51.

Obr. 51: Nestrukturovana trojihelnikova vypocetni sit' o N = 79 000 buiikach zahusténa v oblasti
formovani zaplavové viny.

Vytvotend vypocetni sit’ je zahuSténa v oblasti protrZzeni hrdze a v oblasti nasledného rozlivu tak,
aby typické velikost bun¢k v této oblasti Aa = 0,007 m ptiblizné odpovidala trojahelnikové siti
pouzité v [27]. Smérem od této oblasti byly pouzity vétsi trojihelnikové buiky (az Aa = 0,11 m),
kvili redukei vypocetni naro¢nosti celé lohy. Poznamenejme, ze ze stejného ditvodu byla i celd
vypoctova oblast o jeden metr shora sniZena. VypocCty na hrubsich sitich ukazaly, ze v této oblasti,
vyplnéné zanedbanou fazi, se neodehrava nic podstatného a zdejsi proudéni nepatrného mnozstvi
tekutiny @ = 1 — € ma pouze maly vliv na tvar formujici se zaplavové viny.

V levé Casti oblasti, tj. v nadrzi, byla vyssi hladina s vyskou h; = 1,462 m. V pravé, rozlivové
Casti byla vyska hladiny hiz = 0,309 m, jak ukazuje obr. 52.

- Ly;=5m i Lg=5Sm >

QV 30

hg= 0,309 m

It; = 1,462 m

H=3m

AH=02m »bottom step

Obr. 52: Geometrie tlohy protrzeni hraze se schodem na dné a modie vyznacenou oblasti na po¢atku
vyplnénou tekutinou.

V Taitové stavové rovnici byly pouzity modelové konstanty K = 6,37 - 10° Pa,
p® =1000kgm™3, % = 1. V celé oblasti je zahrnut vliv tthové sily uréené konstantnim tihovym
zrychlenim g = —9,81 m s~2 ve zdrojovém ¢lenu (3.102d). Pocate¢ni podminka uvazuje tekutinu
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Vv klidovém stavu. A dale se predpoklada tlakové pole s piiblizn¢ hydrostatickym rozlozenim
relativniho tlaku p(y) = (y — h;)g p°, pfic¢emZ nulova hladina tlaku se nachazi ve vyice hladiny
tekutiny vnadrzi h;. Sohledem na podminku hyperbolicity piedstavovala tekutinu hodnota
objemového podilu@ = 1 — ¢ v oblasti Qg a v oblasti bez tekutiny Qy byla hodnota objemového
podilu @ = €. Pocatecni vektor primitivnich proménnych v téchto Castech vypoctové oblasti
Q = Qp U Qy mél slozky

vp=[1-¢ 0, 0, (y—hy)gp°l", (3.122a)
vp=[g 0, 0, (y—hy)gp°l", (3.122b)
kde ¢ je fadové malé &islo, v t&chto tilohach byla pouzita hodnota ¢ = 1 - 1072,

Na hranici vypoctové oblasti dQ byla ptredepsana podminka pevné nepropustné stény. Prakticka
implementace byla realizovanad pomoci virtualnich bunék se zrcadlenym vektorem rychlosti vici
rovin¢ stény, jak ukazuje obr. 53.

S

Obr. 53: Otoceni vektoru rychlosti u; vii¢i roving stény.

Sténa k je charakterizovand smérovym vektorem s = [Ax,Ay]T a vektorem vn&j$i normaly
n = [ —Ay, Ax]T. Vektor rychlosti u;, = [u;, v,]” v bufice L piilehlé ke sténé& k Ize potom zrcadlit
rovinou stény k napiiklad s vyuzitim jednotkového smérového vektoru stény s; = s/|s| v zrcadlové
oto¢eny vektor

UR pire = 2 (u’L ) Sj) Sj— U, = [uR virtp UR virtz]T- (3-123)
Vektor primitivnich proménnych ve virtudlni buiice za sténou potom obsahuje slozky
Vryire = [A0 URviry  Urviry Di]”. (3.124)

Z n¢j 1ze potom sestavit vektor konzervativnich proménnych. Pfipadné lze analogickym postupem
zrcadlit pfislusné slozky vektoru konzervativnich proménnych w; a sestavit vektor za sténou

wy, = [wlL, 2([W2L,W3L] 's,-) Sj, ~ Wz, 2([w2L,w3L] -s]-) Sj, — W3, W4L]T_ (3.125)

Izoc¢ary objemového podilu kapaliny vypoctené pomoci vyse popsaného numerického fesice jsou
ukazany na obr. 54. Obr. 55 ukazuje pfimé srovnani téchto vysledkt s vysledky prezentovanymi
Vv praci [27]. Bilou pferuSovanou ¢arou je znazornéno feSeni tlohy pomoci rovnic mélké vody, viz
[27]. Cervena a modrd plocha, na jejichz piechodu je Zlutd kontura, piedstavuje FeSeni
tiirovnicového modelu dosazené pomoci DGFEM, [27]. Pomoci DGFEM by mé¢la byt dosazitelna
vysSi presnost, nez pii pouziti vySe popsaného fesice. Poznamenejme, ze pti vykreslovani vysledki
DGFEM pouzil Dumbser trik, kdy pfevzal konturu a = 0,5 za ostry tvar rozhrani, aniz by v praci
blize ukézal rozmazani tvaru rozhrani. Cerna &ara v obr. 55 predstavuje feSeni dosazené pomoci
navrzeného algoritmu pii pouziti stejného triku, jde tedy o restrikci vizualizace na obr. 54 pouze

97



na konturu a = 0,5.

Zvysledkli je patrné, ze vypocteny tvar rozhrani kapaliny celkové odpovida referencnim
vysledkiim. Na obou krajich oblasti jsou spravné udrzeny pocate¢ni vysky hladiny. Vysledky
dosazené pomoci vyvinutého fesi¢e nezachytily maly pteliv ¢elni viny pfiblizn€é v misté¢ x = 3 m
vypocteny pomoci DGFEM. Zde se patrné projevila vyssi numerickd viskozita pouzitych schémat,

[IV].

Obr. 54: Tzo¢ary objemového podilu kapaliny vypoctené pii simulaci Glohy protrzeni hraze do oblasti se
schodem a mokrym dnem v Case t;, = 1s.

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x[m]°
Obr. 55: Hladiny kapaliny v ¢ase t;, = 1 s vypoctené pii simulacich Glohy protrzeni: bilou pierusovanou
carou — feSeni rovnice mélké vody, zluté rozhrani ¢ervené a modré plochy — feSeni tfirovnicového modelu

pomoci DGFEM (oba vysledky viz [27]) a ¢ernou ¢arou — vysledek dosazeny pomoci navrzeného kodu.

3.3.3  Numerické reSeni problému vzestupu bubliny

Numerické feSeni ulohy vzestupu bubliny (,,rising bubble problem*, ,.bubble ascension problem)
ma za cil ovéfit schopnost tfirovnicového modelu spravné zachytit slozity tvar rozhrani v tthovém
poli. V praci [27] byly prezentovany rizné vysledky se slozitym tvarem rozhrani, avSak bez
zahrnuti tihové sily do vypoctu, nebo byly feSeny ulohy s vlivem tihové sily, avSak jednoduchym
rozhranim, napf. tGloha protrzeni. Uloha simuluje vzestup velké osamocené bubliny plynu
obklopené tézkou kapalinou vlivem tihové sily. Pii aplikaci tfirovnicového modelu je pfitom
uvazovana vyhradné okolni kapalina. Bublina je ztotoznéna s prazdnou ¢asti, kterou ,,zaujima“
zanedband faze, viz obr. 56. Vlivem tihového pole se kapalina tla¢i doli a tim vytlacuje prazdny
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prostor pfedstavujici bublinu vzhiiru. Problém vzestupu bubliny byl pro pouziti tfirovnicového
modelu velmi pfitazlivy, protoze je v ni zaméfena pozornost na pohyb zanedbané faze. Jedna se
tedy v podstaté o inverzni Glohu k riiznym simulacim protrzeni, nebo liti feSenych v pracich [27] a
[26], kde je sledovana uvazovana tekutina.

Vzestup bubliny je klasickou tlohou pro testovani modelt uzpiisobenych pro simulace
rozvrstvenych proudéni, tedy naptiklad metody sledovani rozhrani a metody zachyceni rozhrani.
V literatufe nebylo nalezeno jeji feSeni pomoci tfirovnicového modelu, ale feSili ji Murrone a
Guillard ve vyse zminéné praci [94] pomoci pétirovnicového modelu odvozeného rovnéz z Baerova
— Nunziatova TFM, ktery je tedy principielné blizsi tfirovnicovému modelu, nez metody sledovani
rozhrani, ¢i zachyceni rozhrani. Proto byly vysledky prezentované v [94] brany jako vzorové.

L=2m

Obr. 56: Geometrie ulohy vzestupu bubliny s modie vyznac¢enou oblasti na po¢atku vyplnénou tekutinou.

V Taitové stavové rovnici byly pouzity vySe uvedené modelové parametry, viz 3.3.2.
Poznamenejme, Ze v praci [94] byly pouzity stavové rovnice ztuhlé tekutiny pro obé faze.
Parametry Taitovy rovnice nebyly uzpisobeny vlastnostem kapaliny z [94], ale byly ponechany
na ptivodnich hodnotach z divodu vyssi efektivity numerického fesice stlacitelného proudéni, viz
odstavec 3.3. V celé oblasti je zahrnut vliv tihové sily uréené konstantnim zrychlenim
g = —9,81 ms~2 ve zdrojovém ¢lenu (3.102d). Po&ate¢ni podminka uvazuje kapalinu v klidovém
stavu. A dale se pfedpoklada tlakové pole s piiblizn¢ hydrostatickym rozloZenim relativniho tlaku
p(y) = (y — hy)g p°, pficemz nulova hladina tlaku se nachazi ve vysce h;, = 1,5 m. S ohledem
na podminku hyperbolicity piedstavovala oblast vyplnénou kapalinou Qp hodnota objemového
podilu ¢ =1—¢ a prazdnou oblast (y, tedy bublinu, hodnota objemového podilu a = €.
Pocate¢ni podminka pro vektor primitivnich proménnych byla v dil¢ich oblastech

v=[1-¢ 0, 0, (y—hogp’l", (3.126a)
vp=[e 0, 0, (y—hogp°l", (3.126b)

v té&chto ulohach byly pouzity hodnoty & =2-1072. Na okraji vypodétové oblasti 90 byla
predepsana podminka nepropustné stény, jejiz implementace byla popsana v odstavci 3.3.2.

Vypoctova oblast ) byla diskretizovana strukturovanou c¢tvercovou vypocetni siti o poctu
600 x 600 elementl. Rozlozeni objemového podilu kapaliny v ¢asech t = 0,55sa t, = 1 s jsou
ukazany na obr. 57. Pro srovnani jsou v téchto obrazcich vlozeny rovnéz bilé izocary objemového
podilu prezentované v [94], které jsou feSenim slozit€jsiho pétirovnicového modelu. Vysledky
ukazuji, ze tfirovnicovy model je schopen tspésné simulovat i ulohy tohoto typu. Zachycuje dobie
polohu velké bubliny 1 jeji rozpad pii vzestupu skrz t€zsi kapalinu, ackoliv urcité rozdily oproti
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feSeni pétirovnicového modelu jsou na obr. 57 patrné. Z rozloZzeni objemového podilu kapaliny,
piedevSim v Case tp = 1s, je rovnéz patrné, Ze byla poruSena symetriCnost feSeni ulohy.
Tato chyba je pravdépodobné zptusobena kumulaci numerickych chyb pii vypoc¢tu na velmi jemné
siti. Vysledky jsou symetrické az do okamziku t = 0,5s, kdy je symetrie narusena, viz [IV].
Uloha byla rovnéz feSena na nestrukturované trojithelnikové vypodetni siti, na které byla symetrie
poruSena zahy a kone¢né vysledky v Case t;, = 1 s byly zna¢né nesymetrické.

y [m],

1.8

1.6

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4

Obr. 57: Rozlozeni objemového podilu kapaliny v ¢asech t = 0,55 s nahote a v ¢ase t, = 1 s dole.
Izoplochy predstavuji feSeni dosaZzené pomoci vyvinutého algoritmu a bile jsou vlozeny izocary predstavujici
feSeni pétirovnicového modelu publikované v [94].
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Kapitola 4

Numerické feSeni separace oleje a vzduchu v tlakovych
nadobach Sroubovych kompresort

Podnétem pro numerické simulace separace oleje a vzduchu v tlakovych nadobach bylo feseni
projektu znalostniho transferu s ndzvem ,,Metodika nédvrhu olejovych separatori* mezi spolecnosti
ATMOS Chrast, s.r.o. a Zapadoceskou univerzitou Vv Plzni zastoupenou centrem excelence NTIS
(Nové technologie pro informac¢ni spolecnost). Velka ¢ast uvedeného projektu se zaméiovala na
modelovani proudéni oleje a stlaceného vzduchu tlakovych nadobach (tzv. olejovych separatorech),
které jsou soucasti Sroubovych kompresorovych strojii  vyvijenych a vyrdbénych
ve spolecnosti ATMOS Chrést, s.r.0.

Vzhledem k velmi omezenému ¢asu realizace projektu, tehdy chybé&jicim zkusenostem s tvorbou
kodu pro feseni vicefazového proudéni a celkové komplexnosti feSenych tloh byly numerické
simulace dvoufazového proudéni oleje a vzduchu provedeny ve vypoctovém systému ANSYS
Fluent, verze 13.0, ktery je zalozeny na metodé konecnych objemi. Na zakladé reSerSe
dvoufazovych modeltt implementovanych v systému ANSYS Fluent byl jako nejvhodné&jsi
pro uvedené ulohy vybran dvoutekutinovy eulerovsky model. Projekt znalostniho transferu se tak
stal prvotnim podnétem pro autorovo studium modeld dvoufazového proudéni a predevsim
dvoutekutinovych modela, které vedlo az k sepsani této disertacni prace.

Na zaklad¢ teoretickych poznatkii o dynamice proudéni dvou fazi a po rozboru vysledki
provedenych numerickych simulaci proudéni oleje a stlaceného vzduchu ve tfech vybranych
konstruk¢nich provedenich tlakovych nadob byly nasledné formulovany obecné zasady pro navrh
celkového tvaru tlakové nadoby separatoru tak, aby bylo vzajemné oddéleni obou fazi
co nejefektivnéjsi a vysledny stlaceny vzduch byl co nejcistsi.

Poznamka: Nékteré obrazky byly prevzaty, €i pasaZe textu upraveny ze souhrnné vyzkumné zpravy
z projektu ,,Metodika navrhu olejovych separatora® [I11] sepsané autorem této disertacni prace.

4.1 Vyznam a funkce tlakové nadoby

Sroubové kompresory s vysokym vykonem jsou mazany olejem. To ma bohuZel za nasledek
zneCisténi vysledného produktu, tedy stlaceného vzduchu, nezddoucim olejem. Proto je do strojii
S mazanymi Sroubovymi kompresory fazena tlakova nadoba odlucovace oleje, tzv. separator, kde
dochazi k odd€lovani fazi oleje a stlaCeného vzduchu. Na obr. 58 je rozlozeni objemového podilu
vzduchu v ukazkové tlakové nadobé typu V35, jehoZ geometrie je na obr. 59.
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Obr. 58: Rozlozeni objemového podilu vzduchu (a4, [-]) Vv olejovém separatoru V35 vypoctené pomoci
vypoctového systému ANSYS Fluent, zobrazené v kolmych fezech a na pomocnych plochéach.

Olej usazujici se na
dné nadoby
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Utinnost oddéleni fazi zasadnim zptisobem ovliviiuje ekonomiku provozu celého stroje. Stladeny
vzduch prochdzi za separatorem jemnym vzduchovym filtrem, kde jsou zachycovéany posledni
necistoty. Pfipadné olejova mlha v této oblasti filtry velmi rychle zanasi. Naopak vysoka cistota
stlaceného vzduchu po separaci se odrazi v delsi Zivotnosti jemného vzduchového filtru a tedy
vzduchem kompresorového oleje vychazejiciho ze separatoru. Olej totiz maze samotny Sroubovy
kompresor, utésituje mezery mezi rotory a slouzi jako chladivo. Nezadouci vzduch v oleji degraduje
jeho uzitné vlastnosti, zpusobuje pokles komprese, rychlejsi opotiebeni kompresoru a zhorSuje
termoregulaci. Idedlni olejovy separator by tedy z libovolné smési stlaceného vzduchu a oleje
vyprodukoval za jakychkoliv provoznich podminek zcela Cisty vzduch na strané jedné a zcela Cisty
olej na stran¢ druhé.

Podle pozadavki feSené¢ho projektu znalostniho transferu byla Cistota vzduchu ptfed vstupem
do jemného vzduchového filtru hlavnim hodnoticim kritériem pro posouzeni tlakovych nadob
Z hlediska ucinnosti separace fazi. Pro kvantifikaci této efektivity separace jednotlivych
nadob slouzilo vyhodnoceni relativniho objemového toku oleje (tekutina 2) na stupu do jemného
filtru vztazené k objemovému toku oleje na vstupu do nadoby

V vystup vzduchu
Ks= "% / vstup smési- (4.1)
V2D0
4.2 Vypoctovy model proudéni v tlakové nadobé

Po provedeni dikladné reserSe bohuzel nebyly v dostupné odborné literatufe nalezeny zadné
podklady, vénujici se simulacim separace vicefazového proudéni V odlucovacich tohoto typu.
Problémy separace sice byvaji feSeny Casto, avSak pomoci eulerovskych — lagrangeovskych modelt
diskrétnich ¢astic, o kterych je podrobnéji pojednéno v odstavcich 1.2.3 a 2.7.7. Jedna se naptiklad
0 simulace proudéni v riznych prachovych separatorech, viz obr. 8, pro které je ¢asticovy model
efektivni a dosahuje excelentnich vysledkt, podrobnosti 1ze najit napfiklad v [11], [137] nebo [131].
Rezim proudéni s jednotlivymi Casticemi dominuje i u olejovych separatori v oblastech s niz§im
objemovym podilem oleje, tedy v ¢astech oblasti na obr. 58 zabarvenych ¢ervenymi odstiny. Model
diskrétnich Castic je ovSem nevhodny pro popis proudéni nahromadéného oleje, které je dominantni
v modie zbarvenych ¢astech oblasti na obr. 58.

Poznamenejme, Ze dal§im modelem implantovanym v systému ANSYS Fluent je ,, volume-of-
fluid* model pro feSeni rozvrstveného proudéni, blize diskutovany v odstavcich 1.2.1.2 a 2.7.1.
Pro spravné zachyceni separace obou fazi ze smési by pouziti tohoto modelu vyzadovalo extrémné
jemnou sit. Vypoctovy model by tedy nebyl zvladnutelny dostupnymi vypocetnimi prostiedky.
Pro ulohy separace je nevhodny rovnéz model smési, taktéz obsazeny v systému ANSYS FLUENT.
Model smési disponuje jen omezenou schopnosti modelovat faze s vyrazné odlisnym dynamickym
chovanim, tedy faze s tzv. slabym mechanickym sdruzenim, viz odstavec 2.7.5.

Jako nejvhodnéjsi byl na zakladé¢ provedené reSerSe a prvotnich numerickych simulaci
zjednodusSenych tloh vybran dvoutekutinovy eulerovsky model implementovany v systému ANSY'S
Fluent. Jedinou praci, ve které byl pouzit dvoutekutinovy model pro ulohy separace fazi, kterou se
podafilo v odborné literatufe najit, byla studie prvotnich vypoctd [101] v softwaru CFX
na separatoru typu voda — olej, tedy problém separace dvou kapalin podobnych hustot.

Dvoutekutinovy model v softwaru Fluent byl samoziejm¢ podrobné testovan na zjednodusenych
ulohéch, stejné tak byla provedena analyza vlivu sité na dosahované vysledky. Zvlasté peclivé byly
testovany doplinkové modely a konstitutivni vztahy (napf. modely turbulence, interakéni Cleny,
predevsim mezifazovy odporovy ucinek aj.), stejn¢ jako zplisoby zadavani okrajovych podminek.
Podrobnosti byly prezentovany autorem této prace na konferenci [V] a lze je také najit v souhrnné
vyzkumné zpraveé z projektu znalostniho transferu [I11].
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Po vyhodnoceni prvotnich studii bylo pfistoupeno k simulacim s redlnymi tlakovymi nddobami.
Kli¢ové pro nalezeni ustdleného feSeni je zadani spravnych okrajovych podminek vypoctu a
odladéni parametri modelu. Potfebné hodnoty byly stanoveny experimentalné, piipadné podle
vysledki simulaci zpétné korigovany na zakladé zkuSenosti technikl spolecnosti ATMOS Chrést,
s.r.0. Ve spolecnosti ATMOS Chrast, s.r.o. bylo sestaveno experimentalni zafizeni, tzv. stand,
pro nalezeni parametri a okrajovych podminek. V experimentalni zkuSebni trati byla pouzita
nadoba odlucovace V35, jejiz CAD model je na obr. 59. Jedna se o jednu z konfiguraci tlakové
nadoby separatoru pouZzivanou V kompresorovych strojich spolecnosti ATMOS Chrast, s.r.o.
Poznamenejme, ze rozlozeni objemového podilu vzduchu v této nadobé vypoctené pomoci
findlniho modelu bylo uk4zéno na obr. 58.

Obr. 59: CAD model tlakové nadoby V35. Vlevo je skryt plast’ nadoby s patrnou konfiguraci vnitinich
prepazek, tzv. kosilka. Vpravo je celkovy vnéjsi pohled.

Z olejem mazaného Sroubového kompresoru proudi smés oleje a stlaceného vzduchu potrubim
do tlakové nadoby separatoru. Schéma vypoctové oblasti separdtoru V35 ukazuje obr. 60, na kterém
Jsou barevné zvyraznény vstupni a vystupni okrajové podminky. Konkrétn¢ u tohoto separatoru je
vhénéna smés vzduchu a oleje kolenem mirn€ vyosenym vii€i svislé ose do tlakové nadoby, kde
je rozstiikovana o vnitini koSilku. V nadobé se mechanickymi procesy oddéluji stlaceny vzduch a
olej. Pfitom se ptedevSim prostfednictvim riznych rozsttikli vyuziva odlisné setrvacnosti obou fazi
V soucinnosti s vlivem tihové sily. V idedlnim separatoru by doslo k Giplnému oddéleni obou fazi,
avSak v redlném separatoru jsou i na vystupech obé faze stale mirn€ znecistény. Z nadoby je potom
usazeny olej otvorem ve dné odsavan zpét do olejového okruhu stroje. V olejovém okruhu jsou
Z kompresorového oleje filtrovany necistoty, podobné jako u auta, pfipadné je olej chlazen apod.
Poté je znovu pouzit k mazani kompresoru. Stlac¢eny vzduch je vyfukovan pies jemny vzduchovy
filtr, kde jsou zachycovany zbytky nezaddouciho oleje, ¢i dalSi necistoty. Pravé na vstupu
do jemného filtru by mél byt vzduch co mozna nejéistsi, aby se omezila degradace filtru.
U separatoru V35 je oblast vyfukovani vzduchu do jemného filtru oznacena jako ,, vystup vzduchu “
a zvyraznéna modrou barvou na obr. 60. Jemny filtr je tedy umistény vné, za samotnou tlakovou
nadobou. Poznamenejme, ze néktera konstruk¢ni feSeni pouzivaji jemny filtr uvnitt tlakové nadoby,
napiiklad PDP28, PDP190 nebo V41. Po pfipadnych dal$ich tGpravach je stlateny vzduch jiman
ve vzdusniku a ptipraven k pouZiti.

Vypoctova oblast separatoru V35 zahrnuje kompletni tlakovou nadobu. Jeji geometrie byla
odvozena z dodaného CAD modelu. Byly potlaceny nékteré méné vyznamné detaily pro celkovy
tvar proudéni, jako napfiklad: olejoznak, nalevka oleje, pojistny tlakovy ventil atp. Za vstupni
okrajovou podminkou (,, vstup smési‘) se nachazi koleno, které je dilezité ve vypoctovém modelu
navic dochazi k Castecné separaci fazi, jak je patrné zrozlozeni objemového podilu vzduchu
na pomocné zobrazovaci ploSe mezi kolenem a télesem nadoby na obr. 58. Soustava vnitinich
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kosilek potom wurcuje tvar proudéni uvnitf nadoby. Dolni vystupni okrajovd podminka
(., vystup oleje ) se nachazi ve dné nadoby. Horni vystupni okrajova podminka (,, vystup vzduchu )
je umisténa ve viku nadoby. Na této vystupni plose je sledovano hlavniho hodnotici kritérium (4.1)
pro Cistotu vzduchu pied jemnym vzduchovym filtrem, proto neni v modelu tfeba slozit¢ modelovat
samotny vzduchovy filtr.

vystup_vzduch I

vystup_olej l
' vstup_snies

Obr. 60: Geometrie vypoctové oblasti s barevné rozliSenymi hranicemi: stény Sedou barvou, vstupy a
vystupy barevné, navic schematicky doplnény o smér proudéni do/z vypoctové oblasti.

4.2.1  Matematicky model dvoufazového proudéni v tlakové nadobé

Ve vypoctové oblasti, zobrazené na obr. 60, byla vytvofena nestrukturovana vypocetni sit’ sloZzena
ze Sestisténnych trojrozmérnych konecnych objemu. Pro simulace proudéni vzduchu a oleje pfi
pouziti finalniho modelu byla testovana cela fada siti. Pficemz hodnoticimi kritérii byly: pokles
rezidui feSenych veli€in, ustalenost objemu oleje v nadob¢, ustalenost hodnoty objemového podilu
oleje vystupuyjiciho ,, vystupem vzduchu“ a vypocetni Cas. Dle téchto kritérii byla jako nejlepsi
vyhodnocena sit’" v hlavnim proudu co mozna nejrovnomérnéjsi, s elementy s nizkou mirou
protazeni a typickym rozmérem kolem Ax = 3 mm, viz [I1l]. Pro jemnéjsi sit’ se neménily vysledky
Jiz tak vyznamné, vyrazné se prodluzoval vypocetni ¢as a navic se na velmi jemné siti projevovaly
numerické oscilace, jez se nepodafilo stabilizovat. Poznamenejme, Ze objem vypoctové oblasti
nadoby typu V35 je piiblizné V = 18 dm3 a vypodetni sit’ koneénych objemil, vyhodnocena jako
nejvhodnéjsi, Citala piiblizné 700 000 bunék. Vzhledem k tomuto omezeni maximalniho poctu
bunék sité, pro ktery pouzité numerické metody jesté uspokojivé konverguji, bohuzel nemohla byt
zjemnéna sit’ v oblasti mezni vrstvy, coZ by bylo nejvhodnéjsi diskretizaci pro zachyceni olejového
filmu na sténach nadoby. Misto toho provedené numerické simulace pln€ spoléhaly na rozsitené
sténové funkce implementované v systému ANSY'S Fluent zjednodusené modelujici mezni vrstvu.

Pfi numerickych simulacich separace byl pfijat ptredpoklad, Ze pfi konstantnich provoznich
podminkach se po dostate¢n¢ dlouhé dobé ustali rovnéz proudéni v samotné tlakové néadobé.
Poznamenejme, ze proudéni Vv tlakové nadobé je ve skutecnosti nestacionarni. Dvoufazové déje
obecné byvaji nestaciondrni, navic proudéni v kompresorovém stroji je turbulentni a Sroubovy
kompresor vyvolavd mirné tlakové pulzace. Provedené experimenty na zkonstruovaném standu
ukazaly, ze méfené veliiny se po dosazeni provozniho stavu pomérné rychle témét ustali, a velikost
jejich oscilaci je relativné mald. Z tohoto divodu bylo feSeno ustalené proudéni v separatoru, které
vypovida o primérném stavu proudéni v oblasti.

ZkusSenosti technikll a provedena experimentalni méteni ukézaly, Ze proudéni v oblasti tlakové
nadoby je relativné pomalé. Podle vysledkli numerickych simulaci je velikost rychlosti ve vétSiné
objemu oblasti niz$i nez |[v| = 15 ms™1, v lokalnich maximech dosahuje aZ |v,,4,] ~ 30 ms™2.
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Proto byl stlaceny vzduch modelovén jen jako nestlacitelna tekutina. Protoze je modelovan ustaleny
provozni stav zcela prohfatého stroje, neni také feSen pienos tepla a tepelnd vyména. Vlastnosti
tekutin (tj. hustota a dynamicka viskozita) byly v simulacich nastaveny jako konstanty o hodnotach
odpovidajicich ustalené teploté a ustalenému tlaku v experimentalni trati. Podminky v experimentu
I vnumerickych simulacich byly voleny tak, aby odpovidaly typickému provoznimu rezimu
kompresorového stroje.

V dominantni ¢asti vypoctové oblasti proudi stlaceny vzduch, ve kterém jsou v rtizné koncentraci
rozptyleny kapky oleje. V mensi Casti oblasti u dna naopak pievazuje olej. Systém ANSYS Fluent
pti feseni dvoutekutinového modelu vyzaduje urcit jednu fazi jako primarni, ¢i nosnou. Dale mtze
byt uvazovano veétsi mnozstvi sekundarnich fazi (vicefdzovy model). Protoze na vstupu je vyrazné
vetsi objemovy podil vzduchu a ve vypoctové oblasti jeho celkovy podil prevazuje, byl vzduch
oznaCen za fazi primarni. Olej je povazovan za sekundarni fazi. Pro jednoduchost je proudéni
V separatoru uvazovano jako dvoufazové. Pii modelovani mezifdzového silového plsobeni tedy
predpokladame, ze veskery olej je zformovan do kulovych kapek stejného priméru d,.

Ulohy separace byly simulovany pomoci dvoutekutinového , Eulerova modelu s jedinym
tlakovym polem v systému ANSYS Fluent, ktery je popsan v manualu [3]. Z modelu byly vynaty
energetické rovnice vzhledem k predpokladu nestlacitelnosti obou tekutin a soucasné stalé teploté
v oblasti. Systém rovnic zahrnuje zadkon zachovani hmotnosti a pohybové rovnice rozepsané
po slozkach pro kazdou tekutinu, ¢i chceme-li fazi

“2)

“3)

(0{1 u;) + —(0(1 uf) + S (@ wv) + 3 (0(1 uwy) + - (a1 p) = (VX1 + DX,), (4.4)

5 (@) + 75 (@ 1) + 3= (0 vy) + 32 (@ upwy) + ax (@, p) = = (VX, + DX,), (4.5)
(al v) + 3 (al Uy vy) + S (@ vi) + 5 (a1 vwy) + p_ﬂ (¢, p) =— (VY1 +DY))— a, g, (4.6)
(az v,) + —(az Uy ;) + S (@ v) + 52 (a2 vawa) + -5 ( a,p) = (VY2 +DY,)) — ay g, 4.7)
(0{1 wi) + o~ (a1 u;wy) + S (@ vwy) + 3 (a1 wi) + p—a—z (a,p) =— (VZ1 +DZy), (4.8)
(az wy) + 2 (az u,w,) + S (@2 vaw2) + —(az wi) + -5 . (a;p) = (VZ2 + DZ,), (4.9)

kde u, v, w jsou kartézské slozky vektoru rychlosti u = [u, v, W]T. VX, VY a VZ ptedstavuji
kartézské slozky pisobeni trecich sil vztazené na jednotku objemu, poznamenejme, zZe
v matematickém modelu ulohy byl zahrnut vliv turbulence pomoci modelu turbulence k — ¢, ktery
byl feSen pro smés jako celek. Zdrojové Cleny DX, DY a DZ vyjadiuji kartézské slozky vlivu
mezifazového silového odporu vztazeného na jednotku objemu, déale je zahrnuto tihové zrychleni
o velikosti g. Pfipomenme indexovou konvenci e = 1 pro tekutinu 1, primarni fazi, tedy stlaceny
vzduch a e = 2 pro tekutinu 2, tedy olej.

Model zachycuje pouze dynamiku dvoufazového proudéni, pii némz nedochazi k vyméné hmoty
mezi fazemi. VeSkera fazova interakce se omezuje vyhradné na silové u¢inky modelované pomoci
mezifazového odporového Clenu, ktery ovliviiuje hybnosti obou fazi, viz pohybové rovnice (4.4) —
(4.9). Odporové sily v dusledku zasadnim zpisobem urcuji vzajemnou dynamiku obou fazi pii
separa¢nim procesu. Jedinym parametrem urcujici odporovy mezifdzovy soucinitel je primeér ¢astic
sekundarni faze d,. Jak bylo uvedeno vyse, pro modelované dvoufazové proudéni plati d, = konst.
Spravné stanoveni parametru d, je klicové pro dosazeni vypovidajicich vysledkti numerickych
simulaci dvoufazového proudéni. Mezifazové silové plisobeni je, v souladu se tfetim Newtonovym
zakonem, symetrické, vyjadrené vztahy
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D, = [DX,, DY,, DZ,|T = —-D, = [-DX,, —DY,, —DZ,]", (4.10)

D, = —-D, =K (u; — uy), (4.11)
kde K je mezifazovy odporovy soucinitel, ktery je pro proudéni dvou tekutin definovan jako
_ p2fp
K === - d, A, (4.12)

kde relaxacni ¢as sekundarni faze je

_ p24dy
T, = 2, (4.13)

plocha rozhrani mezi fazemi pii uvazovani kulovych ¢astic sekundarni faze
A= a,=> (4.14)
d;
a fp je odporova funkce vyjadiend ruznymi zpusoby, viz napiiklad [68]. Pro feSeni proudéni
Vv separatorech byl pouzit Schilleriv — Naumanntiv model, [115],

CD Rez

fD - 24 (415)
S Reynoldsovym cislem castic sekundéarni faze
Re, = w (4.16)

a soucinitelem odporu

Co = {;—:2(1 +0,15 Re,”%%7);  Re, < 1000

. (4.17)
0,44 Re, > 1000

Vice podrobnosti o silovém pilisobeni mezi fazemi Ize najit i v odstavcich 2.2 2 2.7.7.

Na vstupu bylo uvazovano homogenni dvoufazové proudéni s rovnomérnou rychlosti a
S rovnomérnym rozlozenim fazi, definované prostifednictvim okrajové podminky vstupni rychlosti.
Na obou vystupech byly predepsany tlakové vystupni okrajové podminky. Pro uplnost dodejme
pocatec¢ni podminku, ktera predpokladala vyplnéni celé oblasti stlaCenym vzduchem v klidu.

Popsany dvoufazovy model byl numericky feSen pomoci sekvenéniho kodu zaloZeného
na vicefazové modifikaci SIMPLE metody sdruzeni tlakového a rychlostniho pole, tzv. ,,Phase
Coupled SIMPLE“ algoritmus popsany v manualu [3]. Casové derivace byly aproximovény
implicitnim schématem druhého tadu ptresnosti. Pro diskretizaci nevazkych tokli bylo pouzito
upwind schéma prvniho tadu piesnosti. Poznamenejme, ze schéma prvniho fadu je v softwaru
Fluent doporucenou volbou pro feSeni uloh vicefdzového proudéni. Numerické testy ukazaly,
7e pti pouziti schémat vyssiho fadu pfesnosti konverguje metoda numerického feSeni velmi Spatné.

4.2.2  Experimentalni stanoveni parametri matematického modelu

Pro dosazeni vypovidajicich vysledkti numerickych simulaci ustaleného dvoufazového proudéni
separace oleje a vzduchu pomoci vyse popsaného modelu je nezbytné nastavit spravné parametry
ulohy tykajici se provoznich podminek, okrajovych podminek a mezifazového silového ptisobeni
fazi. Proto bylo provedeno experimentalni méfeni na méficim zkuSebnim standu zkonstruovaném
ve spolecnosti ATMOS Chrast, s.r.o. Nadto méla dalSi zméfena data pomoci ovérit vysledky
numerickych simulaci a v pfipadé potfeby nasledné korigovat zadavané parametry modelu.
ZkuSebni zafizeni, schematicky znazornéné na obr. 62 a vyfocené na obr. 61, bylo sestaveno
vV ramci projektu ,,Metodika navrhu olejovych separatort® Upravou standardné pouzivané meéfici
trati pro zkousky blokt Sroubovych kompresort.
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smés: stlateny vzduch + olej odbérné misto 3

Obr. 61: Cast standu s nadobou V35 a &asti méfici aparatury; vpravo $irokouhlé foto, vlevo detail.

Me¢fici aparatura musela byt n€kolikrat upravena. Napiiklad pivodnim zdmérem bylo zméfeni
tlakovych diferenci mezi jednotlivymi vstupnimi a vystupnimi okrajovymi podminkami pomoci
U trubice, které¢ by ptimo slouzily k zadani okrajovych podminek numerické simulace. Méfeni
talkového rozdilu se bohuzel ukazalo jako neproveditelné, protoZe pii béhu zatizeni doSlo k rychlé
kontaminaci U trubice olejem i vzduchem, coz znemoznilo pfesné urcit diference. Misto téchto
hodnot byl potom navrzen nepfimy postup pro stanoveni potfebnych parametri, ktery spojoval
vysledky simulaci a vysledky méfeni. Napiiklad: na zakladé objemu olejové naplné v separatoru a
hmotnostniho rozdilu separatoru v klidovém stavu a za provozu byl uréen celkovy objem oleje
Vv tlakové nadobé& za provozu. Tato hodnota byla potom zpétné¢ pouZzita pro nalezeni tlakového
rozdilu mezi vystupnimi okrajovymi podminkami. Pro nastaveni pruméru olejovych ¢astic d,, ktery
ma dominantni vliv na pribéh separace, bylo pouZito zméfeni pritoku oleje do jemného
vzduchového filtru. Tedy vlastné pifimé zméfeni veli¢iny potfebné pro hodnoceni separatoru
z hlediska efektivity separace. Prutok kompresorového oleje byl méten kalibrovanym rotametrem,
hodnota objemového priutoku byla korigovana o napénéni oleje vzduchem vypoctené ze simulaci.
Podminky v zafizeni, v€etné prutoku vzduchu byly zméteny v standardné pouZzivané ¢asti trati.

Finalni varianta zkuSebniho zafizeni je ukdzana na obr. 62, kde jsou méfené veliiny vyznaceny
fialové. Bohuzel se nepodafilo zméftit dostatecné kvalitné vSechny zamyslené veliCiny. Pocet
kvalitné¢ zméfenych parametri byl pravé dostacujici pro nastaveni parametrii matematického
modelu tlohy, av§ak bohuzel nebyly zméfeny dalsi veliCiny, které by pfipadné podpoftily spravnost
provedenych numerickych simulaci.

Parametry numerické simulace s nadobou V35 byly nastaveny za pouziti zméfenych veli¢in
postupnym ladicim procesem, jehoz schéma je na obr. 63. Parametry modelu byly postupné ménény
tak, aby vysledky simulace odpovidaly vSem experimentdlné¢ zmétenym veli¢indm na zkusebnim
standu. Poznamenejme, ze tento proces byl velmi zdlouhavy, protoze vyzadoval mnoho Casové
narocnych numerickych simulaci.
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Obr. 62: Schéma méticiho zafizeni.

Nastaveni tlakového rozdilu mezi
vystupy v simulaci
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Obr. 63: Schéma ladiciho procesu pro stanoveni parametrti numerické simulace.

Uvedenym postupem byly stanoveny nasledujici parametry simulace:
Vstupni okrajova podminka ,,vstup vzduchu“: homogenni proudéni kolmo vii¢i roving vstupu,
rychlost fazi |uy| = |u,| = 16,236 ms™!; objemovy podil oleje a, = 0,01982.
Poznamenejme, Ze uvedené hodnoty odpovidaji pritoku stla¢eného vzduchu V; = 93,7m® h™'a
oleje V, = 31,58 dm?® min~1.
Vystupni okrajova podminka ,,vystup oleje*: relativni tlak p = 0 Pa.
Vystupni okrajova podminka ,,vystup vzduchu“: relativni tlak p = —3280 Pa.
Vlastnosti latek: odpovidaji ustdlenym podminkam v trati, tedy tlaku p = 737 kPa a teploté
t =86,1°C:

vzduch: p1=717kgm™3;n, = 2,14 -107° Pas,

olej: p, =850kgm™3;7n, =0,0139 Pas.

Velikost &astic sekundarni faze: d, = 1,01 - 107* m.
Velikost tihového zrychleni: g = 9,81 m s™2.
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4.3 Vysledky numerickych simulaci separace fazi oleje a
stlaceného vzduchu ve vybranych tlakovych nadobach

Okrajové podminky na vstupu i obou vystupech jsou dodrzeny zcela pfesné. Rychlostni pole a
proudnice maji o¢ekavany tvar, separace obou fazi kvalitativné odpovida fyzikalnim ptedpokladiim.
Objevuji se drobné oscilace sledovanych veli¢in (rezidua proudovych veli¢in, tlak na vstupu,
mnozstvi oleje v nadobé, maxima rychlosti v oblasti). Mirn¢ osciluje rovnéz prutok oleje
na,, vystupu vzduchu* a tedy i hodnota hlavniho hodnoticiho kritéria Ks pro posouzeni efektivity
procesu separace Vnadob¢, viz (4.1). Hodnoty byly proto po dosazeni ustaleného stavu
zaznamenavany v prubéhu iteracniho procesu a nésledné statisticky vyhodnoceny.

Pro nadobu V35 zapojenou do zkusebniho standu odpovida pritok oleje hodnotdam namérenym
Vv experimentu. To je samoziejmé dano nastavenim parametri numerické simulace tak,
aby odpovidaly vysledkiim méfeni. Hodnota hlavniho hodnoticiho kritéria pro posouzeni efektivity
separace V této nadobé byla Ks = (4,667 + 0,093) %. Pifipomenime, Ze se jednd o pomér
objemového toku oleje do jemného vzduchového filtru vii¢i objemovému toku oleje na vstupu
do tlakové nadoby.

Navic byl simulovan proces separace fazi v dalSich dvou vybranych nadobéach. Vypoctové
oblasti obou separatorti jsou schematicky znazornény na obr. 64. Tyto nadoby vsak jiz nebyly
experimentalné mefeny, proto byly do urcité miry ptevzaty parametry ze simulace nadoby V35. Byl
ptijat predpoklad, ze Sroubovy kompresor stejného typu bézici na stejné vykonové hladiné
znecistuje stlaceny vzduch olejovymi Casticemi stejného rozméru. Na vstupu do tlakovych nadob
byly ptedepsany totozné rychlosti tekutin a objemovy podil, jako v pfipadé nadoby V35. Protoze
vSak privodni potrubi ma u vsSech nadob rizny primér, 1isi se prutoky obou tekutin témito
nadobami. Tlakovy rozdil mezi vystupy, ktery nejvice ovliviiuje predev§im ustalenou hladinu oleje
Vv nadobé¢, byl znovu urcen ladicim procesem tak, aby hladina oleje v nadobé odpovidala poloze
uréené na zaklad¢é kvalifikovaného odhadu technikli spole¢nosti ATMOS Chrast, s.r.o. Pro ob¢
nadoby byl tak v simulacich zadan relativni tlak na ,, vystupu vzduchu“ p = 200 Pa.

lvstup_smés

vystup_vzduch
vystup vzduch

A
. ’ vystup_olej

§ vystup olej '
vstup_smés

Obr. 64: Geometrie vypoctové oblasti s barevné rozliSenymi hranicemi. Vlevo nadoba V41, vpravo nadoba
PDP28.

Efektivita separace byla na zdkladé¢ vysledki numerickych simulaci kvantifikovana jako
Ks = (3,644 + 0,401) % pro nadobu V41 s dolnim rozstiikem smési a Ks = (0,131 + 0,013) %
pro nadobu PDP28 s tangencialnim vstupem smési. Separator typu PDP28 byl tedy vyhodnocen
jako nejlepsi podle kritéria Cistoty vzduchu na vstupu do jemného vzduchového filtru.

Na obr. 65 je rozlozeni objemového podilu vzduchu v neju¢innéj$§im separatoru PDP2S.
Rozlozeni je vykresleno na vSech vstupnich a vystupnich plochach a ve tfech kolmych pomocnych
fezech s normalami x, y a z. Hodnoty mimo a; € (1;0,995) byly ofezany a vykreslen je objemovy
podil vzduchu pouze ve smési ¢astecné ocisténé od oleje s objemovym podilem a, < 0,5 %, tedy
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zhruba Ctvrtinovym podilem oleje oproti vstupni smési. Vysledky numerické simulace proudéni
dvoufazové smeési v nadobé PDP28 prokazaly postupné oddéleni kapek tézSiho oleje
pti cyklonovém proudéni vzduchu. Na obr. 65 je viditelné stékani odd€leného oleje po vnéjsich
sténach tlakové nadoby. V dolni ¢asti nadoby se potom olej hromadi, patrna je celkem vysoka
hladina usazeného oleje.

VSTUP SMESI
1.00e+00 @
1.00e+00 fezn
. 9.99¢-01 3
9.99e-01 fezn X
9.99e-01
9.99e-01
9.98e-01 VYSTUP VZDUCHU
9.98e-01
9.98e-01
9.98e-01
9.98e-01
= 9.97e-01
9.97e-01
9.97e-01 :
9.97e-01 ) 4 \!f
9.96e-01
9.96e-01
9.96e-01
9.96e-01 Ya

9.95¢-01 Z/K.x
9.956-01

Obr. 65: Objemovy podil vzduchu (a4, [-]) V nadobé PDP28.
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VYSTUP OLEJE usazeny olej

Na zaklad¢ teoretickych znalosti o dynamice dvoufiazového proudéni, porovnani vysledkt

numerickych simulaci provedenych na jednotlivych nddobach a analyzy oddélovani stlateného
vzduchu a oleje ze smési byla stanovena obecnd doporuceni pro konstrukci tlakovych nadob
Z hlediska efektivity procesu separace fazi. Vytah ze zpravy [I11]:

vvvvv

struktury jsou navic jednodussi a tlakova ztrata v oblasti nizsi.

Pouzivat tangencidlni vstup smési, ktery sméfuje vstupni proud smeési do obvodového sméru a
podpoii tak cyklonovy efekt. Zaroven je vhodné vyuzit ¢astecnou separaci jiz v ptivodnim
potrubi tak, aby byl t€z8i olej jiz sméfovan k obvodu nadoby a neostiikoval piepdzky uvnitt
nadoby.

Pouzivat vyssi tlakové nadoby, které maji vétsi vysku vstupu do jemného vzduchového filtru
od hladiny oleje.

Minimalizovat rozruSovani hladiny oleje proudicim vzduchem a zamezit tak zpétnému
vytrhavani usazeného oleje do proudu vzduchu. Do blizkosti hladiny oleje umist'ovat co nejméné
prvki, které zasahuji do proudu a tim napomahaji zminénému vytrhavani oleje.

oleje, pficemz umisténi otvoru nehraje zasadni roli. Z tohoto pohledu je nejvhodnéjsi opét
nadoba PDP28. Naopak nejproblematictéjsi je nddoba V41, kde je odvod oleje v bo¢ni sténé
relativné blizko hladin¢ oleje a objemovy podil nasdvaného vzduchu v oleji znacny.
Poznamenejme, Ze pii rychlém vifeni by teoreticky mohlo dojit k hromadéni leh¢i faze, tedy
vzduchu ve stiedu viru, avSak diky vyssi viskozité je pohyb oleje v nadobé¢ relativné pomaly.
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4.4 Vliv vnéjSich rozméri tlakové nadoby na efektivitu procesu
separace fazi

Kromé vySe uvedenych obecnych doporu¢eni pro navrh tlakovych nadob z hlediska efektivity
oddéleni fazi museji samoziejmé konstruktéfi brat ohledy i na dalsi praktickd omezeni. Naptiklad
vnitini jemny vzduchovy filtr ma urcité rozméry, tudiz nelze zkonstruovat tlakové nadoby libovolné
Stihlého tvaru. Existuje také empiricky vztah pro optimalni objem separatoru v zavislosti na vykonu
kompresoru. Nadto je nezbytné respektovat i1 jina navrhova hlediska, naptiklad pevnost tlakové
nadoby, jeji vyrobni a materialovou naro¢nost, cenu atd.

Prikladem tlakové nadoby, ktera dobie odpovida vyse uvedenym doporucenim pro tvar
z hlediska efektivity oddé€leni vzduchu a oleje je separator PDP190 schematicky znazornény
na obr. 66. Tento velky separator je uréeny pro vykonné Sroubové kompresory.

Z

vystup vzduch
(vstup do vzduch. filtru)

vystup olej
’\

Obr. 66: Geometrie vypoctové oblasti nadoby separatoru PDP190 s barevné rozliSenymi hranicemi.

Na vypoctovych geometriich odvozenych z vychozi konstrukce PDP190 byl kvantifikovan vliv
vnéjSich rozmért tlakové nadoby na objemovy podil oleje vstupujiciho do jemného vzduchového
filtru a na efektivitu separatoru dle vzorce (4.1). Cilem téchto simulaci, provedenych na geometriich
modifikovanych vnéjSich rozméri, bylo vypoctem podpofit, ¢i vyvratit domnénku o vlivu
celkovych vngjSich proporci tlakové nadoby na efektivitu separace fazi. Pti tvorbé vypoctovych
geometrii byly ménény pouze vyska a primér nadoby, ostatni geometrické parametry zustaly
zachovany. V ptivodni podobé tak ztstaly napfiklad konfigurace vstupnich a vystupnich oblasti.
Zachovavané rozmérové koty jsou vyznaceny Sedivou barvou na obr. 67 a obr. 68, tamtéz ptivodni
rozméry PDP190 cervené¢ a jejich modifikace Cerné. Bylo vytvofeno celkem devét variant
vypoctovych geometrii, viz tab. 1, kombinujici tfi rizné priméry se tremi vyskami.

Z puvodni varianty o priméru D, = 407 mm byla nejprve vytvofena geometrie s nejmensim
pfipustnym pramérem D; = 396 mm, ktery byl dian nejzaz§Sim moZnym spojitym napojenim
pivodni vstupni trubky do télesa nddoby. Vstupni trubku by nebylo mozné ptipojit k jesté¢ mensi
nadobé bez vétSich uprav pivodni geometrie, jak ukazuje detail napojeni v obr. 67. Poté byla
vytvofena naddoba s nejvEtsim pramérem, jejiz prumér byl zvétSen z pivodniho priméru v opacném
poméru vuci predchozimu zmenseni D; = D,/D; - D, = 417 mm. Pidorysy vSech tfi geometrii
riznych priméri jsou spole¢né vykresleny v obr. 67.
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Detail:
napojeni vstupni trubky do télesa TN;
varianta D1

D, 397 mm

€ D, 407 mm e

o

Obr. 67: Vypoctové geometrie odvozené od pivodniho navrhu PDP190 s pramérem D,.

Dle vyjadieni pracovnikii spolecnosti, v souladu s kritériem na optimalni objem separatoru
vzhledem Kk vykonu pouzitétho kompresoru, jsou smysluplné pouze modifikace zachovavajici
celkovy objem tlakové nadoby. Varianty s timto objemem budou déle oznacovany jako tzv. ,, Alavni
varianty “. Poznamenejme, Ze tvar i rozméry krytu jemného vzduchového filtru umisténého uvniti
tlakové nddoby se neméni. Pro dil¢i objemy musi platit

|QPDP190| — [yPDP190 __ /filtr (4.18)

coz znamena pii respektovani kritéria zachovani objemu nadoby Vavni = |y PDP190

|thavn1'| — phlavni _ yfiltr — |QPDP190|_ (4.19)

Shodné tedy musi byt i objemy vypoctovych oblasti , Alavnich variant” geometrie
|QPPP190| = 95 5dm3 . Pro srovnani poznamenejme, Ze objem vypoétové oblasti nadoby
zkusebniho standu V35 byl |Q| = 18 dm3. Vyse popsanym dvéma upravenym primérim tlakové
nadoby byly na zdkladé€ kritéria zachovani objemu nadoby, resp. oblasti pfifazeny piislusné vysky
V3 =1125mm a V; = 1017 mm, viz zelen¢ vyznacené ,, hlavni varianty” v tab. 1. Toho bylo
dosazeno pfidanim, nebo odebranim valcové sekce potiebné délky ve stfedu tlakové nddoby mezi
krytem vzduchového filtru a trubkou odvadgjici olej. Bokorysy vypoctovych geometrii tii vySek
ukazuje obr. 68.

Navic byly feSeny i vSechny ostatni kombinace priméra a vysek, vyznacené oranzové v tab. 1,
které sice nejsou zcela optimalni pro Sroubovy kompresor pouzitého vykonu, ale vysledky vypocti
ostatnich variant maji slouzit pro posouzeni vlivu celkovych vné&jSich rozméra tlakové nadoby
na efektivitu separace fazi.

Poznamenejme, Ze studium vlivu vnéjSich rozmérti na separatorech odvozenych od PDP190 jiz
nebylo feSeno v rdmci projektu ,,Metodika navrhu olejovych separatori®, ale az pozdéji. Vyse
popsany model ulohy zustal téméf zachovan, avsak samotné numerické simulace byly provedeny
pomoci nov¢jsi verze systému ANSYS Fluent 14.5. Ukézalo se, ze novéjsi verze je pro numerické
simulace separace dvou fazi vhodnéj$i oproti starsi verzi 13.0. Nové¢jsi verze neméla problémy
se stabilitou numerickych metod feSeni tulohy, a to i pro velky pocet bunék. Ve spojeni
s vykonngjSimi pocitaci tedy mohly byt tlohy separace feseny na jemnéjSich sitich.
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Obr. 68: Vypocétové geometrie odvozené od puvodniho navrhu PDP190 s vyskou V,.

Tabulka 1: Pfehled variant vypoétovych geometrii a jejich objemt. D,V, znaéi ptivodni variantu PDP190.
V zelenych polich jsou tzv. ,, hlavni varianty “ s totoznym objemem, v oranzovych polich varianty ostatni.

vyska |V, Vv, V;
prumér |mm 1017 1066 1125
D; 417
D, 407
D, 397

Vypoctova oblast originalni geometrie tlakové nadoby (varianta D,V,) byla pokryta vypocetni
siti koneCnych objemii ve tvaru cCtyfsténd s mezni vrstvou tvofenou pétisténnymi elementy.
Pro tvorbu vypocetni sité byl pouzit systém Altair HyperMesh 13.0, ve kterém bylo vytvofeno pét
variant siti riznych hustot. Na téchto sitich byl testovan vliv diskretizace na dosahované vysledky.
Numerické vysledky dosazené na tfech nejjemnéjSich sitich jsou velmi blizké, proto
predpokladejme, Zze vysledky dosaZené s pouzitim téchto siti se jiz blizi nezndmému piesnému
feSeni ulohy. Pro finalni numerické simulace byla potom pouzita sit’ zobrazena na obr. 69, ktera
méla z téchto tfi nejmensi pocet elementd. Poznamenejme, Ze hustotou bun¢k ve volném proudu
piiblizné odpovida siti vyhodnocené jako nejlepsi rovnéz béhem realizace projektu ,,Metodika
navrhu olejovych separatorii, sit’ je vSak vyrazné kvalitn€jsi v oblasti stén. Diky tomuto zjemnéni
vypocetni sité v oblasti mezni vrstvy se dale podafilo podrobnéji modelovat olejovy film na sténé
nadoby.

441 Matematicky model dvoufiazového proudéni v olejovém
separatoru PDP190

Pro feSeni uloh separace stlaceného vzduchu a oleje byl pouzit finidlni matematicky model
z projektu ,,Metodika navrhu olejovych separatori popsany rovnicemi (4.2) — (4.17), jehoz
parametry se opiraji o provedend experimentalni méfeni, viz odstavec 4.2.2. Modifikaci byla
pouze zaména modelu turbulence k — & za model turbulence k — w. Rozdily v dosahovanych
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numerickych vysledcich jsou zanedbatelné, avsak model turbulence k — w by mél byt pro simulace
proudéni uvnitf nadoby obecné vhodnéjsi, jak uvadi napiiklad [140] a [141]. Model turbulence
k — w byl aplikovan rovnéz pro smés jako celek. Matematicky model tlohy byl numericky fesen
pomoci stejnych metod jako dfiveéjsi simulace ve starsi verzi systému ANSYS Fluent.

Obr. 69: Vypocetni sit’ pokryvajici vypoétovou oblast ptivodni varianty D2V2. Vlevo povrchova sit’ se
zabarvenim okrajovych podminek, vpravo fez oblasti s fialové zbarvenou objemovou siti.

Ve spolecnosti ATMOS Chrast, s.r.o. bylo provedeno experimentdlni méteni na zkuSebni trati
snaddobou PDPI190, pii kterém byl zmeéfen objemovy pritok vzduchu nasavaného z okoli
(V™ = 23,1 m® min~") do kompresoru, pritok oleje nadobou (V, = 169 dm? min~1), ustilena
teplota (t = 77 °C) a jmenovity pietlak vtrati (p* = 7,5 bar). Tyto veli¢iny jsou dostacujici
pro definici vlastnosti vzduchu a pfedepsani vstupnich okrajovych podminek, avSak nedostacuji pro
stanoveni parametru velikosti olejovych Castic d,, ktery urcuje vzajemnou dynamiku obou fazi.
Proto bylo predpokladano, ze velikost Castic d, je shodna s typickou velikosti Castic nepiimo
urcenou s vyuzitim méfeni na standu s nadobou V35, viz odstavec 4.2.2. Hodnota d, tedy byla
pfevzata z diiv€jSich simulaci, stejné jako hustota oleje a dynamicka viskozita oleje. Poslednim
potiebnym parametrem pro kompletni zadani tlohy je hodnota tlakového rozdilu mezi vystupnimi
tlakovymi okrajovymi podminkami, ktera znacnou mérou ovliviiuje vysku oleje v tlakové nadobé.
Velikost tlakového rozdilu byla stanovena ladicim procesem, kdy byla postupné porovnavana vyska
oleje odectena na olejoznaku béhem experimentalniho méfeni nddoby PDP190 s ustalenymi
vyskami hladiny oleje uréenymi na zékladé numerickych simulaci s riiznymi hodnotami rozdilu
tlaki mezi vystupy. Naméfena ustalend vyska hladiny v olejoznaku za provozu byla h, = 351 mm
od nejniz§tho mista nadoby, coz v pouzitém geometrickém modelu je ekvivalentni koté
Z, = —704 mm.
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e Vlastnosti latek: uvazujeme-li suchy vzduch s plynovou konstantou r, = 287,1] kg 1K™!
nasavany z okoli o teplotd t¥™ = 22 °C a tlaku p?™ = 1 atm, obdrzime po dosazeni do stavové
rovnice idealniho plynu (2.50) hustotu stlateného vzduchu ve stroji p; = 8,47 kgm™3
pii naméfené teploté a piretlaku. Dynamicka viskozita n; = 2,08 - 1075 Pa s byla pro naméfenou
teplotu interpolovana z tabulkovych hodnot uvedenych v [124]. Pro olej byly pfevzaty hodnoty
hustoty p, = 850 kg m~3 a dynamické viskozity , = 0,0139 Pas.

e Vstupni okrajova podminka ,vstup vzduchu®: na vstupu byla pouzita okrajovd podminka
hmotnostniho toku, smér vstupujiciho proudéni je kolmy k roviné vstupu a ob¢ faze se pohybuji
stejnou rychlosti. Hmotnostni tok stla¢eného vzduchu vstupni hranici byl m; = 0,46 kgs™! a
hmotnostni tok oleje m, = 2,394 kg s~1. Poznamenejme, Ze to odpovida objemovému podilu
oleje na vstupu a, = 4,93 %

e Vystupni okrajova podminka ,,vystup oleje*: relativni tlak p = —6400 Pa.

e Vystupni okrajova podminka ,,vystup vzduchu“: relativni tlak p = 0 Pa.

e Velikost ¢astecek sekundarni faze: d, = 1,01 - 10™* m.

e Tihové zrychleni: g, = —9,81 ms™2.

4.4.2 Vysledky numerickych simulaci oddélovani fazi

Provedené numerické simulace na vSech variantich geometrie vypoctové oblasti pouzivaly
ekvivalentni sit’, totozny model se stejnymi parametry, a to v¢éetné okrajovych podminek. Rezidua
feSenych proudovych veli¢in se ustali béhem iteracniho procesu vypoctu relativné rychle a déle
zustavaji na stejnych hodnotach jen s nepatrnymi oscilacemi, viz obr. 70.

Eorﬁmuﬁy 1e-02
Ol

1e-03

1e-04

1e-05 T T T T T T T T T 1
103000 104000 105000 106000 107000 108000

lterations
Obr. 70: Rezidua veli¢in v samotném konci numerické simulace D2V2.

Uplné ustaleni dal$ich sledovanych veli¢in (tlak na vstupu, objemové podily na obou vystupech,
maximalni rychlost v oblasti, bilance hmotnostniho toku, vyska hladiny oleje a objem oleje
ve vypoctové oblasti) trva mnohem déle, jak dokladaji obr. 71 a obr. 75. Pro variantu D2V2 nastane
ustaleny stav zhruba po 60 000 — 70 000 iteracich, pfi feSeni ostatnich variant tomu bylo podobné.
Dale lze v prubéhu iteracniho procesu pozorovat drobné oscilace veli¢in, avSak jejich stfedni
hodnoty se jiz v podstaté¢ neméni. Naptiklad statistické vyhodnoceni objemového podilu vzduchu
na,, vystupu vzduchu‘ zaznamenavaného mezi 85 000. iteraci a 105 000. iteraci S pfesnosti na osm
platnych  mist ukazuje pfesnost dosazeného vysledku na Ctyfi  platné  cifry
a;, = (99888,7 +2,3)-107°.

Stejné tak dochdzi v pribéhu iteracniho procesu numerické metody feSeni ustdleného stavu
k pozvolnému zvySovani hladiny usazeného oleje. Pocatecni podminka predpoklada, ze v nadobé
neni zadny olej, ale jeji vliv postupné v prubéhu simulace mizi, nddoba se plni olejem, dokud neni
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dosazeno ustalené hladiny oleje. Tento proces zachycuje obr. 71, kde prudky rust objemového
podilu vzduchu s vySkou indikuje polohu hladiny oleje. Poznamenejme dale, Ze jako piesna svisla
poloha hladiny oleje byl uréen bod, kde po ustaleni byla priméra hodnota objemovych podilt
obou tekutin stejnd a; = a, = 0,5. V simulaci na ptivodni geometrii D2V2 to odpovidalo poloze
hladiny z =703,5 mm. Pfipomenme, ze cilova, experimentalné zméfena poloha byla
zy = 704 mm. Dodejme, Ze pro rizné feSené varianty geometrii se polohy hladiny oleje lisily.
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Obr. 71: Jednotlivé kiivky zachycuji primérny objemovy podil vzduchu ve vodorovnych fezech vypoctovou
oblasti umisténych na svislé koté z béhem itera¢niho procesu vypoctu varianty D2V2. Prudky rust kiivky
tedy v podstaté indikuje polohu hladiny usazeného oleje v nadobé.

Mechanismus separace obou fazi je shodny jako u separatoru PDP28 s tangencidlnim vstupem.
Pro vSech devét variant geometrie vypoctové oblasti byly dosazené vysledky kvalitativné velmi
podobné. Nejvetsi ¢ast oleje se oddéluje ze smési hned za vstupem V prostoru mezikruzi mezi
vnitini prepazkou (tzv. koSilkou) kryjici vnitfni jemny vzduchovy filtr a télesem tlakové nadoby.
Zde pozorujeme centrifugdlni efekt, kdy se Castice tézSiho oleje vlivem vlastni odstiedivosti
pohybuji vice smérem od stfedu, v porovnani s leh¢im vzduchem, viz obr. 72, a postupné se
hromadi u stény nadoby. Na obr. 72 jsou zobrazeny vektory rychlosti jednotlivych fazi zobrazené na
vstupu a Vv osovych fezech s normalami x a y. Navic jsou zvyraznény pro ob¢ faze dvé piimky
udané sméry vektorii rychlosti ve dvou vybranych bodech, které¢ dokumentuji vyrazngji odstredivy
smér pohybu oleje oproti sméru pohybu vzduchu.

Olejovy film stéka po sténach nadoby dold, kde se usazuje. Z vysledki numerickych simulaci
byl ur€en relativni objemovy tok oleje do jemného vzduchového filtru vic¢i objemovému toku oleje
na vstupu Ks = 1,01 %. Separator PDP190 je tedy z pohledu tohoto kritéria pii separaci fazi
efektivnéjsi, nez naptiklad V35 a V41, avSak nedosahuje kvalit PDP28. Je tieba si vSak uvédomit,
ze vzhledem k vykonu kompresoru a velkym priatokiim obou fazi oblasti tece do jemného filtru
nezanedbatelné mnoZstvi oleje. Slabym mistem stdvajictho navrhu PDP190 z pohledu Ccistoty
vzduchu je ostiik vnitini koSilky vstupujici smési. Uvazujeme-li na vstupu do vypocétové oblasti
smés s homogennim rozlozenim objemového podilu obou fézi, je vnitini koSilka zna¢né skrapéna
olejem, ktery po ni stéka a v oblasti dolni hrany koSilky je potom nasavan do jemného vzduchového
filtru, jak ukazuji obr. 73 a obr. 74. Vhodnym feSenim, jak dale vylepsit efektivitu PDP190,
by mohla byt naptiklad promyslena zastavba tlakové nadoby do kompresorového stroje, ktera by
konfiguraci ptivodniho potrubi smési sméfovala odstfedivym pohybem co nejvétsi mnozstvi oleje
k vnéjsimu plasti nadoby jiz na vstupu.

116



1.60e+01
1.52e+01
1.44e+01
1.36e+01
1.28e+01
1.20e+01
1.12e+01
1.04e+01
9.59e+00
8.79e+00
7.99e+00
7.19e+00
6.39e+00
5.59e+00
4.79e+00
4.00e+00
3.20e+00
2.40e+00
1.60e+00
7.99e-01
0.00e+00
1.23e+01
1.17e+01
1.11e+01
1.04e+01
9.83e+00
9.22e+00
8.60e+00
7.99e+00
7.37e+00
6.76e+00
6.14e+00
5.53e+00
4.91e+00
4.30e+00
3.69e+00
3.07e+00
2 .46e+00
1.84e+00
1.23e+00
6.14e-01
0.00e+00

5
i
s
I
I
|

T

[ %

Obr. 72: Detail vektort rychlosti v oblasti vstupu zobrazenych na vybranych plochach. Nahote vektory
rychlosti vzduchu, dole vektory rychlosti oleje. Vektory jsou zbarveny podle velikosti rychlosti piislusné

faze [m s?].

117



1.00e+00
9.99e-01
9.99e-01
9.98e-01
9.98e-01
9.98e-01
9.97e-01
9.97e-01
9.96e-01
9.96e-01

9.95e-01
. 00400
9.94e-01

9.93e-01
9.93e-01
9.93e-01
9.92e-01
9.92e-01
9.91e-01
9.91e-01
9.90e-01

Obr. 73: Objemovy podil vzduchu (a4, [-]) v kolmych fezech nadobou PDP190 a na jeji vnitini kosilce.
Dobie patrna je vysoka hladina usazeného oleje v nadobé a stékani oleje po vnitini kosilce v oblasti vstupu
smesi do tlakové nadoby.
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Obr. 74: Vektory rychlosti zbarvené podle objemového podilu vzduchu (@4, [-]) na okrajové podmince
., vstup vzduchu “, tedy v mistech kudy vzduch proudi do jemného vzduchového filtru.

Primérnou hodnotu objemového podilu vzduchu na ,,vystupu vzduchu* v pribéhu iteraéniho
procesu ukazuje obr. 75 pro numerické simulace s puvodni geometrii D2V2. Povrchovy graf
na obr. 76 ukazuje hodnoty koeficientu pro vyhodnoceni separace Ks definovaného vztahem (4.1)
pro vSechny feSené vypoctové geometrie odvozené od tlakové nadoby PDP190. Provedené
numerické simulace separace oleje a vzduchu potvrdily ocekavany trend, ze separace probiha
ve §tihlych tlakovych nadobéch efektivnéji, nez v zavalitych tlakovych nadobéach. Nejlépe tedy

o “ S e . vystup vzduch
ocisti stlaceny vzduch od oleje nadoba D1V3 s nejnizsi hodnotou Vz?’s up veauent resp. Ks,

jak ukazuje obr. 76, a dale demonstruji hodnoty v tab. 2 a tab. 3.
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Obr. 75: Objemovy podil vzduchu na vystupu do jemného vzduchového filtru v pribéhu itera¢niho procesu,
varianta D2V2.
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Tabulka 2: Objemovy podil oleje (a5, [-]) na ,, vystupu vzduchu “, tedy vstupu vzduchu do jemného
vzduchového filtru, pro jednotlivé varianty a procentuelni porovnani relativniho rozdilu této hodnoty vici
hodnote vypoctené pro pivodni geometrii D2V2.

Vygkﬂ ‘(71 ‘/72 ‘/73
prumér |mm 1017 1066 1125
1,15e-3 1,07e-3

D, 417 3,4% 3.8%
1,17e-3 9.63e-4

D, 407 5,3% 13%
9.10e-4

D, 397 -18%

vystup vzduchu

Tabulka 3: Objemovy tok oleje (V, 7 , [cm® s1]) do jemného vzduchového filtru pro
jednotlivé varianty a vyhodnoceni efektivity separace piedstavované relativnim objemovym tokem oleje
do jemného filtru vii¢i objemovému toku oleje na vstupu (Ks, [%]).

vyska VvV, Vv, V3
pramér mm 1017 1066 1125
28,7 26,0
D, 417 1,02 % 0,92 %
304
D, 407 1,08 %
245
D, 397 0,87 %

V3

D3

Obr. 76: Relativni objemovy tok oleje na vystupu do jemného vzduchového filtru vii¢i objemovému toku
oleje na vstupu pro vSech devét variant vypoctové oblasti.
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Z.avér

Zaveérem lze konstatovat, ze dvoufazové proudéni bohuzel nelze v soucasnosti popsat jedinym
univerzalnim modelem. Pro feSeni dvoufiazového proudéni jsou pouzivany razné druhy
specializovanych modelt a technik. Piikladem modeld s relativné Sirokym rozsahem pouziti jsou
tzv. eulerovské dvoutekutinové modely.

Predkladana disertacni prace vysvétluje podstatu a zédkladni pojmy dvoufazového proudéni, jako
naptiklad proudové rezimy, silové plisobeni mezi jednotlivymi fazemi, ¢i fyzikalni vlastnosti smési,
které jsou potfebné pro modelovani dvoufazového proudéni. Obsahld reSerSni ¢ast seznamuje
Ctenafe s metodami pro zachyceni, ¢i sledovani tvaru rozhrani rozvrstvenych proudéni, dale
s eulerovskymi modely a s eulerovskymi — lagrangeovskymi modely pro popis a feSeni proudéni
tekutiny s rozptylenymi diskrétnimi Casticemi. Soucasné jsou zde také diskutovany silné a slabé
stranky téchto modell a technik, jsou rozebrany jejich vzajemné rozdily a porovndny moznosti
pouziti pro modelovani konkrétnich uloh. Uceleny piehled modeld a technik, prezentovany
v diserta¢ni praci, tak miize byt voditkem pii hledani vhodného dvoufazového modelu pro konkrétni
aplikaci.

StéZejni ¢ast celé disertacni prace je vénovana matematickému modelovani pomoci eulerovskych
dvoutekutinovych modeld pro popis proudéni dvou nevazkych, stladitelnych a tepelné¢ nevodivych
tekutin, mezi nimiz nedochazi k vyméné hmoty. S vyuzitim primeérovacich technik byl odvozen
tzv. obecny Sestirovnicovy dvoutekutinovy model a bylo ukdzano potiebné uzavieni celého systému
rovnic. V diserta¢ni praci byly rovnéz popsany zpusoby numerického feSeni dvoutekutinovych
modeld, které jsou zaloZzeny na metod¢ konecnych objemti vyuZzivajici AUSM+ schéma s linearni
rekonstrukci veli¢in pro zvySeni fadu piesnosti. Autorem disertacni prace navrzeny vypocetni
algoritmus byl softwarové implementovan a vyvinuty feSi¢ byl nejprve pouzit pro numerické feseni
vybranych testovacich uloh pfi uvazovani ctyfrovnicového dvoutekutinového modelu. Dosazené
numerické vysledky testovaci ulohy Toumiova ,,shock tube® problému ukazaly, Ze Ctyfrovnicovy
model, ktery nezahrnuje rovnice pro celkovou energii systému, neni vhodny pro feSeni proudéni
S vyraznym vlivem termodynamiky. Relativné dobrych vysledki vSak bylo dosaZeno pomoci
¢tyfrovnicového modelu pifi numerickém feSeni testovaci lohy vodovodniho kohoutku, kde je vliv
termodynamiky systému na proudéni zanedbatelny.

Vyvinuty numericky feSi¢ byl rovnéz aplikovan pifi  uvaZovani Sestirovnicového
dvoutekutinového modelu pro numerické tfeSeni Toumiova ,,shock tube® problému. Numerické
vysledky dosazené pomoci vlastniho vyvinutého softwaru se velmi dobfe shoduji s vysledky
publikovanymi jinymi autory v odborné literatufe. Nespojitosti v proudovém poli jsou zachyceny
velmi dobfe, a to diky, autorem této diserta¢ni prace, zvySenému fadu piesnosti pouzitych schémat
pomoci linearni rekonstrukce s minmod limiterem.

V disertacni préaci byl rovn€Z popsan a numericky feSen tfirovnicovy model pro rozvrstvena
proudéni. Tento nejjednodussi model pro feSeni rozvrstvenych proudéni s volnou hladinou je
odvozen od dvoutekutinovych modelit doplnénych o advekéni rovnici pro objemovy podil. Pro jeho
feSeni byl pouzit autorem této disertacni prace vyvinuty numericky feSi¢ zaloZeny na AUSM+
schématu metody konecnych objemil rozsiteny do 2D, ktery umoziiuje rovnéz vypocty na obecnych
(nestrukturovanych) vypocetnich sitich.

Pfi ndvrhu numerického fesice byla zvlastni pozornost vénovana diskretizaci advekéni rovnice
pro objemovy podil v nekonzervativnim tvaru, jejiz konzervativni cast byla feSena obvyklym
zpusobem Sspolu s rovnici kontinuity a pohybovymi rovnicemi a pro nekonzervativni ¢ast bylo
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navrzeno schéma vychazejici z aproximace toki pomoci AUSM+ schématu. Tento vyvinuty
numericky feSic byl testovdn na problému protrzeni hradze. Vypocteny tvar zatopové viny
po protrzeni hraze koresponduje s vysledky publikovanymi v odborné literatue, avsSak
Z provedeného porovnani je patrnd vyssi numericka viskozita pouzitych schémat. Navic byl
vypoctovy model validovan pro tlohu vzestupu bubliny kapalinou, ¢imz byla prokazana jeho
schopnost poradit si i s problémy s viceCetnym rozvrstvenim tekutin v tthovém poli.

Ctvrta kapitola disertaéni prace byla vénovana feSeni konkrétni ulohy z primyslové praxe, a to
separaci oleje a vzduchu v tlakovych nadobach (olejovych separatorech) ve Sroubovych
kompresorech vyvijenych a vyrdbénych ve spole¢nosti ATMOS Chrast, s.r.0o. Numerické simulace
byly provedeny s vyuzitim dvoutekutinového modelu implementované¢ho ve vypoctovém systému
ANSYS Fluent. Pouzité parametry vypoctového modelu se opiraly o experimentéalni data zmétena
na zkuSebnim zafizeni ve spolecnosti ATMOS Chrast, s.r.o. Provedené numerické simulace na tfech
separatorech odlisné koncepce ukéazaly vyhody cyklénové separace obou fazi oproti separaci
rozstfikem. Na zékladé vyhodnoceni dosazenych vysledkii a provedenych analyz byla stanovena
obecna doporuceni pro navrh tlakovych nadob (olejovych separatorti) s ohledem na zefektivnéni
procesu oddéleni fazi oleje a vzduchu. Vysledky dalSich numerickych simulaci jednoznacné
potvrdily hypotézu, ze vnéjsi rozméry tlakové nddoby (olejového separdtoru) maji vyznamny vliv
na efektivitu procesu separace oleje a vzduchu. Ukazalo se, Ze §tihlé tlakové nadoby separuji olej a
vzduch 1épe nez tlakové nadoby zavalitych tvart.

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze vSechny cile formulované v tvodu disertacni prace byly splnény.

Prinosy prace

Za jeden z vyznamnych piinost autora disertaéni prace, lze povazovat to, ze na zakladé provedené
reSerSe odborné literatury zpracoval uceleny piehled pouzivanych modelli a technik pro feSeni
dvoufazového proudéni, véetné bohaté diskuse o vyhodach a nevyhodach jednotlivych modelt a
rozsahu jejich pouziti. Tento pfehled miize byt dobrym vychodiskem pro navazujici vyzkumné
prace zaméfené na tuto oblast nejen na Katedfe mechaniky Fakulty aplikovanych véd ZCU v Plzni.

Dalsi pfinos autora disertacni prace Ize spatfovat v uspésné implementaci tfirovnicového modelu
pro feSeni proudéni s volnou hladinou na problém vzestupu bubliny kapalinou. Jednd se 0 ulohu
S viceetnym rozvrstvenim tekutiny v tithovém poli. Pokud je autorovi z provedené reSerSe dobie
znamo, jedna se o prvni uspé$nou implementaci tfirovnicového modelu na tlohu tohoto typu, nebot
v odborné literatute byla tato tloha feSena pomoci jinych modeld (pétirovnicovy model), ¢i technik
(metody sledovani rozhrani a metody zachyceni rozhrani).

Ptinosem autora disertaéni prace je bezesporu i feSeni ulohy z primyslové praxe tykajici
se odlucovani oleje a vzduchu v tlakovych nadobach Sroubovych kompresord. Poznamenejme,
ze feSeni separace fazi v riznych prachovych separatorech je v odborné literatuie relativné dobie
popséno, pricemz obvykle byvaji implementovany eulerovské — lagrangeovské modely diskrétnich
Castic. Avsak implementace dvoutekutinovych modeld na feSeni separace oleje a vzduchu nebyla
podle védomi autora disertani prace dosud publikovana. Autor disertacni prace dale s vyuzitim
numerickych simulaci stanovil obecné zasady pro navrh olejovych separatori s ohledem
na efektivitu separace obou fazi a prokdzal, Ze proces separace V tlakovych nadobach Stihl¢ho tvaru
je ucinngjsi nez v tlakovych nadobach zavalitého tvaru. Formulovand obecna doporuceni pomahaji
konstruktérim spolecnosti ATMOS Chrast, s.r.o. pii konstrukci efektivnéjSich separatorti oleje
pouzivanych ve Sroubovych kompresorech.
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