ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI

FAKULTA APLIKOVANYCH VED
KATEDRA MATEMATIKY

DIPLOMOVA PRACE

Konstrukéni ulohy v roviné
ve stredoskolské matematice

Plzen, 2011 Martina Kalna



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci vypracovala samostatné a vyhradné s pouzitim
citovanych pramenu, jejichz uplny seznam je soucasti prace.

V Plzni dne 26. ¢ervence 2011 Martina Kalna



Podékovani

Chtéla bych podékovat vedoucimu diplomové prace panu Doc. RNDr. Josefu Polakovi,
CSc. za odbornou pomoc, ochotu a trpélivost.



Abstrakt

Tato préce se zabyva konstrukénimi tilohami feSenymi na stfednich skolach. V prvni
¢asti je nastinén historicky vyvoj konstrukcénich tloh, poté nasleduje teoretickd céast
zabyvajici se konstrukcénimi ilohami jako takovymi. Dalsi kapitola pojednava o tesSi-
telnosti konstrukénich tloh pomoci pravitka a kruzitka, ptricemz jsou v této kapitole
zarazeny také tri klasické eukleidovsky nefesSitelné ulohy. Hlavni ¢asti prace je pak
metodické zpracovani osmi vyucovacich hodin vénovanych konstrukénim ulohdam. Po-
sledni kapitola obsahuje zamysleni nad uzitim informacni technologie pfi vyucovani
konstrukcnich tloh.
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Abstract

This thesis deals with geometric constructions in Secondary School Mathematics. The
first chapter is dedicated to its historical development followed by the theoretical ex-
planation and description of it. The next chapter discusses solubility of construction
problems by means of a ruler and compass (including three classical unsolvable con-
structions problems). The main focus of this work is in the methodical elaboration of
eight different Math lessons concerned with planar geometric constructions. The last
chapter ponders over the benefits information technology might bring in the connection
with teaching (and learning) geometric constructions.
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Kapitola 1

Uvod

Tato diplomova préace se zabyva konstrukénimi tilohami feSenymi na stfednich skolach.
S prvnimi konstrukénimi tlohami se potykali lidé jiz ve starovékém Egypté a Babylo-
nii, mély vSak spiSe charakter prakticky. V souvislosti s rozvojem znalosti v oblasti
geometrie dochdzelo v prubéhu tisicileti také k vyvoji problematiky konstrukénich
uloh (hledani ptesnych konstrukei, Platonuv pozadavek tzv. eukleidovského teseni
konstrukcéni ulohy a zavedeni schematu feSeni téchto tuloh, nezdary v hledani euk-
leidovského Feseni nékterych konstrukénich dloh, ...). I pfes takto ddvnou historii je
vsak toto téma stédle aktudlni a mnoho dukazu z oblasti geometrichych konstrukei bylo
podéano az v druhé poloviné 19. stoleti. Podrobnéjsi historii tématu je vénovana druhd
kapitola této prace, pii jejim zpracovani jsem Cerpala z [12], [1], [14], [11], [7], [52], [53],
[54], [55], [9] a [56].

Na stiednich (i zékladnich) skoldch se provadi fesi konstrukénich uloh tzv. euk-
leidovsky, tj. pomoci pravitka a kruzitka. Presné vymezeni pojmu konstrukéni iloha,
eukleidovské feseni konstrukéni tlohy a zakladni eukleidovské konstrukee jsou uvedeny
v prvni césti kapitoly Planimetrické konstrukéni tlohy, kterd mé teoreticky charak-
ter. Je zde dale provedeno ttidéni konstrukcnich tloh podle ruznych hledisek, jsou
zde také popsany faze reseni konstrukénich tloh a metody, jak lze konstrukéni tlohy
fesit. V podkapitole Resitelnost konstrukénich dloh pravitkem a kruzitkem je vyslovena
nutna podminka eukleidovské fesitelnosti tlohy, véetné dukazu nefesitelnosti klasickych
uloh starovéku pomoci pravitka a kruzitka. V souvislosti s netesitelnosti nékterych kon-
strukénich tloh jsou v nésledujici kapitole uvedeny vybrané ptiblizné konstrukce. Teorii
konstrukénich tloh jsem nastudovala z [4],[3], [8], [15], [11], [7], [10], [2], [5], [6], [9] a [12].

Hlavnim cilem préace je didaktické zpracovani nékolika vyucovacich hodin zamé-
fenych na feSeni konstrukénich uloh na sttedni skole (gymnéziu). Ty jsou obsahem
kapitoly Metodické zpracovani konstrukénich loh v planimetrii na SS. Pied samotné
scénére vyucovacich hodin jsou prediazeny dvé souvisejici kapitoly: Vyvoj zpracovani
konstrukénich tloh ve SS uéebnicich (pro tuto kapitolu jsem prostudovala difvejsi
i soucasné ucebnice, jejichz vycet je uveden v seznamu pouzité literatury v zavéru prace)



a Konstrukéni dlohy na ZS a SS — krétky tdvod, ktery se tykd zafazeni tématu kon-
strukénich 1loh na zédkladnich a strednich skolach. Poté nasleduje celkem osm scénaiu,
kdy je v kazdém z nich uveden obsah, cil a pisemné zpracovani dané vyucovaci hodiny.
Vsechny obrazky (konstrukce) pouzité v této a teoretické ¢asti préce jsou vytvoreny
v programu GeoGebra. Zaroven jsou také soucasti ptilozeného CD, lze je tedy ptimo
vyuzit béhem vyucovaci hodiny v jejich puvodni dynamické podobé, ¢i je ptripadné
predélat pro vlastni potieby.

Posledni kapitola této diplomové prace je vénovana zamysleni nad vyuzitim in-
formacni technologie pfi feSeni konstrukcénich tloh na stfedni skole, zejména dyna-
mickych geometrickych programiu.



Kapitola 2

Historie

Chceme-li se zabyvat historickym vyvojem konstrukénich tloh, je treba nejprve hledat
pocatky geometrie jako takové.

Slovo geometrie je feckého puvodu a znamena zeméméricstvi. Svuj puvod ma ve
starovékém Egypté a Babylonii, kde byla vyuzivana k vymeérovani pozemku, vystavbé
zavlazovacich kanalu a stavbé opevnéni, chramu a pyramid pravidelnych tvaru — jed-
nalo se napf. o vytyceni pravych uhlu, vypocet vysky a od ni se odvijejici sklon bocnich
stén, aj.. Geometrie tedy v tomto obdobi zustavala 1zce spjata s femesly na trovni
utrzkovitych navodu. Az pozdéjsi studium geometrickych tutvaru dalo geometrii cha-
rakter abstraktniho matematického oboru, ktery vyuzival logiku a dedukci. Geometrie
byva povazovana za jeden z prvnich matematickych obort viibec.

V souvislosti s Babylonany je tfeba zminit, Ze jiz oni zvlddali konstruovat vsechny
pravidelné n-ihelniky. Nékteré presné, nékteré jen priblizné, pro né vsak tento rozdil
nebyl dulezity (pfesnou konstrukei pravidelnych n-ihelniku zacali hledat az Rekové).

Podivame-li se na pocatky tecké védy, dostavame se do maloasijskych pristavnich
mést Milétu a Efesu. Do tohoto obdobi (6. — 4. stoleti pf. n. 1.), spadd napf. prvni
snaha délit tsecku v poméru zlatého fezu (diive nazyvan boZsky pomér, termin zlaty
Tez ¢l zlaty pomeér pochézi az z 19. stoleti) a pokusy vypocitat dalsi stfedni hodnoty ¢i
pruméry (dodnes zachovan prumér aritmeticky a geometricky).

Jednim z nejvyznamnéjsich ucencu antického obdobi je Thales z Miletu (624—
543 pi. n. 1.). Ten tdajné stanovil vysku pyramidy tak, ze zmétil délku stinu svislé
tyce znamé délky a délku stinu pyramidy a z téchto tii délek urcil hledanou vysku
pyramidy. Jiz on tedy ovlddal pojem podobnosti trojihelniki. Tuto znalost vyuzival
také naptiiklad k urcovani vysek a vzdalenosti lodi na mofi. V matematice jsou mu
prisuzovany nasledujici vysledky: prumér déli kruh na dvé poloviny, thly pti zakladné
rovnoramenného trojuhelniku jsou shodné, vrcholové tihly jsou shodné, ¢i s nejveétsi
pravdépodobnosti svétoveé nejstarsi matematicka véta: tthel vepsany do pulkruznice je



pravy, resp. vSechny uhly nad prumérem jsou pravé. Nevime vSak, zda je pouze for-
muloval nebo i dokazal. Mnoho z téchto Thaletovych poznatku vyuzivame praveé pri
feSeni konstrukcénich tloh.

Nékteré véty o umérnych useckach a o podobnych obrazcich byly predmétem tvah
védcu skoly pythagorejské (6. a 5. stoleti pt. n. 1.). Vyznamnou postavou tohoto obdobi
je proto také Pythagoras ze Samu (asi 560—480 pt. n. 1.). Je paradoxem, ze ackoliv
je Pythagoras zndm predevsim diky geometrii (Pythagorova véta), pythagorejské kon-
cepce matematiky byla vyhradné aritmeticka. Pythagorova skola pokladala za zdklad
jsoucna ¢islo (arithmos). Vérili, ze stavbu svéta jde popsat piirozenymi ¢isly a jejich
poméry. Po objeveni nesoumértitelnych tusecek, tj. tisecek, jejichz pomeér velikosti nelze
vyjadrit jako celé ¢islo (napt. délka hlopticky v jednotkovém ¢tverci), bylo nutné ce-
lou tehdy zndmou teorii imérnosti isecek znovu prepracovat (tzv. I. krize matematiky).

Prave zde, v pythagorejské skole, se zrodilo studium pravidelnych mnohouhelnik.
Pro pythagorejce byl (oproti Babylonanum) rozdil mezi pfesnou a piibliznou konstrukei
zasadni. Ptibliznou konstrukei chépali jen jako jakysi femeslnicky navod, oproti tomu
presnou konstrukeci povazovali za znalost, pomoci které by mohli porozumét zakonum
celého vesmiru. Magickym obrazcem byl pro né pravidelny pétithelnik. Od néj je také
odvozen symbol pentagramu, vyuzivany v pythagorejské sekté jako poznévaci znameni.
Duvodem zvyseného zajmu o néj muze byt, ze jeho uhlopticky jsou navzajem déleny
v pomeéru zlatého fezu stejné dobte jako skutecnost, zZe schopnost sestrojit tento tutvar
pomoci pravitka a kruzitka byl prvni velky tspéch fecké matematiky.

V patém stoleti pred nasim letopoctem byly téz formulovany proslulé matematické
problémy starovéku:

1. Kvadratura kruhu
2. (Re)duplikace krychle
3. Trisekce thlu

U kazdého z téchto problému se jednalo o konstrukci jednoho geometrického objektu
z jiného geometrického objektu uzitim pravitka a kruzitka. Jejich feSeni piispélo k ob-
jevu novych matematickych objektu, napi. kuzelosecek, nékterych kubickych kiivek,
kiivek ¢tvrtého radu a jedné transcendentni kiivky — kvadratrix.

Uloha tykajici se kvadratury kruhu souvisi tésné s tlohou rektifikace kruznice, a tedy
s cislem 7. Jde o sestrojeni takové tsecky délky x, aby obsah ¢tverce o strané délky x
byl roven obsahu kruhu o daném poloméru r (tj. aby x* = mr?).

Rekové, kteif se geometrii ucili od Egyptant, od nich prevzali také problém kva-
dratury kruhu. Prvni pokusy Antifona a Brisona ziskat kruh jako prumér opsaného
a vepsaného mnohothelniku daly pouze pribliznou hodnotu. Zdalo se, ze iloha je
nefesitelna, protoze podstatou kruhu je oblast, kdezto podstata mmnohoihelniku je
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piimost, proto nelze zaménovat jedno za druhé. Problémem se v prubéhu let zabyvali
ruzni vzdélanci, véetné nejvétsiho ze vsech starovékych matematiki, Archimeda ze
Syrakus. Ze stfedovékych ucencu pak napr. Fibonacci, Viéte, Leibniz a mnoho dalsich.
Nelze opomenout ani Poldka Adama A. Kochanského (1631-1700), knihovnika
a dvorniho matematika krale Jana Sobieského. Ten vypracoval jednu ze znamych
pribliznych kvadratur kruhu, pfitom vypocetl 7 s ptesnosti na 0,0000 01. Velmi zndma
je jeho piibliznd rektifikace kruznice (viz kapitolu 5).

Dalsi vyzkum v oblasti kvadratury kruhu byl podnicen objevenim existence tzv.
Hippokratovych meésickia. Hippokratovy meésicky (nékdy téz oznacované pulmeésicky
¢i menisky) jsou uré¢ité plosné ttvary ohrani¢ené kruhovymi oblouky, ke kterym je
mozné nalézt mnohoihelniky o stejném obsahu (vétsinou se jedna o trojihelnik nebo
lichobéznik).

Hippokrates z Chiu (2. pol. 5. stoleti pf. n. l.) napsal nedochované dilo
Ziklady, které se stalo vzorem vykladu prvnich ¢tyf knih Eukleidovych Zdkladi (viz
déle). Z Hippokratova dila se dochovala pouze ¢ast, ve které je pojednano o zminénych
meésickach. Hippokratova tvrzeni sice davala nadéji, ze 1ze provést kvadraturu kruhu,
ale bohuzel i kvadraturu mésicku je mozné provést jen v nékolika konkrétnich pripadech.

Matematici ani v prubéhu nasledujicich let nezanechévali hledani kvadratury kruhu.
Paiizské Akademii véd bylo tehdy zasilano takové mnozstvi tidajnych feseni, ze ta
v roce 1775 odmitla zkoumat feSeni kvadratury kruhu, ktera ji budou zasldna. Teprve
az v druhé poloviné 19. stoleti (1882) dokazali dva matematici, Francouz Ch. Her-
mite (1822-1901) a Némec F. Lindemann (1852-1939), Ze ¢islo 7 neni kofenem
zadné algebraické rovnice s racionalnimi koeficienty. Tim byl zaroven podan dukaz, ze
neni mozné uzitim pouze pravitka a kruzitka sestrojit usecku, jejiz délka by se presné
rovnala obvodu daného kruhu (tzv. rektifikace kruznice), ani ¢tverec, jehoz obsah by
se presné rovnal obsahu daného kruhu. Od té doby se jiz nikdo timto problémem ne-
zabyva, nebot byl definitivné rozfesen - negativneé.

Druhy problém antické matematiky, zdvojeni krychle, je spojovan s nésledujicim
ptibéhem [53]:

Na ostrove Délos vypukla epidemie moru. Obyvatelé vypravili poselstvo do delfské
véstirny s duleZitym poslanim: zjistit, jakym zpusobem si naklonit bohy, aby mor pomi-
nul. Pythie odpovédéla, Ze je treba zdvojit oltar boha Apollona, ktery mél tvar krychle
a byl ze zlata. Byla tedy odlita druhd zlata krychle, stejne velkd a postavenda na krychli
pruni. Mor vsak trval. Poselstvo se opét vydalo do delfské véstirny. Dozvéedeli se, Ze je
treba zachovat navic tvar oltare. Tuto ulohu na ostrové Délos resit neumeli. Obrdtili se
s prosbou o pomoc na Platona. Ten jim vsak pravil: "Bohové se na vds hnévaji, nebot
se mdalo vénujete geometrii.”
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Podle Hippokrata hranu krychle o objemu dvakrat vétsim nez puvodni dostaneme
dvojim sestrojenim stfedni geometrické umeérné. Athénsky geometr Menaichmos, ktery
se také snazil roztesit délsky problém, k tomu uzil dvou parabol (viz napt. [57]).
Ani jedno z téchto podanych feseni vSak neni eukleidovské, tj. presné feSeni pouze
pravitkem a kruzitkem.

Trieti uloha, kterou starovéci matematici téz nedokazali vytesit, je uloha pozadujici
rozdeélit libovolny tihel na tii stejné ¢asti pomoci kruzitka a pravitka.
Pythagorejci, zabyvajici se pravidelnymi mnohoihelniky, se pokouseli rozdélit na tii
stejné ¢asti thel 120°, coz by jim umoznilo sestrojit pravidelny devitiihelnik. K pfi-
bliznému rozdéleni libovolného uhlu na tfi stejné casti bylo vymysleno hned nékolik
piistroju. Jeden z nich je zalozen napt. na kiivce objevené Hippiasem z Elidy (5.
stoleti pf. n. l.), tzv. Hippiové trisektris, kterd byla pozdéji uzita Deinostratosem
k feseni kvadratury kruhu, odtud jiny, vyse zminény nazev kiivky — kvadratrix (jeji
uziti napf. v [56]). Jiny piistroj zase vyuziva napiiklad tzv. Nikomédovy konchoidy.

Neresitelnost problému zdvojeni krychle a trisekce tthlu byla dokézana drive nez
neresitelnost kvadratury kruhu, a to v roce 1837 francouzskym matematikem P. L.
Wantzelem (1814—1848).

Casto byvé k témto tiem starovekym tlohdm priddvéna jesté vyse zminénd rektifi-
kace kruznice a konstrukce pravidelnych n-thelniki. Vsechny tyto tlohy maji charakter
¢iste teoreticky, v praxi neni duvod se omezovat jen na pravitko a kruzitko, jako byl kla-
den pozadavek zde. Kazda pozadovana konstrukce lze provést s dostatec¢nou presnosti.
Jejich prakticky vyznam je proto témér nulovy, nabyvaji vSak na dulezitosti ve srovnani
se skutecnosti, ze témeétr 2500 let podnécovaly vyvoj matematického mysleni. Az v 19.
stoleti bylo ukazano, ze tyto tlohy jsou nefesitelné a byla odvozena nutna a postacujici
podminka pro moznost konstrukece pravidelnych n-tithelniku (viz kapitolu 5).

Velky vyznam a vliv na vyvoj konstrukénich tloh méla také Akademie zalozend
kratovym zakem Platonem (asi 427-347 pft. n. 1.).
Geometrii chapal jako nezbytnou prupravu filozofického badani. Nad vchodem do Pla-
tonovy Akademie byl umistén napis:

" Nevstupuj nikdo, kdo neznas geometrii”.

Pti feseni konstrukénich tloh byl v Platonové Akademii zaveden zvlastni postup
(schéma), které v podstaté uzivdime dodnes. Po formulaci ulohy byl vzdy provadén
rozbor (analysa), poté nésledovala vlastni konstrukce véetné dukazu jeji spréavnosti.
V pozdéjsich letech byl tento postup doplnén o zkoumani podminek, za nichz je 1iloha
resitelnd (determinace). V Platonové skole byl navic rozvinut pojem geometrického
mista bodu (dnes mnoziny bodu dané vlastnosti), na jehoz principu je zalozena jedna
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z metod teSeni konstrukénich tloh. Platon zaroven polozil pozadavek, aby se pti kon-
strukcich pouzivalo pouze pravitko a kruzitko. Toto Platonovo omezeni ¢asové predchéazi
Eukleidovi. Nevime vsak, co Platona v tomto sméru inspirovalo. Moznym vysvétlenim
je, ze konstrukce pomoci pravitka a kruzitka jsou konstrukce pomoci nejzékladnéjsich
geometrickych prvki — ptfimek a kruznic. Pii feSeni konstrukcnich tloh bylo tedy
pouzito pouze téchto dvou zakladnich konstrukei:

1. Dvéma body vést primku
2. 7 daného bodu opsat kruznici s danym polomérem

Pritom pocet pouzitych zakladnich konstrukei pri feseni jedné tilohy mél byt konec-
ny. Tento pozadavek prevzal Platonuv zak Eukleides ve svych Zdkladech, a proto kon-
strukce, které splnuji predeslé podminky, dnes nazyvame konstrukcemi eukleidovskymi.

V souvislosti s eukleidovskymi konstrukcemi se dostavame k nejvyznamnéjsi po-
stavé historie geometrie:

Eukleides z Alexandrie (asi 325—-260 pf. n. l.), fecky matematik a geometr,
o kterém v podstaté nevime témeér nic. Pouze se domnivame, ze Eukleides studoval
na Akademii v Athénéch, ktera byla tou dobou dulezitym stifediskem védecké prace,
a ze byl prvnim z ¢lent svétoznamé Alexandrijské knihovny. Eukleides provedl shrnuti
tehdejsich matematickych poznatku do logicky provazané struktury po vzoru Aristo-
telovych principt deduktivniho systému. Vzniklo tak jedinecné dilo, jez v fectiné nese
nazev Stocheia. Eukleides timto ovlivnil vyvoj matematiky a vyucovani matematice na
dalsi dvé tisicileti a teprve v druhé poloviné 19. stoleti prestava byt Eukleidovo dilo
hlavnim uéebnim textem zacinajicich studentu.

Eukleidovy Ziklady (Stoicheia)
Eukleidovy Zdklady (latinsky FElementa) se skladaji z 13 Knih (oddilu), kde obsa-
hem Knihy I. - IV. je pfedevsim planimetrie (studium geometrickych dtvaru v roviné).
Kniha V. se zabyva Eudoxovo teorii proporci, Kniha VI. podobnosti trojuhelniku, dalsi

knihy jsou vénovany teorii ¢isel (Kniha VII. — IX.), teorii kvadratickych iracionalit a je-
jich odmocnin (Kniha X.) a stereometrii (Kniha XI. — XIII.).

Celé Zdklady jsou vybudovany podle jednotného logického schématu. Fukleides
vychazi z nékolika jednoduchych zakladnich vét, jejichz platnost je zarucena pouze
zkuSenosti. Z téchto zakladnich vét pak logicky vyvodil témér vsechny do té doby
znamé matematické poucky. Vyklad tedy spoc¢iva na logické dedukci vét ze soustavy
definic, postulatu a axiomu. Lze tici, ze stézejni vyznam Zdkladu je dan ani ne tak
samotnym obsahem, jako pravé formou jejich zpracovani.

Nedostatkem tohoto Eukleidova dila je vSak definovani primitivnich pojmu jako
bod, piimka a rovina. Zaroven Eukleides nepodal uplny vycet axiomu a postulatu
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(Uplnd soustava axiomu pochazi az od Davida Hilberta (1862-1934) z roku 1899).

Ve vztahu k planimetrickym konstrukénim ilohdam maji velky vyznam prvni étyti
Knihy:

Kniha I. — pojednéava o primkach, tseckach, trojihelnicich, rovnobéznicich, jejich vlast-
nostech a vzajemnych vztazich

Kniha II. — pojednéva o déleni usecek a jejich dusledcich (geometrickd algebra), trans-
formaci geometrickych utvaru

Kniha III. — pojednavé o vlastnostech kruznic (tétivy, tecény, tihly v kruznicich, oblouky
a tsece, mocnost)

Kniha IV. — pojednava o kruznici ve spojeni s jinymi dtvary (opisovani a vepisovani
kruznic trojihelnikum a pravidelnym mnohothelnikum)

Uvod k prvnf knize je i tvodem k celému spisu. Skladd se z 23 definic (vymeéry,
vymezeni pojmu) a 14 vét bez diukazu — 9 axiomu (obecnych poéatku, zasad), 5 po-
stuldtu (ikolu prvotnych; nékteré z nich v dnesni terminologii oznacujeme jako zékladni
konstrukéni vykony). Nékteré definice maji charakter definic dnesntho vyznamu, jiné
jsou vétami, které budi jen nazornou predstavu o zakladnich geometrickych pojmech.

Ijkoly prvotné jsou nasledujici:

Vytvorit usecku, kterd spojuje dva dané body.

Danou tsecku na jedné i druhé strané prodlouzit tak daleko, jak potiebujeme.
Vytvorit kruh o daném stifedu, na jehoz obvodé lezi dany bod.

Vsechny pravé thly jsou si rovny.

Necht tsecka u protind tsecky p, g tak, Ze na jedné strané tsecky u je soucet
vnitinich dhlu «, B, které sviraji secky p, ¢ s useckou u, mensi nez dva pravé
uhly. Potom na této strané jest usecky p, ¢ prodlouzit tak, aby se tato jejich
prodlouzeni protla.

G W=

Odstavec kazdé Knihy je ¢islovan, kdy nédsleduje bud text matematické véty a jeji
dukaz ¢i zadani konstrukéni ulohy (problému) a jeji feseni. Eukleides nerozlisoval mezi
matematickou vétou a konstrukei (v prvnich tfech Knihdch ma konstrukéni charakter
tfetina problému, Kniha IV. je vyhradné konstrukéni). Kazdy odstavec mé vsak stejnou
strukturu:

1. Formulace véty, resp. zadani konstrukéni tlohy
2. Popis objektu

3. Vlastni dukaz, resp. konstrukce

4. Zavér - zopakovani véty, resp. zadani tulohy

Obsah téchto odstaveu prvni knihy lze rozdélit na tii ¢dsti. Prvni éést (véta 1 —
26) se zabyvé predevsim trojihelniky a pravothelniky. V druhé ¢asti (véta 27 — 32)
je vylozena teorie rovnobézek, kde v posledni vété této skupiny je ji vyuzito k dikazu
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tvrzeni, ze soucet ihlu v trojihelniku se rovnd dvéma pravym. Posledni ¢ast (véta 33 —
48) se zabyva rovnobézniky, ¢tverci a trojihelniky. Posledni dvé véty Knihy I. obsahuji
dukaz Pythagorovy véty a a jeji obmény.

Prvni dloha Knihy I. ma néasledujici znéni [14]:
Na dané usecce postav trojuhelnik rovnostranny.

Danou tseckou bud AB. M4 se tedy na tiseéce AB postaviti trojihelnik rovno-
stranny. Ze stiedu A polomérem AB bud narysovan kruh BCD, a opét ze stiedu B
polomérem BA bud narysovan kruh ACE, a od bodu C, v némz kruhy se protinaji, k
bodiim A,B bud'te vedeny spojnice AC, CB. A jezto bod A je stfedem kruhu CDB,
AC je stejné s AB; jezto dale bod B je sttedem kruhu CAFE, jest BC stejné s BA.
Bylo pak dokazano, ze i C'A je stejné s AB; tedy jedna i druhd z CA, CB je stejna
s AB. Veli¢iny vsak témuz rovné i navzajem rovny jsou; tedy téz C'A jest rovna C'B;
ty tii tedy, CA, AB, BC' jsou si rovny.

Trojuhelnik ABC' je rovnostranny a postaven je na dané tusecce AB, coz bylo tikolem
vykonat.

Druhd kniha je ze vSech nejkratsi a obsahuje 14 vét, kterym predchéazi dvé definice

(vymeéry).

Obsahem knihy je fecka geometrickd algebra a véty, které jsou v ni obsazené, maji
algebraickou interpretaci.

Piiklady vét Knihy II. ([14]):

Véta 4 Kdyz se usecka libovolné rozdéli, ¢tverec z celé rovna se ¢tvercum z tseCek
a dvojnasobnému pravothelniku tseckami sevienému.

Véta 11 Rozdél danou primku tak, aby pravothelnik z celé a z jedné tisecky rovnal se
¢tverci usecky zbyvajici.

Kniha III. obsahuje 37 vét a je vénovana nauce o kruhu. Nejprve zde nachézime 11
definic (vymer).
Piiklady vét Knihy III. ([14]):

Veéta 1 Najdi stted kruhu daného.
Véta 5 Kruh kruhu neprotind ve vice bodech nez ve dvou.

V Knize IV., ktera se sklada z 16 tloh, zkouma Eukleides tutvary vepsané nebo
opsané kruznici. Nejprve opét pomoci 7 definic (vymeér) zavedl potfebné pojmy.

Piiklady vét Knihy IV. ([14]):

Véta 4 Do trojuhelniku daného vepis kruh.
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Veéta 8 Vepis do ctverce daného kruh.

Zaklady byly prelozeny do velkého poctu jazyku a mély (kromé Bible) vice vydani
nez kterdkoli jind kniha na svété. Po dobu téméi dvou tisicileti byly pouzivany na
skolach jako ucebnice.

Opustime-li Eukleida, dalsim neméné vyznamnym matematikem a fyzikem sta-
rovéku byl Archimedes ze Syrakus (287-212 pf. n. l.), pravdépodobné student
Eukleidovych zdku. Zabyval se hlavné kuzeloseckami, objevil nové metody vypoctu
obsahu obrazcu, které jsou ohraniceny kiivkami, a objemu téles, ktera jsou ohrani¢ena
krivymi plochami. Déle objevil konstantni vztah mezi obvodem kruhu a jeho prumérem,
ktery stanovil mezi 220/70 a 223/71, tedy Ludolfovo éislo 7. Archimedes uzil pravi-
delnych n-thelnika (n = 6, 12, 24, 48, 96) opsanych, resp. vepsanych danému kruhu.
Vychazel pritom z predpokladu, ze obvod kruhu je vzdy mensi, nez obvod opsaného
a veétsi nez obvod vepsaného n-tihelniku. Obsah téchto mnohoihelniku pak vypocetl.

Vedle Eukleida a Archiméda byl poslednim velkym geometrem helénistického ob-
dobi Archimeduv mladsi soucastnik Apollonios z Pergy (2. pol. 3. stoleti —
pocatek 2. stoleti pf. n. 1), ktery se mimo jiné také zabyval jistymi typy kon-
strukénich tloh. S timto uéencem totiz souvisi tzv. Apolloniova tloha, kterou se Apollo-
nios zabyval a tesil ji v dile O dotycich. Obecnd Apolloniova tloha, sestrojit kruznici,
ktera se dotyka danych tii kruznic v rovné, zaujima mezi planimetrickymi ilohami
misto zvlast vyznamné.

Tato klasicka tloha byla dulezitym zdrojem cetnych novych geometrickych poucek,
které byly objeveny pii jejim feSeni. Zajimala geometry vsech véku do té miry, ze bylo
podéano mnozstvi zpusobu jejiho feseni. Proto také lze na této tloze ukazat ruzné me-
vénuje vySetfovani dvou typu Apolloniovych tloh. Véta 4 a véta 5 této knihy pojednéva
o kruznicich opsanych a vepsanych trojihelniku, tj. nalezeni kruznice prochézejici tremi
body nebo dotykajici se tfech primek.

Vzhledem k tomu, Ze se zminéna dvousvazkova prace nedochovala, nelze s urcitosti
fici, jakym zpusobem Apollonios ulohu fesil. Podle francouzského matematika Viéta
Apollonios tesil tlohu obecné dilataci, o ¢emz se doc¢itame v jeho dile Apollonius
Gallus... z roku 1600 n. 1.. Viétuv vrstevnik Adrain van Roomen roztesil tuto tlohu
uzitim kuzelosecek (provedeni této konstrukce napf. v [58]). Apollonios formuloval
ulohu nejprve obecné pro tfi zadané kruznice, pozdéji byly tyto kruznice postupné
nahrazeny bodem (kruznice o nulovém poloméru) a piimkou (kruznice o nekoneéné
velkém polomeéru).

Jak jiz bylo feceno, originalni znéni se nezachovalo, zato je znama reprodukce tulohy
v dile Mathématikai synagogai feckého matematika Pappose Alexandrijského (3.
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stoleti pf. n. 1.). Pappos uvadi tlohu v nasledujicim znéni ([52]):

Necht jsou ddny tri predméty, z nichZ kazdy maize byt bodem, primkou nebo kru-
hem; md se narysovat kruh, ktery prochdzi kazdym z dangch bodu (jsou-li ddny jen
body) a dotykd se dangch primek ¢i kruha.

7 vyse uvedeného zadéni je mozno vypozorovat pocet moznych variant ulohy.
Hledédme vzdy skupiny tif objektu ze tfech druhu (bodu (B), piimek (p), kruznic (k)),
pricemz poradi danych objektu neni podstatné. Existuje tedy celkem deset zakladnich
typt Apolloniovych tloh (novych devét jsou zvlastni piipady tlohy obecné), pricemz
obecnd tloha ma nejvyse 8 feseni.

Jestlize jeden z danych bodu lezi na dané piimce nebo na dané kruznici, hovotime
o ulohach Pappovych. Takovychto tloh je celkem Sest - (pB)B, (kB)B, (pB)p, (kB)p,
(pB)k a (kB)k, kde symbolem (pB)B rozumime, Ze jsou dédny dva body a ptimka, kdy
jeden z bodu lezi na této primce.

Pappos ve svém dile uvadi pozadavek Apollonia, tedy feseni Apolloniovy tlohy po-
moci kruzitka a pravitka, prestoze jiz Apollonios znal stejnolehlost i kruhovou inverzi.
V soucasné dobé jsou znamé také jiné metody, napi. uzitim kuzelosecek, cyklografie,
deskriptivni geometrii, geometrii projektivni (kolineaci) apod..

Po zéniku antického svéta upadaji dila feckych ucencu pomalu v zapomnéni. Ob-
dobi nového rozkvétu matematiky prichazi az s nastupem mohutné islamské tise, jez
se stala centrem tehdejsi vzdélanosti. Mnoha tecka dila, kterda se nedochovala, zname
jen diky arabskym prekladum.

K renesanci geometrie doslo v Evropé v 16. — 17. stoleti, zejména ve Francii. Zdsadni
zlom ve vyvoji matematiky prisel v 17. stoleti, kdy Francouzi René Descartes (1596—
1650) a Pierre de Fermat (1601-1665) aplikaci algebry pii feseni geometrickych
uloh polozili zaklady analytické geometrie. V 17. stoleti nasledoval nejvyznamné;jsi ob-
jev té doby — diferencidlni a integralni pocet, jehoz uzitim se rozvinula geometrie
diferencialni a problematika utvaru vyssich stupnu, jez dnes radime do algebraické ge-
ometrie.

Novovék uéinil v oblasti geometrie dva dulezité kroky: odhalil existenci neeukleidov-
skych geometrii a vytvoril analytickou geometrii. René Descartes zavedenim kartézské
soustavy souradnic objevuje metodu, jak analyticky (tj. prostFednictvim ¢isel a rovnic)
zkoumat geometrické utvary, coz pozdéji vede k feseni mnoha klasickych geometrickych
problému, napt. zminované otazky trisekce thlu.

Zéaliba matematiki v teoretizovani o konstrukecich kruzitkem a pravitkem ptinesla
dalsi zajimavé vysledky. Napiiklad Syrsky matematik Abul Vafa (940-997), pozdéji

17



pak Albrecht Diirer (1471-1528) ¢i Leonardo da Vinci (1542-1619) uvazovali
o konstrukcich, pfi nichz kromé rysovani piimek a usecek podle pravitka bylo do-
voleno rysovat pouze kruznice téhoz poloméru. Italsky matematik Lorenzo Mas-
cheroni (1750-1801) roku 1797 dokazal, ze kazdou konstrukéni ilohu, kterou lze
fesit pomoci kruzitka a pravitka, lze fesit pouze pomoci kruzitka. Kazdou primku pfti
tom urcujeme dvéma body, které na ni lezi. Na druhé strané francouzsky matematik
a inzenyr Jean Victor Poncelet (1788-1867) roku 1822 zjistil, ze vSechny kon-
strukéni tlohy fesitelné pravitkem a kruzitkem jsou tesitelné pouhym pravitkem, je-li
v roviné narysovana néktera kruznice a jeji stfed (kruznice bez vyznaceného stiedu
k tomu nestaci). Kazdou kruznici pfi tom uréujeme tfemi body, které na ni lezi.

Zvlastni postaveni mezi tlohami o sestrojeni kruznice zaujima uloha G. F. Mal-
fattiho, nazvand tak podle italského matematika, ktery ji poprvé vyslovil a algebraicky
resil roku 1803. Jeji znéni je nasledujici (v ruznych publikacich se vsak lisi):

Do daného trojuhelniku vepiste tri neprekryvajici se kruhy tak, aby jejich obsah byl
co nejuetsi.

Malfatti se domnival, ze tlohu vyftesil, kdyz kruhy zvolil tak, aby se kazdy dotykal
dvou stran trojihelniku a obou zbyvajicich kruhu (tzv. Malfattiho kruhy). Ryze ge-
ometrické, velmi elegantni feseni (bez dukazu) podal v roce 1827 J. Steiner, ktery
ulohu zobecnil tim, ze nahradil strany trojuhelniku kruznicemi. Steiner vsak vychazel
ze stejného (chybného) predpokladu jako Malfatti — Ze se kruznice musi dotykat jedna
druhé a kazda pak dvou stran trojihelniku. Malfattiho feseni bylo ukazano jako ne-
spravné, a to nejprve pro rovnostranny trojuhelnik (H. Lob, H. W. Richmond, 1929),
poté pro dlouhé a tzké trojihelniky (H. Evans, 1965), nakonec bylo prokézano jako
nespravné bez ohledu na tvar trojuhelniku (M. Goldberg, 1967). Kompletni feseni to-
hoto problému ukazali az roku 1992 rusti matematici V. A. Zalgaller a G. A. Los.
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Kapitola 3

Planimetrické konstrukeéni tlohy

3.1 Pojem konstrukéni tlohy

Konstrukéni tlohy jsou takové geometrické urcovaci tlohy, kde je tkolem sestrojit
(zkonstruovat) geometricky tutvar predepsanych vlastnosti. Realizace konstrukee, tj.
narysovani obrazce, vSak neni podstatou feseni konstrukéni ulohy, ackoliv na stfedni
a zvlasté pak na zakladni Skole vétsinou nefesime konstrukéni ulohy bez rysovani.
Vlastnim fesenim konstrukéni ulohy budeme chapat deduktivni dvahu, jejimz cilem
je vyhledat pozadovany geometricky utvar. Podstata feseni konstrukéni tlohy spociva
v nalezeni posloupnosti elementarnich konstrukei, které vedou na hledany objekt. Pti
hledani feseni konstrukéni tlohy si proto predstavujeme, jak bychom hledany obra-
zec postupné rysovali. K tomu lze vyuzit ruzného rysovactho nécini. Neni-li o tomto
rysovacim nacini predem nic feceno, predpokladéame, ze se sklada z primého pravitka
a z kruzitka. Pouziti obou pomucek vymezuje Vysin v [5] témito imluvami:

a) Podle piimého pravitka rysujeme piimku (resp. ¢ast piimky), kterd spojuje dva
znamé body.

b) Pomoci kruzitka rysujeme kruznici, jejiz stied je zndmy bod a jejiz polomér je
déan dvéma znamymi body.

¢) Vyjdeme z jisté skupiny danych (zvolenych) bodu, dalsi body sestrojujeme jako
spoleéné body narysovanych piimek a kruznic (pokud ovsem existujf).

Terminem zndmy bod méme na mysli bod bud piedem dany, nebo jiz sestro-
jeny. Rysovaci nacini nam slouzi k narysovani tzv. zakladnich ktivek, které néasledné
pouzivame pii konstrukcich. Pro eukleidovské konstrukce, kterymi se v této praci
zabyvam (pojem eukleidovské konstrukee je blize specifikovan v nésledujici kapitole),
jsou zdkladnimi kiivkami vSechny piimky a kruznice (kiivky I. a II. stupné). Prislusné
umluvy pak muzeme preformulovat takto:

a’) Piimku pokladdme za sestrojenou, jsou-li sestrojeny dva jeji body.
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b") Kruznici pokladdme za sestrojenou, je-li jeji stfed sestrojeny bod a je-li jeji po-
lomér dan dvéma sestrojenymi body.

¢’) Bod poklddame za sestrojeny, je-li jim néktery z vychozich (danych ¢i zvolenych)
bodu nebo je-li spolecnym bodem dvou sestrojenych zakladnich kfivek navzdjem
ruznych.

3.2 Eukleidovské konstrukce

Pod terminem eukleidovské konstrukce nebo téz konstrukce pomoci pravitka a kruzitka
rozumime konstrukeci geometrickych objektu uzitim vyhradné pravitka a kruzitka.

Pravitko, pomoci néhoz provadime eukleidovské konstrukce, chapeme jako idealizo-
vané, tj. ze ma nekonec¢nou délku, jen jednu hranu a zadné znacky pro méreni. Takovéto
eukleidovské pravitko lze pouzit pouze ke konstrukci primek. Nelze pouzivat napt. ke
konstrukei kolmic nebo rovnobézek, ani k méteni ¢i k nanaseni délky.

Kruzitko v eukleidovském smyslu Ize pouzit jen k sestrojeni kruznice o daném stiedu
a prochézejici danym bodem. Tento bod muze byt libovolné vzdéleny. Nelze pouzit
pro prenaseni délky. Oproti tomu pomoci bézné uzivaného kruzitka muzeme sestrojit
kruznici, jestlize je dan jeji stfed a polomér ma délku rovnou délce dané usecky.
Ve vysledku vSak neni nutné mezi obéma modely kruzitek rozlisovat, protoze lze ukézat,
ze 1 eukleidovské kruzitko ma vlastnost prenaseni délky — ¢ini tak napt. Lavicka v [12].

Z historického hlediska patii eukleidovské konstrukce k nejvyznamnéjsim, jak bylo
popsano v kapitole 2. A pravé takto také resime planimetrické konstrukcni tlohy na
zakladni a stfedni skole.

Eukleidovské konstrukce nejsou vsSak jedinym druhem konstrukei. Jiné (neeuk-
leidovské) konstrukce se opiraji o jiné tmluvy a tyto umluvy jsou sestaveny podle
rysovaciho nacini, které chceme pouzivat. Misto pojmu rysovaci nacini se v teorii geome-
trickych konstrukei pouziva oznaceni prostredky. Hovorime pak o konstrukcich danyma
prostredky. Muze jimi byt napiiklad tzv. rovnobézkové pravitko (pravitko s dvéma
primymi navzdjem rovnobéznymi hranami, jejichz vzdalenost je zndmé ¢islo v), dhlové
pravitko (trojihelnikové pravitko, jehoz dvé hrany sviraji duty thel dané velikosti «
— ve skole uzivané pravouhlé trojihelnikové pravitko je jeho zvlastnim piipadem pro
a = 90°), jednotkové pravitko (piimé pravitko, na jehoz hrané jsou vyznaceny dva
body ve vzdalenosti dané usecky e), aj..

Na pojem neeukleidovské konstrukce lze ovsem také nahlizet z jiného thlu pohledu.

Timto terminem se oznacuji také konstrukce v takovych geometriich (tj. systémech
spliujicich prvni ¢tyfi Eukleidovy postuldty), které nesplnuji paty Eukleiduv postulat.
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Jsou to napf. geometrie hyperbolickd, elipticka (jeji zvlastni piipad geometrie sférickd),
Riemannova ¢i absolutni geometrie. Témi se v této praci nezabyvam. Naopak geomet-
rie splnujici paty Eukleiduv postulat se nazyva eukleidovskd geometrie.

3.2.1 Zakladni eukleidovské konstrukce

Kazda eukleidovska konstrukce se sklada z koneéného poctu opakovani péti zakladnich
konstrukénich vykonu (nékdy také oznacované jako zakladni konstrukéni kroky), ve
kterych pracujeme s body, iseckami a kruznicemi, které byly vytvoreny jiz v nékterém
z predchozich kroki. Jako zdkladni konstrukéni vykony chape Stalmasek v [3] tyto:

1. Jsou-li dany (tj. v roviné jiz narysovany) dva ruzné body, narysovat piimku pro-
chéazejici témito body.

2. Narysovat kruznici okolo daného bodu jako stredu, jejiz polomér ma délku shod-
nou s délkou usecky, ktera je urcena dalsi dvojici ruznych krajnich bodu.

3. Sestrojit prusecik piimek AB a C'D, jsou-li v roviné dany body A, B, C, D.

4. Jsou-li dany body A, B, C' a tsecka DFE sestrojit pruseciky piimky AB s kruznici
se sttedem C a polomérem DFE.

5. Jsou-li ddny v roviné body A, B a dvé usecky C'D, E'F| sestrojit prusecik kruznice
se stredem A a polomérem C'D s kruznici se stfedem B a polomérem EF.

V konstrukcich 3. — 5. predpokladame, ze pruseciky existuji. Konstrukce 1. a 3. pro-
vadime pomoci pravitka, konstrukce 2. a 5. pomoci kruzitka a konstrukci 4. uzitim
pravitka i kruzitka zaroven.

V rtuznych publikacich 1ze pod terminem zékladni eukleidovské konstrukce nalézt
ruzné konstrukce.
Mezi zakladni (jednoduché) konstrukce vytvorené jistou posloupnosti vyse uvedenych
péti zakladnich konstrukénich vykontt Stalmasek v [3] fadi:

Nanést danou tsecku na danou poloptimku.

Vést danym bodem mimo danou piimku rovnobézku.

Vztycit v daném bodé dané piimky kolmici.

Nanést dany duty tihel k dané polopiimce do dané poloroviny.
Rozdélit danou tsecku na n shodnych dilu (n > 2).

Sestrojit osu usecky.

Sestrojit osu uhlu.

Sestrojit stted tsecky.

50 0 A0 T o
S N S e e e e
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Provadime-li eukleidovské konstrukce, pak z danych bodu koneénym poctem kon-
strukénich kroku 3., 4. a 5. sestrojujeme hledané body, které jsou s body danymi
vazané urcitymi geometrickymi vztahy. To plati i v piipadé, jsou-li dané jen velikosti
usecek a thla, protoze usecku dané velikosti muzeme nahradit dvéma ruznymi body
v predepsané vzdalenosti a 1ihel dané velikosti tfemi ruznymi body, které urc¢uji ramena
tohoto uhlu. Zakladni tlohy b), ¢), e) - h) fesim v kapitole 7.

Poznamka
Kazda eukleidovska konstrukce je také proveditelnd jednim rovnobézkovym pravitkem
tj. lze jim nahradit nacini primé pravitko, kruzitko. Obdobna situace je napt. u kon-
strukei jedinym kruzitkem, zvanych konstrukce Mascheroniovy (viz kapitola 2). Obra-
cené to vsak neni mozné, aniz bychom zmensili okruh fesitelnych tloh (tj. vypustit
kruzitko a ponechat pouze pravitko).

3.3 Klasifikace konstrukénich uloh

Pro spravné provedeni rozboru konstrukéni tlohy a nasledné nalezeni konstrukéniho
predpisu je zapotiebi konstrukéni tlohy nejprve vhodné roztiidit. Existuji ruzna hle-
diska ttideéni:

3.3.1 Rozdéleni konstrukénich tiloh na polohové a nepolohové
ulohy

Polohové konstrukéni tilohy

V téchto typech tloh je urceno umisténi alespon jednoho z danych prvku, tj. jeho po-
loha v roviné. Tim je zaroveii jednoznacné uréena také poloha hledaného ttvaru. Reseni
polohové konstrukéni ilohy spociva v tom, ze hledame jeden nebo vice neznamych
bodu sestrojovaného geometrického ttvaru. Zadani takovéto ulohy vypada napiiklad
nasledovné:

Priiklad 1
Sestroj tecny k dané kruznici k(S,r) prochézejici danym bodem A, ktery lezi ve vnéjsi
oblasti kruznice k.

V této tloze je dana poloha obou zadanych objekti — kruznice k i bodu A, hledali
bychom polohu bodu dotyku sestrojované tecny a kruznice k.

Nepolohové konstrukéni tlohy
V nepolohovych konstrukénich ilohach jsou urceny jen tvar a velikost danych prvku,
nikoliv vSak jejich poloha. Musime proto nejprve provést lokalizaci, tj. vhodné umistit
nékteré prvky. Nepolohova tloha poté prechézi na tlohu polohovou. Jednu a tu sa-
mou nepolohovou 1lohu lze lokalizovat vice zpusoby. Od tohoto umisténi se poté odviji
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cely zpusob TeSeni tlohy, zejména jeji rozbor. Chceme-li vyhledat nejvhodnéjsi zpusob
reSeni, je dobré zkusit ruzné zpusoby umisténi. Tim ovsem muzeme dostat tlohy s jinym
poctem neznamych bodu.

Nasledujici piiklad nastinuje, jak ruzné umisténi prvku muze mit vliv na pocet hle-
danych bodu, stejné jako na celkovy pocet feseni tlohy.

Priklad 2
Sestroj trojihelnik ABC', jsou-li dany délky strany ¢ = 5 cm, vysky v, = 2 cm a téznice
t. = 4 cm.

Reseni (nastin)
Takto zadand tloha je nepolohova. Na polohovou 1lohu ji prevedeme umisténim nék-
terého z prvku:

a) Umistime stranu AB = c.
Nezndmym bodem je poté pouze bod C' (feseni viz kapitolu 7, III. vyucovaci
hodina, ptiklad 3.1).

b) Umistime nejprve vysku v, = CoC, kde bod Cy je pata vysky v, v trojihelniku
ABC.
Hledané body jsou tentokrat ti¥i: A, B (zbylé vrcholy trojihelniku) a S (prusecik
téznice t. se stranou AB).
Bod S nalezneme jako prusecik kruznice ky(C,t.) a piimky p (komice na tsecku
CoC vedend bodem Cj).

Body A, B nélezi pruniku kruznice ko(S, g) a primky p.

3.3.2 Rozdéleni konstrukénich uloh podle pocétu neznamych
bodu

O hledaném ttvaru (kruznici, trojuhelniku, ¢tverci apod.) fekneme, Ze je sestrojeny,
sestrojime-li jistou kone¢nou mnozinu bodu, kterd hledany ttvar jednoznacné urcuje
(stfed kruznice a jeden jeji bod, vrcholy trojihelniku nebo ¢tverce apod.). Proto
muzeme za zakladni nezndmé utvary povazovat body, z ¢ehoz plyne moznost tiidéni
konstrukénich iloh podle poétu neznamych (a tedy hledanych) bodu. Z tohoto hlediska
délime konstrukéni tlohy na dlohy s jednim, dvéma, ttemi atd. nezndmymi (hledanymi)
body.

V pripadé vice neznamych bodu sestrojujeme tyto body postupné, ¢imz prevadime

feseni konstrukéni tlohy s vice nezndmymi body na feSeni konstrukénich uloh s jednim
neznamym bodem. Velmi casto pri feSeni takovychto tuloh pro zjednoduseni situace
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vyuzivime geometrickd zobrazeni nebo si pomdhdme vypoctem (viz metody feseni
konstrukénich tloh, kapitola 3.5).

3.3.3 Rozdéleni na tlohy bez parametri a tlohy s parametry

Déle muzeme konstrukéni tdlohy tiidit podle toho, zda se v jejich zadani vyskytuji
proménné prvky (parametry), na tdlohy bez parametru ¢i ilohy s parametry (jednim,
dvéma, ...).

Konstrukeni tloha s parametry predstavuje urc¢itou mnozinu uloh, které fesime na-
jednou a v zavérecné fazi provedeme ,rozvétveni“ pro konkrétni hodnoty parametru
— provadime diskusi feSeni konstrukéni ilohy.

Zadani ulohy s parametrem muze vypadat napiiklad takto:

Priklad 3
Sestroj trojuhelnik, je-li dana velikost jedné jeho strany, ptislusné vysky a protilehlého
vnitiniho thlu.

Resen{ této dlohy uvadim v odstavei 3.4.5.

3.4 Faze reseni konstrukéni dlohy

Resen{ konstrukéni tlohy se éleni zpravidla na ¢tyfi Useky, tzv. faze. Ty je tieba chapat
jako nedélitelnou organickou ¢ast konstrukéni tlohy. Faze feSeni konstrukéni tlohy se
nazyvaji:

1. Rozbor (analyza)

2. Konstrukee (vysloveni konstrukéniho predpisu + realizace konstrukce)
3. Zkouska (oduvodnéni konstrukce neboli dukaz)

4. Diskuse (u parametrickych tloh)

Resen{ konkrétni konstrukéni dlohy podle pravé popsaného postupu je zafazeno na
zaver této kapitoly. Nyni podrobnéji k jednotlivym fazim reSeni.

3.4.1 Rozbor

Tato prvni faze feseni konstrukéni 1lohy je ze vSech nejpodstatnéjsi. Jejim vysledkem
by mél byt zapis podminek pro hledané body.

Chceme-li fesit konstrukéni tlohu, predpokladame, ze je fesitelnd. Toto feSeni (dtvar
vyhovujici podminkdm tlohy) na¢rtneme v podobé ilustraéniho obrazku. V nacrtu vy-
znacime a popiSeme vSechny prvky ze zadani a zakreslime pomocné geometrické tutvary
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(primky, kruznice, body), které budeme pfi reseni tlohy vyuzivat. Déle hleddme vztahy
mezi prvky danymi a hledanymi — uvédomime si, které vyznacné body jsou neznamé,
a snazime se pro né najit nutné podminky, jez musi spliiovat. Nasledné kombinujeme,
porovnavame a na zakladé logickych tvah a uzitim vhodné metody feseni konstrukénich
fesenou diive.

Rozbor tlohy je tieba provadét svédomité, abychom ptipadné pii nedokonalém roz-
boru neztratili néktera reSeni. Zaroven ale také muze nastat, ze puvodni predpoklad
tesitelnosti ulohy se ukaze jako nespravny — to se projevi tak, ze rozbor ilohy nas po-
vede ke sporu s podminkami 1lohy nebo platnymi matematickymi vétami. V takovém
pripadé konstatujeme, ze je tloha netesitelna.

3.4.2 Konstrukce

Druha cast postupu feseni konstrukcni ulohy plyne z podminek pro hledané body
vyslovenych v zévéru rozboru. Formulujeme zde konstrukéni ptedpis (posloupnost
zékladnich konstrukei), jak z danych prvku vytvoiime hledany dtvar eukleidovskymi
konstrukcemi.

Strucény symbolicky zapis predpisu v bodech nazyvame zapis postupu konstrukce.
Konstrukénim predpisem udavame zpravidla pro kazdy z hledanych bodi dvé mnoziny
bodu (kiivky), kterym tento bod ndlezi. V samotném zapisu vzdy nejdiive uvadime,
jaky utvar sestrojujeme a poté pomoci jaké jeho vlastnosti. Konstrukce pomoci této
vlastnosti by méla byt zfejmé (napt. prunik dvou jiz sestrojenych utvaru, osa tsecky,
Jednotlivé body zapisu konstrukce na sebe navazuji. Zapis by mél byt zaroven nato-
lik jednoznacny a jasny, abychom jen podle néj byli schopni vysledny utvar skutecné
zkonstruovat.

Tato féze teseni obvykle zahrnuje téz grafické provedeni tlohy (realizaci konstrukce)
— narysovani vSech feseni tlohy.

3.4.3 Zkouska

Konstrukénim predpisem ziskavame vSechna mozna teSeni tilohy. Neni vSak ale zajisténo,
ze utvary, které jsme sestrojili, spliuji skutecné podminky tlohy. Neni to zaruceno
z duvodu, ze jsme je sestrojili z jistych vlastnosti, které hledané titvary nutné maji, ale
nevime, zda obracené kazdy utvar téchto vlastnosti spliiuje vSechny podminky tlohy.
Muze se také stat, ze nékteré nebo vsechny utvary sestrojené podle konstrukéniho
predpisu nevyhovuji podminkam tlohy a nejsou tudiz fesenim tlohy. Je proto potieba
ukazat, ze vSechny utvary vzniklé podle konstrukéniho predpisu maji pozadované vlast-
nosti a pripadné nevyhovujici utvary vyloucit. Zjednodusené — pii provadéni zkousky
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ovérujeme, zda stanovené nutné podminky jsou téz postacujici.

Zkouska se zpravidla provadi tak, ze obratime postup, ktery jsme absolvovali pii roz-
boru. Opirame-li se v ivahach v rozboru o ekvivalentni tvrzeni, neni nezbytné zkousku
provadeét, staci se pouze odvolat na rozbor (napf. pfi feseni ilohy uzitim metody mnozin
vSech bodu dané vlastnosti).

V pripadé, ze zadéani neobsahuje parametricky zadané prvky, je soucasti zkousky kon-
statovani poctu teseni tlohy.

3.4.4 Diskuse

Resfme-li konstrukéni dlohu s parametry (proménnymi prvky), je tieba v zdvéru provést
diskusi. Konstrukéni tloha s parametry totiz predstavuje mnozinu konstrukénich tloh,
které ziskame volbou vSech moznych hodnot za parametry. Tim se ndm tloha rozpadne
na piipady, kdy nemusi mit feSeni vubec, muze mit jedno feseni nebo i vice. V této
fazi feseni pak stanovujeme, za kterych podminek je tloha fesitelna a pocet TeSeni.

Nema4-li iloha zadné proménné prvky, jde o jedinou tlohu, proto diskuse odpada
a my pouze konstatujeme pocet vyhovujicich vysledku tlohy (viz odstavec 3.4.3).

Pri diskusi postupujeme tak, ze sledujeme postupné jednotlivé kroky konstrukéniho
predpisu ziskaného jako zéver rozboru a zjistujeme podminky (nutné a postacujici), za
nichz jsou proveditelné (tzv. podminky fesitelnosti).

Chceme-li stanovit pocet feseni konstrukéni tlohy, je tfeba rozlisit, zda se jedna
o ulohu polohovou ¢i nepolohovou:

Polohova tloha ma tolik feseni, kolik utvaru vyhovujicich podminkam této tulohy
lze sestrojit. V pripadé, ze dostavame osové soumeérna reSeni, je tézZ mozné se omezit
na jednu polorovinu. Poté tikdme, Ze tiloha méa v dané poloroviné tolik a tolik feseni
(takové omezeni v této praci neuvazuji).

U nepolohové tlohy je nutné vyslovit pfesnou imluvu o tom, ktera feseni budeme
pokladat za ruzna. Pro vSechny tlohy v dalsim textu vychazim pro pocty reseni nepolo-
hovych 1loh z néasledujici imluvy: Pii urceni poctu feseni nepolohové tlohy vychazime
z poctu Teseni polohové tlohy, na kterou ji prevadime.

Zaver diskuse lze zapsat jak vétou, tak v podobé tabulky.

Poznamka
V ruznych publikacich 1ze nalézt i jinou konvenci o poctu feseni, napt. pokud nékterymi
feSenimi jsou shodné geometrické utvary, pokladdme je za jediné feSeni nepolohové

ulohy ([15]).
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3.4.5 Reseny piiklad

Priklad 3 z kapitoly 3.3.3
Sestroj trojuhelnik, je-li dana velikost jedné jeho strany, ptislusné vysky a protilehlého
vnitiniho thlu.

Reseni
Nejprve oznac¢ime dané ttvary — meéjme tedy dény v trojihelniku ABC napt. délku ¢
strany AB, vysku v, a vnitini thel o velikosti .
Jde o nepolohovou tlohu s parametry, na polohovou ji prevedeme umisténim nékterého
z prvki — umistime stranu AB. Zbyly neznamy bod C je tedy hledanym bodem.
Vime, ze bod C' lezi ve vzdalenosti v. od piimky AB a zaroven je usecka AB z tohoto
bodu vidét pod zornym thlem v (pojem zorny thel je podrobnéji vysvétlen v kapitole
7, v 1. hoding).
Resen{ tlohy se bude sklddat ze vech ¢tyi vyse popsanych fazi. PFi rysovéni zvolime
za parametry konkrétni hodnoty, zde ¢ = 4 ¢m, v = 30°, v, = 3 cm:

Rozbor
Hledany bod: C
C € My N M,, kde
M, ={X €p;|X & AB|=v.} =pUyp
My ={X € p;|/AXB| =~} =k UK

Obrazek 3.1: Nacrtek

Konstrukce
1. AB; |[AB|=c¢
2. p; p||AB A |p <> AB| = v,

3. S; S — stied kruznice k, které ptislusi oblouk s obvodovym thlem « (konstrukce
viz kapitolu 7, II1. vyucovaci hodinu)

4. k; k(S,r=1|SA|)
5. C; Ceknyp
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Zkouska
Z obréaceni postupu rozboru plyne, ze nalezené body C' splnuji vSechny podminky
zadani ulohy — usecka je z nich vidét pod thlem 30° (7 = 30°) a lezi ve vzdalenosti
3 ¢cm od tusecky AB (v, = 3 cm).

Diskuse
Aby byla tloha fesitelna, musi existovat alespon jeden spoleény bod piimky p a kruznice
k. Jinymi slovy musi byt splnéna podminka feSitelnosti:

¢ v
. < —cotg—.
v _200g2

Pro pocet feseni této nepolohové tlohy (v souladu s vyse zminénou imluvou) plati:

o Je-liv, < gcotgl, mé tato tloha 4 feseni: AABC, AABCy, AABC] a AABCS,
viz obr. 3.2.

c
o Je-li v, = fcotgl, ma tato tloha 2 feSeni: rovnoramenné trojihelniky AABC

a AABC.

. C ¢ s e
o Je-liv, > 500759%, nemd uloha zadné feseni.

/ N

Obrazek 3.2: Konstrukce k piikladu 3
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3.5 Metody reseni konstrukcénich tuloh

Pro teseni konstrukcénich tloh vyuzivame ruzné metody. Ty lze rozdélit na metody
ryze geometrické (metoda mnozin viech bodu dané vlastnosti a metoda geometrickych
zobrazeni v roviné), metodu uziti analytické geometrie a metodu algebraickou.

Jednotlivymi metodami lze fesit vétSinou jen jednodussi konstrukéni dlohy. Méme-
li slozitéjsi ilohu, je tfeba ruzné metody kombinovat.

Poznamka
V nékterych tlohach muzeme vyuzit také specidlni vztahy odvozené mezi danymi
a hledanymi utvary. Poté nemuzeme hovorit ani o jedné z vyse uvedenych metod.
V takovém pripadé fikame, ze tlohu sestrojujeme metodou zalozenou na specialnich
vztazich (napf. vlastnosti harmonicky sdruzenych bodu). S témi se vSak na stfedni
skole zpravidla nesetkame, proto se jimi ani ja v této praci vice nezabyvam.

3.5.1 Metoda mnozin vSech bodu dané vlastnosti

Mnozinou vsech bodu dané vlastnosti nazyvame takovou mnozinu bodu (tj. geome-
tricky ttvar), kterd obsahuje vSechny body, které maji tuto vlastnost, a neobsahuje
zadné body, které ji nemaji.

Tuto metodu vyuzivame v pripadé, ze mame vyhledat body o urcité vlastnosti. Me-
toda uziti mnozin vsech bodu dané vlastnosti spo¢iva v tom, ze pro kazdy z hledanych
bodu X stanovime dvé nutné podminky, které musi splnovat, a pak uré¢ime mnoziny
My, My vsech bodu splnujicich po tfadé prvni a druhou podminku. Hledany bod X
nalezi pruniku mnozin My, M,. Body tohoto pruniku sestrojujeme pomoci zakladnich
eukleidovskych konstrukei (viz predchozi piiklad 3).

3.5.2 Metoda geometrickych zobrazeni v roviné

Je-1li podle urc¢itého predpisu kazdému bodu X geometrického ttvaru U pritfazen jisty
bod X' itvaru U’, potom toto piifazeni nazyvdme zobrazenim, kde bod X' je obrazem
bodu X a bod X je vzorem bodu X'.

Mezi zékladni zobrazeni, kterd lze vyuzit pro feseni konstrukénich iloh, patii osova
soumérnost, otoceni (specidlné stiedovd soumeérnost) a posunuti, spoletné nazyvand
shodnd zobrazeni. Z podobnych zobrazeni se vyuziva stejnolehlost. Kromé téchto za-
kladnich zobrazeni je tifeba zminit jesté kruhovou inverzi, ktera je velmi uzite¢na
napiiklad pti feseni Apolloniovych tloh.
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Existuji dva zékladni ptipady, kdy vyuzivame zobrazeni pti feseni konstrukénich
uloh:
Prvnim pripadem je situace, kdy neznamy bod lze sestrojit jako samodruzny bod
vhodného zobrazeni (napf. stied stejnolehlosti jako pomocny nezndmy bod pii kon-
strukei spoleénych tecen dvou kruznic).
Druhym ptipadem jsou takové tulohy, kdy lze neznamy bod X zobrazit na neznamy
bod Y zobrazenim, které je pomoci jiz sestrojenych tutvaru urc¢eno. V tuto chvili
uplatniujeme jeden z téchto konstrukénich kroku ([42]):

a) Bod Y sestrojime jako obraz bodu X v takovém zobrazeni (to predpoklada, ze
v posloupnosti kroku konstrukce sestrojime nejprve bod X).

b) Jednu z konstrukénich kiivek, které obsahuji bod X, zobrazime na konstrukéni
kiivku obsahujici bod Y (to nevyzaduje, aby bod X byl uz sestrojen).

Geometricka zobrazeni muzeme obecné vyuzit pii feSeni konstrukénich tloh dvojim
zpusobem, jak uvadi Polak v [15]:

a) Geometrické zobrazeni pouzijeme na ¢ast geometrickych utvart, které se vysky-
tuji v pomocném nacrtku pri rozboru konstrukcéni tlohy. To ndm umozni najit
takové vztahy mezi danymi a hledanymi utvary, které by jinak mohlo byt tézké
objevit.

b) Geometrické zobrazeni aplikujeme na celou geometrickou situaci predstavovanou
nacrtkem pri rozboru konstrukéni tlohy. V tomto pripadé samoziejmeé jako pouzita
geometricka zobrazeni neptichazeji v ivahu shodnosti, které by prevedly vSechny
geometrické ttvary v dtvary s nimi shodnymi, tj. dostali bychom tutéz geomet-
rickou situaci. Z uvedenych zobrazeni lze tedy pouzit podobnosti, zejména stej-
nolehlosti.

Uziti osové soumérnosti pri feSeni konstrukénich iloh
Pti feseni konstrukénich tloh pomoci osové soumérnosti nahrazujeme utvar dany ¢i
hledany (popiipadé jen jejich ¢ast) dtvarem s nim osové soumérnym podle vhodné
primky, aby feSeni takto pozménéné tlohy bylo snadnéjsi.

Priklad 4
Je dana primka p a dva body A, B uvniti téze poloroviny s hrani¢ni ptimkou p. Najdi

na pirimce p bod X tak, aby souc¢et jeho vzdalenosti od bodu A, B byl co nejmensi.

Reseni
Jde o polohovou tlohu s jednim neznamym bodem X.

Rozbor
Hledany bod: X
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X € AB'Np, kde B’ je bod soumérné sdruzeny k bodu B podle pifmky p.

Potom totiz plati:
|AX|+ |BX|=|AX|+ |B'X| = |AB'|.

Pro kazdy jiny bod bod Y # X piimky p dostdvame:
|AY |+ |BY | = |AY| + |B'Y| > |AB'| (viz obr. 3.4).

Obréazek 3.3: Nacrtek

Konstrukce

1. A, B,p; AB¢pNAd¢— Bp
2. B;O(p): B— B’

3. AB'

4. X; X e AB'np

Obrazek 3.4: Konstrukce k prikladu 4

Zkouska
Plyne z rozboru.
Uloha ma pravé jedno feseni.
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Uziti posunuti pii FfeSeni konstrukcénich dloh
Podstata metody rovnobézného posunuti neboli translace spoc¢ivéa v tom, ze ¢ast itvaru
rovnobézné posuneme, ¢imz dostavame hledané ¢i potrebné pomocné body. Takovéto
doplnéni puvodniho utvaru na utvar novy nam umoznuje transformaci dané tlohy na
ulohu snadnéji resitelnou.

Piiklad 5
Sestroj lichobéznik ABC'D (AB||CD, |AB| > |CD]), jsou- li ddny délky jeho Ctyt stran
a, b, c, d.

Reseni tlohy provadim v kapitole 7, VI. vyucovaci hodiné (pifklad 6.3).

Uziti otoceni pri reSeni konstrukcénich loh
Otoceni neboli rotaci okolo bodu pouzivame pii feSeni konstrukcénich tloh pro na-
lezeni hledanych ¢ potfebnych pomocnych bodu, které dostaneme jako pruseciky
utvaru s jeho otoc¢enou casti. Zavadime tim do nacrtku jeden nebo vice novych prvku,
prevadime 1hly nebo piimky do vhodné polohy. Obecné opét nahrazujeme lohu novou
jednodussi ulohou.

Priklad 6

Jsou dany dvé ruzné rovnobézky p, ¢ a bod A, ktery nelezi na zadné z nich. Sestrojte
takovy rovnostranny trojihelnik ABC', kde B € p, C € q.

Reseni
Uloha je polohové s dvéma neznamymi body.

Rozbor
V rovnostranném trojihelniku maji vSechny vnitini ihly velikost 60°, stejné jako jsou
shodné délky vsech tii stran trojuhelniku. Proto obrazem bodu B € p (resp. strany
AB) v otoceni kolem bodu A o thel velikosti 60° je bod C' (resp. strana AC'). Obrazem
pifmky p v tomto otoceni bude pifmka p'. Bod C ziskdme jako prusecik piimky p’ s
piimkou g. Provedeme-li poté zpétné otoceni bodu C' (tj. o stejné velky ale opacné
orientovany uhel), dostavame bod B (viz obr. 3.6)

Hledané body: B,C
C € p' Ngq, kde
p ziskdme uzitim otoceni: R(A4;60°): p — p’
a bod B ziskdme z otoceni: R(A; —60°): C — B.
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Obréazek 3.5: Nacrtek

Konstrukce

1. p g A; Adp.q

2. p'; R(A;60%): p—p'
3. C;Cepng

4. b; R(A;—60°): C — B
5. AABC

Obrazek 3.6: Konstrukce k ptikladu 6

Zkouska
Plyne z rozboru tlohy.

Uloha m4 vzdy dveé feseni — ptfimku p lze rotovat kolem bodu A ve dvou smyslech
otaceni.

Uziti stejnolehlosti pii feSeni konstrukénich tloh
Existuje mnoho konstrukénich tloh takovych, ze zanedbame-li pii jejich TeSeni cast
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danych podminek, dostaneme nespocetné mnozstvi reSeni, kterd mezi sebou tvoii vza-
jemné podobné utvary. Napt. mame-li sestrojit trojihelnik, jsou-li zadané velikosti dvou
jeho uhlu a délka obvodu, pak zanedbanim obvodu dostaneme nespocetné mnozstvi
vzajemné podobnych trojihelniku. Ulohy tohoto druhu je vhodné fesit metodou uziti
podobnosti. Jeji podstata spociva v tom, ze nejdiive sestrojime utvar podobny hle-
danému utvaru a ten podle dalsich podminek lohy zvétsime ¢i zmensime v pozadova-
ném pomeéru. Metodu podobnosti uzivame zejména v nasledujicich piipadech:

a) Je-li mezi podminkami pro hledany ttvar jen jedind délka a ostatni se vztahuji
na uhly ¢ poméry. Vyloucenim délky budou utvary splnujici ostatni podminky
vzajemné podobné. Uziti stejnolehlosti v popsaném piipadé je patrné z nasledu-
jictho prikladu.

Priklad 7
Sestroj trojuhelnik ABC, je-li dano: a:b:c=3:5:6, v. =4 cm.

Reseni
Nepolohova tloha s tfemi neznamymi body.

Vynechanim podminky tykajici se délky vysky dostdavame tilohu, jejimz feSenim je
cely systém stejnolehlych trojihelniki. Vybereme jeden z nich, napf. trojihelnik
A'B'C" s délkami stran 3 cm, 5 cm a 6 cm, ten sestrojime. Pomoci stejnolehlosti se
stfedem v bodé C' = C sestrojime trojihelnik ABC' stejnolehly s trojtihelnikem
A'B'C’, pro ktery navic plati, ze jeho vyska ma délku v. = |C'Cy| = 4 cm. Timto
jsme zéroven umistili bod C' (pfevedli jsme nepolohovou tlohu na polohovou).

Rozbor

Hledané body: Cy, A, B

Vsechny tii body dostaneme uzitim stejnolehlosti H(C' = C): C} — Cp, A’ —
A B +—— B

Obréazek 3.7: Nacrtek

Konstrukce

1. AA'B'C';a=3cm, b=>5cm a c=6 cm (podle véty sss)
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2. v, vl = CCy je vyska AA'B'C’

3. Co; |CCyl =ve=4cm AN H(C'"=C): v, — v,

4. A)B;H(C'=C). AA~— A, B~ B

5. AABC

Zkouska

Trojihelniky A’B'C’, ABC jsou podobné podle véty wu. Strany a, b, ¢ jsou proto

ve stejném pomeéru, jako strany o, b, ¢ trojihleniku A’B'C’, tj. v poméru 3:5:6,
viz obr. 3.8.

7 A c Cy B\

Obrazek 3.8: Konstrukce k prikladu 7

b) M4-li mit hledany ttvar uréitou polohu vzhledem k jistym danym piimkam nebo
bodu a vylou¢enim jedné podminky dostaneme systém stejnolehlych tutvaru.

Zadani ilohy vcetné jejitho feseni vyuzitim stejnolehlosti lze nalézt v kapitole 7,
VII. vyucovaci hodiné (piiklad 7.2).

3.5.3 Metoda algebraicka

Algebraickd metoda feSeni konstrukénich tloh se obecné vyuziva, je-li pro urceni hle-
danych bodu vhodné vyjadiit vztahy mezi danymi a hledanymi body rovnicemi a poté
sestrojit vyrazy, které vznikly feSenim téchto rovnic, nebo v piipadé, ze mame sestrojit
usecku, jejiz délka je ptimo zadana algebraickym vyrazem. Tuto metodu volime zpra-
vidla az tehdy, selzou-li vSechny metody ryze geometrické nebo je-li konstrukce touto
algebraickou metodou jednodussi nez nékterou z ryze geometrickych metod.
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Konstrukéni ulohy 1ze z hlediska uziti algebraické metody rozdélit na zdkladni a slo-
zitejsi, jak uvadi Polak v [15]:

2)

Zakladni ulohy takto fesené jsou nepolohové konstrukéni ulohy tohoto typu:
Mame sestrojit usecku, jejiz délka x je rovna predepsanému algebraickému vyrazu
V(a,b,...), kde a, b,... jsou dané délky tusecek (urcita kladnd ¢isla, popf. parame-
try).

Pii teseni slozitéjSich konstrukénich iloh algebraickou metodou, kdy neni
délka x sestrojované usecky primo zadana algebraickym vyrazem, mluvime o feseni
konstrukéni tdlohy na zakladé vypoctu. Spociva v tom, ze v rozboru lohy urcime
vztah mezi hledanou délkou x a danymi délkami tsecek, ktery ma tvar rovnice
s neznamou x. Jejim feSenim uréime algebraické vyjadreni pro x a tim je dand
tloha prevedena na tlohu typu a). Diskuse feseni dané tulohy s parametry se
provadi vysetfovanim fesitelnosti rovnice pro x.

Konstrukce algebraickych vyraza
Necht a, b, c,..., k, [ jsou velikosti danych tsecek, p a ¢ dané piirozens ¢isla a x velikost
hledané tsecky. Potom vyraz

a)

b)

r=a=xtbxcx..+£k=£l vyjadiuje velikost souctu usecek o velikosti a, b, c,...,
k, 1

ab
r = — vyjadiuje velikost ¢tvrté geometrické imérné usecky k tseckam velikosti
c

a, b, c

Konstrukce ¢tvrté geometrické imérné
Mame-li sestrojit usecku x, ktera je ¢tvrtou geometrickou imérnou k tseckam a,
b a ¢, je vhodné si rovnici nejprve prevést na tvar

c:b=a:x
a vyuzit napt. vétu, kterd tikd, ze rovnobézné pricky vytinaji na polopiimkach
svazku imeérné useky. Staci tedy libovolné zvolit dvé polopiimky a sestrojit k nim

vhodné pricky (obr. 3.9).

z="2q vyjadiuje déleni p-nasobku usecky velikosti a na ¢ shodnych dili
q

x = Vab vyjadiuje velikost stfedni geometrické imérné tdsecky (geometricky
prumér) k tuseckam velikosti a a b
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Obrazek 3.9: Konstrukce ctvrté geomet-
rické imérné

Konstrukce geometrického priméru

Geometricky prumeér lze sestrojit pomoci Eukleidovych vét, a to jako vysku pra-
vouhlého trojihelniku, ve kterém tsecky a, b jsou tseky na preponé (obr. 3.11),
nebo jako odvésnu, kde a je prepona a b usek na preponé prilehly k hledané
odvésné (obr. 3.10).

z

Obrazek 3.10: Konstrukce geomet- Obrazek 3.11: Konstrukce geomet-
rického prumeéru I rického pruméru II

e) © = Va?+ b? vyjadiuje velikost prepony pravouhlého trojihelniku s odvésnami
o velikosti a a b

f) © = +va?—b% (kde a > b) vyjadiuje velikost odvésny pravoihlého trojihelniku,
ktery mé preponu velikosti a a druhou odvésnu o velikosti b

g) & = aV/2 je thlopiicka ¢tverce se stranou a
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h) z = aV/3 je dvojndsobnd vyska rovnostranného trojihelniku o strané a

ch) z = aV/5 je prepona pravoihlého trojihelniku, kde jedna odvésna mé délku a,
druha 2a

i) tusecka x z rovnice V2 =a je strana ctverce, jehoz thlopticka je a

j) tusecka x v rovnici V3 =a je strana rovnostranného trojuihelniku, jehoz dvoj-
nasobna vyska je a

k) tsecka /z (z > 2) je prepona pravotihlého trojihelniku, jehoz jedna odvésna m4
délku 1, druha o — 1

Kazdou druhou odmocninu z racionalniho kladného ¢isla, které nelze rozlozit na
soucet ¢i rozdil ¢tvercu, je mozné eukleidovsky sestrojit pomoci Eukleidovych vét.
V opaéném (jednodussim) piipadé pouzijeme Pythagorovu vétu.

vvvvvv

abed » i i S ab yc zd
o sestrojime pomoci postupnych konstrukei vyrazu y = A= 7 axr= ;)
e

3.5.4 Metoda souiadnic (uziti analytické geometrie)

Tato metoda je vhodnd napf. pii ur¢ovani mnozin vsech bodu dané vlastnosti. Postupu-
jeme tak, ze po vhodné volbé pocatku a souradnych os pravotihlé soustavy soutradnic
(pfi vhodné volbé je vzdy vyslednd rovnice mnoziny mnohem jednodussi) oznacime
soutadnice libovolného bodu hledané mnoziny nezndmymi x, y a vyjadiime podminky
ulohy rovnici, které tyto souradnice vyhovuji (tj. obdoba algebraické metody ovsem
s uzitim souradnic danych a hledanych bodu).

Piiklad 8 (podle [6], str. 125)
Méame dany polohy dvou kolmych piimek x, y a bodu A, jehoz vzdalenosti od téchto
piimek jsou v poméru 2:1. Sestroj takovy rovnostranny trojuhelnitk ABC, kde B € =,
C ey.

Reseni
Ulohu lze celkem snadno Fesit vyuzitim otoceni. My ji vSak nyni budeme fesit uzitim
analytické metody (vyuzitim soufadnic).
Soutadnice neznamych vrcholu ozna¢ime Bz, 0], C|0, y].
Z obr. 3.12 lze nahlédnout, ze pro délky stran trojihelniku plati:
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IAB| = \/(z — 1)2 + 22, |AC| = /(2 — y)2 + 12, | BC| = /22 + ¢2.

Z podminek rovnosti stran trojihelniku (AB = BC, AC = BC') dostavame sou-
stavu dvou rovnic:

(x—1)*+4=2"+9°
(y—2)2+1:$2+y2,

po uprave:

Yy =5—2z
w2 =5 —4y.

Obréazek 3.12: Uziti analytické metody

Vyjadiime-li z prvni rovnice z a dosadime do druhé, dostavame rovnici ¢tvrtého
stupne:
y* — 10y* + 16y + 5 = 0.

Tu Ize rozlozit na soucin dvou kvadratickych trojclent:
(> +4y +1)- (y* — 4y +5) = 0.

Reseni rovnice ¢tvrtého stupné tedy prevadime na feSeni dvou kvadratickych rovnic.
Pouze prvni z nich méa redlné koteny:

Yi2=—2=% \/3
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Dopocitame-li k nim piislusici hodnoty x, dostavame:
T19 = —1+2V3.

Tim ziskdvame dvé feSeni ulohy:

Bi[—1+2v/3,0], C1[0, =2 + v/3] a By[—1 — 2v/3,0], C5[0, =2 — /3] (viz obr. 3.13).

B,[xy, 0]

C,10, v,

Obrazek 3.13: Konstrukce k piikladu 8
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Kapitola 4

Resitelnost konstrukénich tloh
pravitkem a kruzitkem

4.1 Teorie

Pti rozhodovani, zda dana tloha je ¢i neni feSitelna, je potieba rozlisit dva pojmy,
a to tesitelnost ulohy a moznost provést konstrukci danymi prostiedky. My se budeme
zabyvat Tesitelnosti konstrukéni tlohy pomoci pravitka a kruzitka.

Definice 4.1 O konstrukéni tloze rekneme, Ze je resitelnd, jestliZe existuje geomet-
ricky utvar splnujici poZadované vlastnosti.

Definice 4.2 O konstrukcéni uloze rekneme, Ze je resitelnd pomoci pravitka a kruZitka
(eukleidovsky), lze-li konecnym pocétem zdkladnich konstrukénich vgkoni (kapitola 3.2.1)
nalézt z dangch bodu dalsi body, které jsou s témito danymi body vdzané urcitymi geo-
metrickymi vztahy a které urcugi hledany geometricky utvar.

Hledané body sestrojime z urcité skupiny bodu danych (¢i difve sestrojenych)
jednim z nasledujicich zpusobu:

1. Jako prusecik dvou primek, kdy kazda z téchto primek je urcena dvéma danymi
¢i dive sestrojenymi body.

2. Jako prusecik primky a kruznice, kdy piimka prochazi dvéma danymi ¢i diive se-
strojenymi body a kruznice ma stied v daném ¢i diive sestrojeném bodé a prochézi
jinym danym ¢i difve sestrojenym bodem.

3. Jako prusecik dvou kruznic, jejichz sttedy jsou body dané ¢i diive sestrojené
a prochézi body danymi ¢i dfive sestrojenymi

Ve smyslu definice 4.1 je netesitelnou ilohou napt. tloha néasledujiciho znéni:
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Priklad 9
Lze sestrojit trojihelnik ABC' se stranami o délkéch 4 cm, 2 cm a 1 cm?

Odpoved
Tato tiloha nenf fesitelnd, nebot neexistuje zadny trojihelnik, ktery by spliioval poza-
dované vlastnosti (zadané hodnoty nespliuji trojihelnikovou nerovnost).

Prikladem konstrukéni ilohy, kterd neni fesitelnd pomoci pravitka a kruzitka je tri-
sekce uhlu (viz kapitolu 2 a kapitolu 4.2.2). Tuto tlohu vsak lze fesit napiiklad uzitim
pomocné kiivky kvadratrix, a proto je Fesitelnd (neeukleidovsky).

Poznamka

V této kapitole se vénuji pouze presnym fesenim konstrukénich tloh, tj. takovym, které
pii pouziti koneéného poc¢tu dokonale presnych rysovacich prostredku vedou ke kon-
strukeci s matematicky presnymi vlastnostmi hledaného geometrického utvaru. Oproti
tomu pak v nésledujici kapitole lze nalézt nékteré z tzv. ptibliznych konstrukci, jez
nejsou presné ani pti uziti dokonale presnych rysovacich prostiedku. Vyuzivame jich v
pripadé, ze danou konstrukéni tlohu nelze tesit pozadovanymi rysovacimi prostiedky
(pravitkem a kruzitkem).

Podle definice 4.2 je uloha fesitelna, podaii-li se nam nalézt hledané body kone¢nym
poctem opakovani zakladnich konstrukénich vykonu. Abychom poznali, které body lze
sestrojit z danych bodu pomoci pravitka a kruzitka, je velmi vyhodné vyuzit analytické
geometrie. Zavedeme proto nyni kartézskou soustavu soutadnic.

Oznac¢me v konkrétni konstrukcni iloze dané body P;, Ps, ---, P, a hledané body

X1, Xy, -+, X,,. Pomoci pravitka a kruzitka nejprve sestrojime dvé kolmé ptimky
(jedna ze zdkladnich eukleidovskych konstrukei, viz kapitolu 3.2.1). Provedeme to tak,
aby jeden z danych bodu P; byl jejich prusec¢ikem (napt. bod P;) a jinym danym bodem
nékterd z piimek prochdzela (napt. bodem Ps). Vzdalenost mezi témito dvéma body
zvolime za jednotku délky. Tim méame zavedenu kartézskou soustavu soutadnic, v niz
ma bod P; soufadnice [0,0] a bod P, soufadnice [1,0].
Promitnutim kazdého z danych bodu Ps, Py,---, P, do soutadnicovych os (pomoci
pravitka a kruzitka) ziskdme pro kazdy bod dvojici bodu, které jsou charakterizované
¢isly — jejich kartézskymi souradnicemi (obr. 4.1). Pomoci soufadnic muzeme takto
jednoznaé¢né popsat také body hledané. Geometrické vztahy, jimiz jsou provazany dané
body P; a hledané body X; pak muzeme vyjadiit rovnicemi, kde neznamymi budou
praveé soutadnice hledanych bodu.

Nasledujici véta tikd, kdy muzeme vyuzitim vysSe popsaného systému souradnic
o konstrukéni tloze prohlésit, ze je eukleidovsky tesitelna.
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Obrazek 4.1: Kartézsky systém souradnic

Véta 4.1 Nutnd a postacujici podminka pro to, aby bylo mozné konstrukcni wlohu
resit eukleidovsky, je, Ze soutadnice hledanijch bodi lze vypocitat ze souradnic danyjch
bodi. pomoci raciondlnich operaci (tj. sc¢itdni, odcitani, ndsobeni a déleni) a pomoci
konecného poctu redlnych druhych odmocnin.

Dikaz
Predpokladejme, ze kromé danych bodu jsme jiz eukleidovsky sestrojili i nékteré dalsi
body, kde souradnice téchto novych bodu lze vypocitat ze souradnic danych bodu
operacemi, které jsou uvedeny ve vété. Nyni chceme na nékterém z danych ¢i jiz se-
strojenych bodu provést konstrukéni vykon 3 — 5 z kapitoly 3.2.1, resp. 1. — 3. v této
kapitole. Analyticky jde ve v8ech ttech piipadech (konstrukce pruseciku dvou piimek,
konstrukce pruseciku dvou kruznic a konstrukce pruseciku primky a kruznice) o feseni

soustav dvou rovnic nasledujictho tvaru:
e Pii hledani pruseciku dvou primek:

T+ asy +az =0
b1x+b2y+b3:0,

e Pii hledani pruseciku dvou kruznic:

2* +y? +arr +agy +az =0
22+ y* 4 by 4 boy + b3 = 0,

e Pii hledani pruseciku primky a kruznice:
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a1+ asy +az =0
22+ y* 4 by 4 boy + b3 = 0,

kde koeficienty ay, as, as, by, bs, b3 jsou raciondlnimi funkcemi bodu, které uréuji
prislusnou primku ¢ kruznici. Protoze jsme predpokladali existenci realnych pruseciku,
maji vysSe uvedené soustavy rovnic realna feSeni. Hodnoty nezndmych jsou racionalnimi
funkcemi koeficientu. Lze tedy soutadnice pruseciku vypocitat racionalnimi opera-
cemi a vypoctem druhych odmocnin (v pfipadé, ze je nékterou z kiivek kruznice)
ze souradnic znamych bodu.

K dukazu véty zprava doleva bychom vyuzili o nékolik radku vyse popsané skutec-
nosti — kazdy bod je jednoznacné urcen dvojici souradnic, které lze chapat jako délky
usecek, jejichz jednim krajnim bodem je pocatek soutradnicové soustavy a druhym
krajnim bodem je prumét tohoto bodu do jednotlivych os, tato cast dukazu proto
splyvé s dukazem nize uvedené véty 4.2.

Uziti analytické geometrie pii feseni konstrukénich uloh je patrné z prikladu 8 v ka-
pitole 3.5.4. Soutadnice hledanych bodt jsme v tomto ptipadé vypocitali z algebraické
rovnice Ctvrtého stupné a to pouze uzitim aritmetickych operaci a vypoctem druhé
odmocniny. Zminéna konstrukce je proto proveditelna eukleidovsky.

Nésledujici priklad se tyka konstrukce tecen ke kruznici vedenych z vnéjsiho bodu
kruznice. Tuto tlohu lze Fesit uzitim ruznych metod, nyni vyuzijeme analytické geome-
trie. Vypoctem souradnic bodu dotyku a uzitim véty 4.1 ukazeme, ze konstrukce tecny
je skutecné tesitelna uzitim pravitka a kruzitka.

Piiklad 10
Je déna kruznice k(S,r = 5 cm) a vnéjsi bod A tak, ze |SA| = 9 cm. Sestroj vsechny
piimky, které prochazi bodem A a dotykaji se kruznice k.

Reseni
Budeme hledat soutadnice bodu dotyku 7' teény t a kruznice k. Nejprve vhodné
zavedeme soutadnicovy systém — stied kruznice ztotoznime s pocatkem soustavy

soutradnic, bod A umistime na ose y. V tomto umisténi jsou soutradnice stredu kruznice
[0, 0], bod A ma soufadnice [9, 0]. Analytické vyjadieni kruznice a teény ¢t ma nasledujict
tvar:

k:a?+y? =25
t:y=kx+9.
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Dosazenim za y z druhé rovnice do prvni rovnice dostavame:

2?4 (kx + 9)* = 25,
po tpravé (1 + k?)z* + 18kx + 56 = 0.

Aby byla primka t tecnou kruznice, musi mit tato kvadraticka rovnice jeden dvoj-
nasobny kofen x a tedy jeji diskriminant D musi byt nulovy. Z podminky nulového
diskriminantu uré¢ime hodnotu smérnice primky k:

D = 324k — 224 — 224k* = 100k* — 224.

2 2
Kvadratickd rovnice 100k? — 224 = 0 mé4 koreny: ki = 5\/ 14, ky = —5\/ 14.

—18k + /D

Pro kazdou z téchto hodnot uréime souradnice bodu dotyku T z15 = ,
’ 2(1+ k?)

10
pro ky je x = —5\/ 14,

10
pro ko je x = 5\/ 14.

V obou pripadech po dosazeni za = do rovnice teény t dostavdme pro y-ovou
soufadnici bodu T, T5:

2 10 25

Soutadnice bodu dotyku

10 25 10 25
—— V14— |, Ty = | —V14; —

9 gl ? [ 9779 ]
jsme vypocitali ze soufadnic danych bodu pomoci aritmetickych operaci a vypoctu
druhych odmocnin, tato tloha je proto eukleidovsky fesitelnd — konstrukce pomoci
Thaletovy kruznice je patrna z obr. 4.2.

-]

Vzhledem k tomu, zZe soufadnice daného bodu v roviné jsou geometricky dany
dvéma useckami, muzeme predchozi vétu preformulovat pro délky usecek, a to na-
sledovné:
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md

Obrazek 4.2: Konstrukce k prikladu 10

Véta 4.2 Nutnd a postacugici podminka pro to, aby bylo mozné konstrukcni ulohu
resit eukleidovsky je, Ze délka hledané tsecky x lze vypocitat z délek danyjch tsecek
a,b, ... pomoci raciondlnich operaci (tj. sc¢itdni, odcitani, ndsobeni a déleni) a pomoci
konecného poctu redlnych druhych odmocnin.

Diikaz
Pro dukaz véty staci ukazat, ze 1ze eukleidovsky sestrojit usecku, jejiz délka je souc¢tem,
rozdilem, soucinem a podilem délek dvou danych usecek a také tsecku, jejiz délka je
druhou odmocninou z délky dané tsecky. Méjme v roviné sestrojené tisecky délek a, b.

1. Konstrukce souctu, resp. rozdilu délek tsecek je velmi jednoducha a znama —
jde o nanaseni tsecek na piimku.

2. Soucin, resp. podil délek tisecek a, b sestrojime jako ¢tvrtou geometrickou imérnou
k témto tseckam a tsecce délky 1 (viz kapitola 3.5.3). Konstrukce je patrna
z obr. 4.3 pro souc¢in délek a z obr. 4.4 pro podil délek.
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Obrazek 4.3: Konstrukce Obrazek 4.4: Konstrukce
soucinu délek dvou tsecek podilu délek dvou tsecek

3. Méme-li ddnu usecku délky a, mizeme sestrojit tsecku o délce v/a uzitim Euk-
leidovy véty o vysce (viz konstrukce geometrického pruméru tsecky — kapitola
3.5.3, kde délka tsecky b je 1). Tato eukleidovskéd konstrukece je znézornéna na
obr. 4.5.

sqrt(a)

Obrazek 4.5: Konstrukce druhé odmocniny

Tim je véta dokazéana.

Reseni konstrukéni tlohy ¢asto spociva v nalezeni neznamé tsecky (jejf konstrukei).
V takovém ptipadeé je vysSe popsana véta velmi uzitecnd. Chceme-li dokazat, zda tloha
takového typu je ¢i neni feSitelnd, sestavime z danych délek rovnici pro délku hledané
usecky. Podari-li se nam tuto usecku vyjadrit z danych isecek v souladu s podminkami
véty 4.2, pak je tato tloha TeSitelna pomoci pravitka a kruzitka. Praktickou ukézkou
je priklad 11.
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Poznamka
Délka usecky, kterou lze sestrojit pomoci pravitka a kruzitka, se nékdy oznacuje jako
konstruovatelné ¢islo. Ostatni kladna ¢isla nazyvame nekonstruovatelna. Prikladem
konstruovatelného c¢isla (délky eukleidovsky konstruovatelné tusecky) je V2. Oproti
tomu mezi nekonstruovatelnd ¢isla patif napr. v/2, 7, atd..

P1i rozhodovani, zda dana tloha je ¢i neni eukleidovsky konstruovatelnd je tieba
nejprve ovérit, zda sami zadané prvky jsou konstruovatelna cisla. Neni-li tomu tak,
nema smysl zkoumat fesitelnost takové tlohy pomoci pravitka a kruzitka, kdyz nejsme
schopni sestrojit ani prvky dané. Az teprve je-li tiloha vhodné zadana, tj. pomoci kon-
struovatelnych ¢isel, ma smysl se zabyvat jeji eukleidovskou fesitelnosti.

Priklad 11
V trojuhelniku ABC jsou dané strany a, b a jeho obsah S, ktery je shodny s obsahem
¢tverce, jeho strana je usecka délky m. Dokazte, ze tento trojuhelnik lze sestrojit euk-
leidovsky a konstrukci proved'te.

Reseni
Rozbor
Abychom mohli sestrojit pozadovany trojuhelnik, je potifeba dourcit jesté jeden prvek,
napt. vysku v,. Vyjadiime ji pomoci danych prvku.
Dané prvky: a,b, S = m?

Ze vztahu pro obsah trojuhelniku:

av
S ="
2
vyjadifme vysku v, a dosadime S = m?:
2m?
Uy = —.
a

Délku vysky v, jsme ziskali ze zadanych délek pomoci operaci nasobeni a déleni.
Usecku délky v, 1ze podle véty 4.2 sestrojit eukleidovsky, proto lze také z téchto prvkua
eukleidovsky sestrojit trojihelnik ABC' (viz obr. 4.6).

Vysku v, = AA, ziskdme postupnou konstrukei tsecek délek x = m? = m - m,

y=2raz===u,

ISIIES

Hledané body: B, C
Pro nalezeni hledanych bodu vyuzijeme mnozin vSech bodu dané vlastnosti:
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C e M1 N Mg, kde
M1 = {X € p; XAO_LUCL} =P
My = {X € p; | XAl = b} = k(A,b).

B e L1 N LQ, kde
Ll :CAO
Ly ={X € p;|XC| =a} =1(C,a).

Obrézek 4.6: Nacrtek

Konstrukce
1. x, z = m* (konstrukee viz bod 2. ditkazu véty 4.2 )
2. y;y =22

3. Vg vy = AAg = ¥ (konstrukce viz bod 2. dukazu véty 4.2)
a

4. p; pLlog N Ay €p
5. k; k(A,b)

6. C;Cepnk

7. L;1(C,a)

8. B:Bepnl

9. AABC

Zkouska
Plyne z rozboru konstrukce.

Diskuse
Je-li v, > b, iloha nem4a feseni,
je-li v, = b, tloha ma prave 2 feseni (dva pravouhlé trojihelniky),
je-li v, < b, tloha ma préve 4 feseni (viz obr. 4.7, kde m = 2 cm, a =4 cm a b = 3 cm).
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Obrazek 4.7: Konstrukce k prikladu 11

Ukazat, ze je dana uloha eukleidovsky fesitelnd, byva zpravidla snadnéjsi nez dukaz
jejl netesitelnosti pomoci pravitka a kruzitka. Pro dikaz reSitelnosti ndm vesmeés staci
vyuzit véty 4.1 a 4.2. Pro to, abychom ukéazali, Zze dand konstrukéni tloha neni euk-
leidovsky Tesitelnd, je velmi vyhodné se na tento problém podivat z pohledu ¢iselnych
teles. Vyuzitim tohoto algebraického nastroje muzeme preformulovat vyse uvedené véty
o eukleidovskych konstrukcich. Téch pak v zavéru této kapitoly vyuzijeme k dukazu
neresitelnosti trech proslulych tloh starovéku pomoci pravitka a kruzitka.

Opét vyjdeme z vhodné zvolené kartézské soustavy souradnic. Necht a;, b; (i =
1,2,...,n), jsou soufadnice danych bodu P; a z;, y; soufadnice hledanych bodu X;
(j=1,2...,m).

Vytvotrime nejmensi mozné téleso, ve kterém jsou obsazena vsechna ¢isla a;, b;. Toto
téleso dostaneme scéitanim, odéitanim, nasobenim a délenim ¢isel a;, b;. Takto vytvorené
téleso oznac¢ime symbolem T.

V télese T jsou obsazena vsechna raciondlni ¢isla, je tedy nadtélesem télesa Q.

Jestlize hledané body X; ziskdme z danych bodu P, [a;, b;] uzitim pravitka, tj. jako
pruseciky danych ¢i difve vytvorenych piimek, budou souradnice téchto bodu prvky

télesa T, protoze jak rovnice zminénych primek, tak soutradnice jejich pruseciku dosta-
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neme ze soufadnic danych bodu pomoci racionédlnich operaci.

Jina situace ale nastava, pouzijeme-li ke konstrukei hledaného bodu kruzitko, tj. ziska-
me jej jako prusecik piimky a kruznice ¢i dvou kruznic urcenych danymi ¢i dfive sestro-
jenymi body. Zde jiz nemusime vystacit pouze s racionalnimi operacemi, muze totiz
nastat, ze v analytickém vyjadieni takovéto konstrukce dostavame také druhé odmoc-
niny. Ty uz vsak nelezi v télese T. Soutadnice takového bodu lezi v télese, které vzniklo
7 télesa T piiddnim néjaké druhé odmocniny v/c (¢ > 0), kde c € T, v/c ¢ T.

Definice 4.3 Jestlize T je teleso a c je kladné redlné cislo takové, Ze ¢ € T, ale
Ve & T, potom symbolem T(v\/c) oznacujeme téleso {p+ /e p,q € T} a nazyvdme
7ej kvadratickym vzhledem k télesu T.

Budeme-li z danych ¢i ziskanych bodu déale konstruovat dalsi hledané body, muze
v pripadé pouziti kruzitka opét nastat, ze jejich souradnice nebudou lezet v télese
T, = T(V/¢), tj. Ze se v téchto soufadnicich vyskytuje druhd odmocnina Vd néjakého
¢isla d € Ty. Oznacme T téleso, které vytvorime z télesa T priddnim prvku v/d. Prvek
takto nové vytvoreného télesa ma obecny tvar e + f \/E, kde e, f jsou prvky télesa T;.
Kdybychom takto v iivahach postupovali dale, ziskame koneé¢nou posloupnost téles

TCT1CT2C...CTk_1CTk,
ve které téleso T vzniklo z télesa T;_; pridanim néjakého ¢isla /c;—1, kde ¢;_1 € Ty,

c-1 > 0a /c_1 ¢ T;_1. Uvedenou posloupnost nazyvame posloupnost relativné kva-
dratickych téles.

Nyni muzeme preformulovat nutnou a postacujici podminku fesitelnosti konstrukéni
ulohy pomoci pravitka a kruzitka vyuzitim ciselnych téles:

Véta 4.3 Nutnd a postacugici podminka pro to, aby byl bod X [z,y] eukleidovsky kon-
struovatelny z bodu P;[a;, b;| je, Ze jak pro souradnici x, tak pro souradnici y existuje
konecnd posloupnost relativné kvadratickych téles

TCcT, CcTyc..CcT,_,CT,

takovych, ze ¢islo x (resp. y) € Ty. Téleso T je nejmensi ¢iselné téleso, ve kterém jsou
obsazené souradnice [a;, b;] bodi P;.

Soufadnici z (a obdobné y) hledaného bodu X, popi. hledanou vzdalenost & dvou
bodu je casto mozné vyjadrit jako kladny kofen urcité algebraické rovnice



jejiz koeficienty lezi ve vyse zavedeném télese T.

Podari-li se ndm tuto rovnici algebraicky vyfesit pomoci racionalnich operaci a dru-
hych odmocnin, pak hledana délka usecky z je eukleidovsky konstruovatelna. Nedo-
vedeme-li vSak rovnici algebraicky tesit, anebo nalezeny vyraz pro x obsahuje vyssi
odmocniny, Ize casto pouzit nasledujici vétu.

Véta 4.4 Méjme ddno k isecek o délkdch ay,as,...,a,. Necht T je téleso, které
vznikne z télesa raciondlnich ¢isel Q pridanim cisel aq,as, ..., ag, tj. jde o nejmensi
téleso obsahujici ¢isla ay, as, . .., a,. Necht a je ¢islo, které je korenem rovnice:

b 4 b2+ b, =0

s koeficienty v télese T a nerozlozitelné nad T. Nutnou (ne vsak postacujici) podminkou
pro to, aby usecka o délce a byla eukleidovsky konstruovatelnd (a tedy pro to, aby cislo
a bylo prvkem télesa Ty, které lze vytvorit pomoci Tetézce relativné kvadratickych téles),
je, aby stupen této rovnice byla prirozend mocnina ¢isla 2: n = 2!, 1 € N.

Dukaz této véty je rozsdhlejsi, proto jej zde neuvadim, ¢tenar jej muze nalézt napft.
v [2], str. 458.

Dusledkem véty 4.4 je, ze vede-li néjaka geometrickd tloha v analytickém vyjadieni
k urceni kotene rovnice f(z) = 0, kde f(z) je nerozlozitelny polynom stupné n nad
télesem T (téleso T chdpeme ve vySe popsaném vyznamu) a neni-li n pirozenou mocni-
nou cisla 2, je tato tiloha eukleidovsky neresitelna. Praktickou ukazkou aplikace tohoto
dusledku je obsah nésledujicich podkapitol — dukazy nefesitelnosti klasickych tloh
starovéku.

4.2 Klasické eukleidovsky neresitelné tlohy

Dukaz nefesitelnosti kazdé z téchto tloh provedeme nasledovneé:

Nejprve vzdy ulohu prevedeme do ,feci ¢isel“ — vyjadiime ji ve formé algebraické
rovnice, kdy ukézeme, ze stupen této rovnice nespliiuje nutnou podminku vyslovenou
ve vété 4.4., tedy ze rovnice neméd zadné feSeni odpovidajici délce eukleidovsky sestro-
jitelné tusecky, tj. konstruovatelnému cislu.

4.2.1 Reduplikace krychle

Znéni dlohy: Je dana krychle o hrané délky a. Sestroj krychli o hrané délky x takovou,
ze jeji objem je roven dvojndsobku objemu krychle dané.
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Reseni
Bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze dana krychle je jednotkova, tj. a = 1.
Problém reduplikace krychle pak muzeme preformulovat takto:
Je ddna usecka délky 1. Sestroj usecku délky x, kde x> = 2.

Ulohu tak prevadime na urceni korenu kubické rovnice:

2 —2=0.

Téleso T ve vété 4.4 je v tomto pripadé shodné s télesem racionalnich cisel Q. Ra-
cionalnimi kofeny této kubické rovnice s celo¢iselnymi koeficienty by mohla byt pouze
¢isla +1 a 4+2. Dosazenim zjistime, ze ani jedno z téchto cisel neni jejim kofenem,
jsou proto splnény predpoklady véty 4.4. Zaroven vsak s ohledem na stupen této al-
gebraické rovnice neni splnéna nutnd podminka konstruovatelnosti kotene V2 (3 # 2!
[ =0,1...), usecku délky V/2 nelze sestrojit pomoci pravitka a kruzitka.

Zéaveér: Reduplikaci krychle nelze eukleidovsky provést.

4.2.2 Trisekce uhlu

Znéni ulohy: Rozdél dany ihel na tri shodné casti.

Reseni
Abychom dokézali, ze uloha neni obecné tesitelnd pomoci pravitka a kruzitka, staci
ukazat, ze existuje uhel, ktery nelze takto ,roztretit“. Dukaz nefeSitelnosti provedu
pro thel 60°.

Je-li ddn dhel a = [/ POR)|, kde body P, O, R jsou body eukleidovsky sestrojitelné,
lze pomoci pravitka a kruzitka sestrojit tisecku délky cos a a naopak.
Zvolime-li totiz vhodné kartézskou soustavu soutadnic (viz obr. 4.8), pak cos « je x-ova
souradnice bodu, ktery dostaneme jako prusecik konstruovatelné ptimky OR a jednot-
kové kruznice se sttedem v bodé O. Spusténim kolmice v tomto bodé na osu z ziskame
usecku pozadované délky cos a.
Mame-li sestrojit tretinovy thel k thlu danému, jde v podstaté o nalezeni z-ové
soufadnice bodu X (viz obr. 4.8).

K dukazu nefesitelnosti ulohy vyuzijeme goniometrické identity:

cos 3a = 4(cosa)® — 3 cos a.

. . a (s . . p e
Polozime-li a = 3 dostavame rovnici v nasledujicim tvaru:

cos o = 4(cos g)3 — 3cos %.
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1 « .
Pro @ = 60° dostavame cosa = 5 Polozime cos — = x, ¢imz ziskame kubickou

rovnici a muzeme problém trisekce 60° preformulovat nasledovné:
Je dana tsecka délky 1. Sestroj usecku délky x, pro kterou plati:

87 — 6x — 1 =0.
Opét jsme ulohu prevedli na hledani korenu algebraické rovnice stupné 3.

Y

g_Y[cosa, sina]

\ X [cos(a/3), sin(a/3)]

Obrazek 4.8: Trisekce thlu

Téleso T je i v tomto piipadé shodné s télesem vsech raciondlnich ¢isel Q. Ani tato

rovnice vSak nema racionalni koteny, protoze by jimi mohla byt pouze cisla +1, j:§,

1 1
iZ i ig' Podminky véty 4.4. jsou splnény. Avsak stejné jako v predchozim ptipadé
stupen této algebraické rovnice nelze vyjadrit v podobé mocniny ¢isla 2, proto ani
zadny kofen této rovnice (hledand délka tsecky) neni konstruovatelné éislo.
Zéaver: Uhel 60° nelze uzitim pravitka a kruzitka rozdeélit na tii shodné 1hly, trisekce
uhlu je eukleidovsky netesitelna 1loha.

Poznamka -
Obecné je trisekce thlu tvaru on mozné v pripadé, je-li n celé kladné ¢islo.
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4.2.3 Kvadratura kruhu

Znéni dlohy: Sestroj ctverec, jehoz obsah je shodny s obsahem kruhu o daném po-
lomeru.

Reseni
Bez 1jmy na obecnosti muzeme polozit polomér kruhu r = 1 (jednotkovy kruh).
Problém kvadratury kruhu lze poté preformulovat nasledovné:
Je ddna usecka délky 1. Sestroj usecku délky x, kde x* = 7.
Ulohu tedy muzeme vyjadrit nasledujici kvadratickou rovnici:

2 —7=0.

Tentokrat sice dostdvame kvadratickou rovnici, avSak kofen této rovnice /7 je
transcendentni ¢&islo, proto délka strany hledaného ¢tverce /7 nelze eukleidovsky se-
strojit.

Zéver: Kvadratura kruhu také patii mezi eukleidovsky nefesitelné tlohy.
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Kapitola 5

Priblizné konstrukce

Pomoci priblizné konstrukce sestrojujeme misto zadaného utvaru nahradni utvar, ktery
se od ného ,dostatecné malo lisi“.

Jak popisuje Vysin v [5], zdddme v piipadé konstrukei pribliznych tsecek, aby se
délka takové usecky nelisila od délky skutecné tsecky o vice nez 0,2 mm — jde o tzv.
grafickou chybu, nejvyssi presnost, s jakou muzeme rysovat a mérit usecky béznymi
prostiedky: pravitkem, kruzitkem a pouhym okem (bez lupy).

Ptibliznych konstrukei vyuzivame vsak jen v pfipadech, kdy presna eukleidovska
konstrukce bud’ neexistuje, nebo je piilis slozit4.
V nésledujicich odstavcich uvadim vybrané priblizné konstrukee.

Vargiova pfiblizna konstrukce usecky délky v/2
Tato konstrukce slouzi k sestrojeni priblizné délky hrany krychle, kterda ma vzhledem
k dané krychli dvojnasobny objem. Postup je nasledujici:
Sestrojime tsecku a; délky v/2, déle stiedni geometrickou timérnou ay dsecek e (jed-
notkova usecka) a ay, stiedni geometrickou imérnou ag isecek a; a as atd. az stiedni
geometrickou imérnou ag usecek ag a ar. Pak ag je pozadovana délka tsecky.

Dikaz
Délky tusecek podle vyse popsaného postupu jsou nésledujici:

1 3 5 11 21 43 85
Ay = 24’ as = 28’ a, = 216, as = 2327 ag = 264’ ar; = 2128’ ag = 2256,
. . vs s . 85
Logaritmicky vypocitdme, ze 225 ~ 1, 25878.

Protoze je V2 ~ 1,25992, je 0 < /2 — 225 20,0011 ... < 0, 002.

Aby tento rozdil zustal v mezich grafické chyby, musi byt délka jednotkové tsecky
v mezich do 10 cm ([5]).
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Existuje mnoho pribliznych konstrukei usecky délky odpovidajici délce dané kruznice.
Jednou ze znaméjsich pribliznych konstrukei je Kochanskeho priblizna rektifikace
kruznice. Tato konstrukce je velmi presnd pro bézné polomeéry (4 — 10 cm). Rozdil
oproti skutecné délce je v mezich grafické chyby pro poloméry do 2 m. Je zalozena na
konstrukei usecky, jejiz délka je priblizné polovina délky dané kruznice, viz obr. 5.1.

Konstrukce

1. k; k(S,r)

2. AB; AB =d...prumér kruznice
3. t; B €tAtje tecna kruznice k
4. /BSX; |/BSX]| = 30°

5. C; Cetni— SX

5. D; D e~ CBA|CD|=3r

5. AD; |AD| =~ nr

A

R

30 /

B C
Obréazek 5.1: Kochanskeho rektifikace kruznice
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Nyni se podivejme na problematiku konstrukce pravidelnych n-ihelnika. Na stfedni
skole se ukazuji eukleidovské konstrukce pro n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12. Vsechny tyto kon-
strukce povazujeme za ptresné. K jejich provedeni je zapotiebi jen konecného poctu
piimek a kruznic, které umime pfesné narysovat, neuvazujeme-li nedokonalosti rysova-
cich pomtucek a chyby vzniklé jejich pouzivanim. Déle diky moznosti pulit ithly muzeme
sestrojit 2n-thelnik pravé tehdy, kdyz muzeme sestrojit n-thelnik.

Nékteré pravidelné mnohothelniky 1ze euklidovskou konstrukei vytvorit jednoduse,
jiné ne. Némecky matematik Carl Friedrich Gauss se v roce 1796 zabyval problematikou
mnohothelnika a vyfesil jeden z nejslavnéjsich problému vyssiho stupné — sestrojil
eukleidovsky pravidelny sedmnactitihelnik vepsany do jednotkové kruznice a ukézal,
ze pravidelny n-thelnik lze euklidovskou konstrukei vytvorit, pokud liché délitele n
jsou ruzna Fermatova prvocisla. To formuloval nasledujici vétou:

Véta 5.1 Pravidelny n-uhelnik lze sestrojit eukleidovsky tehdy a jen tehdy, je-li ¢islo
n ve tvaru:

n = 2""pipaps3 - - - P,

kde m = 0,1,--- a p1, ps,--- jsou riznd Fermatova prvocisla ve tvaru 2% + 1, ¢ =
0,1, -~

C. F. Gauss se spravné domnival, ze tato podminka je nejen nutna, ale i postacujici,
ale dokazat se to podarilo az Pierru Wantzelovi v roce 1837.

Mezi pravidelné mnohotuihelniky, které nelze eukleidovsky sestrojit, patii napft. pra-
videlny sedmitihelnik, devititihelnik, jedenactitihelnik, tfinactithelnik, a dalsi. I v tomto
pripadé muzeme provést alespon pribliznou konstrukei.

Priblizna konstrukce sedmiihelniku
Neexistuje zpusob, jak konstrukci provést pomoci pravitka a kruzitka tplné presné.
Budeme-li chtit vepsat pravidelny sedmithelnik do kruznice k(S,r), lze za délku jeho
strany pouzit vysku v rovnostranného trojihelniku o strané r. Na dané kruznici zvolime
jeden bod a zbylé body ziskdme postupnym nanasSenim tétiv o délce v na kruznici k
(obr. 5.2). Tim ziskdme pfibliznou konstrukci pravidelného sedmithelniku vepsaného
do kruznice o daném poloméru.
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Konstrukce:

1. k; k(S,r)

2. A, Aek

3. X; |AX| = |XS|AX € AS

4. I; I(A,r =|AS|)

5. Y Y eknl

5. v; v = |XY]|

5. sedmitthelnik ABCDEFG o strané délky v

Obréazek 5.2: Piibliznd konstrukce sedmiihelniku
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Kapitola 6

Vyvoj zpracovani konstrukcénich
uloh ve SS ucebnicich planimetrie

Konstrukéni tlohy (ve starsich ucebnicich téz nazyvané strojné tlohy ¢i ulohy kon-
struktivni) zaujimaly vzdy dulezité misto ve vyucovani matematiky. U nas byl jejich
vyznam umocnény vynikajici trovni ceské geometrické a deskriptivni skoly. Moder-
nizacni proud zacatkem Sedesatych let dvacatého stoleti vsak témér vyloucil konstrukce
z uciva stfedni skoly. V dnes$ni dobé se planimetrické konstrukéni dlohy z okrajového
uciva opét staly jednou ze stézejnich ¢asti vyuky matematiky na strednich skolach.

V nasledujicich odstavcich uvadim, jak bylo téma konstrukéni tlohy probirdno
v nasich starsich u¢ebnicich a jak je zarazeno do ucebnic soucasnych.

Prvni ucelena ¢eska ucebnice geometrie je [18] J. V. Sedlacka.

V této prvni ceské ucebnici stredoskolské geometrie autor (vyucujici na gymnaziu
v Plzni) fesi mimo jiné nékteré konkrétni konstrukéni tlohy. Reseni kazdé tlohy rozdéluje
do tif ¢asti zvanych rozhodnuti (v dnesni terminologii rozbor a slovni popis konstrukce),
dikaz a ndsledek (ndznak diskuse feseni tlohy).

Pro ilustraci uvadim doslovné zadani nékolika konstrukénich tloh z I1. ¢ésti Sedlac-
kovy knihy nazvané Délkomérictvi a plochomérictvi [tj. planimetrie]:

§44. Uloha. Danou kteroukoli pfimku [nyni usec¢ku] rozpoliti (do dvou ¢astek rozdeéliti),
a syce takovou pifmkou, kterdby byla spolu kolmé (zdvazni) k té druhé dané
primce.

§45. Uloha. Kterykoli dany uhel do dvou stejnych castek rozdéliti, t. j. kazdy uhel
rozpoliti.

§52. Uloha. Ze tii danych stran sestrojiti neboli sestaviti trojuhelnik.
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§75. Uloha. Z daného bodu mimo okolek [dnes kruznici] tdhnouti sty¢nou [tecnu]
k okolku.

§80. Uloha. Tahnouti primku, kteraby byla sty¢nou k dvéma danym od sebe vzdalenym
rozlicnym kruhum, s tou prijemkou, ze jest znamé vzdéalenost obou kruhu od
sttedu ke stfedu, pak jejich polomérové.

Ucebnice geometrie druhé poloviny 19. stoleti a zacatku 20. stoleti

Prvni z vyznamnych ucebnic spadajici do tohoto obdobi je [19] V. Jandecky. Velmi
rozsdhla ucebnice je rozdélena do Sesti knih (tj. kapitol). V pridavku (tj. dodatku)
prvni z nich je ¢ldnek nazvany O mistu geometrickém. V piidavku ke druhé knize
(kapitole) Nékterd navedeni k feSeni tloh se nejprve vymezuje pojem tulohy v této
ucebnici, pricemz se ji rozumi tloha sestrojit néjaky tvar (v dnesni terminologii ge-
ometricky dtvar). Vymezuje se klasifikace téchto tloh (z dnesniho hlediska na tlohy
polohové a nepolohové). Déle se objasnuji klasické ¢asti jejich feseni: rozbor (analysa),
sestrojeni (konstrukee), dukaz a omezeni (determinace, v dnesni terminologii diskuse
feseni ulohy). Nasleduji priklady konstrukei trojuhelniku, ¢tyiihelnika, pravidelnych
mnohouhelnikt a kruhu.

Druhou vyznamnou uc¢ebnici vydanou o par desitek let pozdéji je [20] V. Jarolimka.
Pomérné struéna ucebnice obsahuje kapitolu o geometrickych mistech. Ulohy strojné
se Tesi ve vétsiné kapitol, ale jen na konkrétnich piikladech. Posledni kapitola je pak
vénovana tématu Reseni tloh geometrickych algebrou.

Na prelomu 19. a 20. stoleti pak byla jesté vydana ucebnice [21] A. Strnada. Jde
o velice podrobné a didakticky vhodné zpracovanou ucebnici, kterd obsahuje jako jednu
z vyznamnych kapitol: Strojné tlohy geometrické s ¢lanky o geometrickych mistech,
o strojné uloze a zakladnich strojnych tlohach. V dalsich kapitolach jsou pak ¢lanky:
Strojné tlohy o trojihelniku. Reseni tloh strojnych uzitim podobnosti a Reseni tloh
geometrickych uzitim algebry.

Ucebnice prvni poloviny 20. stoleti

Prvni vyznamnou ué¢ebnici prvni poloviny 20. stoleti je [22] B. Bydzovského a
J. Vojtécha. Cilem této uc¢ebnice bylo uvést systematicky prehled hlavnich partii uciva
realek a jejich uvedeni do vzajemnych souvislosti. Pfehled obsahuje mimo jiné kapitolu
Konstrukee rozdélenou na ¢lénky: Reseni tloh konstruktivnich (postup Feseni se déli
na rozbor, sestrojeni (konstrukei), dukaz konstrukce a vymezeni (determinaci ¢ili dis-
kusi)), zakladni konstrukce kruzitkem a pravitkem, Methoda geometrickych mist, Me-
thoda transformaéni, Konstrukce na zékladé fesenf algebraického, Resitelnost konstruk-
tivnich uloh pravitkem a kruzitkem, Piiklady tloh nefesitelnych, Omezené prostiedky;,
Slozitost a presnost konstrukei, Vyznam konstrukei pro ivahy geometrické. Jednotlivé
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¢lanky jsou zaméreny predevSim na teoreticky vyklad céstecné dopliovany ilustra-
tivnimi ptiklady a hlavné nefeSenymi tlohami pro samostatné procviceni.

Dalsi vyznamnou ucebnici tohoto obdobi je [23] J. Vojtécha. V uéebnici neni sys-
tematicky vyklad o eukleidovskych konstrukcich. Pouze se prubézné v textu provadéji
jednodussi konstrukce pravitkem a kruzitkem. Samostatny paragraf Konstrukce alge-
braickych vyrazu je vénovan tomuto tématu.

Ucebnice [24] J. Vinse v kapitole O kruznici m4a paragraf Geometrické misto. Uloha
strojnd, kde jsou vysvétleny s piiklady tyto pojmy a rozdéleni postupu feSeni 1lohy
strojné (tj. konstruktivni ulohy) na rozbor (analysu), sestrojeni (konstrukei), dukaz
spravnosti feseni a omezeni (diskusi). V kapitole Trojihelnik je paragraf Konstrukce
trojuhelniku a v nasledujici kapitole Ptimka a kruznice je paragraf Konstrukce tecen
kruznic.

Ucebnice [26] autoru J. Holubédre a J. Vojtécha je upravenou verzi Vojtéchovy
ucebnice [23]. Jsou zde doplnény paragrafy Geometrickd mista, Konstruktivni tlohy,
Konstruktivni 1lohy o trojihelniku, Konstruktivni ulohy na zakladé stejnolehlosti,
Zlaty tez napsané ziejmé spoluautorem Holubarem. Kromé toho je zde upraveny pru-
vodni paragraf Konstruktivni tilohy fesené na zakladé algebraickém.

Cechovy uéebnice geometrie ze ctyfFicatych a padesatych let 20. stoleti

V Cechové ucebnici geometrie pro 1. t¥fdu z [25] je zaveden pojem eukleidovské
konstrukce a probiraji se zde zakladni eukleidovské konstrukce. V ucebnici pro 2. tiidu
se tato latka opakuje a ve cvicenich se procvicuji konstrukce trojuhelniku, dale se zde
uvadeéji nékterd geometricka mista bodu v roviné a konstrukece tecen z bodu ke kruznici.
V ucebnici pro 3. tfidu je kapitola o proménach obrazcu.

V ucebnici [27] jsou kapitoly o geometrickych mistech bodu v roving, o konstruk-
tivnich dlohach (euklidovskych konstrukeich) a tlohéch o teénach z bodu ke kruznici.
Vyklad je veden pouze formou piikladu. Dalsi ¢etné tlohy jsou jen ve cvicenich.

V ucebnici [28] je kapitola o konstruktivnich ilohéch obsahujici tilohy o kruznici,
konstrukcich trojihelniku a spoleénych teénach dvou kruznic. Vyklad je opét prevazné
veden formou feSeni tloh, obsahuje vsak i nékolik dukazu geometrickych vét. Mnoho
dalsich (nefesenych) uloh je uvedeno ve cvicenich.

Dalsf z Cechovych ucebnic [29], obsahujici mj. latku planimetrie nem4 zadnou sou-
hrnnou kapitolu o konstruktivnich lohéch. Ty jsou jen velmi sporadicky uvadény (ve
velmi jednoduchych pifipadech) v ostatnich kapitolach.

Ani v ucebnici [30] obsahujici dopliujici latku z planimetrie neni zadnd kapitola
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o konstruktivnich tlohéch. Lze tedy konstatovat, ze v té dobé ve vyssich tridéch
sttednich skol jim nebyla vénovana nélezita pozornost, ¢imz se situace znacné zmeénila
oproti predvélecnému stavu na gymndziich i stavu tésné po 2. svétové vdlce (viz
ucebnici [26]).

Ucebnice geometrie z padesatych az osmdesatych let 20. stoleti

V ucéebnici [31] v kapitole Shodnost trojihelniku jsou ¢ldnky o konstrukeich troj-
uhelniku a v kapitole Rovnobéznost je ¢lanek Eukleidovské konstrukce, ve kterém jsou
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Ucebnice [32] obsahuje samostatnou kapitolu Konstruktivni tlohy rozdélenou na
¢lanky: 1. Mnozina bod dané vlastnosti, 2. Reseni konstruktivnich loh, 3. Konstruk-
tivni tlohy o trojihelniku, 4. Dalsi vlastnosti trojihelniku. Postup feSeni konstruk-
tivnich tloh se objasnuje na prikladech, v nichz se dusledné dodrzuji kroky feSeni:
1. Rozbor. 2. Konstrukce. 3. Dukaz konstrukce. 4. Diskuse feSeni tlohy.

Uvodni kapitola Opakovéni a doplnéni planimetrie v uéebnici [33] také obsahuje
clanek Konstruktivni ilohy, ve kterém se opakuje a dopliiuje toto téma z geometrie
7. a 8. rocniku. V kapitole Véty Eukleidovy, véta Pythagorova a jejich uziti se dale
téma rozsituje v clanku Konstrukce algebraickych vyrazu.

V geometrické ¢dsti ucebnice [34] je kapitola Konstruktivni tilohy obsahujici ¢lanky:
1. Geometrickd mista bodu, 2. Konstruktivni ilohy fesené uzitim geometrickych mist,
3. Uziti geometrickych mist bodu ke konstrukei trojuhelnika, 4. Uziti geometrickych
mist bod ke konstrukeci ¢tytuhelnika. Kapitola Podobnost a stejnolehlost obsahuje
¢lanky: Uziti stejnolehlosti v konstruktivnich tlohach a v praxi, Konstruktivni ulohy
feSené pomoci vypoctu.

Ucebnice matematiky v ,modernizovaném pojeti“ [35] obsahuje kapitolu Planime-
trické 1lohy s ¢lanky o mnozindch bodu danych vlastnosti v roviné a také clanek
Konstrukeni tlohy, ty se pak probiraji ve specialnich piipadech i v dalsich ¢lancich.
Vyklady ucebnice jsou vSak spiSe zaméreny na mnozinové-logickou stranku a opomijena
je tradicni systematika poznatku.

Zavereény sesit fady ucebnic matematiky v ,moderniza¢nim pojeti“ [37] je urcen
pro opakovani a doplnéni uc¢iva v maturitnim rocniku gymnazia. V kapitole Geome-
trie v roviné a v prostoru jsou obsazeny clanky VysSetfovani mnozin bodu, Shodna a
podobné zobrazeni v roviné a Reseni konstrukénich tloh. Pojet{ je obdobné jako ve
2. sesSitu této fady ucebnic, rozsiteno je vsak téz o feseni konstrukénich iloh s parame-
try (nazyvaji se tu parametrickymi systémy konstrukénich tloh).

Ucebnice [38] obsahuje kapitolu Konstrukéni ilohy, v niz se probiraji nékteré mnoziny
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Véech bodﬁ dané vlastnosti a poté se na pﬁkladech objasﬁuje postup feseni kon—
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a zkousku (ovérovani spravnosti konstrukce).

V L. dilu ucebnice [39] v kapitole Posunuti, otac¢eni je clanek o uziti posunuti
a otaceni pri feSeni konstrukénich tloh na konkrétnich prikladech.

V II. dilu [40] zminéné ucebnice v kapitole Podobnost a stejnolehlost jsou ¢lénky
o konstrukénim vyuziti téchto geometrickych zobrazeni na konkrétnich prikladech.

Ucebnice [41] obsahuje kapitoly Zéklady geometrie v roving, jejiz soucdsti jsou
¢lanky Mnoziny vsech bodu s danou vlastnosti a Konstrukéni tlohy fesené pomoci
mnozin bodu, dale pak kapitolu Geometricka zobrazeni v roviné, jejimiz ¢astmi jsou
¢lanky Konstrukéni tlohy fesené pomoci zobrazeni a Stejnolehlosti a jejich konstrukéni
vyuziti. Vyklady v obou ¢lancich o konstrukénich ilohach jsou pomérné velmi struéné,
vyklad je veden pouze formou piikladi a oba c¢lanky nejsou nalezité zkoordinovany;
teprve ve druhém z téchto ¢lanku se objevuji pojmy rozbor, konstrukce a zkouska jako
¢asti fesenf konstrukéni tlohy. Diskuse feseni zde neni, nebot se viibec neuvazuji tilohy
S parametry.

Ucebnice [43] v predposledni kapitole Systematizace poznatku o feseni geomet-
rickych tloh obsahuje ¢lanky o feSeni konstrukcénich tloh s jednim a vice nezndmymi
body a téz o konstrukénich tilohéch s jednim parametrem. Vyklad je veden na ptikladech
obdobné jako v prislusné ucebnici pro I. roénik gymnazii. U konstrukénich tloh s pa-
rametrem se piimo neuziva termin diskuse feseni tlohy.

V piipadé ucebnice [36] v kapitole 1.8 Konstrukéni dlohy autori J. Schmidmayer,
O. Petrének a B. Sikola v Uvodu pripominaji nékteré mnoziny bodu v roviné (dfive
zvané geometrickd mista bodi) a v nasledujicim ¢lanku Resenf konstrukénich tiloh opét
navazuji na znalosti zéku ze ZS. Podobné objasnuji ¢tyfi ¢ésti klasického fesen{ kon-
strukénich tloh, kterymi jsou 1. Rozbor (analyza). 2. Konstrukce. 3. Zkouska (dukaz,
kontrola). 4. Diskuse (u tloh s parametry). Poté uvadéji piiklady konstrukénich tloh
s podobnym fesenim a tlohy na procviceni. V kapitolach 1.9 Shodna zobrazeni v ro-
viné, 1.10 Podobnost (véetné vét Euklidovych a véty Pythagorovy) a 1.11 Stejnolehlost
v roviné se fesi nékteré konstrukcni tlohy algebraicky a zejména uzitim stejnolehlosti
kruznic.

V ucebnici [42] E. Caldy, O. Petrdnka a J. Repové nenf vénovana konstrukénfm

planimetrickym tlohdm soustavnd pozornost, stejné tak i v dalsich ucebnicich této
rady. Jde o dusledek trendu v ramci tzv. ,modernizace vyucovani matematice®.
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Soucasné ucebnice geometrie

Ve druhém dile ucebnice [46] je obsazena kapitola vénovand piimo konstrukénim
uloham. Nejprve je v prvni podkapitole Mnoziny prvku danych vlastnosti na nazornych
prikladech vysvétlen tento pojem, je zde déale definovana prazdna mmnozina, jedno,
dvou,. .. prvkova mnozina. V néasledujici podkapitole Mnoziny bodu danych vlastnosti
lenosti od jednoho daného geometrického ttvaru a poté od dvou danych geometrickych
utvart, coz je méné casté poradi ve srovnani s ostatnimi uc¢ebnicemi. V podkapitole
Konstrukce trojihelniku a ¢tyiuhelniku je nejprve zarazen feSeny piiklad, na kterém
jsou prubézné popisovany faze teSeni konstrukéni tlohy, nasledné jsou fazeny kon-
strukce trojuhelniku (fesené tlohy a tlohy k samostatnému procviceni) a konstrukee
¢tyiihelniku (opét nejprve fesené, poté tilohy neresené), véetné iloh parametrickych.
Posledni podkapitola se zaobira konstrukei kruznic s pozadovanymi vlastnostmi. Kromé
této kapitoly jsou konstrukéni ilohy obsazeny také v Souhrnnych cvicenich a testech,
test ¢. 2 je vénovan vyhradné konstrukénim tloham. V posledni kapitole této ucebnice
nazvané Matematickd herna lze jesté nalézt ¢lanek Kruznice a architektura, kde je
nastinéno praktické vyuziti konstrukei kruznic danych vlastnosti v pripadé gotickych
oken.

Ucebnice [47] O. Odvéarka a J. Kadlecka zahrnuje také ¢dst o konstrukénich lohach.
Kapitola 4 Konstrukéni tlohy obsahuje podkapitoly Mnoziny bodu v roviné, Kon-
strukce trojuhelniku (podle véty sss, usu a sus, nejprve fesené, poté jsou zafazeny
obdobné tlohy k samostatnému procviceni, zaroven je zde popsan postup feseni kon-
strukéni ulohy — rozbor, postup konstrukce, konstrukce, kontrola), Konstrukce ¢tyi-
thelniku (nejprve rovnobézniku, poté lichobézniku a obecného konvexniho ¢tyitihelniku)
a Ulohy na zaver urcené k samostatnému feseni. V kapitole Souhrnna cviceni lze pak
také nalézt nékolik konstrukénich tloh.

Sada ucebnic uréend pro nizsi stupné viceletych gymnazii obsahuje dil [45], ktery je
vénovan primo geometrickym konstrukeim, jak uz sdm nazev napovida. V této ucebnici
je velmi pékné systematicky zpracovano v celé §iti téma konstrukcénich tloh, pocinaje
zakladnimi konstrukcemi, mnozinami vSech bodu dané vlastnosti a jejich uziti pri feseni
konstrukénich uloh, pres faze feseni konstrukénich uloh, konstrukcei trojuhelniku a ¢tyi-
uhelniku. Ze shodnych zobrazeni je zde podrobné popsano pouze posunuti a jeho uziti
pii feSeni konstrukénich tloh (s osovou a stfedovou soumérnosti se zaci setkali jiz

VVVVVV

tlohy) a souhrnnd cvi¢eni obsahujici mnoho ruznych typu konstrukénich tloh.

V ucebnici [48] jsou zajimavé a velmi nazorné zpracovany na sebe navazujici kapi-
toly Mnoziny bodu dané vlastnosti a Konstrukéni tlohy. Tato kapitola je rozdélena do
¢lanki: 1. Opakovéni zakladnich konstrukei. 2. Resen{ konstrukénich dloh, konstrukee
trojuhelniku a étyiihelniku (na piikladech s postupem dusledné rozdélenym na roz-
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bor, konstrukei se symbolickym zapisem a grafickym provedenim, zkouskou a diskusi).
3. Dalsi konstrukéni tlohy (kruznice, mnohothelniky). 4. Souhrnné cviceni.

Jedna z tady velmi pékné graficky i didakticky zpracovanych ucebnic matematiky
pro ZS je [49] H. Bitnerové, E. Fuchse a P. Tlustého. Obsahuje kapitolu Konstruként
ulohy a mnoziny bodu dané vlastnosti ve specifickém pojeti.

V Ucebnici [44] E. Pomykalové, kterd je v soucasné dobé vyuzivand na vétsiné
gymnazii, je zahrnuta pomeérné obsahla kapitola Konstrukéni tlohy, pokryvajici toto
téma v plné §ifi. V kapitole Konstrukéni ulohy jsou kromé mnozin vSech bodu dané
vlastnosti a jednoduchych konstrukei v jednotlivych ¢lancich postupné vylozeny ruzné
metody Feseni konstrukénich tdloh (uziti mnozin v8ech bodu dané vlastnosti, kon-
strukce na zékladé vypoctu), uziti metody geometrickych zobrazeni je vsak vylozeno
az v nasledujici kapitole Zobrazeni v roviné. Této ucebnici se vénuji také v kapitole 7.

V bfeznu tohoto roku vysla novad ucebnice [50] J. Molnara.

Lze v ni hned v prvni kapitole nazvané Zakladni planimetrické pojmy nalézt navod,
jak zmensit /zvétsit isecku v daném poméru pomoci redukéniho ihlu (élanek Podob-
nost trojihelniku), jedna celd kapitola je vénovéna konstrukcim usecek, jejichz délka
je vyjadiena algebraickym vyrazem. V nasledujici kapitole se zaci seznami s pojmem
zlaty tez. Konstrukéni tlohy jsou zde tazeny také jako samostatnd kapitola (¢. 3),
kde je nejprve vylozeno téma Mnoziny bodu dané vlastnosti, na néz navazuji samotné
konstrukéni tlohy (fesené uzitim mnozin vsech bodu dané vlastnosti). Nésledujici ka-
pitola nese nazev Geometricka zobrazeni v roviné. Zde jsou postupné vylozena nejprve
shodna zobrazeni, skladani shodnych zobrazeni a stejnolehlost. Piimo v jednotlivych
kapitolach jsou pak feseny konstrukcni tlohy vyuzitim téchto zobrazeni. Nékteré kapi-
toly jsou zakonceny tzv. exkurzi do historie, kde je napt. v zavéru kapitoly ¢. 5 nastinén
problém Apolloniovych a Pappovych tloh.

V zavéru této kapitoly zminim jesté dveé soucasné knihy J. Polaka, které sice nejsou
ucebnicemi v pravém slova smyslu, zato jsou na stfednich skolach bézné vyuzivany,
a to jak uciteli k vlastni pripravé, tak zaky pfi procvicovani ¢i samostudiu. Jednd se
o [15], kde je v kapitole Geometrie (Planimetrie a stereometrie) v rozsdhlém ¢lanku
velmi prehledné zpracované téma konstrukénich tloh véetné fesenych prikladu, stejné
jako souvisejici kapitoly Mnoziny vSech bodu dané vlastnosti v roviné a Geometricka
zobrazeni v roviné. Jako zasobarna prikladu k tomuto tématu pak velmi dobie poslouzi
[17], kterd obsahové kopiruje vyse zminénou autorovu knihu. Kazdé skupiné piikladu
vztahujici se k jednotlivym tématum je vzdy predfazeno opakovani potifebné teorie.
Vsechny tlohy obsazené v této knize jsou vyteSeny bud pifmo v textu, nebo je alespor
naznak jejich feseni uvedeny v zavéru knihy. Konstrukéni tlohy jsou obsahem kapi-
tol: Konstrukce trojuhelniku a ¢tyitihelnikt, Konstrukce kruznic, Algebraicka metoda
feSeni konstrukénich iloh, Uziti geometrickych zobrazeni v dukazovych planimetrickych
tlohach a Resen{ konstrukénich tloh metodou uziti geom. zobrazeni v roviné.
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Kapitola 7

Metodické zpracovani
konstrukénich iloh v planimetrii na

SS

7.1 Konstrukéni tlohy na ZS a SS

Resent konstrukénich dloh md i v soucasné dobé v SS matematice svij nezastupitelny
vyznam — uct umet ,divat se”, prispivd k rozvoji logického myslent, k systematicnosti,
vynalézavosti, uci analyzovat problémy, vede k peclivému vyreseni problému, ovéreni
a vysetrent viech moznosti; muze také prispivat k Zddoucimu rozvijent kreativity. [13]

Konstrukéni dlohy na zakladni Skole

Pti vyucovani konstrukénich tloh na stfedni skole, stejné jako pti vyucovani jakékoliv
jiné latky, je tieba vzdy vychazet ze znalosti zaku ziskanych na zakladni skole. Jiz zde,
konkrétné na druhém stupni zakladni skoly, se Zaci s problematikou konstrukénich
uloh poprvé seznamuji. Neni vSak vyjimkou, Ze se na stfedni skole u nékterych zaku
potykame s ruznosti a v nékterych pripadech i nedostate¢nosti ve znalostech této latky.
Ne vzdy je vsak vina na strané studentu. Tento rozdil ve védomostech muze souviset
(a mnohdy i souvisi) se zavedenim soucasnych skolnich vzdéldvacich programu (déle
jen SVP).

SVP si sestavuji jednotlivé skoly samy a zélezi pouze na nich, kterd témata v jed-
notlivych predmeétech uprednostni a ktera naopak zaradi pouze okrajoveé ¢i zcela vyne-
chaji. Jeden priklad za vSechny: na stfedni skole vyuzivame geometricka zobrazeni jako
jednu z metod teseni konstrukcnich uloh. Ze zakladni skoly by zdkum méla byt znama
shodnéa zobrazeni, na SS pak piibyvé stejnolehlost. Lze vsak nalézt takové zakladni
skoly, které vyucuji shodna zobrazeni v plném rozsahu, stejné jako ty, na kterych je
probirana pouze osova a stiedova soumérnost a posunuti a otoceni je zcela vynechano.
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S tim je tedy tfeba v praxi pocitat.

Jediné, co je pro vSechny Skoly zavazné a ceho se pii pripravé na vyklad kon-
strukénich tloh muzeme drzet, je ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani
(dale jen RVP). Ten musi skoly pii sestavovani svych SVP a z nich vychézejicich te-
matickych planu zohlednovat. Je jim jakousi predlohou a voditkem.

V RVP (zde pro zékladni vzdéldvani) je vzdy stanoven ocekdvany vystup pro jednot-
livé tematické celky. Zaméiime-li se na tematicky celek Geometrie v roviné a prostoru,
muzeme v ném nalézt nékolik bodu, které se tykaji pravé konstrukénich iloh (pfimo ¢i
okrajové), tedy takové, na kterych muzeme na stiedni skole nasledné stavét. Konkrétné
jde o nésledujici ([59]):

e 74k vyuzivd pojem mnozina viech boda dané vlastnosti k charakteristice Gtvaru
a k TeSeni polohovych a nepolohovych konstrukénich iloh

e Nacrtne a sestroji rovinné utvary

e Uziva k argumentaci a pii vypoctech véty o shodnosti a podobnosti trojuhelniki

e Nacrtne a sestroji obraz rovinného tutvaru ve sttedové a osové soumeérnosti, urci
osové a stfedové soumérny utvar

e Analyzuje a tesi aplika¢ni geometrické tlohy s vyuzitim osvojeného matema-
tického aparatu

S ucivem konstrukéni tlohy je v RVP také jednoznacné davano do souvislosti téma
mnoziny vsech bodu dané vlastnosti (osa tsecky, osa uihlu, Thaletova kruznice), osovéa
soumérnost a stredova soumeérnost.

Tak jako neni piesné stanoveno, co vse a do jaké hloubky by se mélo béhem
vyucovani stihnout s zaky probrat, neni jednoznac¢né udan ani pocet vyucovacich hodin
na predmét. Je pouze stanovend minimalni dotace hodin (16 hodin/tyden pro matema-
tiku a jeji aplikace), kdy skoly mohou v rdmci svych ué¢ebnich planu hodinové dotace
piizpiisobit. Casto byva 17 hodin matematiky /tyden, zpravidla po ¢tyfech vyucovacich
hodinach v 6. — 8. tiidach, v devatém rocéniku pak hodin 5. I tento fakt ma nemaly
vliv na to, do jaké hloubky se konstrukéni ulohy na jednotlivych zakladnich skolach
probiraji.

Podivéme-li se podrobnéji na rozlozenf uciva ZS souvisejiciho s konstrukénimi tlo-
hami, byva prvni ,vétsi“ konstrukéni tlohou sestrojit trojihelnik, zname-li jeho tii
strany (srovnej s prvni tlohou Eukleida v jeho Zdkladech). Postupné se pak zaci uéi,
jak sestrojit trojuhelnik, ktery je zadédn pomoci jinych ti{ prvku, tj. konstrukce podle
veéty sss, sus a usu. Tomu je vénovano nemélo hodin v Sestém ¢i sedmém rocniku. Déle
se zaci naudi sestrojit k danému trojihelniku kruznici opsanou a vepsanou. Stejné tak
byva v tomto obdobi probirano déleni usecky v daném poméru.
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Pozdéji, nejcastéji v osmém rocniku, prichazi na fadu jedna ze stézejnich casti pla-
nimetrie nutnych pro pochopeni a viibec samotnou realizaci celé skupiny konstrukénich
tuloh, a to mnoziny vsech bodu dané vlastnosti (déle jen MVBDV). Pomoci nich zéci

vvvvvv

Zde se zaci jiz uci systematicky postupovat pii feseni takové tlohy, seznami se s jed-
notlivymi fazemi fesSeni, jsou schopni urcit pocet feseni ulohy. Poté pribyvaji dalsi
konstrukéni tlohy, jako napi. konstrukce ¢tyrihelniku, pravidelnych n-thelnika apod..
Stale vsak plati, ze zédkladni metodou feSeni je metoda MVBDV. Po vykladu osové
a stfedové soumérnosti se na zaveér zarazuji konstrukcni ulohy, kde k feseni vyuzivame
metody pravé téchto geometrickych zobrazeni.

Shrnu-li tedy znalosti ziskané na ZS, které lze u zdkia predpokladat, jde o nésledujict:

1.

Zéci by méli znét schéma postupu feseni konstrukénich dloh, méli by umét v ro-
viné sestrojit bod, pfimku a kruznici.

. Ze zakladnich geometrickych konstrukei, se kterymi se na ZS setkali, by meéli

ovladat: Sestrojit osu dané tsecky, osu daného konvexniho tihlu, rovnobézku s da-
nou pirimkou, kolmici k dané piimce danym bodem a sestrojit stfed dané tsecky.
Déle by pro né nemél byt problém rozdélit danou usecku na n shodnych dilu.
Co se tyka konstrukce neznamého bodu, méli by védét, ze nezndmy bod nélezi
zaroven dvéma mnozindm bodu dané vlastnosti.

Zéci by téz méli byt schopni rozdélit danou dsecku v daném pomeéru.

Z konstrukei thla by sami méli zvladnout sestrojit hel o velikosti 90°, 60°, 45°
a 30° a to bez pouziti ithloméru (eukleidovsky). Déle pak sestrojit 2 piimky, které
sviraji predem dany thel.

Podivame-li se na konstrukce trojihelniku, nemélo by jim ¢init problém sestro-
jit trojuhelnik podle vét sss, sus, usu a Ssu. Také by méli zvladnout sestrojit
konstrukci pro trojihelnik dany pomoci t¥i ruznych prvku. Zaroven by mezi je-
jich dovednosti mélo patrit uziti Pythagorovy véty pii konstrukci pravouhlého
trojihelniku.

7 ctyiihelnikt by se méli bez problému vyporadat s konstrukei ¢tverce a obdél-
niku, dale pak kosoctverce, kosodélniku a lichobézniku. Z pravidelnych mnoho-
uhelnikt védi, jak sestrojit pravidelny Sestithelnik a osmithelnik.

V neposledni fadé by je neméla zaskocit konstrukce kruznice — jak kruznice troj-
uhelniku opsané, tak vepsané. Stejné jako sestrojit Thaletovu kruznici a teény ke
kruznici.
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Konstrukéni tlohy na stfedni skole, konkrétné na gymnaziu

Na gymnéziu téma konstrukcéni tlohy systematicky navazuje na stejnojmennou
14tku probiranou na zakladni skole, pFi¢emz znalosti ze ZS jsou zde prohlubovény a obo-
hacovany, zaci se uci rozliSovat polohové a nepolohové tlohy, fesi ilohy s parametry,
obohacujf feseni tloh o nové metody. Stejné jako na ZS jde i v tomto pifpadé o Feseni
konstrukénich uloh uzitim eukleidovskych konstrukénich prostredku — pravitka a kru-
zitka.

V soucasné dobé i na tomto stupni kol probihd vyuka podle SVP. Stejné jako u zé-
kladnich gkol i gymnazidln{ (a ostatnf stiedoskolsky) SVP vychézi z RVP, tentokrét pro
gymnazidlni vzdélavani (reps. sttedni odborné vzdéldvani), a tedy musi plnit v ném sta-
novené ocekavané vystupy na zdka. Nasledujici fadky jsou vycétem vybranych vystupu
zéka vztahujicich se ke konstrukénim tlohdm ([60]):

e Zak vyuziva nacrt pfi feSeni rovinného nebo prostorového problému
e Resi polohové a nepolohové konstrukéni ilohy uzitim vSech bodu dané vlastnosti,
pomoci shodnych zobrazeni a pomoci konstrukce na zékladé vypoctu

V SVP gymnézif je téma Konstrukéni tloh zafazeno zpravidla do matematiky (plani-
metrie) ve 2. ro¢niku. Poradi témat byva voleno nejcéastéji nasledujici:

Mnoziny vSech bodu danych vlastnosti

Jednoduché geometrické (eukleidovské) konstrukce

Pojem konstrukéni tlohy v roviné a feseni metodou uziti MVBDV

Konstrukece trojiuhelnikt a ctytihelnika

Konstrukce kruznic

Konstrukece na zékladé vypoctu (feseni konstrukénich tloh v roviné algebraickou
metodou)

Shodna geometricka zobrazeni v roviné

Resen{ konstrukénich tloh v roviné metodou uziti shodnych zobrazen{

Podobna zobrazeni v roviné, stejnolehlost

Reseni konstrukénich tloh v roviné uzitim podobnych zobrazenf (zejména stej-
nolehlosti)

SERAN NS

SR

Na nékterych strednich skolach se lze setkat s mirné pozménénym poradim téchto
témat — pred bod 2. muze byt predfazen bod 7. a 9.. Toto poradi je vSak méné casté
nez vyse zminéné.

Kratce se jesté vratim k jiz zminované dotaci hodin. Vzhledem k odlisnostem
v poctech hodin matematiky na jednotlivych skoldch (minimum je vSak 10 hodin mate-
matiky souhrnné tydné ve ¢tyfech rocnicich) nelze zcela presné fici, kolik hodin bychom
feSeni konstrukcnich tloh méli vénovat. Chceme-li vsak tuto latku prehledné a jasné
vylozit tak, aby zaci byli nasledné schopni samostatné a logicky spravné vytesit jed-
notlivé typy tloh, aby dokézali zvolit vhodnou metodu pro jejich feSeni, stejné jako
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v piipadé konstrukéni tulohy s parametrem provedli korektni diskusi, a tedy nabyté
védomosti neméli jen formalni charakter, shledavam 10 — 14 vyucovacich hodin jako
minimum potiebné k dosazeni téchto cilu.

V nésledujici ¢asti uvadim metodické zpracovani celkem osmi vyucovacich hodin
tak, jak bych je pii vykladu konstrukénich tiloh na gymnéziu vyucovala. Narocnost
a rozsah odpovida ¢tyfletému gymnéziu (¢i vyssimu stupni viceletého gymnézia), jehoz
ucebni plan je nastaven na celkovych 10 — 12 hodin matematiky tydneé. Ulohy fesené v
jednotlivych hodinach jsou voleny tak, aby jejich obtiznost gradovala. Zpocatku radim
ulohy polohové, neparametrické, kdy nejprve provadim feseni tiloh pomoci metody MV-
BDV. Az v nasledujicich hodinach ptibyvaji dalsi metody feseni, pomoci nichz poté
fesfm o néco slozitéjsi tlohy, nez jsou zprvu probirané tlohy zdkladni. Reseni vsech
konstrukcénich tloh uvadénych v této kapitole obsahuje také provedeni konstrukce v
rucné malovany nacrtek. Ve vSech téchto nacrtcich jsou ¢ervenou barvou zvyraznény
dané prvky (utvary), zelenou barvou prvky (itvary) pomocné.

Déle vychazim z toho, Ze nejcastéji vyuzivanymi ucebnicemi matematiky na gymna-
ziu jsou knihy vydané nakladatelstvim Prometheus — monotematické ucebnice s nazvem
Matematika pro gymnazia. Proto jsem se jich pfi zpracovavani vyucovacich hodin také
drzela, konkrétné pak ucebnice [44]. Pfedpokldddm, ze tuto knihu maji zéci béhem
vyucovaci hodiny k dispozici. Odvolavam-li se ve zpracovanych scénaiich vyucovacich
hodin na nékteré stranky v ucebnici a neni-li feceno jinak, mam na mysli pravé tuto

knihu.

Poznamka
Préce nese nazev Resen{ planimetrickych konstrukénich dloh na SS, tudiz v nésledujicich
odstavcich jde vzdy pouze o rovinné konstrukéni ilohy a tedy ptislovee v roviné nadale
vynechavam.

Nésledujicich osm kapitol obsahuje scénaie jednotlivych vyucovacich hodin. Tyto
hodiny na sebe vsak ne vzdy pfimo navazuji, vzhledem k obsahlosti nékterych témat.
V pripadé, ze by bylo tieba zaradit dalsi procvicovaci hodinu, upozoriuji na tuto
skutecnost vzdy na konci predchoziho ¢i na zacatku nasledujiciho scénéafte.
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7.2 Scénare vyucovacich hodin

7.2.1 Téma: Mnoziny vSech bodu dané vlastnosti

Cil hodiny:
Zék zna konkrétni MVBDV a je si védom nutnosti ovérovani obou vlastnosti formulo-
vanych v obecné definici MVBDV.

Obsah hodiny:

1. Zopakovéni nékterych MVBDV zndmych ze ZS

2. Zopakovani Thaletovy véty a definice Thaletovy kruznice

3. Vyklad — zorny thel, tsecka vidénd pod obecnym zornym thlem o
4. Zadéni DU (dalsf znamé MVBDV)

5. Zéavérecné shrnuti

Tato hodina je spiSe opakovaci, tikolem je s zaky zopakovat a doplnit takové MV-
BDV, jejichz znalost bude pozdéji potieba pfi feseni konstrukénich tloh.

Motivaéni otazka: Co je to kruznice? (obr. 7.1)

Rozhovorem s zaky formulace definice kruznice pomoci MVBDV.

Definice 7.1 Kruzice. Kruznice k(S,r) je mnoZina vsech bodi roviny p, které maji od
daného bodu S danou vzddlenost r. Symbolicky:

E(S,r)={X € p;|SX]|=r}.

Zduraznim, ze v tomto pripadé se jedna skuteéné o definici.

Obrazek 7.1: Kruznice
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Formulace definice stfedu usecky a nasledné osy usecky (zde k definovani ne-
vyuzivame pojem mnozina vsech bodu):

Definice 7.2 Stred usecky, osa usecky. Stred usecky AB je jeji vnitini bod S, ktery
je stejné vzddleny od krajnich bodi usecky A, B. Osa usecky AB je primka o, kterd
prochdzi stredem S usecky AB a je kolmd k primce p = AB.

Ze znalosti definice osy tsecky odvodime jinou formulaci, tentokrat pravée pomoci
MVBDV:

Véta 7.1 Mnozina vsSech bodu roviny p, které maji od dangch bodu A, B stejnou
vzddlenost, je osa usecky AB. Symbolicky:

o= {X € pi|AX| = |BX]}.

X

!
S
!
!
0!
!
!
!
o
© S
!
!
!
!
!

Obrazek 7.2: Osa tsecky

Dikaz
Budeme dokazovat dvé véty:

a) Nalezi-li bod X ose usecky AB, pak je stejné vzdaleny od obou bodu A, B.
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b) Je-li bod X stejné vzdalen od bodu A a B, pak lezi na ose tusecky AB.

add a) Je-li X libovolny bod osy o, potom podle véty sus plati: AAXS =2 ABXS.
Z toho plyne, ze |AX| = |BX|.

add b) Plati-li pro libovolny bod X roviny p, ze |AX| = |BX]|, pak podle véty sss
plati pro trojuhelniky AAXS =2 ABXS. Pro velikost vnittnich thlua vyplyva, ze
|/ASX| = |/BSX| =90° a tedy oLAB A S € o. Z toho plyne, 7Ze o je osa AB
(obr. 7.2).

7 vyse popsanych konkrétnich piikladu mnozin vSech bodu roviny, které maji
néjakou danou vlastnost, vyslovime obecnou definici MVBDV:

Definice 7.3 MnozZinou M vsech bodu roviny p o dané vlastnosti V' nazyjvdme takovy
geometricky utvar U, jehoZ body splnuji soucasné tyto dvé podminky:

a) Kazdy bod dtvaru U md danou vlastnost V.
b) Kazdy bod roviny p, ktery md danou vlastnost V', je bodem ttvaru U.

Symbolicky:
M ={X € pV(X)}.

Pri dokazovani platnosti véty o konkrétni MVBDYV je tieba dokazat vzdy obé vlast-
nosti (viz osa usecky), tj. VX € p:

a) X e U= X € M, tedy ze kazdy bod utvaru U mé& vlastnost V'
b) X € M = X € U, tedy ze kazdy bod s vlastnosti V' patii utvaru U.

Tim, ze dokazeme obé implikace, dokazeme rovnost mnozin M = U.

Poznamka
Nekdy byva vyhodnéjsi vlastnost b) nahradit obménénou implikaci:

X¢U= X¢M.

V dalsi ¢ésti vyucovaci hodiny se budeme zabyvat Thaletovou vétou, Thaletovou
kruznici a jednim obecnéjsim tvrzenim. Zde pujde z Céasti o opakovani, z ¢asti o vyklad
nové latky (zorny thel, tsecka pod zornym thlem). Predpokladam, ze zaci jiz znaji
pojem obvodovy a stiedovy tihel z nékteré z predchozich hodin.

Véta 7.2 (Thaletova) Vsechny obvodové ihly nad primeérem kruznice jsou pravé (obr.
7.3).
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Obrézek 7.3: Thaletova véta

Dikaz
Bezprostredné plyne z vlastnosti sttedového a obvodového thlu:
Stredovy thel horni (resp. dolni) pulkruznice k; (resp. k) je w = 180°, tj. pfimy uhel.
w
Pro jeho obvodovy thel ptislusny téze pulkruznici proto plati @« = — = 90°. Protoze
vSechny obvodové thly prislusné k danému oblouku jsou shodné, jsou také vsechny
pravé (obr. 7.4).

Obrazek 7.4: Dukaz Thaletovy Obrazek 7.5: Dukaz Thaletovy
vety vety

Poznamka
V pripade, ze by latka tykajici se uhlu prislusnych k oblouku kruznice nebyla jesté
probrana, dokazali bychom platnost véty doplnénim na obdélnik AX BY', kde prumeér
kruznice AB je jeho pteponou (obr. 7.5).
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Nyni provedeme jinou formulaci predchozi véty, a to opét pomoci MVBDV:

Véta 7.3 Mnozina vsech vrcholu X pravijch whlu, jejichZ ramena prochdzeji dangymi
body A, B (A # B), tj. mnozina viech bodi X € p, z nichZ vidime danou usecku pod
pravym tuhlem, je kruZnice s prumérem AB kromé bodu A, B.

Polozim zakiim otdzku, jak takovouto mnozinu nazgvame (znaji ze ZS).
Definice 7.4 Takovouto mnozinu bodi (o vlastnostech popsanych v predchozi vété)

nazyvame Thaletova kruznice (obr. 7.6). Symbolicky:

(X € p;|LAXB| = 90°} = 4.

Obréazek 7.6: Thaletova kruznice

Poznamka
Budeme-li v budoucich tlohéch potiebovat vyuzit Thaletovu kruznici, musime vzdy
nejprve urcit jeji stted S (jako u jakékoliv jiné kruznice) — tj. nalézt stied tsecky AB,
nad niz tuto kruznici sestrojujeme. Jeji polomeér je pak roven vzdéalenosti |AS]|, resp.

IBS].

V pripadé vyse popsané véty muzeme formulovat i vétu obecnéjsi, a to pro libo-
volny konvexni tihel (kde pravy thel je jen jeho specidlnim piipadem). Predtim zékum
priblizim, co si predstavit pod pojmem zorny tihel (nejspiSe se s nim jiz setkali ve sportu
(strelecky tihel uto¢énika na branku) nebo ve fyzice v souvislosti s optikou ¢i astronomif).
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Véta 7.4 Mnozina vrcholu vsech whli o velikosti o, jejichZ ramena prochdzeji danymi
body A, B (A # B), tj. mnoZina viech bodu, z nichz vidime danou isecku AB pod
danygm zornym uhlem o, jsou dva shodné otevrené kruznicové oblouky k1, ko s krajnima

body A, B (obr. 7.7). Symbolicky:

Obréazek 7.7: Kruznicové oblouky

Dikaz
Vzhledem k ¢asové naroc¢nosti bych v pripadé této véty dikaz v rdmci vyucovaci hodiny
neprovadéla. Pouze bych naznacila zakladni kroky, ze kterych by se sklddal, a odkazala
zéky na literaturu, kde si jej mohou piipadné dohledat (napi. [15]).

Zaroven bych zatim nerealizovala konstrukci této mnoziny, jen bych s zéky situaci
nacrtla a presnému rysovani bych se vénovala az v jedné z nasledujicich vyucovacich
hodin (viz II. vyu¢ovaci hodina).

Zadani DU )
Zapsat a zakreslit do Skolniho sesitu zbylé MVBDV znamé ze ZS (ucebnice str. 91 —
94) a pokusit se alespon jednu z nich dokézat:

e Mnozina vsech bodii, které maji od dané piimky danou nenulovou vzdalenost

e Mnozina vsech bodiu, které maji stejnou vzdéalenost od dvou danych rovnobézek
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e Mnozina vSech bodu daného konvexniho uhlu, které maji stejnou vzdalenost od
primek, v nichz lezi jeho ramena

e Mnozina vSech bodu, které maji stejnou vzdalenost od dvou danych ruznobézek

Zavérecné shrnuti - tstné (rozhovor s zaky):
Co rozumime pojmem mnozina vSech bodu dané vlastnosti?
Zduraznim, ze vétsinu geometrickych utvaru popisujeme pomoci téchto mnozin a to
v podobé matematickych vét (kromé v ivodu hodiny zminéné kruznice). Tyto véty je
tedy tfeba dokdzat, pficemz vzdy musime ovéfovat obé vlastnosti (bod a) i b) uvedeny
v obecné definici MVBDV).
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7.2.2 Téma: Pojem Konstrukéni tiloha, eukleidovské konstruk-
ce, jednoduché (zdkladni) eukleidovské konstrukce
Cil hodiny:

Z&k zné pojem konstrukéni dloha, vi, které konstrukce oznacujeme jako eukleidovské,
umi provadét zakladni eukleidovské konstrukce.

Obsah hodiny:

Kontrola DU + souhrnné opakovani MVBDV

Pojem konstrukéni uloha a eukleidovské konstrukee (vyklad)
Jednoduché eukleidovské konstrukce

Konstrukee kruznicovych oblouku (specidlné Thaletovy kruznice)
Zadéni DU

Zéavérecné shrnuti

SRRl

V této hodiné se zaméruji na zafixovani zakladnich konstrukei, které pozdéji bu-
ulohy z planimetrie nazyvame konstrukéni, a zaroven jim vysvétlim, co znamenad fesit
takovouto ulohu eukleidovsky. V dalsi ¢asti hodiny provedeme zdkladni eukleidovské
konstrukce. Posledni ¢ast vyucovaci hodiny bude opét vykladova, kdy se studenti nauci
sestrojit kruznicovy oblouk.

Uvod hodiny:
Kontrolu DU (zadéani viz 1. vyucovaci hodina), zaroven souhrnné opakovani MVBDV.

Planimetricka konstrukéni tdloha
= Uloha, kde je ukolem sestrojit geometricky tutvar predepsanych vlastnosti.
V této hodiné se budeme zabyvat témi nejjednodussimi — zakladnimi konstrukcemi.

Eukleidovské konstrukce
= Konstrukce, pii kterych pouzivame pouze primé pravitko a kruzitko.

Zakladni eukleidovské konstrukce
Zakladnimi eukleidovskymi konstrukcemi rozumime nésledujici jednoduché ilohy (v sou-
ladu s kapitolou 3.2.1):

Nanést danou tsecku na danou poloptimku

Ptenést konvexni ihel k dané poloptimce do dané poloroviny
Sestrojit osu dané usecky

Sestrojit stied dané tsecky

Sestrojit osu daného 1hlu

Sestrojit rovnobézku k dané ptimce danym bodem

Sestrojit kolmici k dané piimce danym bodem

N Ot W
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V ucebnici je mezi zakladni konstrukce kromé téchto sedmi fazeno jesté nékolik
dalsich. My budeme jako zakladni eukleidovské konstrukce chapat takové jednoduché
konstrukéni tlohy, kde konstrukci nehledame, kde vime, jak méa pozadovany utvar
vypadat a umime ulohu okamzité vytesit. U takovychto vesmés jednoduchych tloh
nebudeme zapisovat postup konstrukce, stejné jako je pozdéji nebudeme podrobné ro-
Prvni dvé zakladni konstrukce zaci provadeéli jiz v nékteré z predchozich hodin pii
probirani jednotlivych geometrickych utvaru v roving, témi se tedy nebudu podrobnéji
zabyvat, postupné budu s zdky provadeét az zbylych pét konstrukei (zna¢im ZEK 1 -
ZEK 5):

ZEK 1: Sestroj osu o dané usecky AB (A # B).
Resen{
Vyuzijeme MVBDV (viz ptedchozi hodina):
1
OpiSeme kruznice ki(A,r) a ko(B,r) 0 stejném poloméru r > §|AB| a oznac¢ime jejich

pruseciky X, Y.
Piimka XY je hledand osa o (piimka je jednozna¢né uréena dvéma ruznymi body).

Obrazek 7.8: Konstrukce osy a stfedu tsecky

ZEK 2: Sestroj stied S dané usecky AB (A # B).

Reseni
Vyuzitim ZEK 1 — prusecik S osy o s tseckou AB je stied usecky AB (obr. 7.8).

ZEK 3: Sestroj osu o daného konvexniho uhlu AV B.
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Reseni
Kolem vrcholu V' opiseme kruznici k(V,r), kde r je libovolny polomér. Pruseciky
kruznice k s rameny uhlu AV B oznacime A’, B'. Nyn{ sestrojime osu tsecky A'B’
(viz ZEK 1, kde X lezi v polorovine A’V B’). Pifmka VX je osa A'B" a tedy VX je
hledana osa konvexniho tthlu AV B (k ni opa¢éna polopiimka je osou nekonvexniho hlu
AV B), obr. 7.9.

Obrazek 7.9: Konstrukce osy konvexniho tihlu

ZEK 4: Sestroj rovnobézku s danou primkou p dangm bodem M, M & p.

Reseni
Vyuzijeme vlastnosti kosoctverce:
Na ptimce p zvolime libovolné bod P. Sestrojime kruznici k(P,r = |PM]). Ozna¢ime Q)
jeden z jejich pruseciku s piimkou, poté sestrojime kruznice ky (M, r = |PM|), ko(Q, 7 =
|PM]|). Jejich prusecik (ruzny od bodu P) oznacime R.
Takto oznaceny ctyfuhelnik PQRM je kosoctverec, z ¢ehoz plyne, ze piimka MR je
hledanou rovnobézkou s piimkou p (obr. 7.10).
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Obréazek 7.10: Konstrukce rovnobézky

ZEK 5: Sestroj kolmici k dané primce p danym bodem M .

Reseni
Rozdélime tlohu na dva pripady podle polohy bodu M:

a) M ep
Bod M zvolime za stied libovolné tisecky AB C p a sestrojime podle ZEK 1 osu
usecky AB. Tato piimka je hledana kolmice ¢ k piimce p (obr. 7.11).

b) M ¢ p
Sestrojime kruznici k£ se stifedem v bodé P tak, aby piimku p protinala ve dvou
ruznych bodech K, L. Podle ZEK 1 sestrojime osu usecky K L. Tato primka je
hledand kolmice ¢ k piimce p (obr. 7.12).
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Obrazek 7.11: Konstr. kolmice (M € p) Obrazek 7.12: Konstr. kolmice (M ¢ p)
Druha c¢ast vyucovaci hodiny je vykladova.

Priklad 2.1
Sestroj mnozinu vsech bodu roviny, ze kterych je dand tsecka AB o délce 4 cm vidét
pod zornym thlem o = 60°.

Reseni
Zéci jiz vedi, co je mnozinou viech bodi X, z nichz vidime tsecku AB pod zornym
thlem a (dva shodné oteviené kruznicové oblouky soumérné podle tusecky AB). Pro-
vedeme jeji konstrukci pomoci pravitka a kruzitka — eukleidovsky.

Umistime tsecku AB, |AB| = 4 c¢cm. Sestrojime uhel «, kde o = [/BAL| = 60°.
Spustime kolmici k& na rameno AL, bod A je patou kolmice k. Déle sestrojime osu o
usecky AB. Stied S; kruznice, které prislusi jeden z hledanych obloukt, je prusec¢ikem
kMo.

Stred prislusici druhému oblouku v opacné poloroviné urcené primkou AB nalez-
neme uzitim osové soumérnosti stiedu podle piimky AB (obr. 7.13).
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Dikaz spravnosti konstrukce (podle [15])

o Je-li a < 90° je |/BAL| = «a a |/S1AL| = 90°. Z toho plyne, ze |LSAS,| =
90°—a, a tedy |LAS)S| = |/BS,S| = a. Proto velikost konvexniho stfedového
thlu je |£AS,B| = 2« a velikost piislusného obvodového tihlu je [LAX B| = a.

e Je-li90° < oo < 180°, je |/BAL| = ava |£S1 AL| = 90°. Z toho plyne, ze |/SAS;| =
o — 90°, tedy [£AS,S| = |/BS,S| = 180°—a. Cili [£AS,B| = 360°—2a. Proto
velikost nekonvexniho stiedového dhlu je |ZAS;B| = 2a a velikost piislusného
obvodového thlu je [/AXB| = a.

Obréazek 7.13: Konstrukece kruznicového oblouku

Specialni pripad pro a = 90°: Thaletova kruznice. Jeji konstrukci provadime odligné
— jednodussim zpusobem (viz predchozi hodina).

Zadani DU
Sestroj mnozinu vSech bodu roviny, ze kterych je dana usecka AB o délce 5 cm vidét
pod zornym thlem o = 120°.

Zavérecéné shrnuti

Konstrukéni tloha je takova tloha, ve které je tikolem sestrojit utvar urcitych poza-
dovanych vlastnosti. Konstrukce, kterymi jsme se dnes zabyvali, jsme provadéli tzv.
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eukleidovsky, tj. za pouziti jen piimého pravitka a kruzitka. Existuje cela fada tloh,
které lze Fesit takto klasicky (eukleidovsky). Na druhou stranu existuji konstruként
tlohy, o kterych je dokazano, ze je eukleidovsky fesit nelze (viz kapitola 4). Témi se my
ale zabyvat nebudeme. V néasledujicich hodinach budeme eukleidovsky tesit ,,slozitéjsi®
konstrukéni tlohy, tj. takové, kde nejprve budeme muset pro neznamé body nalézt
potfebné vztahy, a teprve pomoci nich vymyslet a sestavit postup, jak pozadovany

utvar sestrojime.
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7.2.3 Téma: ResSeni konstrukénich tloh metodou uziti MV-
BDV

Cil hodiny:
Zék zné jednotlivé faze teseni konstrukeni ilohy, umi provést rozbor konstrukéni tlohy,
zvlada zapsat postup konstrukce a podle néj dany tutvar narysovat.

Obsah hodiny:
Kontrola DU

Reseni polohové a nepolohové konstrukéni tlohy
Konvence o poc¢tu feseni nepolohové ulohy
Zadani DU

Shrnuti (opakovani)

SEENANE ol S

Téma této vyucovaci hodiny navazuje na predchozi hodinu zabyvajici se zakladnimi
Pojmem ,slozitéjsi dloha® minim takovou konstrukcéni dlohu, u které konstrukci te-
prve hledame, neni nam predem jasna. Takové konstrukéni tlohy budeme fesit naptic
vSemi fazemi, ze kterych se uplné teseni konstrukénich tloh skldda. Jiz v pfedchozich
hodinéach jsme vzdy tstné provadéli rozbor tlohy, zatim jsme jej ale nijak systematicky
nezapisovali, stejné jako jsme nezapisovali postup konstrukce. To budeme provadét az
nyni.

Tato hodina je tedy uvodni vykladova hodina zabyvajici se fesenim konstrukcnich
uloh.

Uvod hodiny
Kontrola doméciho tikolu z predchozi vyucovaci hodiny (konstrukce oblouku pro obvo-
dovy thel 120°) - promitnout spravné feseni v programu GeoGebra, viz ptilozené CD.
Daéle opakovéni jednotlivych fazi feSeni konstrukéni tlohy (rozhovor s zdky, znaji
ze 7.S):

1. Rozbor - naértek hledaného utvaru, uréeni danych a hledanych bodu, nalezeni
vztahtu mezi nimi (predpokldddme, Ze tiloha mé alespon jedno Fesenf)

2. Konstrukce - zapis jednotlivych kroku konstrukce (slovni ¢i symbolicky), reali-

zace konstrukce

Zkouska - dukaz konstrukce

4. Diskuse - u parametrickych tloh (budeme tesit pozdéji), u neparametrickych
(dlohy fesené v této vyucovaci hodiné) pouze konstatujeme pocet Fesent

@

Pri feSeni konstrukénich tloh lze vyuzit ruzné metody, my zatim budeme pouzivat
pouze metodu uziti MVBDV.
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Priklad 3.1
Sestroj trojihelnik ABC, je-li ddna jeho strana AB o délce |AB| = ¢ = 5 cm, vyska
ke strané AB délky v, = 3 cm a téznice na stranu AB o délce t. = 4 cm.

Reseni
Polohova tloha (dédna poloha prvki).

Rozbor
Vychézime z predpokladu existence alespon jednoho feseni tlohy, které nac¢rtneme (ve-
likosti délek v nacrtku nemusi odpovidat skutecnym hodnotam, naopak ¢rtame hledany
trojihelnik co nejobecnéjsi). Zvyraznime ze zaddni zndmé idaje (obr. 7.14).

Obréazek 7.14: Nacrtek

Trojuhelnik je jednoznacné urcen, jsou-li uréeny vSechny jeho vrcholy. Umisténim
usecky AB povazujeme vrcholy A a B za dané, hledanym bodem je vrchol C.
Uloha je polohova s jednim hledanym bodem.

Vyuzitim MVBDV nalezneme vztahy pro urceni vrcholu C":
Bod C' nélezi vysce v. a téznici t..
Vyska v. udava vzdélenost bodu C' od strany AB.
Mnozina vSech bodu, které jsou od primky AB vzdéleny o délku vysky v. je dvojice
piimek rovnobéznych se stranou AB ve vzdéalenosti v..

C € My, kde My ={X € p;|X « AB| =v.} =pUYp.

(Do nac¢rtku zakreslujeme vzdy jen jedno feSeni, tj. vybereme jednu polorovinu, ve
které tilohu fesime. Celkovy pocet Feseni budeme konstatovat az v zavéru tlohy.)

Vypustime podminku vysky, uvazujeme téznici t.. Bod C' lezi ve vzdalenosti t. od

sttedu S usecky AB. Mnozina vSech bodu spliujicich tuto podminku je kruznice se
sttedem ve stredu S usecky AB a polomérem ¢..

C € My, kde My = {X € p; | X S| =t.} = k(S,1.).
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Bod C nélezi jedné i druhé vyse popsané mnoziné, nalezi tedy jejich pruniku.
C e M; N M.

Konstrukce
Sepiseme algoritmus (sekvenci kroku), jak budeme konstrukci provadét.
Zduraznim, ze samotné provedeni konstrukce neni nejdulezitéjsi casti ilohy (pozdéji
u nékterych prikladu z casovych duvodu nebudeme konstrukei realizovat), podstata
spociva v sestaveni logického sledu kroku konstrukee:

Umistime usecku AB dané délky c

Sestrojime rovnobézky p, p’ s pifmkou AB ve vzdalenosti v,
Sestrojime stied S usecky AB

Sestrojime kruznici k(S, ¢.)

Urcime spolecné body C' kruznice k s piimkami p, p'.
Trojuhelnik ABC

SRRl

Zapsano symbolicky:

1. AB; |[AB|=c¢=5cm

2. 5; S5 ecn|AS|=|BS|
3. k; k (S,r=t.=4 cm)
4. p; |p <> AB| =v. =3 cm
5. ¢ Ceknp

6. AABC

Zkouska
Zde spravnost konstrukce plyne ze samotného rozboru.

Poctem teseni polohové tlohy budeme rozumét pocet vSech nalezenych (sestro-
jenych) geometrickych dtvaru, spliujici dané podminky tlohy.
Tato uloha mé celkem 4 feseni (vzdy dvé v kazdé poloroviné uréené piimkou AB,
obr. 7.15).
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Obréazek 7.15: Konstrukee k piikladu 3.1

Priklad 3.2
Sestroj trojihelnik ABC, je-li dana délka jeho strany ¢ = 5 cm, vyska v, = 3 cm
a téznice t, = 4 cm.

Reseni pi. 3.2
Tato uloha je nepolohova.

Rozbor
Ulohu prevedeme na polohovou umisténim nékteré z isecek — napi. usecky C'Cy délky
ve. Opét predpokladdame existenci alespon jednoho feseni ulohy, zakreslime nacrtek (ob-

doba predchoziho piikladu). Tentokrét jde vsak o tdlohu se tfemi hledanymi body: A,
B, S.

Obrézek 7.16: Nacrtek

Bod S lezi na piimce p, kterd prochazi bodem Cj a je kolmé na tsecku C'Cj.
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S ep, kde pLCCyACy € p.

Zéaroven je bod S koncovym bodem téznice t., tj. lezi ve vzdélenosti ¢, od vrcholu
C'. Mnozina vsech takovychto vrcholu je kruznice &, (C,t.):

S e M, kde M ={X € p;|XC|=t.} = ki (C,t.).

Pro bod S tedy plati:

SEpﬂk:l.

c
Body A, B lezi také na primce p, zaroven pro né plati, ze |AS| = |SB| = 7 Uréime

je tedy jako prunik piimky p s kruznici ko(S, g)

Konstrukce

N GU R W

Umistime usecku C'Cy dané délky v,
Sestrojime kolmici p na tsecku C'Cy, p prochazi bodem Cj
Sestrojime kruznici kq(C, t.)
Urcéime spolecné body S kruznice k s ptimkou p
s e . &
Sestrojime kruznici ks (.S, 5)
Urcime pruseciky A, B kruznice ks s ptimkou p
Trojuhelnik ABC

Daéle budeme vyuzivat jiz jen symbolického zépisu:

1. CCy; |CCh| = v. =3 cm
2. p; pLCCyNCy Ep

3. ki; ky (Cyr =t. =4 cm)
4. S;Sekinp

5. ko; ko (S, = g = 2,5 cm)
6. A, B; A, B€kyNp

7. AABC

Zkouska

Body A, B lezi na kruznici se stfedem v bodé S. Bod S je tedy stfedem strany
AB trojuhelniku ABC'. Spojnice stiedu strany s protéjsim vrcholem C' je téznice t.
trojuhelniku ABC'. Strana AB je kolma na tusecku C'Cy, tsecka C'Cy o délce v, je
vyskou trojihelniku ABC' spusténou na stranu ¢ = AB.
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U nepolohovych konstrukénich dloh provedu s zaky imluvu o stanoveni poc¢tu jejich
feSeni (v souladu s imluvou z kapitoly 3.4.4 a imluvou uvedenou v ucebnici): pro tuto
a vSechny dalsi nepolohové tilohy budeme pocet feSeni stanovovat tak, ze vyjdeme z
poctu feseni polohové tlohy, na kterou ji prevadime.

Tato tloha mé tedy celkem dvé feseni (obr. 7.17).

Obrazek 7.17: Konstrukce k prikladu 3.2

Je tieba zédky upozornit, ze v ruznych publikacich lze nalézt i jinou konvenci o poctu
feSeni nepolohovych tloh.

Priklad 3.3
Je dana délka tsecky AB = 6 cm. Sestroj vSechny trojihelniky ABC', pro které plati:
a = 45°, v, = 5,5 cm.

Reseni
Zadana 1loha je nepolohova

Rozbor
Umisténim napt. tsecky AB ulohu prevedeme na polohovou, hledanym bodem je vrchol

C.
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Je vsak potreba nalézt néjaky dalsi pomocny bod, ktery je urc¢en jako prusecik dvou
znamych kiivek a teprve poté pomoci néj sestrojit hledany bod C' (obr. 7.18).
V této nepolohové tloze jsou proto dva hledané body: Ag, C.

Obréazek 7.18: Nacrtek

Bod Ay je pata vysky v, spusténé na stranu a.
Podminka pro vysku v,: Bod A je jejim koncovym bodem, lezi tedy od vrcholu A ve
vzdélenosti v,. Mnozina v8ech bodu splnujicich tuto podminku je kruznice k(A, v,).

Ap € My, kde My ={X € p;|AX| = v} = k(A,v,)

Bod Ay je patou vysky v,, proto |/AAyB| = 90°. Mnozina vrcholu vsech takovychto
pravych uhlu je Thaletova kruznice nad prumérem AB.

Ay € My, kde My ={X € p;|[LAXB| =90} = Tap

Bod Ay nalezi pruniku téchto mnozin:
Ag € M1 N M.

Bod C' nalezneme jako prusecik jednoho ramene tihlu v a poloptimky BAjy:
C € BAyNAY.

Konstrukce

1. AB; |AB| =c¢=6cm

2. /YAB; |/YAB| = a = 45°

3. TAB

4. k; k(A,r =v, = 5,5 cm)

5. Ag; Ao € kN Tag

6. C; C € BAyNAY

7. AABC
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Obrazek 7.19: Konstrukce k piikladu 3.3

Zkouska
Spravnost konstrukce opét plyne z rozboru tlohy.
Tato tloha ma dvé teseni (vzdy jedno v kazdé z polorovin uréenych piimkou AB, kon-
strukce jednoho z nich viz obr. 7.19).

Piiklad 3.4
Je déna usecka AA;, |AA;| =5 cm. Sestrojte vsechny trojihelniky ABC| pro které je
AA; téznici t, a pro které plati b =15 cm, ¢ = 6 cm.

Reseni
Uloha je polohova.

Rozbor
Neznédmy vrchol C' je opét uréen pouze jednou znamou kfivkou, neni vSak na prvni
pohled vidét zadny pomocny bod, kterého by se dalo vyuzit k nalezeni bodu C.
Ulohu budeme Fesit doplnénim na étyitihelnik ABC D, kde dana usecka AA; predstavuje
polovinu jeho thlopiicky. Vznikly pomocny trojihelnik ABD lze snadno sestrojit po-
moci véty sss (obr. 7.20).
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Polohova tloha se 3 hledanymi body: D, B, C'

Obrazek 7.20: Nacrtek

D e AA; N |AA| = |A1 D),
B € M; N M,, kde
My ={X € p;|AX| =c} = ka(A,r =¢)
OEleLQ, kde
Ly = {X € | AX]| = b} = k(4,7 = b)
L, ={X € p;XD||AB} =p

Konstrukce

1. AAy; |[AA | =t, =5 cm

2. D; D e~ AA; N|AA| = |A1D| =5 cm
3. ki; ky(D,r =b=05 cm)

4. ko ko(A,r = c =6 cm)

5. By BekNky

6. p; p||ABAD € p

7. ks; ks(A,r =b=>5 cm)

8. C;Cepnks

9. AABC

Zkouska
Useéky AD a C B jsou uhloptickami pomocného ¢tyiihelniku ABC D, a tedy se vzajemné
puli. Bod A; je proto skutecné sttedem strany C'B a tedy tusecka AA; je téznici t, troj-
uhelniku ABC'. 7Z trojihelnikové nerovnosti plyne existence pomocného trojihelniku

ABD, kterého jsme pro sestrojeni neznamého vrcholu C' vyuzili.
Uloha ma celkem 2 feSeni (obr. 7.21).
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Obrazek 7.21: Konstrukce k piikladu 3.4

Zadani DU
Sestroj tecnu t k dané kruznici k, prochéazejici danym bodem A. Uvaz vSechny mozné
polohy bodu A vzhledem ke kruznici & (proved rozbor tlohy, zapis postup konstrukce
a reSeni narysuj).

Zavérecné shrnuti
Pti feseni konstrukénich dloh vzdy nejprve provadime rozbor tlohy, kde predpokladame
existenci alespon jednoho feseni. To zakreslime, uré¢ime body dané a hledané, urcime
vztahy, jak tyto hledané body nalézt.
Déle sestavime postup konstrukce (budeme zapisovat jen symbolicky) a tuto konstrukei
zrealizujeme.
Poté zkonstatujeme pocet Feseni tilohy (u polohovych tiloh odpovidé poctu sestrojenych
vyhovujicich dtvaru, u nepolohovych tloh budeme pro pocet feseni vychazet z tlohy
polohové, na kterou nepolohovou tlohu prevadime).
V zavéru pak provedeme zkousku, ¢imz zkontrolujeme spravnost konstrukce.

V naésledujicich hodinach by bylo zarazeno nékolik tloh parametrickych, kde pii

urcovani poctu jejich feSeni navic provadime diskusi vzhledem k riznym hodnotdm
parametru dlohy (minimdalné 1 vyucovaci hodina).
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7.2.4 Téma: Konstrukce kruznic

Cil hodiny:
Zék dokaze tesit nékteré Apolloniovy a Pappovy tlohy metodou uziti MVBDV.

Obsah hodiny:

1. Konstrukce kruznice splnujici dané podminky

2. Seznameni s Apolloniovymi/Pappovo tdlohami

3. Resenf nékterych Apollonivovych tloh vyuzitim PC (GeoGebra/Cabri)
4. Shrnuti - Co jsou to Apolloniovy a Pappovy tlohy

Do ted jsme se zabyvali pfevazné konstrukei trojihelniki. Idedlnim ptipadem by
bylo, kdyby mezi touto a ptedchozi popsanou vyucovaci hodinou byla vlozena hodina
pulena, kde bych s mensim poctem zaku procvicovala konstrukce dalsich trojihelniku.
Tato vyucovaci hodina je vénovana konstrukcim kruznic, které spliuji néjaké dané pod-
minky. Zde povazuji za uzitecné vzhledem k nazornosti, prehlednosti a ¢asové tuspote
vyuzit vypocetni techniky a ukazat zakum teseni nékterych takovychto tiloh na pocitaci
uzitim napf. programu GeoGebra.

Motivacni priklad:
Priklad 4.1
Je déna primka p, na ni bod T" a dalsi bod A, ktery na piimce p nelezi. Sestroj kruznici,
ktera prochazi bodem A a dotyka se piimky p v jejim bodé T'.

Reseni
Polohova tloha s jednim hledanym bodem.

Rozbor
Hledany bod: S, stred pozadované kruznice.
Kruznice ma prochazet body A a T, jeji sted tedy lezi na ose usecky AT. Zaroven
se dotyka primky p v bodé T — ptimka p je jeji te¢nou, polomér AT je na ni kolmy.
Stred kruznice proto lezi i na kolmici n k ptimce p spusténé v bodé T' (obr. 7.22).

SGLlﬂLg, kde
Ly ={X € p;|AX| =|TX|} =o0...0sa AT
Ly={XepkX,r=XT)Np=T}=n
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Obréazek 7.22: Nacrtek

Konstrukce

Lp T, AATepA¢p

2. 0; 0jeosa AT
3. nm;nlpANT en
4. S; S€onn
5. k; k(S,r=|ST)
Obrazek 7.23: Konstrukce k piikladu 4.1
Zkouska:

Plyne z rozboru konstrukce.
Vzhledem k zadéni polohy bodu (T € n, A ¢ n) jsou piimky n a o vzdy ruznobézné, tj.
existuje vzdy pravé jeden jejich prusecik. Uloha m4 proto praveé jedno reseni (obr. 7.23).

Otazka pro zaky:

Co kdyby také bod T nelezel na piimce p? )
Diskuse nad resenim této obménéné tlohy (piiklad 4.2). Ulohu rozdélime na dva piipady:
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1. Body lezi v opacnych polorovindch = tloha nem4 feseni (nelze nalézt kruznici,
ktera by prochézela obéma body a dotykala se ptimky, vzdy ji bude protinat ve
dvou bodech).

2. Oba body lezi ve stejnych polorovinach. Je treba rozlisit:

a) AT je ruznobéznd s p (obr. 7.24) — tuto tlohu nelze tesit uzitim MVBDV,
zakreslime nécrtek (véetné obou moznych feseni), zaky odkazu na nékterou
z nasledujicich hodin.

Obrazek 7.24: Nacrtek 2a)  Obrazek 7.25: Nacrtek 2b)

b) AT je rovnobéznd s p (obr. 7.25) — zde jiz lze vyuzit MVBDV, feseni této
ulohy je obdobné jako v prikladu 4.1:

Reseni piikladu 4.2 b)
Rozbor
Hledané body: S, D

D €oNp,o...0osa AT
SELlﬂLQ, kde

Poznamka
Po nalezeni bodu D jde o konstrukci kruznice opsané trojihelniku ATD — zaci
provadéli v predchozich hodinach, necham sestrojit za DU.

Ve vyucovaci hodiné pouze promitnu spravné reseni v programu GeoGebra (obr. 7.26,
dynamicka podoba na pfilozeném CD).

Postup konstrukce:
1. Dané prvky p, T, A; T ¢ p,A¢pNAe—Tp
2. o01; 01 je osa AT

3. D;DeoNp
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4. 09; 09 je 0sa AD
5.5, 5 €01Noy

6. k; k(S,r=|SD|)

Obrazek 7.26: Konstrukce k piikladu 4.2

Zkouska
Kruznici jsme sestrojovali jakozto opsanou trojuhelniku AT D, tudiz prochazi danymi
body A, T.
Jde-li o kruznici opsanou, jeji stfed lezi v pruseciku os stran tohoto trojihelniku. Vzhle-
dem k rovnobéznosti piimek AT a p je osa o kolma také na primku p. Bod D také
nalezi kruznici a zaroven je prusecikem osy o; s primkou p. Ptimka p je proto teénou
kruznice k (v bodé D).
Uloha m4 pravé jedno fesenf (plyne z existence pravé jednoho pruseciku os oy, 03).

Apolloniova a Pappova tdloha (pojem, stru¢na historie téchto tloh)
Ptedchozi dvé tlohy jsou velmi podobné, druhou tlohu jsme dostali z prvni tak, ze
jsme pouze ,posunuli“ bod T" mimo piimku p. Jinou tlohu bychom dostali, kdybychom
piimku p zaménili za kruznici (pfimku muzeme chéapat jako kruznici o nekoneéném po-
loméru), ¢i za t¥eti bod (= kruznice o nulovém polomeéru). A takto bychom mohli ménit
i zbylé dva body.

Témito obménami ziskdme celou sadu tloh, tzv. dlohy Apolloniovy (viz kapitolu 2).
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Pozadujeme-li aby kruznice prochézela danym bodem (B), dotykala se dané piimky
(p) nebo dané kruznice (k) a kombinujeme-li tyto podminky po tiech, dostavame cel-
kem deset Apolloniovych tloh. Ne vSechny vsak lze tesit pomoci MVBDV (viz ptiklad
4.2 a)). Jestlize jeden z danych bodu lezi na dané primce ¢i kruznici (jako v piikladu
4.1), mluvime o ulohach Pappovych.

Apollonios formuloval tlohu nejprve pro tfi zadané kruznice, pozdéji byly tyto
kruznice postupné nahrazeny bodem a piimkou. Origindlni znéni se nezachovalo. Je
vSak znama reprodukce tlohy v dile Mathématikai synagogai feckého matematika Pap-
pose Alexandrijského.

Nejen z casovych duvodt, ale i kvuli vzajemné provazanosti jednotlivych Apollo-
niovych resp. Pappovych tloh bych v tuto chvili dala pfednost vypocetni technice
a zbylé Apolloniovy tlohy bych s zaky prosla v elektronické podobé — jako velmi
nazorné povazuji zpracovani Evy Patakové, ktera na toto téma sestavila dynamickou
ucebnici geometrie [52]. Redf zde kompletné viechny Apolloniovy (a tedy i Pappovy)
tlohy. Zék zde krasné vidi souslednost jednotlivych kroki konstrukce, pokud néktery z
kroku nestihl, lze animaci posunout zpét, stejné jako s hotovou konstrukei manipulovat.
To je vhodné zejména pro ndzorné ukazani souvislosti jednotlivych typu tloh (primka
jako limitni piipad kruznice). Stejné dobie muze poslouzit také volné stazitelny pro-
gram GeoGebra.

V pripadé, ze je tiida vybavena interaktivni tabuli, zapojila bych do provadéni kon-
strukce také zaky. Idealni by pak bylo pro vyuku vyuzit pocitacovou ucebnu a zaky
ponechat nékterou z (nejen téchto) tloh sestrojit samostatné.

Zavérecné shrnuti
Apolloniova tloha je takova geometricka tloha, kde z mnoziny vSech bodu, primek
a kruznic v roviné vybereme 3 prvky. Ukolem je pak sestrojit kruznici, ktera se téchto
ti1 prvku dotyka. Lezi-li specidlné dany bod na dané pifimce ¢i kruznici, dostavame
jednu z Sesti uloh Pappovych. Tyto tlohy vyzaduji feSeni ruznymi metodami, my zatim
umime tesit jen nékteré z nich, a to metodou uziti MVBDV.

Nasledujici dvé vyucovaci hodiny jsou tematicky fazeny za Shodna geometricka
zobrazeni v roviné. Vykladu shodnych zobrazeni (tj. osové soumérnosti, stredové sou-
mérnosti, posunuti a otoceni) se proto v této praci vénovat nebudu a v nize zpraco-
vanych hodinach predpokldadam, ze zaci jiz znaji tato zobrazeni z predchozi vyuky.
Zde se rozchazim s ucebnici, kde po vykladu jednotlivych zobrazeni vzdy néasleduje
jejich vyuziti pti feseni konstrukénich iloh. V celkem dvou zpracovanych vyucovacich
hodinach se zabyvam fesenim konstrukénich tiloh metodou uziti shodnych zobrazeni
(v praxi by konstrukénim ulohdm fesenych touto metodou bylo veelku vénovano jesté
o jednu az dvé vyucovaci hodiny vice).
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7.2.5 Téma: Konstrukéni tlohy resené uzitim shodnych zob-
razeni (osové soumérnosti a otoceni)

Cil hodiny:
Z4ak chéape principy této metody, umi je aplikovat pii feseni konstrukénich tloh.

Obsah hodiny:

1. Zadani konstrukéni tdlohy, vyklad principu metody uziti shodnych zobrazeni

2. Resen{ konstrukénich iloh metodou uziti shodnych zobrazent (osové soumérnost,
otoceni)

3. Zadéni DU

4. Zavérecné shrnuti - které tilohy jsou typické pro uziti osové soumeérnosti a otoceni

Uvod
Opakovani shodnych zobrazeni 4+ ¢im jsou tato zobrazeni jednoznacné urcena:

e Osova soumérnost — neptiima shodnost, uréena osou soumérnosti

e Otoceni (rotace) — piima shodnost, urcena stfedem otoceni, velikosti tihlu
otoCeni a danym smyslem otoceni

e Stiedova soumérnost — piim4 shodnost, specidlni piipad otoceni (1ihel otoceni
a =180°), urcena stfedem soumeérnosti

e Posunuti (translace) — piimé shodnost, urcena vektorem posunuti

P1i uziti shodnych zobrazeni pro feseni konstrukénich tloh budeme vychézet z na-
sledujicich principu (podle [15]):

e Mame-li v roviné danu primku o a dvé kiivky p, ¢, potom vSechny dvojice bodu
soumérné sdruzenych podle této piimky (osy o), které lezi na kiivkach p, ¢, dosta-
neme jako pruseciky kiivky p s kiivkou ¢, kde ¢’ je obrazem ¢ v osové soumérnosti
podle osy o, a kiivky ¢ s kiivkou p’, kterd je obrazem p. Postaci ndm vzdy sestrojit
jen pruseciky napi. p s ¢’ a body s nimi soumérné sdruzené podle osy o na kiivce q.

e Je-li v roviné ddan bod S, uhel velikosti a a dvé ruzné kiivky p, ¢, potom vsechny
body kiivky p, které po otoceni o tihel velikosti o ve zvoleném smyslu budou lezet
na kiivce ¢, dostaneme jako body pruniku kiivky ¢ a kiivky p’ vzniklé otocenim
kiivky p.

e Méjme v roviné dveé kiivky p, ¢g. VSechny body ktivky p, které po posunuti daném
vektorem posunuti budou lezet na kiivce ¢, dostaneme jako pruseciky kiivky g
a p', kterd je obrazem kiivky p v tomto posunuti.
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Priiklad 5.1
V roviné p jsou dany piimka o a trojtihelniky ABC a K LM . Urcete na stranach téchto
trojuhelniku vsechny dvojice bodu soumérné sdruzenych podle osy o.

Reseni
Polohova 1loha.

Rozbor
Vyjdeme z vyse popsaného principu, vyuzitim osové soumérnosti podle osy o sestrojime
obraz trojihelniku K LM, nalezneme jeho pruseciky s trojihelnikem ABC' a sestrojime
obrazy téchto bodu opét v osové soumérnosti podle osy o.

Konstrukce

1. Dané prvky AKLM, AABC, o

2. AK'L'M'; O(o): AKLM — AK'L'M'
3. X; X e AK'L'M'nAABC

4. X';0(0) : X — X'

Obrazek 7.27: Konstrukce k piikladu 5.1
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Pocet nalezenych dvojic soumérné sdruzenych bodu se odviji od umisténi trojihelniku
a primky p — na obr. 7.27 ma dana uloha 4 feSeni.
Napt. v programu GeoGebra (také na ptilozeném CD) bych nézorné ukazala zavislost
poctu soumeérné sdruzenych bodu na umisténi objektu — od nekoneéné mnoha (troj-
thelniky ABC a K LM jsou osové soumérné podle osy o) az po zadné feseni (zobrazeny
trojihelnik K'L'M' se s trojihelnikem ABC neprotind v zddném bodg).

Priklad 5.2
Jsou dany dva ruzné body A, B, které lezi v opa¢nych polorovinach uréenych piimkou
p. Urcete na piimce p bod X tak, aby soucet |AX|+ |BX| byl nejmensi.

Reseni
Polohova tloha.

Rozbor
Bod X nalezneme jako prusecik usecky AB s piimkou p (|AX| + |BX| = |ABJ),
obr. 7.28.
Z trojuhelnikové nerovnosti vyplyva pro libovolny bod Y € p ruzny od bodu X:

|AY |+ |BY| > |AB.

Obrazek 7.28: Konstrukce k piikladu 5.2

Priklad 5.3
Jsou dany dva ruzné body A, B, které lezi v jedné z polorovin urc¢enych primkou p.
Urcete na pifmce p bod X tak, aby soucet |AX| + |BX]| byl nejmensi.
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Reseni
Préce s ucebnici (viz str. 127/Pfiklad 3), obména predchoziho piikladu.

Priklad 5.4
Sestroj vsechny trojihelniky ABC, je-li déan jejich obvod o = 7 c¢cm a thly o = 60°
a = 45°.

Reseni

Nepolohova tloha.

Rozbor
Predpokladame existenci alesponi jednoho takového trojihelniku ABC, ktery zakreslime.
Na polopiimce BA sestrojime pomocny bod X tak, aby platilo |[AX| = |AC|, obdobné
pak bod Y na polopiimce AB tak, ze |BE| = |BC|. Pro délku tsecky XY tedy plati
| XY | = 0. Vzniklé pomocné trojihelniky X AC' a CBY jsou rovnoramenné, pro jejich
uhly pfti zakladné plati:

|/AXC| =¢e= %, |/BYC|=w= g (plyne z véty o vnéjsim thlu trojihelniku).

Vyuzijeme osové soumérnosti téchto trojihelnik.
Nejprve sestrojime pomocny trojihelnik XY C (podle véty usu), obr. 7.29.
Uloha je nepolohova s dvéma hledanymi body: A, B

A€ XY Noy, o1 je osa zakladny X C' trojiuhelniku X AC,
B € XY No,y, 09 je osa zakladny Y C' trojuhelniku CBY .

Obrézek 7.29: Nacrtek

Konstrukce

1. AXYC, sestrojime podle véty usu
2. 01; 01 je osa XC

3. A AcoNXY

4. 09; 09 je 0sa Y
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5. B; BE€o,NXY
6. AABC

Zkouska
Plyne z rozboru tlohy.
Uloha m4 pravé jedno feseni (obr. 7.30).

Obrazek 7.30: Konstrukce k piikladu 5.4

Priklad 5.5
Do daného rovnobézniku ABC'D vepis ¢tverec K LM N tak, aby kazdy jeho vrchol lezel
na jiné strané rovnobézniku (K € AB, L € BC, M € CD, N € DA).

Reseni
Polohova tuloha s parametrem.
Vyuzijeme druhého principu zminéného v ivodu hodiny.

Rozbor

Predpokladdme existenci hledaného ¢tverce K LM N. Takovy ¢tverec musi mit s danym
rovnobéznikem ABCD spole¢ny stied S (obr. 7.31).
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. i
Uhlopricky ¢tverce jsou k sobé kolmé, proto uzitim otoceni R(S, —1—5) prevedeme

bod K € AB do bodu L € BC, piimka p = AB se zobrazi na k ni kolmou pifmku p’,
kterd prochdzi bodem L. Proto L € BC Ny

Obréazek 7.31: nacrtek

Konstrukce

1. Dany rovnobéznik ABC'D

2. S; S je stred rovnobézniku ABCD
3. p; R(S,+g): AB=pr——17p

4. L; L e BCNyp

5. k; k(S,|SL|)

6. K; K e ABNk

7. M;MeCDNEk

8. Ny Ne ADNk

9. ¢tverec KLM N

Zkouska
Plyne z rozboru tlohy.
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Obrazek 7.32: Konstrkce k prikladu 5.5

Diskuse
Je-li rovnobéznik ABC D ¢tverec, ma tloha nekone¢né mnoho feSent,
je-li rovnobéznik ABC' D obdélnik, nema zadné feSent,
je-li rovnobéznik ABC'D kosodélnik nebo kosoctverec, je tloha feSitelnd a ma prave
jedno fesen{ pouze tehdy, kdyz prusecik piimky p’ s tiseckou BC' lezi uvniti této tsecky.

Zrealizujeme tlohu pro kosoctverec ABCD se stranou délky a = 4 ¢cm a vnitinim
thlem velikosti o = 45° (obr. 7.32).
Diskusi k tomuto prikladu bych doplnila demonstraci jednotlivych uvazovanych piipadu
v programu GeoGebra (opét lze vyuzit konstrukei na pfilozeném CD).

Zadani DU
DU1: Je déna pifmka p a dva rizné body A, B, které lez uvniti téze poloroviny
s hrani¢ni pfimkou p. Sestrojte takovy trojihelnik ABC', ze vrchol C' lezi na ptimce p
a obvod o trojuhelniku je co nejmensi.
DU2: Ucebnice str. 149, prostudovat feseny priklad 4.

Zavérecné shrnuti

Mezi konstrukéni tdlohy, které resime uzitim osové soumérnosti, patii zejména ilohy
o spojeni nékolika bodii lomenou carou, ruzné tlohy o odrazu a sestrojeni trojtihelnik
nebo ctytihelniki, je-li dan soucet ¢i rozdil délek dvou stran. Rotace vyuzivame napf.
u konstrukénich tloh, kde mame sestrojit pravidelny utvar, jehoz vrcholy lezi na danych
kiivkach (kruznicich, rovnobézkach, stranach ctyfuhelniku,...) a pii konstrukei pra-
videlnych n-thelniku (bylo by obsahem nékteré z nésledujicich, zde nezpracovanych
vyucovacich hodin).
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7.2.6 Téma: Konstrukéni ulohy reseni uzitim shodnych zob-
razeni (stfedové soumérnosti, posunuti)

Cil hodiny:
Z4ak chéape principy této metody, umi je aplikovat pii feseni konstrukénich tloh.

Obsah hodiny:

1. Kontrola DU

2. Resenf konstrukénich tiloh metodou uzitf shodnych zobrazenf (stfedové soumérnosti,
posunuty)

3. Zadani DU

4. Zavérecné shrnuti

Tato vyucovaci hodina je stejné jako predchozi vénovana uzitim shodnych zobrazeni
pfi Teseni konstrukénich tloh, konkrétné uziti stfedové soumeérnosti a posunuti.

Uvod
Kontrola DU z minulé hodiny (obdoba prikladu 5.2, ukdzka teseni v programu GeoGe-
bra), viz obr. 7.33:

Obréazek 7.33: Trojihelnik s minimalnim obvodem
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Priiklad 6.1
Bodem M, ktery lezi uvniti konvexniho tihlu AV B, ved piimku p protinajici jeho ra-
mena v bodech P, () tak, ze bod M je sttedem tusecky PQ).

Reseni
Polohova tuloha s dvéma hledanymi body.

Rozbor
Predpokldddme existenci feseni tilohy, necht P €~ VA a Q €— VB (obr. 7.34).
Hledané body: P, @)

Obréazek 7.34: Nacrtek

Je-li bod M stredem tusecky PQ, pak bod @ je obrazem bodu P ve stfedové
soumeérnosti se sttedem M, neboli v otoc¢eni o 1thel o = 180° okolo stredu M.

Vyuzitim principu vylozeného v ivodu ptredchozi hodiny (stfedové soumérnost je
specidlnim pfipadem otoceni), nalezneme bod @ jako prusecik ramene V B thlu AV B
a obrazu poloptimky V A ve sttedové soumérnosti podle sttedu M.

Obdobné bod P dostaneme jako prusecik ramene VA thlu AV B a obrazu po-
loptimky V' B ve stiedové soumérnosti podle stiedu M.
Pro uréeni neznamych bodu postaci sestrojit obraz ihlu AV B ve stiedové soumérnosti
se sttedem M:

P eVANpy, kde S(M): VB — po,
Qe VBNpy, kde S(M): VA py.

Konstrukce

1. Konvexni thel AV B, vnitini bod M
2. p1; S(M): VA— py

3. p2; S(M): VB — po

4. Py Pe—VANp,
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6. Usecka PQ

Obrazek 7.35: Konstrukce k piikladu 6.1

Zkouska
Bod V', prusecik pifmek p; a ps, je obrazem bodu V ve stfedové soumérnosti podle
stiedu M, bod M je tedy stfed isecky V'V'. Pifmka a jeji obraz ve stiedové soumérnosti
jsou vzdjemné rovnobézné, ctyiihelnik VQV'P je proto rovnobéznik. Usetka PQ je
thlopricka rovnobézniku VQV'P, bod M je jeji stred.
Uloha mé pravé jedno feseni (obr. 7.35).

Priklad 6.2
Jsou dény tfi ruzné body M, N, S, které nelezi v piimce. Sestroj c¢tverec ABC'D se
sttedem S tak, aby bod M lezel na primce AB a bod N na ptimce C'D.

Reseni
Polohova tloha.

Rozbor
Hledany ¢tverec je sttedové soumérny podle svého stiedu S, primky m = ABan = CD
jsou soumérné sdruzené ve stfedové soumérnosti podle stfedu S, a tedy m = n’, n = m’.

Pro obrazy bodu M € m a N € n plati:

M em' =n, N en =m.
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Vrcholy ¢tverce nalezneme pomoci pomocnych bodu X, Y — stredu stran AB a CD
¢tverce ABC'D (osa stran k prochdzi stfedem S), obr. 7.36.

Obrazek 7.36: Nacrtek

Postup konstrukce

1. Dané body M, N, S (ruzné, nelezi v jedné piimce)
2. M'; S(S): M — M’

3. n;n=NM

4. N’; S(S): N+— N’

5. m;m= MN’

6. k; klm,n S ek

7. X, Y, Xeknn,Yeknm
8. kyi; ki (X, r =1]5X])

9. C,D;C,D €k nNn
10. ko; ko(Y, 7 = |SY)
11. A, B; A, B€kynNm
12. Ctverec ABCD
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Obrazek 7.37: Konstrukce k prikladu 6.2

Zkouska
Plyne z rozboru konstrukce.
Uloha m4 pravé jedno feseni (obr. 7.37).

Zadéni DU
Ucebnice str.137/3.23

Priklad 6.3
Sestroj lichobéznik ABCD (AB||CD, |AB| > |CD|), jsou-li ddny délky vsech ¢ty

stran.

Reseni
Nepolohova parametricka tloha.

Rozbor
Predpokladame, ze je iloha fteSitelnd. Nejprve sestrojime podle véty sss pomocny
trojihelnik AB; D, poté vyuzijeme posunuti 7(XY), kde [XY| = ¢, XY ||AB; (obr. 7.38).
Pfti uziti posunuti vychazime z principu uvedeného na zacatku predchozi hodiny.
Jde o nepolohovou tlohu s dvéma hledanymi body: B, C.
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Obréazek 7.38: Nacrtek

Konstrukce

1. Trojuhelnik ADBy; |AD| =d, |ABy| =a—c¢, |BiC| =b
2. B,C; T(XY): By — B,D+——C

3. Lichobéznik ABCD

Obrazek 7.39: Konstrukce k piikladu 6.3

Zkouska
Plyne z rozboru konstrukce.

Diskuse
Uloha je fesitelnd a mé préaveé dvé teseni (po jednom v kazdé z opacnych polorovin
urcenych piimkou AB) za splnéni trojuhelnikové nerovnosti pro trojihelnik AD Bj:

b—d <a—c<b+d.

113



Zrealizujeme tlohu pro lichobéznik ABC'D se stranami o délkdch a = 6 cm, b =3
cm, c=4 cm a d=2 cm (obr. 7.39).

Zavérecné shrnuti
Kromé metody uziti MVBDV zndmé ze ZS muizeme pii fesenf konstrukénich tloh vyuzit
také shodnych geometrickych zobrazeni. Vétsina uloh vsak vyuzivda MVBDV a metodu
geometrickych zobrazeni zaroven. Existuji také konstrukéni ulohy, které lze tesit vice
metodami a na nas bude zvolit tu nejvhodnéjsi, tj. tu, kterd vede nejsnaze k cili.

Posledni dvé zpracované vyucovaci hodiny navazuji na téma Podobna zobrazeni
v roviné a Stejnolehlost.
V prvni vyucovaci hodiné se vénuji vyuziti podobnosti (stejnolehlosti) pii feseni kon-
strukénich 1loh, druhd hodina se zabyva konstrukcemi na zakladé vypoctu. Také
v tomto piipadé se nepatrné rozchazim s ucebnici, kdyz fadim feseni tiloh algebraickou
metodou az za geometricka zobrazeni. Toto potadi shledavam vhodnéjsi, vzhledem ke
skupiné tuloh, tykajicich se déleni tsecek v daném pomeéru resp. déleni usecek na n
shodnych dili, kde vyuzivame soucasné metodu vypoctu a metodu uziti podobnych
zobrazeni.
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7.2.7 Téma: Konstrukéni tlohy resené uzitim podobnych zob-
razeni (stejnolehlosti)
Cil hodiny:

Z&k umi v konkrétnich typech konstrukénich tdloh uréit mezi dtvarem danym a hle-
danym vztah stejnolehlosti a ten pak vyuzit pii jejim TeSeni.

Obsah hodiny:

Uvod — opakovani pojmu stejnolehlost

Konstrukce obrazu trojuhelniku v dané stejnolehlosti
Resen{ konstrukénich tloh uzitim stejnolehlosti
Zadéni DU

Zaveérecné shrnuti

Cu W =

Vyucovaci hodina navazuje na téma stejnolehlost. V prvni tloze jde o konstrukei,
kde mezi utvarem danym a hledanym existuje vztah stejnolehlosti.
V dalsich prikladech se zaci nau¢i vyuzivat stejnolehlosti k feseni takovych konstrukénich
uloh, kde je vyhodné nejprve sestrojit pomocny tutvar spliujici podminky na tvar hle-
daného obrazce, nasledné urcit stied stejnolehlosti a prevést pomoci ni tento itvar na
utvar hledany.

Uvod
Opakovani pojmu stejnolehlost + souvislost se stredovou soumeérnosti.

Definice 7.5 Stejnolehlost. Stejnolehlost (homotetie) se stiedem S a koeficientem k # 0
je zobrazeni H(S, k), které prirazuje:

o Kazdému bodu X # S bod X' tak, Ze plati:
|SX'| = |k|[SX],

pritom pro k > 0 leZi bod X' na poloprimce SX, pro k < 0 je bod X' bodem
poloprimky opacné

e Bodu S bod S' = S.
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Piiklad 7.1 (Konstrukce stejnolehlého trojuhelniku)
K danému rovnostrannému trojihelniku ABC' se stranou délky a = 4 cm sestroj

Reseni
Polohova tloha se tfemi hledanymi body (vrcholy trojihelniku).

Rozbor
Hledané body: A’, B', '
Hledané body urcéime jako obrazy vrcholu trojihelniku ABC' ve stejnolehlosti se stiedem
S =T, T je tézisté trojuhelniku ABC (obr. 7.40):

HS=T;xk=-2): Ar— A B— B' . C+— ("

Obrazek 7.40: Nacrtek

Postup konstrukce

1. Trojihelnik ABC podle véty sss (a =4 cm)

2. C1; C4 je stted AB

3. Bi; By je stted AC

4. t., ty; t, = BBy, t. = CC4

5. T T et.Nty

6. A, B, C',HS=T;x=-2): Ar— A", B— B, C+— '
7. Trojihelnik ABC

Zkouska
Plyne z rozboru konstrukee.
Uloha m4 pravé jedno feseni (obr. 7.41).
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Obrazek 7.41: Konstrukce k piikladu 7.1

Priklad 7.2
Je dan konvexni tthel MV N a jeho vnitini bod A. Ved'te bodem A piimku p tak, aby
vytinala na ramenech tthlu MV N tseky, jejichz délky jsou v poméru 2:3.

Reseni
Polohova tloha se dvéma hledanymi body.

Rozbor
Hledané body: P, @)
Nejprve sestrojime libovolnou usecku, kterda vytina na ramenech pozadované tseky,
pomoci stejnolehlosti sestrojime jeji obraz prochézejici bodem A (obr. 7.42).
Zvolime jednotkové vzdalenosti na jednotlivych ramenech napt. 1 cm, dale pak body:

P e VM,|VP'| =2 cm,

Q € VN, |[VQ'| =3 cm,
H(S = V): & P'Q —ses PQ tak, 7e A € PQ.
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Obréazek 7.42: Nacrtek

Konstrukce

1. /MV N

2. P, PPeVM,|VP|=2cm

3. @; Qe VN,|VQ'| =3 cm

4. + P'Q

5. p; HS=V): < P'Q —+ PQ, Acp

Obrazek 7.43: Konstrukce k prikladu 7.2

Zkouska
Trojthelniky PVQ a P'VQ’ jsou podobné podle véty uu (spoleény tihel u vrcholu V'
a souhlasné tihly u vrcholu P, P'), proto také |V P|: |[VQ| =2: 3.
Uloha mé vidy dvé feSeni, zdvisi na volbé poméru tseki, tj. bud |[VP|: |[VQ| =2:3
(obr. 7.43) nebo |[VP|: |VQ| =3: 2.
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Priklad 7.3
Sestroj trojihelnik, jsou-li dany jeho dva vnitini hly o velikostech av = 45°, 8 = 60°
a délka téznice t. = 4 cm.

Reseni
Polohova tloha s dvéma hledanymi body.

Rozbor
Hledané body: A, B
Nejprve sestrojime libovolny pomocny trojihelnik A’'B’'C’, jehoz vnitini dhly maji
velikost o' = o = 45°, 3’ = B = 60°. Uzitim stejnolehlosti se stfedem v bodé C' = C
sestrojime trojihelnik ABC', jehoz téznice mé pozadovanou délku t. = 3 cm (obr. 7.44).

HS=C=0):t.+——t,A— A B+ B.

Obrazek 7.44: Nacrtek

Konstrukce

1. Libovolny trojthelnik A’B'C’, o' = 45°, ' = 60°

2. C1; Cf je stred A'B’

3.t te=CCy

4. A,B;H(S=C=C"):t,—t, A~ A B~ B

5. Trojihelnik ABC

Zkouska
Kazdé dva stejnolehlé utvary, tedy také trojuhelniky ABC a A'B'C’ jsou podobné
s koeficientem podobnosti £ = |k| = t—f, odpovidajici si vnitini uhly podobnych

trojithelnfki jsou shodné. ‘

Uloha m4 pravé jedno feseni (obr. 7.45).
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Obrazek 7.45: Konstrukce k piikladu 7.3

Zadani DU
Sestroj trojihelnik ABC, je-li ddno a =45°, B =60°, r = 5 cm, kde r je polomér
kruznice trojuhelniku opsané .

Priklad 7.4
Jsou dany dveé ruznobézky a, b a bod M, ktery nelezi na zadné z nich. Sestrojte kruznici,
ktera prochazi bodem M a dotyka se primek a, b.

Reseni
Prace s ucebnici (feseny piiklad, ucebnice str. 176/piiklad 5)).

Zavérecné shrnuti
Kromé shodnosti 1ze k Teseni uloh vyuzivat také podobnd zobrazeni, zejména stejno-
lehlost. Stejnolehlost je vhodné uzit napriklad pti sestrojovani trojuhelniku, je-li jeden
z danych prvku usecka dané velikosti a ostatni prvky jsou thly dané velikosti, pomér
velikosti jeho stran ¢i pricek. Stejné dobte lze stejnolehlost vyuzit pii sestrojeni ob-
razce, ktery ma obsahovat dany bod.
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7.2.8 Téma: Algebraicka metoda reSeni konstrukénich tloh

Cil hodiny:
Zak umi aplikovat Pythagorovu a Eukleidovy véty pii konstrukei tseéek danych ira-
cionélnich délek, zvlada rozdeélit danou tsecku v daném poméru a na n shodnych dilu.

Obsah hodiny:

Motivaéni priklad

Vyklad metody uziti vypoctu pii feseni konstrukénich tloh

Uziti algebraické metody k sestrojeni tsecky dané iracionalni délky
Uloha na rozdélenf usecky v daném poméru

Zavérecné shrnuti — kdy a jak vyuzivame algebraickou metodu

A S

V této hodiné se budeme vénovat konstrukénim tloham, kde bude tieba vyuzit
vypoctu. Hodina je koncipovana jako vykladova s naslednou aplikaci na konkrétnich
prikladech.

Motivacni priklad:
Priklad 8.1
Sestroj usecku, kterd ma pii zvolené jednotkové tsecce délku v/ 10.

Reseni
Zvolime jednotku délky 1 cm. Ukolem je sestrojit usecku o délce x = v/ 10 cm.
Pro danou odmocninu plati:

VI0=vV9+1=+32+12
tedy z = V10 = V32 + 12,

resp. 2% = 3% + 12

Hleddme tsecku, kde druha mocnina jeji délky je dana souc¢tem druhych mocnin délek
usecek 3 cm a 1 em. Vyuzijeme Pythagorovu vétu pro pravothly trojihelnik, pfeponou
je hledand usecka x a odvésnami tsecky o délkach 3 cm a 1 cm. Trojihelnik snadno
sestrojime podle véty sss (obr. 7.46).

Je-li ikolem sestrojit usecku iraciondlni délky z = |/y , snazime se nalézt takova
¢isla, jejichz soucet druhych mocnin dava zaklad této odmocniny a néasledné za vyuziti
Pythagorovy véty muzeme takovouto usecku jednoduse sestrojit (jde o typ zdkladni
tlohy vedouci k uziti algebraické metody, viz kapitola 3.5.3).

Obdobné muzeme zaklad odmocniny rozlozit na rozdil druhych odmocnin s tim, ze
tentokrat by hledana tusecka tvorila jednu z odvésen pravoihlého trojuhelniku.
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3cm

A 1cm B

Obrazek 7.46: Konstrukce k piikladu 8.1

e Vyraz x = va? + b? vyjadiuje délku prepony pravoihlého trojuhelniku s odvés-
nami o délkach a, b

e Vyraz x = va? — b? vyjadiuje délku odvésny pravouhlého trojuhelniku, jehoz
prepona ma délku a a druha odvésna délku b

Priklad 8.2

Obdélnik ma strany o délkach a = 4 cm, b = 3 cm. Sestroj ¢tverec stejného obsahu.

Reseni
Rozbor
Nelze vyuzit Pythagorovy véty, je treba nalézt jiny postup.

Pro stranu hledaného ¢tverce plati:
2> =a-b=4-3 (cm).

Priklad vede na vyuziti Eukleidovych vét:
V kazdém pravoihlém trojihelniku ABC, kde a, b jsou odvésny, v je vyska k preponé
€ a ¢q, ¢ jsou useky prepony prilehlé k odpovidajicim odvésnam plati:

v? = cqcp, (Buklidova véta o vysce)
a® = ccy, b* = ccy (Eukleidova véta o odvésné).

V pripadé uziti véty o vysce je hledana tusecka vyskou pravoihlého trojuhelniku
ABC spusténa na preponu o délce a +b =443 =7 (cm).
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Konstrukce

1. Usetka AB; |AB| =a+b=7cm
2. P,Pe ABAN|AP|=a=4cm
3. n;nlABAP€En

4. Tap

5. C; C enNTtap

6. z; 0 =|PC| =34

7. Ctverec DPCE

Obrazek 7.47: Konstrukce pf. 8.2

Obdobné by se dala vyuzit také Eukleidova véta o odvésné (viz ucebnice str. 116).

Poznamka
Usecku délky x = Va - b nazyvame geometricky prumér usecek o délkach a, b.
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Priklad 8.3
Jsou dény usecky délek a, b. Sestroj usecku o délce Va2 + b? + ab.

Reseni
Ulohu budeme tesit postupnou konstrukei dilcich tsecek:
Uzitim Eukleidovy véty o vysce sestrojime pomocnou tsecku m, kde

m?=a-b,

uzitim Pythagorovy véty pomocnou tsecku ¢, pro niz plati:

2 =a®+ b2

Mame-li sestrojeny usecky m a ¢, muzeme opét uzitim Pythagorovy véty sestrojit
také hledanou usecku x takovou, ze

T =vVc2+m?=+va?+ b2+ ab.

Tim je uloha vyfeSena.

Zadani DU
Sestroj usecku x = Va? + b? + ab podle postupu v pf. 8.3, je-li a =4 cm, b = 3 cm.

Dalsim typem tloh jsou takové konstrukéni tlohy, kde je tkolem rozdélit tsecku
v daném pomeéru ¢i na n shodnych dila. Tyto dlohy lze snadno fesit konstrukéné (eu-
kleidovsky) uzitim vypoctu a podobnosti.

Priklad 8.4
Danou tsecku AB o délce 5 cm rozdélte bodem C' tak, aby platilo: AC': CB =5: 2.

Reseni
Polohova tloha s jednim hledanym bodem.

Rozbor
Hledany bod: C
Usecku rozdélime na 7 shodnych dila, kde pro bod C bude platit, ze AC' : CB =5 : 2.
K tomu vyuzijeme redukéniho ihlu BAY', kde na rameno AY naneseme 7 shodnych
dila o libovolné délce, napt. 1 cm. Krajni bod Y spojime s bodem B (obr. 7.48).

Déle sestrojime obraz trojiuhelniku BAY ve stejnolehlosti se stredem A a koefici-
5

entem Kk = —.
7

H(S=A): < YB+—+ XC
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Obréazek 7.48: Nacrtek

Konstrukce

1. Usecka AB; AB =5 cm

2. Libovolny thel BAY', |[AY | =7j
3. <> BY

4. C; HS=A): & YB+—+ XC

Obrazek 7.49: Konstrukce k piikladu 8.4

Zkouska
Plyne z rozboru konstrukce (trojuhelniky BAY a C'AX jsou podobné podle véty uu).
Uloha m4 pravé jedno feseni (obr. 7.49).

Zavérecné shrnuti
Existuji konstrukcni tlohy, kde nevystacime pouze s ¢istou geometrii, ale je potfeba
vyuzit vypoctu. Této metodé TeSeni fikame algebraicka metoda TeSeni konstrukénich
uloh. Vyuzivame ji také v pripadé, kdy je tieba rozdélit danou tsecky v daném pomeéru,
resp. rozdélit danou tsecku na n shodnych dilu.
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Kapitola 8

Uziti informacnich technologii pri
reseni konstrukeénich uloh na SS

V soucasné dobé se s vypocetni technikou setkdvame témér ve vSech oblastech bézného
zivota, zaroven se také stava nedilnou soucasti vyuky na skoldch. Proto vénuji nékolik
radku této prace vyuziti poc¢itace pii feseni konstrukénich tloh.

Budeme-li chtit do vyuky tohoto tématu zatradit pocitac¢, vidim nasledujici dva
zpusoby, jak to provést (ve scénérich vyucovacich hodin obsazenych v predchozi kapitole
jsem se vzdy snazila upozornit na konkrétni situaci, kdy shledavam vyuziti pocitace
jako uzitecné):

1. Vyuzitim interaktivni tabule, kdy ucitel spousti prislusny program ze svého po-
citace, zak provadi konstrukce na interaktivni tabuli

2. Vyuzitim pocitacové ucebny, kdy kazdy zdk (popf. ve dvojici) ma k dispozici
vlastni pocitac, konstrukce provadi primo v ném

Interaktivni tabule, soucast témér kazdé lépe vybavené skoly, je zjednodusSené in-
teraktivni plocha, ke které ptripojujeme pocita¢ a datovy projektor. Datovy projektor
promitd obraz z pocitace na povrch tabule a my pres ni muzeme prstem, specialnimi
fixy nebo dalsimi néstroji ovladat pocitac, popt. pracovat primo s interaktivni tabuli.
Nejvice rozsitené typy interaktivnich tabuli jsou SMART Board, Active Board a In-
terwrite. Mame dvé moznosti, jak interaktivni tabuli vyuzit.

Prvni z nich je pouziti nékterého ze softwaru uréeného pro tvorbu ptiprav na in-
teraktivni tabuli, napt. ACTIVStudio, Activinspire atd., kde 1ze mezi nastroji téchto
prostredi nalézt kromé jiného také pravitko a kruzitko. Pomoci nich muzeme provadét
primo na interaktivni tabuli jednodussi eukleidovské konstrukce, pricemz zaci presné
vidi, jak oba tyto nastroje pfi rysovani pouzit. Tento zpusob zapojeni poc¢itace do vyuky
konstrukce nejsou prilis slozité. Zatrazeni interaktivni tabule je spise jakymsi zpestienim,
nez aby néjak zasadné usnadnilo pochopeni této latky. Jejim vyuzitim vSsak muzeme
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podpoftit tvurci pristup a pracovitost zaku, protoze ta stale zustava na nich. Ani inter-
aktivni tabule totiz nevytesi nic za zaky, stejné jako tomu je pfi rysovani na papir. Pii
praci s interaktivni tabuli musime vSak v poc¢atku pocitat s tim, ze zaci se musi naucit
psat na tabuli, pohybovat s objekty, pracovat s nastroji. Ziskavani téchto navyku tedy
zabere néjaky cas.

V manipulaci s nastroji pravitko a kruZitko nevidim zjednoduseni oproti klasickému
rysovani kiidou na tabuli, spiSe naopak. Nehledé na to, ze piimky a kruznice vytvorené
v téchto prostiedich jsou lehce kostrbaté a pruseciky vytvorenych kiivek nelze presné
oznacit. Tudiz blize nez k presné konstrukci maji narysované utvary spiSe charakter
povedeného nécrtku. Na druhou stanu lze ve vyuce pomérné uzitecné vyuzit animaci
(hlavné u slabsich zéku ¢i nizsich ro¢niku). Jde o pfedem nahranou sekvenci jednot-
livych kroku konstrukce, kdy po spusténi zak nazorné vidi, jak ktery utvar v prubéhu
rysovani vznika.

Jako vyraznéjsi a efektivnéjsi vidim vyuziti interaktivni tabule v podobé zvétseného
monitoru pocitace, tj. ptipad, kdy mame spustény néktery z siroké nabidky programu
dynamické geometrie a promitame jej na interaktivni tabuli. Na ni poté provadime do-
tykem stejné iikony, jako kdybychom sedéli pred pocitacem a pracovali s mysi. Takto lze
interaktivni tabuli nahradit klasické rysovani kiidou na tabuli, a to presnéjsi a ¢asoveé
méné narocnou formou. Nevyhoda je, ze s interaktivni tabuli muze pracovat vzdy jen je-
den ¢lovek (jeden zdk ¢i ucitel). Touto formou bych interaktivni tabuli vyuzila v piipadé
buli nemusela byt piehlednd (jak jsem jiz zminila, takovy zpusob vyuziti naznacuji
v predchozi kapitole pfimo ve scénafich nékterych vyucovacich hodin).

Jako nejlepsi zpuisob uziti pocitace pri feseni konstrukénich iloh shledavam vyuziti
pocitacové ucebny, kdy ma kazdy ze studentu moznost samostatné provadét dynamické
konstrukce pfimo v geometrickém programu ve svém pocitaci. V soucasné dobé je na
trhu k dostdni mnoho druhu dynamickych (interaktivnich) geometrickych programu
vhodnych pro skolni vyuku. Interaktivni geometrii chdpeme takovou, kde prostiedi
spolupracuje s uzivatelem, napt. pii konstrukci se dotazuje, nabizi moznosti, komen-
tuje situaci, vytvorené objekty nejsou definitivni, ale daji se interakci s uzivatelem
zménit. Dynamickd geometrie zase dokaze pohybem vnést novy pohled, ktery situaci
oziejmi pravé pohybem objektu [16]. Pojmy dynamickd a interaktivni geometrie byvaji
v ruznych literaturdch zaménovany, napt. Vani¢ek chiape dynamickou geometrii jako
cast geometrie interaktivni.

Mezi dostupné programy dynamické geometrie patii napt. némecka Cinderella,
puvodné francouzska Cabri, rakouska GeoGebra, ¢esky GEOM, americky Geometer s
sketchpad, némecky GEONEXT a jiné. Mnoho z téchto programi je volné ke stazeni na
internetu, nékteré z nich (napf. nejuzivanéjsi Cabri a GeoGebra) 1ze dohledat i v ¢eské
verzi. Osobné meé nejvice zaujala prace v GeoGebte, ve které jsem vytvarela i veskeré

127



konstrukce pouzité v této praci a kterou bych ja sama vyuzivala pti vyuce konstrukénich
uloh, a to konkrétné v nésledujicich situacich:

1. Jako motivaci pro zaky ¢i jako zpestieni vyucovaci hodiny
Prace na pocitaci je pro zaky zcela jisté atraktivnéjsi nez tradi¢ni rysovani do
seSitu. Je vsak tireba ohlidat, aby veskerd pozornost zaku nesklouzla k prozkou-
mavani funkei programu misto premysleni nad zadanou tlohou.

2. Pti feSeni parametrickych tuloh

Resi-li studenti takovéto tlohy na papife, provedou diskusi pro vsechny mozné
hodnoty parametru a vzdy narysuji hledany utvar pouze pro jednu konkrétni
hodnotu parametru. Vyuzitim dynamickych geometrickych programi lze zménou
polohy volnych prvkua hotové konstrukce nechat plynule prekreslit zbytek kon-
strukce se zachovanim vazeb. Tim konstrukce jakoby oZivd a zaci mohou sledovat,
jak se bude ménit pocet feseni konstrukéni tlohy se zménou parametru. Nejsou
tedy zatézovani nutnosti si situaci predstavit a vyvodit zavéry a lépe si proto
uvédomuji jednotlivé vztahy a souvislosti.

Nékteré konstrukce je vzhledem k velkému mnozstvi ¢ar takika nemozné zrea-
lizovat na tabuli klasicky kiidou ¢i fixem. V tomto piipadé je vyuziti geomet-
rického programu velmi uzitecné. Zejména proto, ze lze v provadéné konstrukei
nechat nékteré pomocné objekty skryt, coz je pii rysovani na tabuli/do seSitu
nerealné. Tim se celd konstrukce mnohonasobné zptehledni. Zaroven jedna-li se
o obtiznéjsi tilohu, kdy zédkim neni néktery z provedenych kroku jasny ¢i ho ne-
provedou spravné, mohou se vzdy pouzitim tlacitka zpet vrétit. To je také jednou
z velkych vyhod oproti rysovani na tabuli/do sesitu.

Shrnu-li vyhody provadéni konstrukei v dynamickych geometrickych programech, pak
jednou z nejvétsich je zcela jisté presnost rysovani. Ovlddani nastroju vétsiny pro-
gramu je naprosto intuitivni, z vlastni zkusenosti vim, ze zaci se naué¢i pracovat v tomto
prostiedi velmi rychle, tudiz jako jednu z dalsich vyhod muzeme vidét ¢asovou usporu
vzhledem k rychlosti provedeni konstrukce v pocitaci ve srovnani s rysovanim na papir.
Déle 1ze hotové konstrukce ukladat, zpétné se k nim vracet, popf. je ménit. Pracujeme-
li s nadanéjsimi studenty, muzeme je nechat vytvaret makra — nové vlastni nastroje,
které lze zaradit do zakladni nabidky nastroju a nadale je vhodné vyuzivat. Dalsi
z vyhod je jednoducha kontrola, zda student opravdu provedl danou konstrukci spravné,
tj. zda ji ,nenasvindloval“. Muzeme pohnout nékterym z volnych prvku, a paklize zak
rysoval spravné, konstrukce se ,nezboti®, v realném case se prekresli v zavislosti na nové
poloze posunutého prvku. Takovouto rychlou kontrolu ndam staticky obrazek v sesité ne-
umoznuje. Stejné tak i samotny zdk manipulaci s vhodnymi objekty dostava okamzitou
zpétnou vazbu, tim se stava samostatnéjsi, méné zavisly na uciteli. V neposledni radé
je rysovani na pocitaci velkym ulehcenim pro manudlné méné zrucné zéky, kdy k pro-
vedeni celé konstrukce staci pouhd mys pocitace.

128



Jako nevyhoda se muze jevit ¢asova narocnost domaci pripravy ucitele. Na druhou

stranu existuje mnoho zpracovanych vyukovych materidlu tykajicich se pravé feseni
konstrukcnich tloh, které 1ze pii vyuce primo vyuzit, ¢i je vhodné predélat pro vlastni
potieby.
Napiiklad na internetovych strankach [62] ZS v Havlickové Brodé Mgr. Bronislav Na-
vojsky poskytuje celou sadu piiprav pro praci s interaktivni tabuli v hodiné matema-
tiky pro druhy stupen ZS. Vyuzit{ pfimo programi dynamické geometrie lze pak nalézt
v [16] J. Vanicka ¢i na vyukovém CD Mikuldsského Gymnézia, které obsahuje nékolik
desftek pifprav (nejen) pro vyuku konstrukénich tloh na SS.

Dalsim ze zdroju, které lze pii ptipravé vyuky na pocitaci vyuzit, je jiz v predchozi
kapitole zminéné zpracovéani Apolloniovych tloh dostupné z [52] ¢i webové stranky
[63] k ucebnici Matematika pro SOS. Na poslednich zminénych webovych strankach
je k nalezeni také kompletni feseni Apolloniovych tloh, déle konstrukce spoleénych
tecen dvou kruznic ¢i déleni tsecky v pomeéru 2:3. VSechny tyto tlohy jsou zpracovany
v programu GeoGebra.

Jako nejuzitecnéjsi internetovy odkaz, se kterym jsem se pti psani této prace setkala,
shleddvam webové stranky [51] jiz zminovaného J. Vanicka. Kromé mnoho dalsich velmi
uzitecnych odkazu zde lze v sekci , Témata“ dohledat jednak sadu obrazku z obycejné
ucebnice matematiky pro 6. — 8. tiidy (,,Obzivld ucebnice“), tak Shirku tloh pro viceletd
gymnézia (A. Vrba), kde jsou v Cabri feseny konkrétni tlohy z [45], véetné podrobného
vysvétleni a metodickych pripominek k tlohdm. V neposledni fadé je na tomto odkazu
k nalezeni puvodné diplomova prace (zde v podobé webovych stranek), poskytujici
nameéty k vyuziti Cabri Geometrie.

CD prilozené k této praci obsahuje dynamické konstrukece jak z casti teoretické, tak
z casti metodické. V diplomové praci jsou vyuzity v podobé statickych obrazkiu. Ve
vyuce je lze pouzit v ramci jednotlivych scénaiu jako ukazku spravnych reseni jednot-
livych 1loh, popt. jako zaklad pro vlastni pripravy.

Zamyslim-li se nad tim, kolik ¢asu bych ja osobné vidéla jako optimalni vénovat
praci s pocitacem pii vyuce konstrukénich tloh, pak s prihlédnutim k informacim
ziskanym v prubéhu psani této prace musim fici, ze oproti puvodnimu, pomérné ra-
dikalnimu, nazoru dnes na celou véc nahlizim ponékud odlisné.

Nez jsem zacala praci psat, zastdavala jsem spiSe tradi¢ni nézor, tedy zustat u ryso-
vani tuzkou na papir, pocitac a prislusné programy jsem chapala spise jako néco navic,
nez béznou soucast vyuky konstrukénim tlohdam. Tento muj nazor vsak souvisel spise
s neznalosti, neméla jsem ucelenou ptredstavu, co vSe je v soucasné dobé v souvislosti
s vyukou tohoto tématu dostupné a v podstaté pripravené k pouziti.

V priubéhu zpracovavani diplomové prace jsem se setkala s riznymi programy, vyukovou
informacni technologii a publikacemi, které pti troSe snahy a minimu vénovaného casu
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lze pomérné efektivné vyuzit ve vlastni vyuce. Méla jsem moznost ucit ve tride, kde
zaci poprvé pracovali v programu GeoGebra a jejich reakce byla vice nez pozitivni. Uz
proto si myslim, ze ma smysl vyuku timto smérem inovovat.

Neprecenovala bych vyznam pocitace jako takového a rozhodné se zcela nevzdavam tra-
di¢niho rysovani, na druhou stranu ale vidim témér jako nutnost (hlavné do budoucna)
alesponn urc¢ity cas vyuky dynamickym geometrickym programum vénovat. Nehledé
na to, ze tohoto trendu si v§imaji také autofi ucebnic a sami pfichézeji s novymi
interaktivnimi uc¢ebnicemi matematiky.

V soucasné dobé je témeér v kazdé ucebné k dispozici platno s dataprojektorem, tudiz
minimalné v této podobé lze hotové applety vyuzit. Spise se ale priklanim k ,,zapojeni
7aku“, nechat je samostatné provadét konstrukce na vlastnim pocitaci, at uz doma
nebo ve skole. Napiiklad domaci kol v podobé néjaké konstrukce na pocitaci bude pro
zaky urcité mnohem zajimaveéjsi. Zaroven pii zméné nékterych parametru konstrukéni
ulohy ¢i v pripadé podobnych tloh si muze student otestovat znalosti hned na nékolika
prikladech najednou (jednotlivd feseni si v prubéhu ukldda), aniz by musel kazdou
ulohu rysovat vzdy od zacatku, coz bezesporu oceni.
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Kapitola 9
Zaveér

Cilem této prace bylo metodicky zpracovat nékolik vyuc¢ovacich hodin vénovanych kon-
strukénim tloham feSenym na stfedni Skole.

Na stfedni skole jsou konstrukéni tlohy feseny eukleidovsky, tj. pomoci pravitka a
kruzitka. Pojem Eukleidovské konstrukce je vysvétlen ve stejnojmenném odstavci ka-
pitoly 3. O tom, jak rozhodnout, zda je ¢i neni dana tloha eukleidovsky feSitelnd,
pojednava kapitola 4. V piipadé eukleidovsky netesitelnych tloh lze vyuzit ptibliznych
konstrukei — nékteré z nich jsou obsahem kapitoly 5.

Chceme-li danou konstrukéni ulohu fesit, je potieba vybrat vhodnou metodu feseni a
nevynechat zadnou z fazi, ze kterych se iplné feseni konstrukéni tilohy skladéa. Vsechny
tyto potfebné znalosti jsem se pokusila shrnout v kapitole 3, jejichz aplikaci ukazuji na
fesenych piikladech bud’ pifmo v textu, nebo odkazuji na piiklad zafazeny v nékterém
ze scénaru vyucovacich hodin. Prvni vyucovaci hodina je vénovana tématu mnoziny
vSech bodu dané vlastnosti, v dalsi hodiné je probiran pojem konstrukéni uloha a jsou
zde provadeény zakladni eukleidovské konstrukce. Ve treti vyucovaci hodiné jsou reseny
konstrukéni dlohy uzitim metody mnozin vsech bodu dané vlastnosti, ¢tvrta vyucovaci
hodina je vénovana konstrukcim kruznic. V nésledujicich tfech scénarich vyucovacich
hodin jsou feSeny konstrukéni tlohy uzitim metody geometrickych zobrazeni. Posledni
vyucovaci hodina je pak vénovana teseni konstrukénich tloh algebraickou metodou.
Tyto scénare maji slouzit jako hotové ptipravy pro vyucovani konstrukénim uloham.
Nepokryvaji vsak téma konstrukénich tloh kompletné (je-li zddouci prolozit zpraco-
vané hodiny nékterou dalsi vyucovaci hodinou, zejména opakovaci, uvadim to piimo v
dané piipravé). Vsechny fesené piiklady jsou doplnény o konstrukei v programu Geo-
Gebra, ty lze béhem vyucovani také vyuzit. Stejné dobfe lze vyuzit volné stazitelnych
dynamickych programu (GeoGebra je jednim z nich) a nechat zéky provadét probirané
konstrukce u tabule, samostatné na pocitaci ¢i je v této formé zadat jako domaci tikol.
Tim se konstrukéni ilohy stanou pro zaky jisté atraktivnéjsi a mozna je to jedna z cest
k jejich snadnéjsimu pochopeni zaky.
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