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Predmluva

In this house we obey the laws of
thermodynamics!

Homer Simpson

Tato kniha vznikla jako reakce na rostouci poptavku po vodikovych palivovych ¢lan-
cich s polymerni membranou. V soucasnosti neexistuje publikace, ktera by v ¢eském jazyce
pojednavala o vyzkumu a vyvoji tohoto typu palivovych ¢lanki v dostatecné siti. Neé-
které publikace jsou zaméreny na experimentalni vyzkum v této oblasti, jiné pojednavaji
o teoretickych zakladech problematiky. Proto je tato kniha koncipovana jako komplexni
publikace, ktera se snazi o syntézu zcela fundamentalnich teoretickych zakonitosti i béz-
ného laboratorniho testovani palivovych ¢lanki. Neékteré kapitoly knihy jsou zaméreny na
obecné poznatky, s kterymi se mohou zajemci o problematiku setkat béhem studia. Jiné
¢asti knihy jsou velmi specifické a tykaji se pouze vodikovych palivovych ¢lanki a pokrokt
v jejich vyvoji. Mym cilem bylo vytvorit publikaci, kterou mutze ctenar vyuzit béhem stu-
dia palivovych ¢lankt mnohokrat. Kniha neni myslena jako obhajoba jediné myslenky,
kterou ¢tenar po prijmuti hlavniho sdéleni odlozi. Jedna se spiSe o soubor zakladnich infor-
maci, ktery miize byt platny pii prvnim setkani s danou problematikou a ktery poskytuje
vstupni vysvétleni s odkazy na dalsi prace nutné k celkovému pochopeni ¢asto rozsahlych
¢asti oboru.

Pravé odkazy na dalsi literaturu jsou nedilnou souc¢ésti knihy. Nechtél jsem vytvorit
¢eskou verzi skvélych knih od Barbira [I], Kulikovského [2] ¢i Larminieho [3], k tomu
se ostatné necitim dostatecné kompetentni. Kniha predevsim podava prehled zajimavych
myslenek a akcentuje i praktické stranky vyzkumu vodikovych palivovych ¢lanki. Nejedna
se tedy o vycerpavajici vycet vsech moznych pristupt, ale o muj vybér perspektivnich
sméru s potencidlem zaujmout ¢tenare. Cilovou ¢tenarskou skupinou jsou predevsim stu-
denti se zajmem o fyzikalni chemii, zacinajici védecti pracovnici i laicka verejnost hledajici
informace o obnovitelnych zdrojich energie, modelovani, testovani a diagnostice vodikovych
palivovych ¢lankt s polymerni membranou. Kapitoly zamérené na teoretické oblasti oboru
predpokladaji u ¢tenare ovladnuti zakladt vyssi matematiky. Nékteré c¢asti knihy vyzaduji
pasazi, a proto jejich vynechéani béhem studia nemusi mit zcela zasadni vliv na pochopeni
hlavni myslenky dané kapitoly.



Obrazky v publikaci jsem vytvoiil s vyuzitim programit Molview] ChemDraw Ultra
12.0, CrystalWalk [4] a Brillouin Zone Viewer [5]. Vyuziti tohoto software pro pedagogické
ucely mohu vtele doporucit. Periodicka tabulka v tvodnich strankéch je volné ke stazeni
pod odkazem [6].

Tato kniha by nevznikla, pokud by mné neposkytlo tvirci a podnétné prostiedi vy-
zkumné centrum Nové technologie fungujici na Zapadoceské univerzité v Plzni. Chci na
tomto misté vyjadrit vdek vedeni centra i fadovym pracovnikim, ktefi k mym dotaztim
a namitkam vzdy pristupovali s pochopenim a ochotou pomoci. Kniha by nikdy nebyla
sepsana bez tuzké spoluprace vyzkumného tymu, jehoz ¢leny jsou ¢i byli Frantisek Marsik,
Pavel Novotny, Lenka Loukotova, Tom&as Némec, Jagan Mohan Dodda, Tom&s Remis, On-
diej Tucek a Fatemeh Gholami. Mnoho experimentalni prace bylo vykonano ve spolupraci s
dalsimi skvélymi védeckymi pracovniky, napriklad s Tomasem Kovarikem, Tomasem Kien-
kem, Davidem Riegrem, Jaroslavem Kadlecem, Petrem France, Lucii Kullovou, Marcelou
Cekalovou, Michalem Polou a dal$imi. Déle ocetiuji pratelsky pifstup mnoha ¢eskych i za-
hrani¢nich instituci, jako jsou UJV v Rezi, VSCHT, MFF UK v Praze, DLR Stuttgart,
ITLR Stuttgart, a soukromych spole¢nosti FuMA-Tech a Ideevolutie. Velky dik patii téz
skupiné pratel Uncle Paya za jejich inspirativni ptsobeni a nekonecné filozofické i vSedni
diskuse.

V neposledni fadé musim podékovat své rodiné, ktera mé vzdy motivovala k dalsimu
poznavani.

Wolné dostupné webové rozhrani na adrese http://molview.org)/.
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Seznam pouzitych zkratek

AST
ATR Zeslabeny tuplny odraz
BoLL Pocatek testovani

BP
CCM
DFT
DSC
DVS
EIS

Akcelerované testy

Bipolarni deska

Membrana s katalytickou vrstvou
Teorie hustoty funkcionalu
Diferencialni skenovaci kalorimetrie
Dynamicka sorpce par

Elektrochemicka impedancni spek-
troskopie

EoL
EW
FER
FTIR Infracervena spektroskopie
GDE Diftzni elektroda

GDL Diftzni vrstva

Konec testovani
Ekvivalentni hmotnost

Mnozstvi uvolnénych fluorida

HK  Hohenbergiiv—Kohniv funkcional
MEA Sestava membran a elektrod
OCV Napéti nezatizeného ¢lanku

PBI  Polybenzimidazol

PET Polyetylén

PFA  Polyfurfurylalkohol

PMMA Polymetylmetakrylat

PSFA Kyselina perfluorosulfonova
PTFE Teflon

PVA Polyvinylalkohol

SEM Skenovaci elektronova mikroskopie
SSA  Kyselina sulfojantarova

TEOS Tetraethylortosilikat

TGA Termogravimetrie

XPS Fotoelektronova spektroskopie
XRD Rentgenova difrakce
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Nékteré pouzité symboly

Symbol Popis Jednotka nebo
hodnota
Cy Tepelna kapacita JK1
H Entalpie J
Q Teplo J
S Entropie JK1
T Termodynamicka teplota K
U Vnitini energie J
B Magnetickd indukce Vsm ™2
D Elektrickd indukce Cm™2
E Intenzita elektrického pole Vm!
H Intenzita magnetického pole Am™!
M Magnetizace Am™!
P Polarizace Cm—2
e Eulerav tenzor malych deformaci -
Je Hustota toku elektrického nédboje Am™2
Jm Hustota toku magnetického naboje Vm2
k Vlnovy vektor m~!
q Hustota toku tepla Wm—2
t Cauchyho tenzor napéti Pa
Xe Relativni elektricka susceptibilita -
Xm Relativni magneticka susceptibilita -
n Utinnost -
w Uhlové frekvence s~
P Hustota v prostorovém popisu kgm™3
20 Hustota nedeformovaného télesa v materia- kgm™3
lovém popisu
Pe Hustota elektrického naboje Cm™3
a(s) Hustota produkce entropie Js 'K !'m™3
G Gibbsova volné energie J
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Nékteré pouzité symboly

Symbol Popis Jednotka nebo
hodnota
M, Molarni hmotnost komponenty « kg mol ™
N Pocet castic —
1% Objem m?
| G % Bazové vektory kartézkého prostoru v mate- —
ridlovém popisu
X, X! Poloha materidlového bodu v materidlovém m
popisu
d,d" df,dy Tenzor rychlosti deformace (v referenénim st
stavu)
i* i Bazové vektory kartézkého prostoru v pro- —
storovém popisu (v aktudlnim stavu)
ipa Hustota diftizniho toku komponenty a kgm 257!
n Vektor normély k plose v prostorovém po- —
pisu
p Vektor hybnosti kgms!
q, g Vektor hustoty toku tepla Jm=2s7!
v, vt v; Rychlost ms~!
x, 2’ Aktualni poloha materidlového bodu m
dA Element plochy v prostorovém popisu m?
da Element plochy v materialovém popisu m?
dv Element objemu v prostorovém popisu m?
dx Element kfivky v prostorovém popisu m
Lo Chemicky potencial komponenty « Jkg™!
oV Hranice objemu V m?
f Mérna volna energie Jkg™!
5 Specifickd entropie Jkg 'K!
u Specifickd vnitini energie Jkg™!
We, Hmotnostni koncentrace komponenty « —




Matematické operace

Symbol Popis Jednotka nebo
hodnota
_ & 02 02 192
A A=getopt oz -
a:b Vnitini (skaldrni) souéin tenzort a a b -
a-b Skalarni soucin vektori a a b —
a®b Dyadicky soucin vektorti a a b —
axb Vektorovy soucin vektori a a b —
dij,07,0%  Kroneckeriv symbol nebo jednotkovy tenzor —
. . _ [ 8F, OFy OF,
div divF = (ax TR az> -
_[or of @
grad gradf = (aﬁv a—i, 82) —
— [ OF: oFy 9F, or. Or, OF,
rot rOtF:<8y_8zy’Bz_6x’8xy_8y> -
tra Stopa tenzoru a —
_ (o o o

V V = <8I’ @, az> -

(0) .
a Deviator tenzoru a —

vi




Fyzikalni konstanty

Symbol Popis

Jednotka nebo
hodnota

F Faradayova konstanta
Ny Avogadrova konstanta

R Univerzalni plynova konstanta

€0 Permitivita vakua

h Redukovana Planckova konstanta
Lo Permeabilita vakua

e Elementarni naboj

h Planckova konstanta

kg Boltzmannova konstanta

96485, 332 Cmol !
6,022 - 10% mol
8,314 JK ' mol ™!
8,854- 1072 Fm™!
1,055 - 10734 Js
A7 -100"Hm™!
1,602-107C
6,626 - 1073 J s
1,381 - 1073 JK!

vii
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Cast I

Teoreticky aparat materialového
inzenyrstvi



1. Prehled zakladnich pojmu a
zakonu materialového inzenyrstvi

Pro popis nasi reality pouzivame nastroje, které vychéazeji z fundamentalnich teorii. Po-
hyb makroskopickych téles fesi obecnd teorie relativity [7], [§], v praxi ¢asto vyuzivame
nizkoenergetické limity typu Newtonovych zakoni. Mikrosvét popisuje kvantova teorie [9],
[10], ktera spolecné se specidlni teorif relativity dala vzniknout Standardnimu ¢asticovému
modelu — velmi precizni teorii mikrosvéta. Trochu na pomezi obou teorii se pohybuje ter-
modynamika, ktera respektuje kvantové zakonitosti a zaroven dava predpovédi pro makro-
skopické systémy. Termodynamika spolecné s kvantovou teorii predstavuje skvély nédstroj
pro popis materiali a jejich vlastnosti. Pro popis mechanickych vlastnosti materiali je
pak vyhodné vyuzit klasické teorie, jakou je mechanika kontinua. Detailni a hluboky popis
nalezne ¢tenai ve fundamentalni knize de Groota a Mazura [11].

Moderni mechanika kontinua je zalozena na bilanc¢nich zakonech, které jsou povazovany
za definici bilancovanych veli¢in. Veli¢iny délime na intenzivni a extenzivni. Intenzivni veli-
¢iny nejsou aditivni, takze zvysenim mnozstvi materialu o shodné hodnoté velic¢iny nedojde
ke zméné této veli¢iny. Pokud zkoumame vzorek materialu, jeho index lomu se nezvysi do-
danim vétsitho mnozstvi. Index lomu je typickym predstavitelem intenzivni veli¢iny, mezi
které déle patii treba teplota nebo tvrdost. Extenzivni veli¢iny jsou oproti tomu aditivni,
takze dodanim dalsiho mnozstvi materialu se méni. Prikladem mtze byt hmotnost, objem,
nebo néktera z forem energie.

Bilancované veli¢iny musi byt extenzivni a hustotu této veli¢ciny v bodé x a case t
ozna¢ime ¢(x,t). Tim ziskdviame element materidlového kontinua, ktery se oznacuje jako
materidlovj bod. Pro cely systém o objemu V, ktery je ohrani¢en orientovanym'| povrchem
JV, oznacime celkovou velikost veliciny jako ®(¢). Materidlovy bod muze byt i smés che-
micky reagujicich komponent C,, kde « rozlisuje jednotlivé komponenty. Obvykly popis
materidlového bodu je soustfedén na hustotu nasledujicich veli¢in

1V celé knize je pro orientaci plochy pouzito vnéjsi normély, takze da = nda, kde da znadi velikost
elementu plochy a n je jednotkovy vektor smérujici do vnéjsiho systému.



ZAKLADNI POJMY A ZAKONY M. Tom4s

My Moy My slozky smeési, elektrické a magnetické naboje
Dda, Bda tok elektrické a magnetické indukce
M, M hmotnost
hybnost
6= Ma Ve, MV ybnos ’ (1.1)

X X MaVe,X X mv | moment hybnosti
(mav2)/2, (mv?)/2 | mechanickd energie
Malea, MU vnitini energie

MaSa, MS entropie

kde ¢ oznacuje hustotu dané veliciny. Celkova velikost veli¢iny ¢ v celém systému je dana
integraci pres jeho objem

o = / ddv (1.2)
%
a jeji celkovy tok do systému pres jeho hranici je
Inl(@) = - [ i6)da. (1.3)
v

Zaporné znaménko na pravé strané vztahu respektuje smér vnéjsi normaly. Oznacime-li
o(¢) hustotu produkce velic¢iny ¢, je jeji celkova produkece v systému rovna

P() = [ o(@)dv. (14)

Bilance jakékoliv extenzivni velic¢iny [I.1] je vyjaddfena bilancénim zdkonem

do

7 = /p(0) + P(9). (1.5)

Tento zakon vyjadiuje obecné uznavany fakt, ze ¢asova zména celkové hodnoty veli¢iny &
muze byt zpusobena jen jejim celkovym tokem pres rozhrani Jp(¢) a celkovou produkei
P(¢). Neexistuje jind moznost, jak zménu veli¢iny zpusobit. Symbolem da oznacujeme
orientovany plosny element rozhrani dV. Vnéjsi normala rozhrani 9V urcuje, ze diky za-
pornému znaménku pred integrdlem ve vztahu [I.3] vyjadiuje relace tok veli¢iny do systému.
Bilan¢ni vztah ovsem neumoznuje popis kompletni evoluce systému. Pro zpresnéni po-
pisu a zvyseni jeho aplikovatelnosti je nutné postulovat dalsi predpoklady (Obr. .
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Obrézek 1: Téleso o objemu V, a povrchu 0V, pred deformaci (dole) a po deformaci (nahote)
s vyznacenymi materidlovymi body P a Q. Zména extenzivni veli¢iny ® v objemu V(¢) je
zpusobena hustotou toku j(¢) ptes rozhrani 9V (t) a pripadnou produkei P(¢).Pti deformaci
se méni spolu s tvarem télesa i jeho hranice a jeji body se pohybuji rychlosti v(x,t). Télesa
eliptického tvaru znéazornéna v obrazku mohou mit obecné tvar libovolny.
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Objem V(t) a jeho povrch 0V(t) obecné zavisi na ¢ase. Predpoklddame, ze body povrchu
jsou materidlové a pohybuji se rychlosti v(x,t), a toky definované vztahem jsou toky
difizni (nékdy nazyvané konduktivni), které zavisi jen na relativni rychlosti materidlovych
bodi vici rychlosti hranice. V praxi se ¢asto, predevsim pro tekutinové systémy ¢i chemické
reaktory, formuluje zdkon bilance veli¢iny ¢(x,t) v pevném objemu V' s pevnym povrchem
dV, coz se oznacuje jako metoda kontrolntho objemu, Obr2] Pak je tfeba uvazovat hustotu
toku materialovych bodu ¢v vici tomuto pevnému povrchu a bilanéni zakon ma tvar

0P
= =J(@ +P(9). (16)

kde celkova velikost bilancované veli¢iny v objemu V' je
o = / ddv (1.7)
1%

a jeji celkovy tok pres pevnou hranici do systému je

Jo)=- | <¢v +j(¢)>da- (1.8)

v
Produkce veli¢iny ¢ v systému je pak rovna

P() = [ o(9)av. (1.9)

7
PELLE | n
v Chemicky reaktor — palivovy oV
— Clanek
J(@®)= ¢v + Jp(9) ) J(B)= 9V +jo(9)

oV

Obrézek 2: Zakony bilance pomoci metody pevného kontrolniho objemu V', jehoz povrch je
OV. Zména extenzivni veli¢iny ® v objemu V' je zpusobena hustotou diftzniho toku J(¢)
a konvektivniho toku ¢v pres hranici 0V a produkei P(¢) uvnitf systému.

1.1 Kinematika materidalového bodu

Vysetiime nyni pohyb télesa v euklidovském prostoru s tfemi dimenzemi, ortonormalni bazi
iy, io, i3 a Euklidovskou metrikou. Materidlovy bod, ktery se v ¢ase ty nachazi v referencnim
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(pocdtecnim) stavu v polozeﬂ X =LX'"+LX?2+I3X% =Ix XX, se bude v ¢ase ¢t nachazet
v aktudlnim stavu v pozici x = ijz! + ix? + iz2® = ipa®. Vektorova baze pouzitd pro
popis v referenc¢nim stavu muze byt identickd s vektorovou béazi pro popis v aktudlnim
(deformovaném) stavu, tedy plati I; = i;,Iy = iy, I3 = i3. Lagrangeovy souradnice jsou
tedy znaceny jako X, Eulerovy souradnice pak jako x. Pii deformaci se materidlovy bod
P pohybuje po trajektorii, jejiz tvar je popsan funkci

o8 = 2MXEY, XE=a2"X*t=0) pro kK =123, (1.10)
x = x(X,t), X=x(X,t=0).

Rozdil mezi poc¢atecni a kone¢nou polohou materidlového bodu P je u = x — X a tento
vektor oznacujeme jako wvektor posunuti. Pfechod mezi Lagrangeovymi a Eulerovymi sou-
radnicemi pak bude

X5 = XKk 1), nebo X =X(x,1), (1.11)

za predpokladu, zZe je nenulovy determinant

k(v K
= |det ‘WH 0. 1.12
j e # (1.12)
Tato podminka zajistuje, ze trajektorie zpétného pohybu, [1.11] existuje a ze elementarni
objem dvg v okoli materialového bodu P bude pii kazdé deformaci nenulovy a prejde na
elementarni objem dv = jduy.
Obecné je deformace télesa popisovana tenzorem

s 0x(X ) e 0X1(x,t)
F:FI:W7 nebo F = (Fz) —T, (113)
v L 00X ) OXT(x,t) OX'(x,t) 0z (X, t)
pricemz ax1 9l =9, nebo o axL = 07,

ktery je oznacovan jako deformacni gradient. Pomoci téchto dvou tenzorti mizeme vyjadrit
vzéjemnou zménu polohy dP (X, 0) = IxdX¥ a dp(x,t) = ipdz* dvou materidlovych bodu
P, @) pri deformaci, a to jak vzhledem k referenc¢ni soustavé, tak i vzhledem k aktualnimu
stavu. Na obrazku (1| je zndzornén prave vylozeny popis. Spodni téleso predstavuje refe-
rencni soustavu a po podrobeni télesa deformaci ziskavame odlisSnou soustavu — aktudini,
skutecnou. V aktualnim stavu se materidlovy bod P, ktery se nachézel v pocateénim stavu
v poloze X, nachazi v ¢ase t ve stavu x , coz oznacujeme jako aktualni konfiguraci. Do této
konfigurace prejde materidlovy bod P po trajektorii [I.10]

2Pokud nebude vyznacéeno jinak, budeme uzivat Einsteinovu sumaéni konvenci — pokud v soucinu
vystupuji dva stejné indexy, pak se pres tyto indexy scita.
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Absolutni zménu polohy dvou materialovych bodu P, ) v aktualni konfiguraci popisuje
Cauchyho tenzor, ktery je symetricky a je piimo vyjadien deformacnim gradientem [1.13]

oxtox’
ork ozt

Eulertuv tenzor (nékdy nazyvan Almaziho) je definovan pomoci Cauchyho tenzoru vztahem

c=FTF! nebo ¢y = (1.14)

1 1
e= 5(1 —c¢), nebo ey = 3 (Ot — Crr) (1.15)
a Casto byvéa vyjadien pomoci vektoru posunuti u = x — X [12]
e = ok | I tm O (1.16)

ort  oxF " Oxk Oxl”
V pripadé malych posunuti u se nelinedrni ¢len zanedbava a dostavame tenzor malych
deformaci

2\ ozt " Ok
Pokud neni uvedeno jinak, pracujeme s tenzorem malych deformaci, pficemz vypous-
time () a oznacujeme jej jednoduse e = e¢”. Ve smési pevnych latek (sliting) se deformuje
kazda slozka jinak, podle svych moduli stlacitelnosti. Slozeni smési definujeme objemovym
zastoupenim V, jednotlivych slozek. Systém o objemu V = " V,, a hmotnosti m = }_, m,

mé hustotu p = m/V a specificky objem definujeme jako v = 1/p. Ve smési tekutin o hus-
totach p, = ma/V = M,c, plati

6=éy == (a“k + aw) . (1.17)

P= Pa v:Z—:Zh%:Zvawa, pro vazhwua:p—a, (1.18)

Mg o Mo M Me )

kde M, [kg/mol] je moldrni hmotnost a ¢, [mol/m?] je molarni koncentrace. Objem v,
je specificky objem slozky C, vztazeny na jednotku hmotnosti této slozky. Hmotnostni
koncentraci vyjadiuje hmotnostni zlomek w, = m,/m, kterym je koncentrace popisovana
pro specifické veli¢iny smési (vztazeno na jednotku hmotnosti celé smési). Objemovy zlomek
slozky C, je definovan pomérem

£, = Vo = Pala, PH DY & =1 (1.19)

1%
Tento zlomek je vyuzivan pro veli¢iny smési charakterizujici jejich deformaci (vztazeno
na jednotku objemu). Stanoveni souvislosti mezi deformacemi jednotlivych komponent e,
a celkovym tenzorem deformace celé smési, [[.15] je otevieny problém. V urcitém piibli-
zeni muzeme predpoklddat [I3], Ze je celkovy tenzor deformace ddn souctem deformaci
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jednotlivych sloiekﬂ

e= Zgaea = Zwa(pva)ea. (1.25)

3Céastens deformace e, je deformace té ¢asti objemu, kterou zaujima slozka C,. Soucet deformaci,
vztah ve smési pevnych ldtek (napifklad v betonu, ¢i kompozitnich materidlech, jakymi jsou kosti)
je podobny souctu deformaci ve smési plyni. Podobnost je patrna z podobnosti jejich konstitutivnich
vztaht. Konstitutivni vztah pro smés dokonalych plynt (mnozstvi kazdé komponenty v celkovém objemu
V =3, Va je ng kilomolit) miZe byt vyjadfen ve dvou riiznych koncepcich, a sice

VY pa = Y naRT or p:pZ%RT (1.20)

Daltonova koncepce — soucet parcidlnich tlaki,
V, w
YV = ST o pY e =Y 6= oY Hepr

Amagatova koncepce — soucet parcidlnich objem.

Obé koncepce jsou ekvivalentni v pripadé, ze plati p, = £,p. Na zdkladé této analogie formulujeme i
dvé koncepce pro popis smési pevnych materiali. Nejcastéji jsou pouzivany jen pro jednoosou deformaci,
napiiklad pro e = e;; = € (odpovidd Daltonovu konceptu) a jednoosé zatiZeni, tedy t = ¢t1; = p (odpovida
Amagatové koncepci). Daltontiv koncept, zalozeny na myslence, Ze celkovd hustota mechanické energie
(celkovy tlak) je rovna souc¢tu mechanickych energii obsazenych v jednotlivych slozkéch, predpokldda, ze
se vsechny slozky deformuji stejné, a je analogicky Voitovu—Kelvinovu modelu visko-elastickych materialu,
coz bude ziejmé ve vztahu Vichozim predpokladem je, Ze plati

(63

p:ZfapazzgaEaa pro, 62%, kdea=1,2,..., (1.21)

kde relativni prodlouzeni ve sméru x znac¢ime e;; = £ a Youngiv modul pruznosti komponenty C, jsme
oznacili jako E,. Vysledny vztah pro elasticky modul zapiseme jako

P
E = =N ¢E, =1,2, 1.22
- Ea 3 pro o (1.22)

E = LE +(1—-&)E;, kdep==E&p + (1 —&)p2

a tento vztah je zndm jako Pravidlo smési (Rule of Mixztures). Amagativ koncept predpokldds, Ze je
hustota mechanické energie (velikost tlaku) v kazdé sloZce stejnd, a tim je analogicky Maxwellovo koncepci
visko-plastickych materiala, kterd je zalozena na myslence, Ze celkova deformace je rovna souc¢tu deformaci
jednotlivych slozek s prihlédnutim k jejich objemovému zastoupeni. Tedy pro jednoosou deformaci plati

p p
8:Z§a5a:Z§aE—a, pro, Ea:E—aproazl,Z... (1.23)
« «

Vysledny vztah pro elasticky modul ma tvar

Bl = % =3 2—“ pro a =1,2, (1.24)
B+ (1—6)E
E-l = SE2 +E(1E2 3 2, kde e = &e1 + (1 — & )ea.

Uvedeny vztah se nékdy oznacuje jako Inverzn{ pravidlo smési (Inverse Rule of Mixtures).

7
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Stopa tre = e(1) souvisi se zménou hustoty podle vztahu

V=% _ po—p )
€ = Yo = P a plati e = Zfaea(n = Zpavaea(l). (1.26)

Jak ukazuji vztahy a [L.19] souvislost mezi hmotnostnim a objemovym zlomkem
je pomeérné slozita. Komplikace prameni z toho, Ze relace mezi hmotnostnim a objemo-
vym zlomkem zahrnuje vliv vSech ostatnich komponent v systémuﬁ Obecné je defor-
mace vyjadrena zménou velikosti objemu. Tuto zménu vyjadiuje stopa tenzoru deformace
tre = ey = e, kterd souvisi se zménou hustoty a v pripadé jednoosé deformace
(napiiklad ve sméru osy x) je piimo rovna relativni deformaci, tedy ey = ey = e. Tohoto
pribliZzeni je vyuzito pti formulaci vztahu [1.25]

Rychlost materidlového bodu P, ktery se nachazel v ¢ase t = 0 v poloze X, je definovana
obvyklym vztahem

0 (X, t : ox(X,t
e, Sl v'(x,t), mnebo téz v(x,t) = ox(X,t) (1.27)
ot |x ot |x
Pomoci ¢asové derivace deforma¢niho tenzoru vyjadieného v rovnici [I.13]
oy i I : VT ! I
= dr' v (x(X,t),t) Ox = GX{ _ O (X', t)0X (1.28)
oxX1 o oX1! oz’ dzt O
muzeme popsat rychlost deformace
: o' 9zt 90X Ovi(x,t
Fp-t= 20 9 _ ixl) (1.29)

oxl 0XT 9xd — O2d
Vysledny tenzor v rovnici|l.29(nazyvame gradient rychlostniho pole a tento tenzor rozlozime
na tenzor symetricky d a tenzor antisymetricky (tenzor spinu) w. PiSeme tedy

o’ 1 [0ovt Ol 1 /ot O g iy
. ’Lj l] —
ori 2 <5xj + 8a:i> * 2 <3xj 8xi) @ dtw (1.30)

Tenzor rychlosti deformace souvisi s materidlovou derivaci tenzoru konecnych defor-

maci jako [12]

o o't

ij — elj% — eil@. (131)
Tenzor rychlosti deformace d pak muzeme rozdélit na ¢ast, ktera vyjadruje rychlost obje-
movych zmén, coz oznacime dpy = trd = d, a zménu tvaru (distorzi), kterou popiSeme
jako

el]:d

(0) (0) 1

4Objem zaujimany slozkou C, neni roven parcidlnimu objemu v, tedy €a¥ = WaVa F# Va
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Pro rychlost objemové zmény pak plati d(;) = é(1), nebo v pfipadé malych deformaci &€ = d.
Pokud nebude uvedeno jinak, budeme tento vztah pouzivat.

Nyni ke kazdému materidlovému bodu P v poloze X pritadime teplotu T'(X,t), kterd
se béhem pohybu materidlového bodu méni, neboli

T(X(x,t),t) = T(x,1). (1.33)

Jak je uvedeno v této kapitole vyse, lze vyvoj systému popsat dvéma zptisoby podle toho,
jakou volime soustavu. Popisujeme-li systém v soustavé referencni, vyuzivame

XKt K=1,2,3 (1.34)

a odpovidajici souradnice nazyvame Lagrangeovské. Tento popis se ¢asto voli v pripadé
malych deformaci tuhych téles. Zvolime-li k popisu vyvoje systému souradnice aktualni

ot k=1,23, (1.35)

pak popis oznacujeme jako Fulerovsky. Soutadnice [I.35] jsou vyhodnéjsi pro popis fyzikal-
nich poli v teorii elektromagnetického pole ¢i v mechanice tekutin.

1.2 Bilanc¢ni zakony

Ptejdeme od globalni formulace zdkonu bilance k formulaci lokalni, pouzitelné pro libo-
volny geometricky bod x v libovolném case t. V aktudlnim (Eulerové) popisu rozlisujeme
casovou zménu v pevné poloze v prostoru, tedy v geometrickém bodé x, a ¢asovou zménu
véazanou na konkrétni materidlovy bod P. Casova zména v poloze X je vyjadiena parcidln
derivaci podle ¢asu %|x. Avsak ¢asova zména veli¢iny f(x,t) = f(x(X,t),t) v materidlo-
vém bodu, ktery se pohybuje po trajektorii , se sklddé ze zmény f(x,t) v geometrickém
bodé x a ze zmény, ke které doslo pri pohybu materidlového bodu. Skute¢na zména, ke
které dojde v pohybujicim se materidlovém bodé, je rovna souctu téchto dvou zmén a ozna-
¢ujeme ji jako materidlovou derivaci. Obvykle se znadi teckou [I4]. Materidlova derivace
pro diferencovatelnou funkei f(x,t) = f(x(X,t),t) je s ohledem na definici rychlosti [1.27]
rovna

0fx.1) | 0Ft) _OF | Gy s

ot U0 T o

Vektor maximalniho rustu skalarni veli¢iny f(x,t) je gradient

o (af. of. of.\ . (of of of
Vf—gradf—(axlll,aleg,ax?)lg), pripadné <8$’8y’82>' (1.37)
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Velikost ¢asové zmény v bilanénim zakonu je dana materidlovou derivaci

b = M:L( o | ) /(g(f azm )dv— (1.38)
55

Vzhledem k tomu, Ze se pfi deformaci méni i tvar télesa, tedy i tvar jeho objemového
elementu, je tfeba stanovit jeho materialovou derivaci podle

dv = ot

P1i tprave jsme pouzili vztah pro materidlovou derivaci determinantuﬂ detailni popis
nalezne ¢tenaf v knize [12].

Pomoci Gaussovy véty prevedeme povrchovy integral na integraci pres objem a
obecny bilan¢ni zakon méa pak konecny tvar

/v (?;f + agig ) + a‘ég)) - 0(¢)> dv =0. (1.41)

Za predpokladu, ze zédkon bilance plati pro libovolny objem, bude platit i lokdlné, tedy i
pro objem velikosti dv. Veli¢ina ® ma hustotu ¢ a hustota jejiho konduktivniho toku pres
hranici je j(¢). Rozlisujeme tok konduktivni j(¢), kterym se uskutecnuje vedenim tepla,
difazi latek ¢i prenosem elektrického naboje, a tok konvektivni, ktery je roven ¢v. Zde v
je rychlost materidlového bodu s hustotou veli¢iny ¢ (Obr. . Obecné muzeme tedy
bilan¢ni zdkony pro veli¢inu ® zapsat pomoci téchto dvou toku a hustoty produkce o(¢).
Lokalni tvar bilan¢niho zakona tak piseme jako

00 oovt) | 9J'(9)

ot O orl o(9), (1.42)
%9+ div(ov) +divi(9) = o(0).

Je zfejmy rozdil mezi vysledkem a globélni formulaci [T.5] pro systém jako celek.

5Determinant 1.12 je soucet viech permutaci prvki -2 7 5x7 bro i, I = 1,2,3 pii respektovani znaménka
urceného jejich poradim. Determinant lze vyjadiit pomoci permutacmho symbolu (Lévi-Civitova tenzoru)
e”k, pro ktery plati el23 = 231 = 312 = 1 182 = 213 — 321 — _1 takve

ox' | le”kel‘]K oxr' 9z7 Ox*
oxXT| 3l OXT 0X7 9X K’

S A ; i ; !
0j  Ox 95 o' 9x! .Ov protode 07 Oz s

j = dt‘ (1.40)

S\ OXT [N\ ol oxXT ozt
8(5)@) 3<§X1>

10
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1.2.1 Bilance hmotnosti

JestliZe si systém nevymeénuje pres svoji hranici s okolim zddnou hmotu, pak je konduktivni
tok (diftze) nulovy. Vzhledem k tomu, Ze hmota sama od sebe nevznika a ani nezanika,
je i hustota produkce nulova. Celkova hmotnost systému se zachovava. Hustotu hmotnosti
oznacime p. Za téchto podminek je zakon bilance pro ¢ = p roven [15]

dp | 9(pv') dp
— —~ =0, — +di =0. 1.43
Bilanci hmotnosti miuzeme zapsat i pomoci materialové derivace
p+pa”. =0, p+pdivy =0, (1.44)
I»Z

kterou casto vyuzijeme ve tvaru

p<f> _oF o) (1.45)
p ot ox’

kde f(x,t) je obecné veli¢ina charakterizujici vySetfovany material. Bilanéni zdkony v
lokalnim tvaru predstavuji moznost, jak popisovat procesy v systémech, které nejsou
v rovnovaze. Uvazujme nyni systém, ktery se skladd z r chemickych komponent (slozek)
Co, o = 1,2...7 o molarnich hmotnostech M, [kg/mol], které¢ se zicastni x chemickych
reakei ¢i fazovych prechodil p = 1,2,... K se stechiometrickymi koeficienty vy, V4,. Tedy
plati

D vppCa=) 1Co Vpa,Voo €N, p=1,2,... k. (1.46)
Tento systém oznacujeme jako chemicky reagujici smés a chemické slozky na levé strané
rovnice nazyvame substrdty (reaktanty), u kterych vystupuji stechiometrické koefici-
enty v,,, a chemické komponenty se stechiometrickymi koeficienty v/,, na pravé strané
rovnice oznac¢ujeme jako produkty chemické reakce. Chemické slozeni smési mize byt po-
pséno ruznymi zpusoby, z nichZ pouZijeme molarni koncentraci ¢, [mol/ mg], hustotu slozky
po @ hmotnostn{ koncentraci w,, mezi kterymi plati vztah p, = pw, [kg/m’]. Uvedené ve-
liciny urcujici chemické slozeni splnuji nasledujici identity

c:an, p:Z,oa, Zwazl (1.47)
a dale plati
We,
M,
Bilance hmotnosti komponenty C, mé s ohledem na obecnou rovnici bilance [1.42] kde plati
O = pa, tvar

Pa = Myco, Co=0p (1.48)

0pa . Voo M, : . deg kmol
+ div (pava) = pwa, we =Y -~ Cor, Cp= [ 1 (1.49)

ot = P Vpadt m3 s

11
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Rychlost p-té chemické reakce je popsana jeji extenzi ¢, = Voo Co [kmol m™3s™1], w,, [kgm™

57! je rychlost vzniku (produkce) komponenty C,, ze vSech chemickych reakef ¢i fdzovych
prechodti, které jsou v daném materidlovém bodé pfitomny. Rychlost pohybu slozky C,
jsme oznacili v,. Rovnici tak muzeme zapsat pomoci difizniho toku

jDa = PaVD, = Pa (Va - V) y (150)

abychom ziskali tvar
P, + divjp, = pwa- (1.51)
Difizni tok v kazdém materidlovém bodé smési musi vyhovovat podmince Y jp, = 0.

Zékon zachovani hmoty v kazdé chemické reakci je pak vyjadien rovnici

> VpaMa=0 pro p=1,2,...k. (1.52)

Chemicky potencial
Chemicky potencial y, zavedeme pomoci Gibbsovy volné energie jakd

te y
g= E Walla = U — e —Ts pro pevné latky, (1.53)
o P

9= Wapta =u+pv—Ts pro tekutiny (1.54)

a zavisi na teploté T a tlaku p, pripadné na elastické ¢asti tenzoru napéti t.;, jak bude
zrejmé ze vztahu [1.100| nize. Vnitini energie u je definovana nize uvedenou rovnici bilance
vnitini energie [1.99) a entropie je definovdna zakonem bilance [I.131} Chemicky potencidl
mé zdsadni dulezitost pti popisu chemickych reakei a fazovych prechodu [16]. Vyjadiuje
energii, kterou jsou k sobé rizné chemické slozky vazany, a obecné jej lze charakterizovat
jako ochotu materialu k vyméné castic. Pii rozdilu chemickych potenciali substrati a
produktt dochéazi k chemické reakci. Je-li soucet chemickych potencidli substratt vétsi
nez soucet chemickych potenciali produktt reakce, probihd reakce samovolné — celkovy
chemicky potencial systému (Gibbsova volna energie) klesdé Ag < 0. Chemicky potencidl
jednotlivych slozek musi spliovat stejné podminky jako ostatni termodynamické velic¢iny
[1.18] [I.25] Abychom ziskali konzistentni popis, musi platit

6Zde dvojtecka oznacuje vnitini (skaldrni) soucin tenzort, tedy plati t : e = t¥e;; = Do tie;;.

12
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g = Zﬂawa + Z/vbawa = (155)

te - ) T
=2 e <l> t (pvaga) = Ta —saT — (pvaea) : <l> We +
P

o p
L fla
[ tel .
+ Z Uy — <> S (pvgeq) — Tsa] Wo =
a L P

= Z <_5aT — PUxCq - (1-;[)) Wqo + Z faWa =
: t:ez )
= —sT—e: (p) —|—Zuawa.

Pro tekutiny odvodime analogicky vztah
g= —sT+vp+Zuau')a. (1.56)

Uvedené vztahy plati ovSsem pouze tehdy, jsou-li splnény podminky a soucasné s
podminkou [1.61} Chemicky potencial jednotlivych slozek musi byt definovan jako

t. L 1
fho = Ug — <l> : (pvaes) — T'Sq = ho — T's, pro pevné latky, (1.57)
p
fho = U + PUo — T'Sq = hoy — T's,  pro tekutiny, (1.58)

kde jsou zavedeny entalpie pro pevné latky ve formé

heo = Uy — (t;l> : (praea), (1.59)
ho= > howa =Y (ugws — <t;l> : (wea))
« « £a

a pro tekutiny ve formé
ho =uq +pva a h= Z R Wy, . (1.60)

Vztahy pro chemické potencialy jednotlivych slozek a musi splnovat podminku

zajgawa -3 [—Téa . (?)  (pvaen) + ua] Wa = 0, (1.61)

«

13



ZAKLADNI POJMY A ZAKONY M. Tom4s

kterou nazyvame Gibbsovou — Duhemovou podminkou. Je-li tato podminka splnéna, zis-
kdme porovndnim odpovidajicich ¢lent ve vztahu [I.55] diferencidlni rovnice pro chemické
potencialy ve tvaru

| Ty
flo = —8T — pvge, : <l> pro pevné latky, (1.62)
p

o = —saT+vap pro tekutiny.

Podminka urcuje relace mezi rtznymi slozkami smési. Piikladem muze byt vztah
chemického potencidlu y, ke koncentracim wg za predpokladu, ze 8 # a [17]. Ve specialnim
pripadé, kdy plati

T = (tpl> =0, (1.63)

tedy pro konstantni teplotu a tlak, miZzeme ze vztahii a ziskat

te . ) L s

flo = g — b PUo€q — T'S, pro pevné latky, (1.64)
P

fla = TUq+ Pl — TS, pro tekutiny.

Ve smési neinteragujicich castic je chemicky potencidl funkci u,, pva€qs, Vo, So a je kon-
stantni (1, = 0). Relace pak spliuji Gibbsovu definici entropie (vztah pro
odpovidajici ¢astice, jestlize mezi nimi nedochazi k chemickym reakcim. Gibbsova volna
energie a (Gibbsuv potencidl) se vyrazné méni pii diftzi (uvoliuje se teplo) do-
konce i pri konstantnim tlaku a teploté. Chemicky potencidl slozky C, s koncentraci w,
vypocteme integraci vztahu pro smés idealnich plynt nebo roztokt. Je-li komponenta
C, s molarni koncentraci ¢, idedlni plyn, pak plati

RT
Myp’
Mikroskopicka interpretace pak plyne ze vztahu [5.52 nize. Dosadime mérny objem do
rovnice pro chemicky potencial a integrujeme pri konstantni teploté a entropii

RT Pa RT Co, RT
T =T (T.p) = —1In[Z22) = =1 (=2) = 2 na,. 1.
1o (T, pa) — o (T, p) A n(p) A n<c> A, (1.66)

Predpoklad konstantni entropie vychazi z predstavy, ze v idedlnim plynu pfi konstantni
teploté nedochazi k zadnym dodatecnym transportnim ani strukturdlnim zménam. Zavedli
jsme pro jednoduchost molarni koncentraci x, = ¢,/c, kterou jsme jiz diive vyuzili ve
vztazich a [[.48 Divodem je slozitéjsi vztah mezi moldrni a hmotnostni koncentraci.
Plati tedy

Do = CQRT, Vo = (165)

RT J We,
o Tap7 W) = Mg, Tap + 7lnxo¢ l] y Pro To = V< wz > 1.67
o ) = () + e [ R S

14
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kde 71, (7T, p) je referenéni potencidl cisté latky (tedy x, = 1), ktery je stanoven pii T =
208,15 K,p = 1,013 bar [1I7]. Pfi konkrétnich vypoctech se misto koncentrace pracuje s
aktivitou a, = Y,Ta, se kterou korigujeme odchylku od idedlnich smési podle vztahu
pricemz 7, se oznacuje jako aktivitni koeficient.

Pti miseni Gibbsova volna energie klesa, avsak pti miseni idedlnich roztokt se jejich
celkova entalpie neméni, tedy plati, ze Ah,,;, = 0. Méjme dvé chemické slozky, napriklad
kyslik a vodik, jejichz koncentrace v ¢ase t = 0 budou wp, (t = 0) = zo,(t =0) = 1, wy, (t =
0) = zp,(t = 0) = 0. Gibbsova volnd energie této smési v Case klesa

t
w02

o) ~9(0) = AT |32

(1.68)

w
Inzo, + —2 1 xH21

My,
w02(t) sz(t)
= 2 Inae,(t) +
Mo, 0,(t) My,

0

In l’HQ(t) < 0.

Proces miseni je prikladem samovolné probihajiciho procesu. Zobecnénim dostavame diile-
zity zavér, ze vSechny procesy, pri nichz Gibbsova volna energie klesa, probihaji samovolné.
Podle vztahu [1.56| entropie pii miseni roste jako

t

> 0. (1.69)
0

As = s(t) — s(0) = — (%) =—R leQ(t) Inzo,(t) + Wlnxm(t)

Tento proces je doprovazen uvolnovanim tepla (sméSovacim teplem) o velikosti TAs > 0.
Protoze je toto uvolnéné teplo kladné, do systému je dodavano a smés se tudiz ohtiva. Jde-li
o miseni ¢astic stejného druhu, obecné ¢éastic ve stejném kvantovém stavu, pak je ve vztahu
[1.69 hmotnostn{ i moldrni koncentrace ¢astic stdle rovna jedné a zména entropie je nulova.
Tento zavér je znam jako Gibbsiv paradox a potvrzuje jeden z predpokladii kvantové
mechaniky, zZe ¢astice stejného druhu ve stejném stavu jsou vzajemné nerozlisitelné.

Poznamenejme, ze pokles Gibbsovy energie vznikajici pfi miseni mize byt vyuzit jak k
ohrati smési, tak i ke zvysSeni tlaku. Pokud mezi ¢istou latku a smés vlozime membranu,
kterou muize prochazet jen ¢ista latka, stoupne ve smési tlak o velikost takzvaného osmo-
tického tlaku. Tohoto procesu lze i energeticky vyuzit v osmotickych elektrarnach. Proces
miseni morské vody s vodou sladkou se vyuziva k vyrobé elektrické energie tak, ze tlakového
spadu, ktery vznikne ve smési moiské a sladké vody (brakické vody), vyuzijeme k pohonu
vodnich turbin. Misenim vznikéa neexpanzivni prace, jak bude zfejmé ddale ve vztahu [1.127
jejiz velikost vypocteme z poklesu volné Gibbsovy energie [I.68]

V morské vodé je pti teplotach kolem 10°C priblizné 35 g soli v jednom litru. Hmotnostni
koncentrace soli je tak wy,c; = 35/1035 = 0,0338, takze koncentrace sladké vody je
WHy,05ee = 1 — Wngor = 0,9662. Molarni hmotnosti soli a sladké vody jsou Myaci =
58,5 [kg/kmol] a My,o = 18 [kg/kmol]. Odpovidajici molarni koncentrace je s ohledem na
vztah m rovna cyqc; = 35/58,5 = 0,598 kmol/m®. Molarni zlomky jsou s ohledem na
roviy Zyact = 0,0107, Zp,0.see = 1 — Tnact = 0,9893. Gibbsova volné energie miseni
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mortské vody (s koncentraci motské vody 2,0 s = 0,9893) s vodou sladkou (s koncentraci
Tm,0 = 1) je analogicky dana vztahem

Ag = Gmiz — 9H,0 = [szO,seEEHQO + szOﬁHQO} + (1.70)

WH,0,see WH,O _
+ RT M In TH50,see + In THO| — gHQO =
H>O

w
= Gmo + RT-—2% 24,0 00 — Grr0 = —1,36 kI /kg,
H>O
pro gHgO = szO,seeﬁHQO + wHQOﬁHQO a T =283K.

Takto vznikld Gibbsova volnd energie se muze s vyuzitim polopropustné membréany (pro-
pousti jen sladkou vodu) preménit na neexpanzivni praci. Za ptijatelného predpokladu, zZe
je proces miseni izotermicky a smés je v chemické rovnovaze, tedy plati pm,0 sce = [H0,
muzeme podle vztahu zapsat

_Ap

Ag P nebo Ap = pAg = —14bar. (1.71)

Hydrostaticky tlak na strané sladké vody poklesne o 14 barfﬂ. Jinymi slovy, brakicka voda
vystoupd (teoreticky) az do vyse 140 m. Redlné pozorovany a uvazovany rozdil hladin je
okolo 120 m. Duvodem muze byt jednak nizsi teplota vody (niz$i nez 10°C) a aktivitni
koeficient soli ve vodé, ktery je pro malé koncentrace cyqc; € (0,01;1) mol/l v rozmezi
Yvact € (0,968;0,905).

1.2.2 Bilance hybnosti

Uvazujeme systém slozeny z o komponent. Celkova hustota hybnosti materialového bodu
je ¢ = pv = Y, pPaVa. Tok hybnosti hranici systému je reprezentovan tenzorem tlaku
P = PV [18] a zdroj hybnosti objemovymi silami pb = 3", paba. Tenzor tlaku je uzivin
pro tekutiny, avSak pro pevné télesa je nahrazovan Cauchyho tenzorem napéti t =tV tak,
ze plati P = —t. Symbolem b, je oznacena vnéjsi sila na jednotku hmotnosti komponenty
Cy.

Definice tenzoru napéti souvisi s hustotou vnéjsich povrchovych sil, které jsou vazany k
povrchu télesa s normalou n a pisobi na element plochy da = |da|. Vektor hustoty téchto
povrchovych sil oznacime t(y,) a rozlozime ho na soucet vektort t%n)nl + t%n)nQ + tf’n)ng =
t’(“n)nk, kde nj, jsou komponenty normaly. Nasledné ziskame j-tou komponentu vektoru ty)
skaldrnim vyndsobenim bazovym vektorem i/, tudiz t{n) = (t’(“n) i)y, = thing, kde t* jsou
slozky Cauchyova tenzoru napéti v bazi (i',i%i%).

Rovnice bilance celkové hybnosti je s ohledem na obecny zakon bilance [1.42| rovna

opv

¥ +div(pv @ v —t) = > paba, (1.72)

"Vedlejsi jednotka bar je éasto vyuzivana v technické praxi. Plati, Zze 1 bar = 100 kPa.

16



ZAKLADNI POJMY A ZAKONY M. Tom4s

kde v ® v predstavuje dyadicky souéinﬂ Hustota toku hybnosti je (pv®@v —t), kde pv®@v
predstavuje konvektivni ¢len a >, pob. predstavuje ¢len zdrojovy. Bilanci hybnosti [1.72
nyni prepiseme do slozkového tvaru jako

oo O
ot oz’
Cauchyho tenzor napéti t = t¥ je pro nepolarni materidly (neobsahuji elektrické ¢i mag-
netické dip6ly) symetricky, tedy plati t¥ = #/!, jak bude zfejmé z tvaru zakona bilance
momentu hybnosti [I.87] S vyuzitim rovnice bilance hmotnosti [1.43] ziské zakon bilance
hybnosti tvar

pvlvt — ) = pb'. (1.73)

) a .. .
pi)z - %tﬂ = pr’ (174)
pv —divt = pb.

7 hlediska fyzikalni povahy rozdélime objemové sily b = b®™ + b? na dvé casti —
elektromagnetické pusobeni b® a ostatni vnéjsi pusobeni b”, pod kterym si mizeme
predstavit napriklad gravitacni silu ¢i sily vyvolané neinercidlnim pohybem celého systému.
Dodatecné objemové sily vyvola odstredivé, Coriolisovo a Eulerovo zrychleni zpusobené
zménou rychlosti rotace.

Pokud chceme oddélit ¢asové vratné a nevratné procesy, rozdélujeme tenzor napéti
na Cast popisujici Cisté elastické zmény a ¢ast popisujici procesy, pri kterych dochazi k
nevratnym (disipativnim) zménam [I8]. Piikladem disipativni zmeény je vazké teceni. Za
tohoto predpokladu plati

t =19 =t 1. (1.75)
Kazdy tenzor muzeme rozdélit na ¢ast diagonélni (kulovou), kterd popisuje izotropni vlast-

nosti systému, a ¢ast nediagonalni (deviatorovou) popisujici anizotropni vlastnosti. Nejcas-
téjsi tvary elastické ¢asti tenzoru napéti jsou

th = —p(p,T) pro tekutiny, (1.76)
th = —BY(T —Tp) + CFey pro pevné latky,

kde p(p,T) je staticky (nékdy nazyvany hydrodynamicky ¢i termodynamicky) tlak, 3% je
tenzor tepelné roztaznosti a C* je tenzor elastickych konstant.

Ve viceslozkovém systému se kazda slozka muze pohybovat samostatné a interagovat
s ostatnimi slozkami. Nejcastéjsi pripad silné vzajemné interakce nastava ve dvoufazovém
systému, kde jsou kapky ¢i tuhé ¢astice strhavany proudicim plynem. K popisu i takovych

8Dyadicky souéin je kartézskym souc¢inem vektoru v na vektor v, jeho# vysledkem je tenzor 2. fadu,
piidemz plati (v @ v)¥ = viv.
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jeviu je treba formulovat zakon bilance hybnosti pro kazdou chemickou komponentu C,. Je
treba uvazovat i vzajemnou silovou interakci mezi slozkami I',,, takze

0
5% (Pava) + div (paVae ® Vo — to) = paba + pala, (1.77)

kde parcialni veli¢iny splnuji nasledujici podminky

pV = Zpava, t = Zta, pb = Zpaba, pl' = ZpaI‘a =0. (1.78)

Néktera vnejsi silova pole jsou potencialni, napriklad pole gravitacni ¢i elektrické. Pokud
oznacime ¢, jako skalarni potencial prislusného vnéjsiho silového pole, pak plati

bi™ = —Vp, pro potencial elektromagnetickych sil, (1.79)

Z pab, = —pVy pro silova pole gravitace a neinercialnich systémi.
[e%

Gravitace a ostatni sily vyvolané neinercidlnosti systému souradnic v tomto priblizeni pii-
sobi na vSechny komponenty stejnou silou. Podobné miizeme predpokladat, ze vnitini sily
jsou potencialni, takze jejich velikost je dana gradientem obecné potencialni energie ~,

Ly =-V7, (180)
za predpokladu, ze plati

Y pala==Y pVya=0. (1.81)

Vztah vyjadiuje vzajemnou kompenzaci vnitinich sil. Potencialni energie v, popisuje
vzajemné pusobeni vSech ostatnich slozek na slozku «. Celkova hybnost systému se muze
zménit jen vyménou hybnosti s vnéjsim prostiedim. Bilance hybnosti celé smési je dana
vztahem [I.77] pficemz se s¢itd pres vSechny slozky. Vysledkem je

pv + div (Z PaVD, ® VD, — t) = pb = p(b“" 4 b"). (1.82)

Vnéjsi objemové sily jsme opét rozdélili na sily vyvolané elektromagnetickym polem
b™ a sily bY zplisobené gravitacnim polem ¢i silami vyvolanymi dodate¢nym zrychlenim
v piipadé neinercialni soustavy. Srovnanim s rovnici bilance hybnosti [I.74] vidime, Ze vice-
slozkovy systém si navic mize vymeénovat hybnost prostfednictvim ¢lenu - povp, ® vp,,
kde vp, = v, — v je diftzni rychlost vyuzita ve vztahu [1.50]
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1.2.3 Bilance momentu hybnosti

Bilanci momentu hybnosti k né¢jakému bodu y, v prostoru nalezneme jako bilanci vekto-
rového sou¢inu’] bilance hybnosti s vektorem x — y

(x = o) X pv = p[(x — yo) x V| = pe'?* (a7 — y)o". (1.83)
Musime vyjadrit moment vnéjSich povrchovych sil, které jsou vazany k povrchu télesa
s normdlou n a pusobi na element plochy da = |da|. Vektor hustoty povrchovych sil

t(n) rozloZime na soucet vektort t{, n1 4 t7,na + t{yns = t{ynk, kde ng jsou komponenty
normdly. Skalarnim vynasobenim bazovym vektorem i/, ziskdme j-tou komponentu vektoru
t(n). Tato komponenta souvisi s Cauchyho tenzorem napéti th vztahem t{n) = (t’(“n) i ny =
tFiny,, coz souvisi s bilanci hybnosti v piedchozi kapitole Vektor hustoty povrchové
sily t(n) pisobici na element plochy da vyvola silu velikosti tfn)nkda a moment této sily je

(x —yo) X tl(“n)nkda = [(x —yo) X tfn)nk]ida = (a7 — y))tHnda. (1.84)

Zdroj hustoty momentu vyjadiime jako

(x —yo) X pb+m = [(x — yo) x pb + m]' = e7*p(a’ — Y )" + m". (1.85)

Zdroj muze byt vyvolan vnéjsSimi objemovymi silami nebo hustotou vnitintho momentu
hybnosti m. Ten muze byt generovan elektrickymi ¢i magnetickymi dipdly, detaily jsou
uvedeny v Piiloze [Bla[C] V tom pfipadé pak mluvime o poldrnich materidlech.

Nyn{ dosadime do obecného zdkona bilance odpovidajici toky a zdroje [1.85]

takze

y ) o A Ok
(= i+ )G

— p(a? — yj)bk> = m'— eijk—axj t™F = (1.86)
0 Ox™ '

= mi— PRIk =
Pri tpravé jsme pouzili bilanci hmotnosti , bilanci hybnosti a identitu 88%: =0
Konecny tvar bilance momentu hybnosti je
eIk Ik — !, (1.87)

pficemz pro m = 0 plati, Ze t¥ = t/*. Pro nepoldrni materidly je tedy tenzor nap&ti
symetricky.

9Lze vyjadiit pomoci permutaéniho symbolu (Lévi-Civitova tenzoru) €% pro ktery plati e123 = 231 =

312 = 1, 132 — (213 — 321 —
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1.2.4 Bilance energie - I. Zakon termodynamiky

Bilance mechanické energie pro komponentu C, plyne z rovnice hybnosti po skaldrnim
vynasobeni rychlosti v,,. Ziskdavame

2 2
Gat (pav;> + div (pava <V20‘> —ty - va> = (1.88)

2
= —to: Ve + pavae (ba +Ty) — pw, (VQ‘)‘> ,

kde posledni ¢len na druhém tadku je disledek rovnice bilance a reprezentuje pri-
rustek kinetické energie po vzniku komponenty C,,. Produkci energie zptisobenou vnéjsimi
povrchovymi silami Vyjadfujem ¢len t, : Vv,.

Bilance mechanické energie pro celou smés je ddna sou¢tem mechanickych (kinetickych)
energif pres vSechny slozky, takze zapiSeme

v? v2

Vysledkem je rovnice, ve které nelze definovat nékteré cleny, naptiklad >, t, - V4, nebo
>oa pwa(%) a dalsi. Tento postup by vyzadoval zavedeni dodatecnych materialovych relaci,
které by popis zkomplikovaly. Z téchto divodu formulujeme bilanci mechanické energie pro
celou smés pomoci rovnice celkové hybnosti ve tvaru[1.82] Konecny tvar bilance mechanické
energie materialového bodu vzhledem k jeho rychlosti v pak bude

p(‘j) + div <v > (paVD. ® VD,) — t - v) = (1.90)

«

= Y pavp, @Vp, : Vv—1t:Vv+pb-v.

Tato rovnice slouzi k formulaci zdkona bilance celkové energie, jejiz specificka hustota pro
kazdou komponentu je

v J
5a=7+ua+90a+’7a ke | (1.91)
Celkova energie je souc¢tem vsech znamych forem energie, kterymi jsou energie kineticka
v2 /2, energie vnéjsich potencidlnich sil ¢, (gravitacn{ a elektromagnetické) a energie vza-
jemného pusobeni slozek 7, (tfeba interakce mezi kapkami ¢ nanoc¢asticemi). Nezndma
je velikost vnitini energie u,. Jeji hodnotu uréime pomoci zdkona bilance celkové energie,

11 i 17 i v 7 LY ’ v o
108ymbolem t : Vv = ¢¥ 9% = > 19 9% ynadime vnitini souéin tenzorrt.
oxJ 1 oz
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ktery formulujeme pro kazdy materidlovy bod smési — hustota produkce celkové specifické
energie je v kazdém materidlovém bodé nulova. Plati tak

PE = patas 0(e) = olea)=0. (1.92)

«

Jednotlivé formy energie se tedy pouze preménuji. Bilance celkové specifické energie &,
komponenty C, je

o) 1 1
5 [pa <2v§ + Uy + Po + %) + div|pava <2v§ + Ug + Do + %) +  (1.93)
+ div(jqa —tq 'Va) =
I(¢Pa +Ya
= ,OQ(at) + O(Ea).

Lokélni zména celkové specifické energie ¢, muze byt ovlivnéna tepelnym tokem j,,, me-
chanickym vykonem vnéjsich povrchovych sil t,, - v,, lokdlni ¢asovou zménou potencialni
energie vnéjsich objemovych sil %Lta? lokalni ¢asovou zménou potencialni energie vnitifnich
interakei %l a energetickou interakei ostatnich komponent smési o (e, ).

Bilancujme nyni jen kinetickou a vnitfni energii. Bilan¢ni rovnici[I.93] pfepiSeme pomoci
zakona bilance komponenty C, do tvaru

é 1v2 + u
ot |Pe\ g Ve T e

Souctem pres vSechny slozky (1.94) dostdvame bilanéni rovnici, kterd obsahuje vsechny
znamé energetické interakce a je vhodna k formulaci bilance celkové vnitini energie. Vzhle-
dem k aditivnosti vnitni energie v prislusném materidlovém bodu plati

Fdiv(,, — te-Va) = (1.94)

qo

9«
= pava(ba + Foz) - Pwa(SOa + P)/Oé) + 0(801)'

1
+ div [pava (V2 + ua)

pu = Zpaua, nebo wu, = Zwaum kde w, = P (1.95)
« « p

a bilanci celkové energie muzeme vyjadrit ve tvaru

—vZ+u| + div (jq + ZjDJhx) + div (V > paVD, @ VD, — t - V) — (1.96)

— div (Z te VDQ) =

= Y Jp. (ba+Ta) = pwala +7a) + pb - v.
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Pri dpravach jsme pouzili bilanci hmotnosti [1.43], dale diftzni rychlost vp, = v, — v,
podminku[I.78|a zdkon zachovani celkové specifické energie[I.92] Celkova hustota tepelného
toku je souctem parcialnich tokt

Jg = qua. (1.97)

Aktuélni vnitini energie [1.95] v rovnici je soucet vnitini energie nerozlisitelnych ¢astic
(¢éstice stejného druhu) u,_nyp a kinetické energie difﬁze{ﬂ.

Bilanci vnitin{ energie smési ziskdme odec¢tenim mechanické energie smési od rov-
nice bilance celkové energie smési [.96] Vysledkem je I. Zékon termodynamiky v lokdlnim

tvaru@

ta
pt + div (jq+ZjDa -(uaI—)> = t:Vv—> pavp, ®Vp, : VvV + (1.99)
+ ZJDQ : (ba + Foz) - pra(wa + ’704)'

Porovnanim s obecnym zakonem bilance vidime, Ze zména vnitini energie je ovliv-
néna konduktivnim tokem tepla j, a difiznim tokem jp, entalpie jednotlivych slozek hy,.
Vzhledem k tomu, zZe slozky tenzoru napéti t.; reprezentuji hustotu mechanické energie v
prislusnych smérech, je pro tucely silové interakce na povrchu systému entalpie definovana
jako tenzor

pochot = pauaI - toe,el; kde ta - toc,el + ta,dis (1100)
ph = Zpaha = pul — t.

Diftzni tok disipativni ¢asti tenzoru napéti vp, - t, qis reprezentuje tok energie vznikajici
nevratnymi procesy na povrchu télesa, tedy tfenim ¢i vazkym tecCenim. V tomto pojeti je
entalpie pro pevna télesa tenzorem 2. radu.

HToto pojeti je blizké Boltzmannové interpretaci entropie, kterd predpokliddéd existenci molekularniho
chaosu i v malém makroskopickém systému, jakym je materidlovy bod [19]. Pouze vnitini energie nerozli-
Sitelnych ¢astic u,— nyp by méla byt chapana jako vnittni energie tepelného pohybu

V2

Uy = Ueq_ND + ga (198)

a energie u, v rovnici obsahuje navic kinetickou energii difize [II]. Tento ¢len muZze mit vliv jen

2
VDOc

v podminkach, kde ~ Tg. Tato podminka muze byt splnéna jen v extrémnich situacich, tfeba pri
extrémnim zredéni ¢i pri velmi nizkych teplotach. Z téchto dtvodu je kinetickd energie diftize ve vztahu

@ zanedbavana.

Symbolem I = 6% oznac¢ujeme jednotkovy tenzor, tedy 6 =1 proi = j a 6/ =0 pro i # j.
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Pro tekutiny je elastickd ¢ast tenzoru napéti diagonédlni (tekutiny jsou izotropni) a
entalpie ma v tomto pojetﬂ tvar

J
paha =  Palla +pa [ 31 ) pro ta - _paI+ta,diS7 (1101)
m

ph = > paha = pu+p,

takze clen jp_h, je difizni tok takto definované entalpie.

Poznamenejme, ze standardné je entalpie pro smés pevnych latek s ohledem na vztahy
definovana jako

heo = Uy — (tel> : (pvaga) Lj] , (1.102)

«

a pro smés tekutin jako

he = Uq+ Pa, (1.103)
h = Zhawa:u+pv.

Vzhledem k obecnému zdkonu bilance [I.5] je zména celkové vnitini energie systému déna

U — Jp(U)=PU) (1.104)

pro U = /Vpudv:/v<a<é?)+div(puv)> dv,

kde celkovy tok energie do systému je roven

oV

(67

jq + ZjDa . <uaI — ta)] da = Jq(U) + JDh(U) (1.105)

. . to
pro J(U) = _/m}.]qda a Jpn(U) = _/69VZJDQ' [ua:[— p] da.

BToto pojeti odpovidd zndmému Daltonovu konceptu smési m takze plati p = > pa v pevném

objemu V a stavova rovnice slozky C,, dokonalého plynu je pak p, = =47~ RT . Obvykle je smés interpretovana
pomoci Amagatovy koncepce, Ve které predpoklddame, ze pii pevné danem tlaku p plati V = > Va.

Pro specificky objem plati v = ; = )., Walq a stavova rovnice rovnice slozky C, dokonalého plynu je

pak pv, = RT . Daltonova koncepce je identickd s koncepci Amagatovou zavedenim objemového zlomku
o = Vo/V tak 7e Po = &ap = coRT, kde ¢y = po/M,. V piipadé smési dokonalych plynid jsou obé
koncepce identické, avsak pro smés redlnych plyni je presnéjsi Amagatova koncepce, protoze alespon
priblizné zachycuje interakci mezi molekulami riznych druht.
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Tok tepla do systému kondukei je oznacen jako J,(U), v klasické termodynamice se téz
uziva AQ). Pro tekutiny je mérna entalpie dana vztahem|1.101]a pti zanedbani disipativnich
procesu plati

Jpn(U) = — AVZjDahada. (1.106)

Tento ¢len je nenulovy jen u otevienych systémii, které si vyménuji se svym okolim hmotu.
Typickym prikladem jsou zivé systémy, nebo chemické reaktory, jako je palivovy ¢lanek. V
ptripadé, Ze je pouzita metoda bilance pro pevny kontrolni objem (Obr. , zakon bilance
vnitini energie mé tvar [I.6] a celkovy tok z objemu obsahuje jesté tok konvektivni [I.8]

Cleny na pravé strané rovnice reprezentuji produkci vnitini energie, a to jak pri
vratnych procesech (isentropickd expanze ¢i komprese), tak i pii procesech nevratnych.
Celkova velikost produkce vnitini energie je

PU) = /v (t :VV =Y pavp, @Vp, : Vv + (1.107)

+ D ipa - (ba +Ta) = > pwalpa + %)>dv.

Z celkové produkce vnitini energie se soustredime nejdrive na tu ¢ast, kterd je generovana
gradientem rychlostniho pole a pochézi od povrchovych sil (tenzoru tlaku), tedy

t: Vv = (tel + tdis) - d. (1108)
Pro pevna elastickd télesa ma pak tvar
N =R
(tep :d+tgs):d, pro pruzinu " + ne’, (1.109)

kde ¢ = AL/L je relativni zména délky L, E je Youngiuv modul pruznosti a n je vnitini
tlumeni (viskozita). Prvni ¢len vyjadiuje mechanickou energii obsazenou v elastické ¢asti
materidlu a druhy ¢len energii, ktera se preméni na teplo.

Pro tekutiny ma ¢len [1.108| tvar

(te + tais) - d = —pdivv + tgs : d = —ppd + tgs : d. (1.110)

Produkei [I.10§) rozdélime na ¢ast vratnou a ¢ast disipativni charakterizovanou ¢lenem
tais - d. Vratna cast celkové produkce je

P (U) = /V ty:ddv pro pevné latky, (1.111)
Pe,(U) = —/Vpdivvdv pro tekutiny

a muze vratnym procesem nariustat i klesat. Prikladem muze byt vratnd (isentropickd)
komprese a expanze.
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Prvni zakon termodynamiky v lokdlnim tvaru lze rovnéz formulovat pomoci en-
talpie [1.60] a [[.102] Vratné ¢asti produkce zahrneme do entalpie. Tenzor rychlosti
deformace lze pro malé deformace nahradit jako d = é a pak plati

te . t€ te
tel:d:tel:é:pl:e:p<l:e)—p<l>:e. (1.112)
p p p

Dosazenim do rovnice [I.99] dostévame pro smés pevnych latek

ph + div (jq +> ip. - lual — t“D = (1.113)

t.
= p(pl> :e—l—tdis:d—ZpaVDa@)vDa:Vv—i—

+ ZjDa +(ba +Ta) — pra(gpa + Ya)-

Podobné pro smés tekutin, elasticky ¢len —ppv ve vztahu [I.110| pfevedeme na levou stranu
rovnice [[.99 a zavedeme entalpii[I.60] P¥i tpravé pouzijeme bilanci hmotnosti a prvni
zakon termodynamiky ziskava tvar

: t
ph + div (jq‘l‘ZjDa' [uaI— "D = (1.114)

(e}

= p+tas: d—ZpaVDa ® Vp, : Vv +
+ Zj])a “(ba+T,) — pra(gpa + Ya)-

Na prikladu tekutin ukazeme souvislost s obvyklou formulaci zakona bilance energie v
klasické termodynamice. S pouzitim bilance hmotnosti lze vratnou ¢ast produkce
[L111l rozdélit na dvé ¢asti

Py (U) = —/Vpdivvdv = /VV - Vpdv — /8vada. (1.115)

Za predpokladu, Ze je v objemu V gradient tlaku nulovy, popisuje povrchovy integral
mechanicky vykon vnéjsich povrchovych sil dodavany do systému (—p)), tudiz piSeme

P..,(U) =— /anVda pro p(x,t) = konstanta, = € V. (1.116)

Odpovidajici praci nazyvame expanzivni prdace a oznacujeme souhrnné jako P.,,(U) =

—Wezp ~ pdV. Tato prace je vyznamna u strojit vyuzivajicich zménu objemu ke generaci

mechanické prace, naptiklad pistové spalovaci stroje, plynové turbiny a podobné.
Soustiedime se na ¢len s gradientem tlaku, tedy clen
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dp
Pnem = / : = _/ Aar / ) ) 1.11
»(U) LY Vpdv ey dv + Vpd’u nebo (1.117)
B dp . op B
Prerp(U) = —Va +Vp pro i 0 a V = konstanta.

Tato ¢ast produkce vnitini energie, kterd je zptusobena nartstem tlaku, vede k neexpanziv-
nimu vykonu mechanickych sil. Odpovidajici praci nazyvame neexpanzivni a oznacujeme
jako Preqp(U) = —Wnemp ~ VAp. Narust tlaku muze byt vyvoldn nejen vnéjsimi povrcho-
vymi a objemovymi silami, ale i disipativnimi procesy, jako jsou chemické (elektrochemické)
reakce, fazové prechody ¢i bobtnani. Celkova produkce vnitini energie se sklada ze dvou
casti Poyp(U) a Preyp(U) vyvolanych vratnymi procesy a dalsi ¢asti, ktera je vyvolana
disipativnimi procesy. Piseme tedy

P(U) = P+ Pus(U) kde Pey(U) = Peyp(U) + Prreap(U), (1.118)

sz's(U) = /]j(tdis:d_zpavDa@)VDa Vv +

+ Y ipe - (ba+T0) = pwalpa + %)>dv.

Produkce vnitini energie vyvolana disipativnimi procesy se sklada z nékolika procest.
Viskézni proudéni materidlu vede k preméné mechanické energie na teplo, jehoz hustota
produkce je vyjadiena cClenem tgs : d. Diftize zpiisobuje deformaci systému, napriklad
bobtnanim, které mize byt charakterizovano ¢lenem > p,vp, @ vp, : Vv.

Vnitini energie je dale produkovana i vnéjsimi objemovymi silami, jako jsou sila elek-
trickd ¢i gravitacni. Plati tedy

F
ZjDa (b 4+ b") pro b = -V, = —Z]W Vo, b’=—-Vo. (1.119)

Vnéjsi elektricka sila produkuje ve vodivém materialu teplo s hustotou produkce

S ipebl™ = =3 ipa ’j\‘}FVqs ==Y CaVpazaFV¢ = (1.120)

= —j. Vo = —div(jep) + ¢ divje.

Pocet kladnych elektrickych ndboju vazanych na jednu ¢éstici komponenty C, (molekulu
¢i atom) znac¢ime z,, F = 9,64853 - 10* [C/mol| je Faradayova konstanta a ¢, = pa/M,
je molarni koncentrace. Hustotu elektrického toku oznacime j. a celkovou produkci vnitini
energie vlivem elektrického pole vypocteme podle

P(U) = — /6 dida+ /V ¢ divjedv. (1.121)
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Tento prispévek odpovida ohtfevu Jouleovym teplem. Povrchovy integral popisuje celkovy
vykon generovany elektrickym proudem. Objemovy integral je v pripadé, ze v systému
nevznikaji volné elektrické naboje, roven nule, protoze plati divj, = 0.

Gravitacni sila piisobi na kazdy materialovy bod o jednotkové hmotnosti stejnou silou,
takze plati >, jp, - b" = —gradpb - > jp. = 0, tedy tento ¢len nepfispiva ke zméné
vnitini energie. Zména vnitini energie vyvolana vnittnimi silami je dana vztahem

Y i, - Ta pro T4 =V(oa), (1.122)

coz je konkrétni{ priklad kapildrnich sil, kde o [N/m = J/m?] je povrchové napéti (hustota
povrchové energie mezi pevnou latkou a kapalinou), a a [m?/kg] je specificky povrch pevné
latky u porézniho materidlu. Posledni ¢len produkce vnitini energie (1.99) ma tvar

P Wala + Ya)- (1.123)

Clen wag, popisuje pifspévek nabitych ¢astic objevujicich se béhem chemickych reakei a
jejich interakci s vnéjsim elektrickym polem. Dalsim moznym prispévkem je energeticka
interakce téchto ¢éastic s povrchem tekutiny (vliv povrchového napéti) vyjadiend ¢lenem
WaVa-

Uvedena analyza jednotlivych ¢lentt v rovnici produkce vnitini energie [1.107 ndm do-
voluje lépe interpretovat I. Zakon termodynamiky v klasické formulaci [[.125] Pro cely
otevieny systém, ktery neni v termodynamické rovnovaze, ma I. Zakon termodynamiky
tvar

Jy+Jdpn = U — Puyp — Preap(U) — Pyis(U) = (1.124)
= U+ Wiy + Wewy — Pass(U), kde U= / pido.
Y

Zde Wexp je vykon spojeny se zménou objemu systému a odpovida expanzivni praci
Clen Wnexp = —Phesp(U) je produkce neexpanzivniho vykonu (nartstu tlaku, v piipadé
palivového clanku je to produkce odvadéného elektrického vykonu —We) spojena s ne-
expanzivni praci pri konstantnim objemu systému [L.117, Procesy doprovazejici oba tyto
zdroje vnitini energie mohou byt vratné. Nevratnd produkce vnitini energie Py;s(U)[1.118
je vyvolana disipativnimi procesy, které prevadéji urcité formy energie, jako je chemicka,
mechanicka ¢i elektricka, na teplo. I. Zakon termodynamiky ma vyznam zakona zachovani
celkové energie vyjadireného formou bilance vnitini energie [[.104] Klasicky tvar I. Zékona
termodynamiky pro uzavieny (Jpn, = 0) rovnovazny (Pgs(U) = 0) systém je

AQ =AU + AWy, pro J,(U) = AQ, AWy, = pAV. (1.125)

Protoze je systém v termodynamické rovnovaze, neexistuji v ném ani tlakové gradienty,
takze Vp = 0 a neexpanzivni prace je nulova.
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Alternativni tvar I. Zakona termodynamiky, vztah[1.124] je formulovan pomoci entalpie
[1.102] a [1.60] Integraci pfes objem dostévdme jeho globalni tvar

Jy+Jpn = H — Puewp(U) — Puso(U) = (1.126)
= H+ Wnexp - PdZS(U) pro H - / phdl),
\%

kde Wnexp = —Pheap(U) ~ —Vp je neexpanzivni prace. Toky a produkce maji stejné hod-
noty jako v ptripadé bilance vnitini energie [1.124]
Pro uzavteny systém plati Jp, = 0 a pro systém s konstantnim objemem pak piSeme

J = Q = H + Wnexp pro Wnexp = _Vp (1127)

Vztah |1.126 m je vyhodny pro popis palivovych ¢lankt a elektrickych baterii, kde plati
Wnemp W, = —P.. U globélni formulace I. Zdkona termodynamiky ( Vztahym;im
neni ziejmé, které fyzikalni procesy jsou zahnuty v tocich a produkcich. Porovnanim s
odpovidajicimi lokdlnimi tvary[1.99 a[I.114] vSak muzeme piispévky od jednotlivych procest
identifikovat.

1.2.5 Bilance entropie - II. Zakon termodynamiky

Formulujeme nyni II. Zakon termodynamiky jako bilanci entropie pro cely systém. Jeho
lokalni tvar plyne z obecného zakona bilance [[.42] tedy

aat(ps) +div (pvs +j(s)) = o(s) > 0, (1.128)
nebo ps+divj(s) =o(s) >0,

kde j(s) je hustota toku entropie a o(s) je hustota jeji produkce. Difve zavedend Gibbsova
volnd energie a je kompatibilni s ndsledujici definici entropie

te . ay
T = u—-2.d- E [aWs pro pevné latky, (1.129)
P a

Ts = U+pv— Z oW pro tekutiny.

Tyto vztahy se oznacuji jako Gibbsova definice entropie. Pouzijeme zdkon bilance hmotnosti
[[.51] bilance mechanické energie [I.90] a vnitini energie [I.99, Rovnici [I.129 vyndsobime
celkovou hustotou p a dosadime zménu vnitini energie [1.99] Tenzor napéti rozlozime na
cast elastickou a disipativni

t :Zta :tel+tdis :Ztela+ztdisa- (1130)
« e o)
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Po upravach ma bilance entropie tvar

«

to
pT's = — div (jq +> ipa’ [ual - p]) + (1.131)
+ (tel + tais — > PaVD, @ VDQ> t(d+w)+
+ Y padivip, —ta:d+ Y ip, - (ba+T4) —

— P Wa (Ha + Yo+ 7a)-

Gradient rychlosti Vv = d +w jsme rozlozili na ¢ast symetrickou d = € a antisymetrickou
W, coz je tenzor vitivosti. Souc¢in d : w symetrického tenzoru d s antisymetrickym tenzorem
w je nula. Prispévek chemickych reakci (véetné nerovnovaznych fazovych prechodi) je
zahrnut v afinité

J
Ap = — Z I/paMa (,ua + 9001 + ’ya) = — Z I/paMO“uea [krnol] . (1132)

7 praktickych divodu zavedeme elektrochemicky potencial jako

RT J
Hea = fa + Pa + Yo DPIO o (T,p, wa) = ﬁa(Tap) +——Inw, |—]. (1'133)
M, kg
S vyuzitim zakona bilance hmotnosti pro slozku C,,, vztah nalezneme vztah
. [
_pzwa (:uoz + Yo + 704) = — Z VpaMa,uean = ZAPCP [Hﬁs] R (1134)
o a,p p

ktery zahrnuje prispévky od vsech chemickych reakci. Tok entropie zahrnuje prispévek
vsech chemickych komponent a s ohledem na definici chemického potencialu a je
roven

to . .y
Tip.Sa = ijp, - (uel —— — pI) =jp, - (hy — pI) pro pevné latky, (1.135)

«

Tip.Sa = Jp,(Ua + PVa — tha) =Jp,(ha — 1) Pro tekutiny.

Entalpie je z divodu fyzikalni interpretace odpovidajicich entropickych tokiu definovana

vztahy a|1.100} Vyjadiime-li entropii pomoci méritelnych velicin (uq, o, ta), je rych-
lost zmény entropie rovna
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j _Zaj aﬂa+2j o uaI_t*a
ps= — div (" D P [ pD + (1.136)
T
. . tela+tdisa 1
+ [.]q + ZJDa‘(UaI - ,0a>] -V (T) +
1
+ T |fdis - ZpavDa ®VDQ] cd —

. to\ by T4, AL
- ZJD“.lV<T)+T+T]+Z T
o

Po porovnani s obecnym bilanénim zakonem [1.128| dostaneme konec¢ny tvar hustoty toku
entropie

. s . N . ha

a hustoty produkce entropie

1
o(s) = [jq + 3 dpaha + Voo tdm] v (T) + (1.138)

1
+ T [tdz's —Y  pavp, ® VDQ] :d —

_ T fa)  ba  Ta Ay
> i, [V(T)+T+T]+§pj == 0.

Nerovnost [1.13§] je lokalni tvar II. Zakona termodynamiky. Globalni tvar II. Zakona ter-
modynamiky je

S —Jp(S)=P(S)>0, pro S= /Vpédv = /V <a(8p:) + div(psv)> dv,  (1.139)

kde celkovy tok entropie pres hranici systému 0V, ktery méni pti deformaci sviij tvar, je
Jp(S). Muzeme jej rozdélit do nasledujicich ééstﬁ

Jp(S) = — 8Vj(s)da:— W(ijasa—l—‘]jz)da: (1.140)
jq ZO&jDaha ZajDa/J’Oé
= — “da — == —d =2 ~da=
v T a )% T at oV T a

= Jq(S) + JDh(S) — JDg(S)

147, historickych diivodi je teplo do systému dodavané uvazovano jako kladné, a proto i entropicky tok
je povazovan za pozitivni, pokud sméfuje do systému.
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Celkovou produkci entropie ziskame integraci hustoty produkce [1.138| pres objem systému

P(S) = /v o(s)dv > 0. (1.141)

Pro systémy, jejichz objem V je v ¢ase konstantni a hranici objemu protéka konvektivni
tok, je bilance celkové entropie dana vztahem

oS

S —J(S)=P(S)=0 pro §= / psdv, P(S) = / () dv, (1.142)
v v

kde tok entropie zahrnuje i tok konvektivni[I.8] S ohledem na definici chemického potencidlu

a lze konvektivni tok entropie vyjadiit konvektivnim tokem entalpie a Gibbsovy

volné energie

pPSV = VZpaSa = Zpa o« — Ha) (1.143)

Celkovy tok entropie pres pevnou hranici 9V je roven

— —_— i = — 1 j7q

J(S) = /a [psv+.](s)}da /av [psv%—JDasa%—T]da (1.144)
_ _ [ day 2 jp,ha / 2 JDaHa
~ [ vtac [ B [ Elndiogy | T,

- (S)konv+J(S ‘I‘JDh(S) JDg(S>

Pro nerovnovazny systém v ustaleném stavu ma II. Zakon termodynamiky tvar

—J(S) = P(S) >0 (1.145)

a entropicky tok J(S) = J(S)kony +Jp(5) je vzdy negativni, tedy teplo vznikajici nerovno-
vaznymi procesy musi byt odvadéno ze systému. Jinymi slovy, nerovnovazny systém vzdy
produkuje entropii P(S) > 0, kterd musi byt kompenzovana negativnim tokem entropie.
Tento negativni tok entropie se vedle toku konvektivniho J(S)kony skldda z toku tepla
Jpge(S), toku entalpie Jp,(S) a toku Gibbsovy volné energie Jp,4(.5).

Pro uzavieny systém, ktery si nevymeétiuje s okolim hmotu, jsou toky J(.5)konv, Jpn(S)
a Jp,y(S) nulové, pficemz bilance entropie ma tvar uvadény v klasické rovnovazné termo-
dynamice, tedy

J,(S)=—=P(S) >0, nebo TAS =TAS.,,+TAS; > AQ. (1.146)
AQ P(8)>0

Tato nerovnost je klasickou formulaci I1. Zakona termodynamiky. Doplnime-li ji I. Zakonem
termodynamiky [1.125] respektive ve formé [1.127] dostavame klasicky tvar bilance energie
formulovany pomoci entropie
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TAS > AU+ Wy, nebo (1.147)
TAS > AH+ W,

Klasicka nerovnovazna termodynamika

Produkce entropie, vztah [1.138] je bilinedrni forma
o(s)=>_ J,X, >0, (1.148)
Y

kde J, jsou termodynamické toky a X, jsou termodynamickeé sily; konkrétni forma jednot-
livych termodynamickych sil a toku je uvedena v Tab. [1}

Toky .J, Sily X,

teplo j, V(%)
termodiftize jp,ha \Y %)
koncentracn difiize jp, (V=)
elektricky proud j, %“ = — ]@af;w
visko-plastické procesy - pevné latky t4s (T, d, fdis) %
visko-plastické procesy - tekutiny pg;s di%
visko-plastické procesy - viskozita tgis — >, PaVD, ® VD, g
visko-plastické procesy - bobtnani vp, tdis’a-V(%)
kapilarni tok jp_ Le=+1V(0-a)
chemické reakce a fazové prechody ép %

Tabulka 1: Nezavislé termodynamické sily a odpovidajici toky.

Predposledni ¢len v produkci entropie, vztah [1.138] reprezentuje nasledujici nezavislé
procesy.
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1. Difaze vyvolana gradientem chemického potencidlu

2. elektricky tok (Ohmuv zdkon) vyvolany gradientem elektrického potencialu

2o F

M, T
kde z, je pocet elementarnich elektrickych naboji vazanych na komponentu C,, a F'
je Faradayova konstanta. Elektricky potencié]ﬁ je znaceny ¢ [V] a méfeny ve voltech.
Jeden volt je pak takovy energeticky rozdil (spad), ktery udéli ndboji o velikosti
jednoho coulombu (1C = 6,241508 - 10'%¢) energii jeden joule;

Vo, (1.150)

.
Jea ™

3. kapilarni tok vyvolany povrchovym napétim

1
ip, ~ ?V(aa), (1.151)

kde o [N/m = J/m?] je povrchové napéti (hustota povrchové energie) mezi povrchem
pevné latky a kapalinou, a [m?/kg] je specificky povrch pevné latky (porézniho ma-
teridlu, elektrody palivového ¢lanku). Obecné povrchové napéti zavisi na koncentraci
a teploté, takze o = o(w,, T), a na specifickém povrchu a = a(x).

Zavislost tokl na silach je vyjadiena konstitutivnimi vztahy, jejichz obecny tvar je

Jy = Jy (X1, Xg, o, Xy ooy Ty b, we) (1.152)
Rozvojem do mocninné fady v okoli rovnovazného stavu X.;q = 0, Jego = 0 ziskdme
0J,
=Y [=L] Xs+0(X,Xy), (1.153)
5\ 0X5s e

kde O (X,Xs) jsou malé ¢leny vyssich fadu, které jsou obvykle pro dalsi avahy zanedbavany.
Obecny tvar linearizovanych konstitutivnich vztahti, vyjadienych jako [1.152] je

8J,Y (T, tel; U}W)
0Xs

Jy = Z Los (T, te, wy) X5 pro  Las (T, te, wy) = (1.154)

eq

Pro tekutiny plati, ze t.,; — p. Dalsi omezeni pro tyto linearni vztahy nalezneme po dosazeni
do produkce entropie, vztah |1.148| takze

o(s) =Y J,X, =Y L,X,X;>0. (1.155)
v

V7,6

15Plati p, = ZA"‘{F .
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Dostavame pozitivné semidefinitni bilinearni formu, jejiz koeficienty zavisi na parametrech
(T, ter, wy). K tomu, aby forma [1.155| byla pozitivné definitni, musi podle Sylvestrovy véty
splnovat podminku

L117 Ll?a Lln
L21> L22a
Llla L12 :
Li; > 0, det >0, ..det > 0, (1.156)
Loy, Lo :
Loty o . Lo

tedy plati, Ze vSechny principidlni subdeterminanty jsou pozitivni. Z fyzikdlnich divodi
plati i symetrie matice

Lys = Ly, (1.157)

coz je znama Onsagerova relace symetrie.

Ptvodni zdivodnéni vychéazelo z predpokladu, Ze nevratnost makroskopickych procest
je zpusobena molekularnim chaosem. Pti chaosu nelze rozlisit smér srazek mezi ¢asticemi,
a tak mohou probihat i v opa¢ném smyslu (reverzibilné). Pak ovsem tento predpoklad vedl
k zavéru, ze i zavislost mezi termodynamickou silou a termodynamickym tokem muze byt
reciproka [11].

Dalsim vychodiskem je existence extremélniho principu (minima produkce entropie
[20]) v okoli rovnovazného stavu

(s) = ofs )+Za—U5X +1282705X 5X5 + (1.158)
TN T ORI T gy T T e X ax, T T '
= Y LsX, X5 > 0.
v,0

Piedpokldadame, Ze v rovnovazném stavu, X, = 0, je hustota produkce entropie nulova a
v nerovnovazném stavu, X, = X, + 60X, je minimdlni. Jestlize existuji druhé derivace,
tak jejich hodnota nezavisi na jejich poradi. Tim je symetrie materidlovych koeficientii
dokéazana.
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2. Materialy v elektromagnetickém
poli

Pro studium chovani materialt v elektromagnetickém poli se jako vyhodné jevi vyuziti ma-
teridlové derivace a dalsich poznatkiti mechaniky kontinua. Navic mtizeme vysledny popis
rozsitit tak, aby zahrnoval i mechanické vlastnosti materialu. Ziskame tak unikatni ramec,
ktery respektuje elektrické i mechanické vlastnosti materialu a ktery je zalozeny na bilanc-
nich rovnicich. V nésledujicim textu je pouzit formalismus mechaniky kontinua [12] a [21],
ktery mtze v mnoha ohledech ¢init potize. Jeho zvladnuti je vsak pro pochopeni popisu
nezbytné.

2.1 Vlastnosti elektromagnetického pole — Maxwellovy
rovnice

Popis interakce materialu s elektromagnetickym polem vychézi z analyzy elektrickych a
magnetickych naboji uvniti materidlu a dale z bilance elektrického a magnetického induk¢-
niho toku v ¢asové proménnych oblastech. Vyhodou této formulace je zahrnuti Lorentzovy
sily, ktera musi byt pti klasickém odvozeni uvadéna jako dodatecna vlastnost magnetického
pole. Dalsim dilezitym diisledkem je soucasna existence elektrického a magnetického pole
a jejich relace (i kdyz jen v semi-relativistické aproximaci) pfi pohybu materidlovych bodu.
Obecné jsou vztahy mezi vektory elektrického a magnetického pole odvozovany na zakladé
invariance Maxwellovych rovnic vii¢i Lorentzové transformaci. Soucasné tento postup uka-
zuje na hlubokou souvislost vlastnosti prostorocasu a vlastnosti fyzikalniho pole.

Budeme vysetrovat ¢ast materialu o objemu V, ktera je oddélena rozhranim 0). Oznacme
hustotu volného elektrického naboje jako p. a vektor toku volnych elektrickych naboji jako
j. = 7. Poznamenejme, Ze jde o konduktivni tok v intencich vztahu a vztahu
Pouzijeme notaci, kdy tecka naznacuje materidlovou (Casovou) derivaci, vztah , a pruh
znadi Cast, kterou je tfeba derivovat [22]. Zavedeme rovnéz rychlost materidlového bodu
v = v(x,t) = o', kterd bude zdviset na pozici x a ¢asu t.

35



ELEKTROMAGNETICKE POLE M. Tomas

2.1.1 Bilance elektrického naboje a bilance elektrického indukc-
niho toku

Bilance elektrického naboje v ¢asové proménné oblasti V je ddna integralem

/,oedv n /je -da = 0. (2.1)
% [9)%

Skalarni sou¢in dvou vektoriu j, - da lze zapisovatﬂi ve slozkach jida;. Timto zpiisobem lze
obecné popsat pohyb elektrického naboje v ramci vybraného objemu V a skrz jeho rozhrani
dV. Abychom zjistili lokalni tvar téchto rovnic, vyuzijeme Gaussovy véty. Piseme tedy

Ope | . s
a[; + div(j, + pev) = 0. (2.2)

Tento tvar predstavuje zakon zachovani elektrického naboje a vyjadiuje, ze elektricky
naboj nikde nevznika, ani nezanika. Pro spojeni popisu s realné méritelnymi vlastnostmi
materidli (mnozstvi volnych naboju) je nutné zavést vektor elektrické indukce D, s je-
hoz vyuzitim muzeme rozlisit vazany a volny elektricky ndboj v materidlu. Vektor D je
definovan vztahem

/pedv = /Dda, (2.3)
% oV

coz je ekvivalentni diferencialni rovnici pro vektor D

oD"
ozt e
Vektor elektrické indukce tedy souvisi s volnym elektrickym nabojem. Nyni vyuzijeme rov-
nice [2.1] ve které hustotu volného naboje nahradime vektorem D. Casové zména celkového
volného naboje je rovna

divD = p., nebo (2.4)

/pedv = /diVDdU = / [adggD + div(v divD)] dv = —/divjedv. (2.5)
% % % %

Puvodni vztah pro lokdlni tvar bilance elektrického naboje tedy muzeme piepsat jako

div [%It) + vdivD —l—je] = 0. (2.6)

!Tecku oznacujici skaldrni sou¢in budeme v pifpadech, kde neni nebezpeéi, ze dojde k zaméné s jinym
typem soucinu, vynechavat.
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Vezmeme-li do tivahy matematickou identituf]

divrotH =0 (2.10)

platnou pro libovolny vektor H, miizeme do bilance naboje zahrnout i existenci magne-
tického pole H, které plisobi na elektricky naboj pohybujici se rychlosti v. Vztah tedy
muzeme prepsat do tvaru

D
%t + vdivD + j, = rotH (2.11)

za predpokladu, ze vektor H reprezentuje intenzitu magnetického pole vztazenou k mate-
ridlovému bodu pohybujicimu se rychlosti v. Ve stacionarnim pripadé pro v = 0 je tento
vztah znam jako Ampériv zakon, tedy j, = rotH. Vektor tohoto nezndmého magnetického
pole neni urcen jednoznac¢né, musi ale souviset s materidlovou derivaci velikosti elektrického
induk¢niho toku plochou S, ktera je ohranicena ktivkou C. (Obr. .

Pohybujici se ndboj p. (rovnice [2.4]) generuje jisté magnetické pole, které oznacime H
a hleddame jeho souvislost se zménou elektrického indukéniho toku, tedy

[Daa+ [jda= [ #as (2.12)
Se Se

0S.=Ce

Tento vztah muzeme interpretovat jako Ampéruv zakon zobecnény na nestaciondrni pri-
pady. V tomto pojeti je Ampéruv zadkon disledkem zakona zachovani elektrického naboje
(vztahy a pii respektovani jeho zmény (pohybu) v prostoru a case. Provedeme-li
naznacenou materialovou derivaci integralu pfes ¢asové proménnou plochu S,, dostavame
obecny vztah pro zménu elektrického indukéniho tokuE|

/Dda = / laé?]t) +rot(D x v) + vdivD] da. (2.14)
Se Se

2Identita je dusledkem antisymetrie operatoru rotace. V kartézském souradnicovém systému pro

tento operator plati
0 | ;i OHi
— |2 = 0. 2.7

Ozt [e Oz’ } (2.7)

Pouzili jsme permuta¢ni symbol 3. fadu €% ktery ma nasledujici vlastnosti [T8]

"
Q123 — o231 _ B12 132 218 _ (321 _ (2.9)
a ostatni slozky jsou nulové.
Yo s v .7 ’ . . ’ —— k k
3Uvazime, ze materidlova derivace elementu plochy je ddna vztahem da; = %dai — %dak [12].

Materidlovou derivaci plosného integrdlu ([2.3)), jehoZ integracni oblast se méni v ¢ase, pak vypocteme
podle nésledujiciho vztahu
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Obréazek 3: Vzajemny vztah elektrickych a magnetickych veli¢in v libovolném objemu V
platny v obecném télese. Plochou S, ktera je ohranicend kiivkou (vodicem) C., protéké
elektricky proud J. a indukuje ve vodic¢i C. magnetické pole H. Plochou §,, ohrani¢enou
kiivkou C,, protéka magneticky indukéni tok B a indukuje ve vodici (kiivee) C,, elektrické
pole €. Tvar obou ploch a jejich hranic se mtze v pribéhu ¢asu ménit.

S pomoci elektrické indukce, definované vztahem muzeme zapsat lokalni formu bilance

' : — oD! oD! v ok
l _ l l _ k l l k _
/SeDdal = /8 (Ddal+Ddal)_/S {615 A k}dal D'=—da" = (213)

D! D*
_ / {a+a|:(6k 51 _(Sk(sl ) mDn:|}dal+vla kdal:
SC

Ox
[OD! g 0 ,OD¥
— % . m pn =
/s | Ot te ozk (Cimnv )+ Oxk ] da

ran!
= /s 8;? +eiklai(v><D) +vldivD] da' =

rap!
= / oD’ + [rot (D x v)] + vldivD} da'.
s. L ot

ksl k sl
Pii odvozeni byla pouzita identita e**e;,,,, = 6% 8\ — kst .
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elektrického néaboje

D
a@t + pev +j. = rot(H + v x D). (2.15)

7. obecného vztahu je zrejmé, ze magnetické pole je indukovano nejen konduktivnim
tokem j, (nejcastéji popsanym Ohmovym zdkonem), ale i unaSenim volného elektrického
naboje p. a ¢asové proménnou elektrickou indukci D. Clen 0D /0t se nékdy oznacuje jako
Maxwelltv proud a uplatiuje se (¢asto neptiznivé) pii prenosu stiidavého proudu v konden-
zatorech, kde zplisobuje jejich prehtivani. V laboratorni soustavé, viici které se materiadlovy
bod pohybuje rychlosti v, naméiime intenzitu magnetického pole H, kterd je rovna

H=%+vxD, nebo H' =H +e*v;Dy, (2.16)

pricemz pro materialovy bod v klidu (v = 0) plati

H=%H. (2.17)

2.1.2 Bilance magnetického naboje a bilance magnetického in-
dukcniho toku

Vektor magnetické indukce B zavedeme do popisu obdobné jako vektor elektrické indukce.
Oznac¢ime hustotu magnetického naboje jako p,, a jeho bilanéni zakon je

/B@:/mmm:/%mza (2.18)
oV v v
Jeho lokalni tvar pak bude

divB = p,, = 0. (2.19)

Bilance magnetického naboje, vztah [2.19] tedy doklada neexistenci magnetického naboje.
Provedeme stejnou upravu pro magnetické naboje jako v pripadé naboju elektrickych
a protoze neexistuji volné magnetické naboje, neexistuji ani jejich toky, tedy dostavame

0B
— = 0. 2.2
5 +1ot€ =0 (2.20)

Opét jsme pouzili diferencidlni identitu [2.10]a £ predstavuje vektor elektrického pole puso-
bictho na elektricky ndboj pohybujici se rychlosti v. Rovnice[2.20]tak predstavuje Faradaytiv
zakon indukce, ktery je v tomto pojeti disledkem zdkona zachovani magnetickych nabojt.
Velikost neznamého vektoru £ upfesnime pomoci materialové derivace toku magnetické
indukce povrchem S,, s rozhranim C,, (Obr. . Pouzijeme stejny postup jako v pripadé
vztahu 2.14] a dostaneme

R B
/Bm: 0
Sm

/ (E)t +rot(B x v) + VdiVB) da. (2.21)
Sm
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Lokalni tvar rovnice [2.21| ziskdme obdobné jako v predchozim textu. Protoze volny mag-
neticky naboj neexistuje, miizeme zapsat

B
a@t +rot(€+ B xv) =0. (2.22)

Intenzita elektrického pole z hlediska stacionarniho pozorovatele bude

E=&-vxB, nebo E' =& —¢y;By. (2.23)

Vektory E a H jsou spojeny s nehybnym pozorovatelem, okolo kterého se materialové
body pohybuji rychlosti v. Oproti tomu jsou vektory £ a H spojeny s pozorovatelem, vici
kterému jsou materidlové body nehybné. Jinymi slovy, pozorovatel je spojen s pohybuji-
cim se materidlovym bodem. Elektrické pole zaznamenané v libovolném pohybujicim se
materialovém bodé pak bude

E=E+vxB, nebo & =FE" +e'*;B. (2.24)

Tento vztah popisuje Lorentzovu silu, kterd piisobi na materialovy bod pohybujici se rych-
losti v v magnetickém poli B. Velikosti vSech vektorii jsou ovlivnény materidlovymi vlast-
nostmi. Elektrické vlastnosti jsou vyjadieny vektorem polarizace

P=D - EoE = XeEOEa (225)

kde x, je tenzor elektrické susceptibility a €, je elektrickd permitivita vakua, detailni infor-
mace nalezne ¢tendf v Piiloze [B] Magnetické vlastnosti charakterizuje vektor magnetizace
[23]

B

M=— —H=yx,H=X"(x, +1)7'B, (2.26)
Ho Ho

kde x,, je tenzor magnetické susceptibility, iy je magnetickd permeabilita vakua, I je
jednotkovy tenzor, podrobnosti jsou uvedeny v Piiloze [C] Uvazime-li, Ze polarizace a mag-
netizace vakua jsou nulové, maji tyto vektory jasny fyzikdlni vyznam

—divP = py, (2.27)

oP
E + I“OtM - jb, (228)

kde py je hustota vazaného naboje (napriklad v dipélech) a j, je hustota elektrického toku
vazanych naboju (tedy napriklad Maxwelliv posuvny proud).
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Maxwellovy rovnice

Zapisme nyni podobu Maxwellovych rovnic teorie elektromagnetického pole. Prvni dvojice
Maxwellovych rovnic, ktera je diisledkem bilance elektrického naboje a bilance elektrického
indukéniho toku, bude mit tvar

D
divD = p,, %t + pev + j, = rotH. (2.29)

A druha dvojice Maxwellovych rovnic, ktera je diisledkem bilance neexistence magnetickych
naboju a bilance magnetického indukéniho toku, bude

0B

Vsechny uvedené velic¢iny jsou méreny v systému souradnic, ktery je v klidu vici labora-
tori. Zavedenim materidlovych vztahu a muzeme prvni soustavu Maxwellovych
rovnic vyjadrit ve tvaru, ze kterého lze explicitné urcit vliv vazaného naboje p, a jeho
odpovidajiciho elektrického toku j,. Tedy piseme

cdivE — p. = —divP = p, (2.31)
1 OE oP
%rOtB — EOE — PeV —j67 = E + rotM = jb'

Odtud je zrejmy i tvar Maxwellovych rovnic ve vakuu, kde nejsou zadné vazané naboje.
Reseni téchto rovnic je podrobné uvedeno v Priloze

2.2 Energie elektrického a magnetického pole v latko-
vém prostredi

Soustfedme se nyni na energii prijatou a naopak emitovanou materidlem. Elektromagne-
tické pole pusobici na materidlové prostredi s nim interaguje. Jednak se v ném 8ifi, pricemz
se v ném miize pohlcovat, popripadé se miize i zesilovat. Hustota jeho energie je vyjadrena
vektorovym soucinem

1
g(E X H) = €0E X ILLQH, (232)

kde ¢® = 1/egug je rychlost svétla ve vakuu. Vektor vznikly vektorovym souc¢inem E x H
nazyvdme Poyntingovym vektorem a predstavuje hustotu toku vykonu s jednotkou [W/m?].
S vyuzitim materidlovych vztahi a pak muzeme zapsat

LExH) = (D xB) — (P x B) — —(E x M). (2.33)

2 c2
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2.2.1 Hybnost elektromagnetického pole

Pro bilanci hustoty hybnosti je tfeba nalézt konkrétni tvar toku a sil zpusobenych
interakci s elektromagnetickym polem

10 . Oteme i

——(ExH) = .

2ot OxJ
Zménu hybnosti elektromagnetického pole v materidlovém prostiedi budeme formulovat
pomoci nasledujicich veli¢in

— bema: lN] : (2.34)

m3

B, E,P.M,J. =j. + peV, pe- (2.35)

Pro nalezeni konkrétniho tvaru tenzoru napéti t“™ a vektoru objemové sily b

sime nalézt vhodné vyjadreni parcialnich ¢asovych derivaci jednotlivych ¢asti Poyntingova

vektoru [2.33 tedy

mu-

OB oD
s ety
or T erisP Ty

(2.36)

(D x B), OB oD
o [D . &t]r+ [815

X B] = eTsiDs

Levou stranu rovnice upravime pomoci Maxwellovych rovnic a do tvary{]

oD x B), . 9E, OB
S = (pBr e JIBY) — PPt - My (2.39)
. . 1 .
Y pig tBiE (B M- 2 e, — L BrB )6,
oxJ 2 2/10

kde je vyuZito tenzorové identity e,e* = 6765 — %57, Vyuzijeme vlastnost{’] materidlové
derivace a upravime druhy ¢len na pravé strané rovnice [2.33] jako

‘K odvozen vztahu m pouzijeme nékolik matematickych tiprav. Casovou derivaci nahradime pomoci
Maxwellovy rovnice 2.30] takze

i 0 . , LOEF
D x rot E], = em-ejkDS@E’“ = (610% — 8Fs7) (D W_) = (2.37)
OE* OE" OELE* OE* 9(D’E,)
= DF —-DI—/— = P — il E,
ox" oxJ € ox” + Lk ox” oxJ +pe

a dale je vyuzito definice polarizace a rovnice divD = p.. Stejnou tpravu pouzijeme pri vypoctu

Clenu (%—? X B)T. Uvedené upravy mohou byt vyjadreny i ve standardni vektorové notaci

AxrotB = —-BxrotA+V(A-B)—(A-V)B—(B:-V)A, (2.38)
2A x1ot A = V(A?%)-2(A-V)A.

5 1) _ o'
Ve tvaru p(;) = Jur-
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oP xB),  —=—=— 0PxB),
— 5 = (P x B), —v = (2.40)
0 . o
= (P X B)’r’ — %[UJ(P X B)T] + (P X B)r% —
T d ¢
- 5 ;(P x B),| — %[UJ(P x B),|.

Pri dprave ¢lenti P x B, c% (E x M) jsme pouzili materidlovou derivaci, vztah , a bilanci
hmotnosti, vztah Clen, ktery zahrnuje vliv magnetizace, upravime podobné

19(ExM), p

c? ot c?

[V (B x M), . (2.41)

1(E >< M)r] -

p c20xI

Casovou derivaci Poyntingova vektoru nalezneme tak, ze od rovnice odecCteme
rovnice a [2.41] S ohledem na zakon zachovani hybnosti (rovnice [2.34) muzeme pro
tenzor napéti vznikajici vlivem povrchovych sil zptisobenych elektromagnetickym polem
zapsat

y o ey 1 P Jo
193 = DIE' 4+ BIH + (B’Ml ~JEE- 23%) 5 4ol PEBI 4 R ER M. (2.42)
Ho &
Objemové sily zpiisobené elektromagnetickym polem maji kone¢ny tvar

1
- P B
P

1
— B M,
p

, o E B , .
pemast — peEl+ellie7kBl+ (Plal+Mlal> 5rz_|_pezkl

P ikl
ox” ox” it

c2

. (2.43)

S ohledem na tenzor napéti [2.42| a objemovou silu [2.43| miizeme formulovat zdkon bilance
celkové hybnosti za pritomnosti elektromagnetického pole. Hustota celkové hybnosti
je

'+ —(Ex H)' (2.44)
c

a jeji zékon bilance (rovnovaha sil) ziské tvar

0 . 1 ‘ 0 o y y ) .
& [pvl _'_ Cj(E X H)Z‘| — @(_pfv’l/z}j _"_ tnemg,]z _'_ temg,]z) _"_ bemg,l _"_ b’U,l. (245)

Tenzor napéti rozdélime na tenzor napéti vyvolany vnéjsi povrchovou (vtisténou) silou,
tmemg: 7t (vztah [1.75} pro odliSeni jsme v této kapitole tenzor napéti popisujici vliv vnéjsich
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povrchovych sil neelektromagnetického pivodu oznadili indexem nemg), a tenzor napéti vy-
volany elektromagnetickym polem, t*™97¢. Mechanické ptisobeni je tedy ovlivnéno piftom-
nosti elektrického pole, a proto celkova objemova sila zavisi i na polarizaci P a magnetizaci
M.

Ani tenzor napéti ™97 ani vektor sil b*™9'¢ nejsou definovany jednoznaéné, avsak
soulty /¢ = nems,jt ¢emg.ji g hi = pem9:t 4 pv: It iz jednoznacné jsou. Mechanicks interakce
mezi elektromagnetickym polem a materidlem je vyjadrena pomoci vektorii polarizace P
a magnetizace M. Vektor elektromagnetickych sil 2.43] je vyjadifen pomoci veli¢in

E,D,H,B,P,M, 1., p., (2.46)

které jsou méreny v nepohyblivém souradnicovém systému. Pozorovatel, ktery se pohy-
buje s materidlovym bodem, vnimé rozdilné ptisobeni vnéjsiho pole. Toto pole je popsano
veli¢inami

EDH,BPM,I.,p.. (2.47)

Vztah téchto velicin k veli¢inam je v semi-relativistickém priblizen{ urden transforma-

cemi [2.16}, a plati

E=-vxB, H=H+vxD, M=M-vxP, j.=J,—pv, (2.48)

1 1 1
B=B+ ,vxE P=P+_vxM, D=D- vxH
C C &

Tyto transformace ukazuji, ze i pii rychlostech mnohem mensich, nez je rychlost svétla,
jsou intenzity elektrického a magnetického pole a magnetizace silné ovlivnény pohybem
materialového bodu.

Souvislost magnetizace s polarizaci je dusledek pohybu vazaného naboje. Fyzikalni po-
vaha tohoto jevu je patrna z formalni podobnosti pravé strany druhé rovnice s rovnici
popisujici vznik Maxwellova proudu[2.15] V transformaénich vztazich [2.48 zanedbédme ¢leny
obsahujici ¢=2. Po dosazeni do dostavame tvar pro objemovou silu vhodny pro popis
deformujicich se téles (obecné i tekutinovych systémi) vystavenych elektromagnetickym
vliviim, tedy pisemd’

b = p &'+ e By + (Plggk + Mlg l) &' 4 et (Pj By + P, Bk> , (249)
" "
> 0A; 04 ot ot 0A; . 0(Aw)  OA!
kde A= L4ttt 4 A — A= = T pedte s S 4 i
¢ ot v O * Ox! orl — ot K T g v Oa!

*
5Ve vektorovém zapisu mé pouzitd operace tvar A = % + rot (A x v) + vdiv A. Poznamenejme, 7Ze
*

tato derivace je rovna materidlové derivaci A -da = A -da a odpovida zméné velikosti toku vektoru A
materidlovou ploskou da. Geometricky vyznam této derivace je zfejmy ze srovnani s materidlovou derivaci

*
plogného integralu ve vztahu [2.13] Tok vektoru A odpovidajici plochou je konstantni, je-li A = 0 [12].
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Tento vyraz jiz obsahuje elektrické pole a magnetizaci vnimané pozorovatelem v pohy-
bujicim se materidlovém bodu. Z téchto vztaht je patrné, ze i pri malych rychlostech v
volného ¢i vazaného ndboje (napiiklad elektretti — permanentné polarizovanych téles) muze
dochéazet k vyznamnym silovym uc¢inktim dokonce i v homogennim magnetickém poli.

2.2.2 Bilance mechanické energie s vlivem elektromagnetického
pole

Vynasobenim bilance hybnosti rychlosti v* dostaneme lokdlni tvar bilance mechanické
energie

o[ v, 0 v y O . ,
- . - Lol — " i tﬂi]. = pom9? i bt i 2.50
t[p21+§x]lp2v U]—F i v +07 ( )

V rovnici zanedbame ¢len obsahujici ¢2, takZe vykon vnéjsich objemovych sil méie-
nych v laboratorni (klidné) soustavé je

E B
O, , \p 9B P,B,

pPI== :
oxt ozt

4 pezklvi

b9y = poEv; + €. Biu + v : (2.51)

1
p

Vyuzijeme vztahu pro bilanci hmotnosti a vzhledem k identité v(v x B) = 0 muzeme
rovnici [2.51] prepsat do tvaru

‘ . . 0 : : OP!
bemg,zvi = IOGEZ/Ui -+ elklj&kBl'Ui + % |:<PlEl)'Uj:| — EZPZ + EZE — (252)
1 : 0B 1\
— PlEl <>p + MlBl — Mlil + ()peZklPkBlU,; +
p ot p

+ eiklPkBlUi + BiklPkBﬂ)i.

Energetické ucinky na pohybujici se materidlovy bod nalezneme pomoci transformacnich
vztaht 2.48| pro intenzitu elektrického pole E a magnetizaci M. Vysledkem je vztah pro
vykon objemovych sil, ktery , vnima“ pohybujici se materidlovy bod

, , . 0 . OP!
b9ty = poBv; + e, B + Ere [(PZEZ)’UJ} + Elﬁ + (2.53)
. OB izl
+ Aﬂ&—ﬂﬂa;—pa<>
P

Déle vezmeme do tvahy materialové vztahy a[2.26} které definuji polarizaci a magne-
tizaci, a za soucasného vyuziti materidlové derivace dostavame
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| I
b = p B+ €™ 1B + a@ [(PZEZ + M BZ)U]} — B (M ) - (254)
p
PN 9 1 oD! OB
Y - F'E,+ —B'B 'B/| + E H
Pl(p) at[ l+2'u0 1 — M 114— v + o

Posledni dva ¢leny rovnice 2.54 mtuzeme pomoci Maxwellovych rovnic [2.29 a [2.30] upravit
do formy

oD" oB* , 0H, k . OF;
E——+H, = —BEJ B — — N = 2.
or o Jet 0w~ R ow (2:35)
, o .
= —pEv' + 5 E; + @(eﬂ“HkEi)
a rozepsanim posledniho ¢lenu ziskdvame
d , . OH}, OF; o OH . OF;
Jki Jki jki _ gk k kg 7
Ee (e’ HLE;) = /™ Ei—— 5 -+ e/ H, Kgd — © Ez—axj e Hk—gﬂ. (2.56)

Tento vysledek dosadime do rovnice pro vykon objemovych sil pusobicich na pohybujici
se materialovy bod. Porovnanim s rovnici pro bilanci mechanické energie [2.50| ziskavame
konec¢ny vztah pro zdroj mechanické energie vlivem elektromagnetického poleﬂ

. 1
by, — aat [ E'E, + 2—8 B — MZBZ] + (2.57)
Mo
0 ! J 4 edki
+ | (PE+ M'B)v’ + e HLE;| —

| M P
Ji€i — sz( ) - pé’z( )
p p

Abychom zdtraznili, ze jde o vykon ,vnimany“ pohybujicim se materidlovym bodem,
vyjadrili jsme ve zdrojovém clenu elektrické pole £ = E + v x B i magnetickou indukci
B = B a polarizaci P = P hodnotami méfenymi v pohybujici se soustavé. Produkce
hustoty kinetické energie, o(exi, ), pak musi byt souctem hustoty kinetické energie a hustoty
elektromagnetické energie. Plati tedy

o[ viv, € 1 ,
in) = = ‘+ FE'Ej+ -—B'Bi— M'B| + ——ji, 2.58
0 (€kin) ot |P g TR T g M'By| + i Jkin (2.58)
"Pro tok hustoty elektrického proudu plati v(j, x B) = —j.(v x B).
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kde hranata zavorka oznacuje hustotu kinetické energie ey;,, a pro tok hustoty kinetické
energie muzeme zapsat

7

lin = P70 = 0 = P'B? = M'Bi? — M HLE, (2.59)

Vztah pro produkci hustoty kinetické energie tak ziskava konecny tvar

i I .
U(gkin) = —Je & — pgi <P> — pBl <M> + b”’ivi — tij%, (260)

’ p p dx’
kde prvni ¢len na pravé strané piislusi vodivostnimu proudu (Jouleovu teplu), druhy a tfeti
¢len popisuji zménu polarizace materidlu a zménu magnetizace materidlu piisobenim vnéj-
Siho elektromagnetického pole. Posledni dva ¢leny rovnice popisuji produkei kinetické
energie zpusobenou vnéjsimi objemovymi silami b” nemajici ptivod v elektromagnetické
interakci a produkci generovanou vsemi povrchovymi silami reprezentovanymi tenzorem

napéti t.

2.2.3 Bilance vnitrni energie pri interakci s elektromagnetickym
polem

Vyjdeme z obecného lokalniho tvaru zdkona bilance|l.42|a oznac¢ime hustotu celkové energie
jako

Etot = PU + Epin (2.61)
a hustotu jejiho toku jako
jzot = puvi + ]; + .]l’i:zn (2.62)
Bilan¢ni rovnice pak ziska tvar
O ot J
ot) =0= — i 2.63
U(ft t) at + 3$]jt0t ( )

Produkce celkové energie musi byt nulova — energie se zachovava, nevznika ani nezanika.
Odtud plyne, ze produkce hustoty vnitini energie je v absolutni hodnoté rovna produkci
hustoty celkové kinetické energie, neboli

o(pu) = —0(Erin). (2.64)
Bilanci vnitini energie tedy prepiseme do tvaru
d(pu) i sl _
BT + @[puv —|—jq} = o(pu) = —0(Ekin)- (2.65)
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S vyuzitim bilance hmotnosti [.43] a hustoty produkce kinetické energie dostéavame
kone¢ny tvar bilance vnitini energie

oj ov; . Pi M
piv = —=20 i gigo 4 e (D) 4 B, + Q. (2.66)
ox? ox’ p p
Clen Q°** = —b%v’ vyjadiuje mnozstvi tepla absorbovaného nebo emitovaného v diisledku

interakce s jinymi silovymi poli, nez je pole elektromagnetické (gravitacni a neinercidlni
sily). Tato rovnice je alternativni vyjadreni I. Zakona termodynamiky pro pripad interakce
téles s elektromagnetickym polem, jak je ziejmé ze vztahu [1.99]

2.3 Bilance entropie materialového systému interagu-
jiciho s elektromagnetickym polem

Jako S oznac¢ime entropii celého systému o objemu V a hustoté p. Podotknéme, Ze objem
télesa a jeho povrch, 9V, se pii pohybu méni (deformuji), jak je naznaceno na Obr.
Celkova entropie systému je pak

S = /psdv, (2.67)
v
kde s znaci mérnou entropii. Tok entropie povrchem 0V je roven
ji ext
Jp(S) = —/;dai—F/QT dv, (2.68)
% v

kde figuruje vektor toku tepla j, = jé a teplo absorbované ¢i emitované v interakci s
vnéjsimi silovymi poli jsme oznacili Q**. Entropicky tok je tok konduktivni, a tim
je ztejma korespondence s obecnym bilanénim zdkonem Celkova produkce entropie je
rovna

P(S) = / o(8)dv, (2.69)
kde o(S) je hustota produkce entropie. Bilance entropie pro celé téleso (systém) je tedy

S — Jp(S)=P(S)>0 (2.70)

a pripomenme, ze teckou znac¢ime materidlovou derivaci. Lokalni tvar bilance entropie
ma tvar

ox* \T T -
Produkce entropie a hustota produkce entropie jsou vzdy pozitivni. Tyto nerov-
nosti vyjadruji II. Zakon termodynamiky a souvisi tak se vztahy a [1.139]

ps + a(g‘) _9 ) >0 (2.71)
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2.3.1 Hustota produkce entropie pri interakci s elektromagnetic-
kym polem

Hustotu produkce entropie vyjadiime pomoci I. Zdkona termodynamiky — bilance vnitini
energie Na levé strané nerovnosti osamostatnime ¢leny
X2 ext
l% — o (2.72)
T Ozt T
a dosadime za né odpovidajici ¢leny z bilance vnitin{ energie [2.66] Po tpravé ma hustota
produkce entropie pro materidly nachazejici se v elektrickém a magnetickém poli tvar

U 0 1 tij a'l}j 51 5 Pt B@ Ml
— =+ — |4+ ==+ + + p— >0. (2.
o(5) = p(s ) qax’< ) T Ox* ]ET pT(p) pT( 0 ) 0. (2.73)

Platnost II. Zakona termodynamiky je zajisténa jen v pripadé, Ze je produkce entropie
kladna. Misto vnitini energie, ktera je funkci entropie, coz neni primo méritelna velicina,
zavedemd’| mérnou volnou energii, f, ktera je definovéna jako

f=u—"Ts. (2.74)

Po provedeni naznacenych derivaci plati

. U . N1
Pro nase tucely budeme predpokladat, Ze volna energie je funkei nasledujicich vzajemné

nezavislych parametri

or Pt M ) (2.76)

f= f(ﬂe,eij,dipT, i’ ?, P
kde e;; je tenzor deformace a d;; je tenzor rychlosti deformace. S ohledem na tuto funkéni
zavislost a po provedeni materialové derivace ve vyrazu [2.75] vztah pro hustotu produkce

entropie ziska tvar

of . of of of
oot e bt g%t G

- st (5) ) ik )
0T /0x)\dx* ) AP [p)\ p ) O(M'[p)\ p

_ AT +tYdy; + je&i + p&i L + pB; M > 0.
T Oz p P

To(S) = —p|sT + =T+ (2.77)

8V predchozim textu byla stejnym symbolem, f, oznacena libovolnd diferencovatelnd funkce.
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Preskupenim c¢lentt pak dostavame

_ Of Ny (4o — , 9\, o\ (P
To(S) = p(s—i—aT)T—i—(tel paeij>dw+p<& a(Pi/p)><p>+ (2.78)
)i MY\ T oL
+ p(Bl a(/\/li/p)>< p ) T&xiﬂdisdlﬁje&

of . . of . of (0T
_ . g 270 >
P lapepe " 9d, " 9T 0w (&w‘)] 20,

kde je tenzor napéti rozdélen na ¢ast elastickou a st disipativni (viskéznf) t9 = 4 4% |
podle obecného vztahu [1.130, Nerovnost musi platit pro jakykoliv termodynamicky
proces funkéné zavisly na proménnych a jejich Casovych derivacich. Platnost vztahu

je zachovana, pokud jsou splnény néasledujici podminky

o, 279)
=g (2.80)
&= (9(72{//))7 (2.81)
B; = @(/\i{/p)’ (2.82)
gpfe =0, ;d{j =0, a(agfaxi)_o (2.83)

a navic musi platit nerovnost
To(S) = ‘;igf + 1 di; 4+ §E > 0. (2.84)

Vztah oznacujeme jako disipativni nerovnost a vztahy az jsou takzvané kon-
stitutioni vztahy [22]. Vidime, Ze jeden z dusledku II. Zakona termodynamiky vyjadieného
nerovnosti je vedle disipativni nerovnosti [2.84] i skutecnost, zZe volnéa energie je neza-
vislou funkci T, e, P a B. Z vysSe uvedenych podminek plyne, ze nezavisi na p., d, ani
na grad 7. Volnou energii [2.74] mizeme s ohledem na konstitutivni vztahy az
vyjadrit jako

=Tt s i = 5T — Mg —&-(7”) _ Bi<M’>. (2.85)
p p p
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Tato koncepce je vyuzita pro popis feromagnetik v Priloze [C] konkrétné ve vztahu
Diisledkem je definice entropie pro termo-visko-elastické materidly vykazujici elektrickou
polarizaci a magnetizaci

7 3
Ts=1— 1tj’jl'al” — & <P> — B (M ) (2.86)
p p p
Elasticka ¢ast tenzoru napéti pro homogenni anizotropni termo-elastické pevné téleso zavisi
na fadé materidlovych parametri, jak bude zfejmé ze vztahu [2.93 niZe. Pro tekutiny je
elasticka c¢ast tenzoru napéti izotropni tenzor t?l = —pd", kde p je staticky tlak (nékdy
nazyvany hydrodynamicky, poptipadé termodynamicky). Odpovidajici ¢len ve vztahu pro
entropii Ize upravit do tvaru

1. . P (%l T
S R e Y (e 2.
p el p<8$l> p(p) ( 87)

a dostavame klasickou Gibbsovu definici entropie pro tekutiny v elektromagnetickém poli

riciofT) - o(%) - a (). -

Samotnd entropie tedy zavisi na vnitin{ energii u, deformaci e;;, polarizaci P* a magnetizaci
M v pohybujicim se materidlovém bodu. Z konstitutivnich vztahu az je ziejmé,
ze entropie nezavisi na hustoté elektrického naboje p., rychlosti deformace d;; a ani na
teplotnim gradientu 97 /dz".

2.4 Piezoelektrické materialy, magnetostrikce

S ohledem na vztahy az je zfejmé, Ze volnd energie zdvisi na T, e, P a M.
Navic muzeme predpokladat, ze i polarizace a magnetizace zavisi na teploté a deformaci,
jak pozorujeme napiiklad u pyroelektrik, feroelektrik’| & feromagnetik [26]. VySetffme nynf
takovou zavislost pro volnou energii. Za téchto predpokladi méa hustota produkce entropie
tvar

i 9 (1) .0 P M
_ 7 -7 = i J -] s . >
To(S) Tp(s T) +T‘7q8xi <T> +t o —i—je&< p > —i—pBZ( P ) >0. (2.89)

S vyuzitim vztahu [2.74] a po provedeni materidlové derivace ziskavame

9Feroelektrika, tedy materidly s hysterezni zévislosti intenzity elektrického pole a polarizace (napiiklad
Seignettova sul), poprvé popsal ve své disertacni praci americky védec ¢eského pivodu Joseph Valasek
124], [25].
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To(S) = —p T + (2.90)

of o (P o (M
S+a7+ Sa (p>+p8i8T<p>

o af o (P o (M
£ — - a4, -
I " e +p&3€z’j ( p ) +pBla€z‘j< p ) ’
aT
- ija i d'Lst —|—j;5 > 0.

Vztah musi platit pro vSsechny hodnoty T a ¢ij = d;j. Nerovnost [2.89| plati za predpo-
kladu, ze entropie a elasticka ¢ast tenzoru napéti splnuji podminky

6f Pi o (M
y of o (P o (M
J __ N -
ty = p@eij + p& Jer ( p ) + pb; der ( ; ) (2.92)

Navic plati i disipativni nerovnost Prabéh entropie je dan teplotni zavislosti pola-
rizace a magnetizace — s teplotou se tedy entropie méni, coz muze souviset se zménou
vnitini struktury (napriklad ztrata permanentni magnetizace pri dosazeni Curieovy tep-
loty, vztah . Povsimnéme si navic souvislosti polarizace a tenzoru napéti. Jedna se
o piezoelektrické vlastnosti materialu, tedy vznik polarizace pti aplikaci mechanického na-
péti. Podobné 1ze ménit magnetizaci materidlu. Vyznamny je i opacny efekt, kdy vnéjsi
magnetické pole zplisobuje deformaci materidlu — magnetostrikce. Tyto jevy, respektive
jejich reverzni varianty, z popisu prirozené vystupuji a na jejich detailnéjsi popis se nyni
zameérime.

Uvedeme priklad tvaru tenzoru napéti pro termoelasticky material. Elastickou cast
tenzoru napéti mizeme popsat jako

t9 = BI(T — Ty) + C*ley, (2.93)

kde Ok piedstavuje tenzor ¢tvrtého fadu, jehoz slozky jsou elastické konstanty. Symbol
BY znaéi tenzor druhého fadu popisujici teplotni roztaznost a plati 89 = aCY* kde ayy
jsou koeficienty teplotni roztaznosti. Pro homogenni, izotropni, termo-elasticky materidl
pak plati § = 3K« a elasticka ¢ast tenzoru napéti je rovna

(0)
ty = —p(T — Ty)69 + Ke 6% 4 2f1 ", (2.94)

kde K je modul objemové pruznosti, fi je modul pruznosti ve smyku a « je koeficient
(o)

linearni teplotni roztaznosti. Symbolem e znac¢ime deviatorickou ¢ast Eulerova tenzoru

deformace, ktera popisuje deformaci bez zmény objemu, napiiklad torzi [18]. Podle konsti-

tutivnich vztahi 2.81]a[2.82] zavisi polarizace i magnetizace na lokalni intenzité elektrického
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a magnetického pole a na deformaci. Pfedpokldddme linedrni zdvislost na tenzorech ~/*
a A% které budou charakterizovat piezoelektricky a magnetostrikéni jev. Teplotné zavislé
musi byt i materidlové parametry — elektrickd a magnetickd susceptibilita x™ a x!™ (defi-
nované vztahy a . Pro piezoelektricky jev bude tedy platit

Pl = onlemgm + ’)/likeik (295)

a pro magnetostrikéni jev zapiSeme

M = o\ EH,, + NFey,. (2.96)

m

Po porovnani s konstitutivnim vztahem [2.92] miuzeme psat

o (P! y
P&ae,, <p> =g (2.97)
(7]
a
l
pB; af-- <A§> = \"B,. (2.98)
j

Elastickd c¢ast tenzoru napéti [2.92 obsahuje vedle obvyklé deformace vyvolané vnéjsi po-
vrchovou silou i ¢ast deformace zpusobenou elektrickym (vztah [2.97)) a magnetickym
(vztah [2.98) polem. Muzeme tak zapsat finalni rovnice. Pro piezoelektricky jev plati

9 = BT — Tp) 4+ C*ley + y™IE,, (2.99)

a pro magnetostrikci
t =BT — Tpy) + C™ey + NV B, (2.100)

2.4.1 Relaxacni procesy v polarizovatelnych a magnetizovatel-
nych materialech

Definici entropie [2.86| mtizeme také vyuzit k popisu relaxacnich procest, které jsou dusled-
kem odchylky od rovnovazného stavu [II]. Je-li vnéjsi elektrické pole oznaceno jako &, a
vnéjsi magnetické pole jako B.,, pak ¢asovd zména entropie bude

ot 75) (M)
Ts=1t4——é—E.,| — | —Boy| —|. 2.101
: q(p (2 (2.101)

Pripomenme, ze Eulertiv tenzor deformace, e, fyzikadlné odpovida zméné tvaru elementér-
niho objemu zptisobené mechanickym pusobenim (Obr. . Tenzor napéti je opét rozdélen
na disipativni a elastickou slozku, uvazovana je ovSem jen slozka elastickd. Rovnovaz-
nym hodnotam elektrické a magnetické indukce, &, respektive B, odpovidaji rovnovdzné
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hodnoty magnetizace a polarizace. Vyuzijeme-li obecnou definici entropie [2.86] a definici
materidlové derivace entropie [2.101] plati

pTé = — 29 i i 4 g+ p(E — Eagt) () + p(Bi — Beg,i) < —bjv'. (2.102)
ozt ’ p ’ p
Pro malé deformace plati, Ze tenzor rychlosti deformace je roven materidlové derivaci ten-
zoru deformace, tedy € = d, respektive ¢ = d¥, ¢len t3;,.d” pak vyjadiuje teplo doddvané
vazkym tfenim pii deformaci materialu. Ziskavame tak odlisny tvar pro hustotu produkce
entropie

. o ]Z ext
oq(S) = ps+ B (;) — QT = (2.103)
GOT A5 & & —Euyi (PT) | Bi—Begi (M
= — — _ : > .
T2gp ~ & e Yo TP , ) =Y

Ptipomenme, ze ve vztahu piedstavuje symbol Q" = —b?v’ okolni teplo absorbo-
vané ¢i emitované materidlem. Protoze vztah popisuje produkci entropie zptisobenou
odchylkou od rovnovazného stavu, lze vyuzit k popisu relaxace — tedy procesi, které nasta-
vaji po zacatku ¢i konci ptisobeni libovolné interakce. Pro systém, ktery se nachazi v klidu
(materidlové body v systému se nepohybuji, v = 0), mizeme relaxacni procesy vyjadrit
linearnimi vztahy

dP  L.(E. —E)

o fee 5 2.104
di T - (2.104)
dM L, (B., —B)
_ > 2.1
di T 20, (2.105)

kde neznamé parametry L. a L,, je potfeba urc¢it mérenim. V lokalné rovnovazném systému
musi navic platit

3

Ee = : 2.106

T e (2.106)
M

B., = —, (2.107)
Xm

kde u = popr, jak je ziejmé z definiénich vztahia 2.26] a [C.2] S vyuzitim téchto vztahi
dostavame nasledujici linearni diferencialni rovnice

dP L

— =—— (P — x.6FE) > 2.1
7= P weB) 20 (2.108)
dM Lt

— = "5 (M — y,,H) > 0. 2.109
G = M) > (2.109)
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Resenim téchto rovnic za pocatecnich podminek P = 0, M = 0 v case t = 0 muzeme
stanovit velikost odpovidajicich relaxac¢nich casti. Po sepnuti elektromagnetického pole se
hodnota polarizace a magnetizace méni s ¢asem podle nasledujicich vztahi

Te

P = x.60E ll — exp ( - t)], (2.110)

Tm

M:XmHll—eXp<—t>], (2.111)

kde pro relaxacni ¢asy plati

T

T, = Xf’ , (2.112)

T = XZT. (2.113)
ftL,

V nekonecéné vzdaleném casovém okamziku pak hodnoty polarizace a magnetizace dosah-
nou rovnovaznych hodnot. Konkrétni hodnoty susceptibilit je mozné stanovit i na zakladé
mikroskopickych modelt, jak je uvedeno v Piloze Bl a[C] konkrétné v relacich a
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3. Struktura hmoty —
kvantové-mechanicky popis

Chovani objektt mikrosvéta (molekul, atomu a elementarnich castic) vychazi z jejich fyzi-
kalni povahy. Zasadni rozdil oproti makroskopickym objekttim byl pozorovan pri prichodu
elektronii velmi malym otvorem, kdy byl na stinitku pozorovan podobny difrakéni ob-
raz jako pri prichodu svétla. Jedna se o slavny dvojstérbinovy experiment, ktery vedl k
predstavé o vlnové—casticové povaze mikroskopickych objektt (vInové—korpuskuldrni dua-
lismus). I kdyz ve Wilsonové mlzné komore pozorujeme trajektorii elektronu, nedokazeme
soucasné urcit jeho polohu a hybnost s libovolnou presnosti. Nabizi se analogie s optikou.
Jestlize klasickd mechanika stoji na pojmu trajektorie, tak geometrickda optika stoji na
pojmu draha paprsku. Trajektorie a hybnost materidlového bodu (atomu ¢i elementarni
¢astice) maji ve vlnové optice analogii v Sifeni viny s uré¢itym vlnovym vektorem. Vlnovy
vektor je definovan normalou k vlnoplose (smér siteni) a vinovou délkou. Nahrazuje tudiz
trajektorii a hybnost. Energie ¢astice je reprezentovana vinou délkou — obecné frekvenci
viny.

Na druhé strané, ve vlnové optice je zakladnim fyzikalnim jevem $iteni postupné viny
exp(—iwt + ik - r) s vlnovou délkou A a fazovou rychlosti ¢ = w/k ve sméru r. Vlna ma
uhlovou frekvenci w = 27 f a Siti se ve sméru vlnového vektoru k = %Tn, ktery urcuje smér
postupujici vlnoplochy (n je jednotkovy vektor kolmy k vinoplose). Délka viny je urcena
velikosti vlnového vektoru |k| = k = 27/ a rychlost vlnoplochy je ¢ = fA. Tato vlna
vytvari pri prichodu otvorem, jehoz velikost je srovnatelna s jeji vinovou délkou, difrakéni
obraz. Analogie difrakce elektront a svétla na otvorech urcitych velikosti vedla k vlnové
interpretaci pohybu mikrocéstic [27].

Pti pozorovani néjakého objektu svételnou vlnou potrebujeme, aby se vlna na objektu
odrazila ¢i rozptylila. Pozorovatelna zména nastane, pokud se vyrazné zméni amplituda
viny. K tomu dojde, pokud se v néjakém pevném okamziku ¢ = 0 faze viny zméni o vice
nez 2w, tedy napriklad pro smér x by pak platilo

AkAz > 2m. (3.1)

Stejna situace nastane, jestlize v néjakém pevném bodé x = 0 pozorujeme ¢asovou zmeénu
objektu. Pozorovatelnd zména vyzaduje splnéni podminky

AwAt > 2. (3.2)
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3.1 Klasicka mechanika soustavy hmotnych bodu

Analogie mezi pohybem hmotnych bodt a svétlem dostava hluboky fyzikalni smysl, jestlize
pouzijeme Hamiltonovy formulace mechaniky hmotnych bodi, kterda vychazi z wcinkové
funkce S. Princip nejmensi akce je obecnym principem pohybu mechanickych systému
(hmotnych bodi) a je formulovan pomoci Lagrangeovy funkce, jejiz explicitni znalost ma
systému, ktery je nejcastéji popisovan kartézskymi souradnicemi. Jen tak 1ze dobfe splnit
Galilettv princip relativity, ktery zajistuje, Ze neexistuji zadné zdanlivé sily. Pro jeden
hmotny bod o hmotnosti m ve vn&jsim energetickém poli V (2%, t) ma tcinkova funkce tvar
28], [29]

S(z'(t),t,2'(t), 1) = /L(:c"(t),gai(t),t)dt, (3.3)

kde x'(t), '(t) (i = 1,2, 3) jsou kartézské soufadnice polohy (trajektorie) a slozky rychlosti
tohoto hmotného bodu. Lagrangeova funkce L je pak definovdna jako rozdil kinetické,

m%, a potencidlni energie, V(z',t). V kartézskych soufadnicich mé tvar

m(i')?
2
Trajektorie z°(t) hmotného bodu je uréena extrémem (minimem) funkciondlu [3.3] tedy

podminkou 05 = 0. Podminku extrému stanovime pomoci variace funkcionalu jako

L(z'(t), 3" (t),t) = — V(') (3.4)

t

t
d (oL\ L] _,

1 t1

) L .
ox'(ty) = gx’ ox’

oS _ 08

65 = Z0u' () + o

Jsou-li ¢; a t néjaké pevné Casy, pak plati 6z%(t;), dz°(t) = 0 a extrém tak nastava za
podminky

d oL oL

77::'1-:7.7 P — T~ Z.:1,2,3, 36

QTP T g0 DT (3.6)
coz jsou Lagrangeovy rovnice a s ohledem na tvar funkce jsou ekvivalentni Newtonové
pohybové rovnici mi; = —gj‘c/i.

Predpokladédme, Ze integral v podmince [3.5|je nulovy pro kazdy (i proménny) ¢as ¢, coz
znamena, ze 0z'(t) # 0. Z podminky extrému dale plyne dodatec¢ny vztah pro hybnost
p;, ktery je roven gradientu ucinkové funkce, tedy

9oL 08
Pi= 54 = i
Casové derivace funkee [3.3] je pak rovna
ds o9s 9S ., 08

_ = — = — zZ:L ia.ia . :
& 6t+6xzx 5 + pix (', 2", t) (3.8)
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Misto funkce L(x%, i t) je vihodné zavést pomoci Legendrovy transformace funkci

H(z',p;,t) = pi* — L(2", 3", 1), (3.9)

ktera, jak se snadno presvéd¢ime dosazenim do ma vyznam celkové energie (soucet
kinetické a potencidlni energie) ¢dstice a je funkci pouze proménnych z*(t), p;(t) a t. Tuto
funkci nazyvame hamiltonidnem systému. Diferencial této funkce je s ohledem na vztahy

a 3.7 roven

OH . OH ., OH oo 0L
dH = dp’ -dz' + —dt = 2'dp’ — p;da’ — —dt. 3.10
R e T i S e (3.10)
Porovnanim ¢lenti v této rovnici dostavame Hamiltonovy kanonické rovnice
. OH OH O0H oL
T’ = ——, — = (3.11)

“op VT Taw et T ot

Dosazenim hamiltonidnu 3.9 do vztahu B.8 dostdvame Hamiltonovu — Jacobiho rovnici

S (x',t) ;08 )\
at—i—H(:{;,&xi,t) —0, (3.12)

kterd je stejné jako rovnice obecnym vyjadienim zédkona pohybu mechanickych nekon-
zervativnich systému (hamiltonidn zavisi explicitné na Case). Rovnice je skalarni,
a je tudiz invariantni vic¢i transformaci soutadnic. Splnuje tak dtlezity princip objekti-
vity [12]. To znamend, ze tvar rovnic je stejny i pro kiivoc¢aré soufadnice z° = ¢ a
zobecnéné hybnosti p’. Tento fakt je oznacovan jako kanonickd invariance.

Velmi uzitecnym modelem mechanickych soustav je harmonicky oscilator, ktery vyko-
nava periodicky pohyb podobné jako hodiny. Skldda se z pruziny s elastickou konstantou
E spojenou s hmotou m. Jestlize se omezime na malé vychylky ve sméru x a zanedbame
vsechny tlumici procesy, pak je prodlouzeni pruziny ve sméru x imérné pusobici vnéjsi
povrchové sile =T, = E,z (pruzina je na jednom konci pevné uchycena, proto sila ptisobi
v zadporném sméru souradnice z). Ze zakona bilance hybnosti a bilance mechanické
energie [1.90| potom plyne

i} d i? z?
mi — T, =0, T [m<2> +E, (2” =0. (3.13)

Hamiltonian — celkova energie — harmonického oscilatoru kmitajictho s frekvenci w je

1 Eq
H= {pQ + (mwx)ﬂ = konstanta, pro p=mi, w=1/—. (3.14)
2m m

Snadno se presvédcéime, ze Hamiltonovy rovnice jsou zakonem bilance hybnosti [3.13
Hamiltonian ¢éstice v silovém potencidlnim poli V(x) je roven
2

H=2 1vx) (3.15)

- 2m

o8



ZAKLADY KVANTOVE TEORIE M. Tom4s

a pro soustavu (systém) N hmotnych bodi méa hamiltonian [3.9] tvar

k=1 2 2 k,n=1
kde prvni ¢len vyjadiuje kinetickou energii vsech ¢éstic a Vi, (|zr — x,],t) je pak energie
vzajemné interakce hmotnych bodu (véetné vlivu vnéjsiho prostiedi). Hamiltonovy rovnice
tohoto systému pak maji tvar

OH OH 0H

= jy = ——— — £0 k=12--- N. 3.17
apk7 Pk a$k7 ot 72 pro y 4y ’ ( )

Rikdme, Ze systém skladajici se z N vzdjemné interagujicich hmotnjch bodf (molekul,
atomu) je konzervativni, jestlize jeho hamiltonidn nezévisi explicitné na case, tedy plati
OH

% = 0. Invariance rovnic viuci transformaci ¢ — —t je pro konzervativni systém

ziejmd (w(t) = p(—t), pu(t) = —pi(—t)).

V predchazejicich kapitolach, které se vénovaly fenomenologickému popisu realnych sys-
tému, jsme zjistili, ze pohybové rovnice materidlovych bodt tuto invarianci vici zaméné
sméru casu nerespektuji. Hlavnim principem vyvoje systému byl II. Zakon termodynamiky
[1.128] diktovany pozitivni produkei entropie. Tento rozpor mezi obecné vratnymi procesy
na mikroskopické trovni a nevratnosti procesi na makroskopické trovni je mozné vy-
svétlit posloupnosti nestabilit pfi nekonecné slozité interakci mnoha ¢astic. Korelace mezi
velmi vzdalenymi ¢asticemi mohou byt poruseny i velmi malymi fluktuacemi polohy a hyb-
nosti, takze rekonstrukce jejich zpétného vyvoje neni mozné [30]. Tuto myslenku podporuje
i experimentalné pozorovana neurcitost pti pohybu mikrocastic, interpretovana vinovym
charakterem jejich pohybu.

Ty,

3.1.1 Vlnové-casticovy dualismus

Chovani mikrocastic odporuje zasadnim zplisobem jak popisu fenomenologickému, kde
vychozim pojmem je materidlovy bod, tak i popisu soustavy hmotnych bodu ve formulaci
klasické (obecné i relativistické) mechaniky. Tyto rozdily lze shrnout do dvou zakladnich
tezi.

1) Pojem trajektorie mikrocastice tak, jak ho zndme pii popisu materidlovych bodu

[1.10] a jak je definovan pii popisu hmotnych bodu [3.17] ztrdci vyznam, plati relace
neurcitosti.

2) Mikrocéstice stejného druhu jsou nerozlisitelné, tedy v souboru éastic stejného druhu
(prikladné atomu vodiku, elektroni, protoni apod.) ztraci smysl jejich individuélni
popis.

Zretelna podobnost mezi vlastnostmi Siteni vin a chovani mikrocastic vedla k vlnoveé-
casticovému dualismu, ktery je vyjadien nasledujicimi vztahy

E
k:B, w=

— =1,05457 - 10734 1
; h, h=1,05457 - 107**[J 5], (3.18)
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kde k je vinovy vektor, p je hybnost castice, w je thlova frekvence viny a £ = H je
celkovd energie ¢dstice (hamiltonidn [3.9). Konstantou imérnosti mezi vlnovym a ¢dstico-
vym charakterem je redukovana Planckova konstanta h. Rovinna vlna reprezentujici pohyb
mikrocastice je v této analogii popsana jako

h h

kde r je polohovy vektor a symbolem 1 budeme znacit vinovou funkci. Vztah muzeme
jesté upravit pro pripad volné ¢astice (p = konstanta) integraci ¢asové derivace ic¢inkové
funkee [3.8) za pouziti Hamiltonovy-Jacobiho rovnice [3.12] PiSeme tedy

E
Y = exp(—iwt + ik - 1) = exp( it iR I‘), (3.19)

1 = exp (z}z), kde S=—-Ft+p-r. (3.20)

Z tohoto vztahu plyne, Ze faze rovinné viny je uréena ucinkovou funkei[3.3] S ohledem na
vztahy [3.7 a [3.12] mtiZeme zapsat

s 08
p=-= grad S, FE = 5 (3.21)

a odpovidajici derivace pro samotnou vlnu pak maji tvar

oy iE _ip * _ o (pw)?
—p,  grady = —, Bty = divgrady = Ay = 72

= =7 : . (3.22)

Takze rovnice [3.19) pro vinu charakterizujici (popisujici) pohyb ¢4stice je ddna hamiltoni-
dnem [3.15] a plati

h oy h?
————=—-——A V . 2
L% g viow (323)
Tuto rovnici poprvé formuloval Schrédinger béhem Vanoc v roce 1925. Fyzikalné je funkce
¥ (x,t) interpretovana jako vlna pravdépodobnosti s podminkami

0
o [ wldv =0, [ JePde=1, kde [f? = (3.24)

Funkce 9* je komplexné sdruzend k funkci 1) a ve vztahu je tedy imagindrni jednotka
1 nahrazena —i. Jde o parcialné diferencialni rovnici, kterd musi byt jesté doplnéna poca-
tecnimi a okrajovymi podminkami uréujicimi jeji hodnoty na hranicich fesené oblasti. Je-li
feSenou oblasti pevny objemu V', je normovana v tomto objemu k jedné. Tudiz kvadrat
velikosti funkce v je roven hustoté pravdépodobnosti vyskytu ¢dstice v misté (x,t) a v
objemu V ¢astice jisté existuje.

Dosazenim vztahu do podminek presnosti pozorovani 3.1 a[3.2] dostdvame odpovéd
na prvni tezi, a sice

ApAx > 2rh,  AEAt > 2rh, (3.25)
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coz jsou relace neurcitosti a je ziejmé, ze neni mozné zmérit zcela presné soucasné polohu
a hybnost c¢astice. Pravé tak neni mozné urcit v jediném okamziku jeji presnou energii.

3.2 Kvantovy harmonicky oscilator

Na mikroskopické tirovni lze vlastnosti systémii mnoha c¢éstic, jako jsou fotony, fonony,
ale i vibrac¢ni spektra dvouatomovych molekul vodiku ¢i kysliku, modelovat pomoci har-
monického oscildtoru popsaného metodami kvantové mechaniky. Zavedeni kreacnich
a anihilacnich operdtoru poskytuje efektivni metodu k popisu zmén energetickych stavi
elektronti v potencialnich polich ostatnich naboji. V tadé oblasti chemie a fyziky je tato
metoda znama pod nepfilis vhodnym terminem druhé kvantovani.

K popisu kvantového harmonického oscilatoru vyuzijeme metodu zpracovanou Paulem
Diracem [9], [31]. VyuZijeme ,zebfickové* operétoryﬂ coz je velmi elegantni metoda od-
vozeni dilezitych vztaht. Vyjdeme ze Schrodingerovy rovnice [3.23| pro stacionarni pripad.
Z divodu lepsiho formélniho zpracovani zavedeme pro operaci derivovani [3.22 a nédsobeni
operatory — operator hybnosti a operator polohy [29]

Zf = %w, X = 11 = 11, (3.26)
Operator polohy je tedy prosté ndsobeni. Dosazenim do hamiltonidanu harmonického opera-
toru klasické mechaniky dostavdme Schrodingerovu rovnici pro harmonicky oscilator
v kvantové mechanice

P =

Qin(ﬁ + (mwr)?) = 9v = By, (3.27)

Vztah na levé strané oznac¢ime jako operator energie (hamiltonian)

_ Ly 2
H=5- (p + (mwr) ), (3.28)
ktery lze rozlozit na soucin dvou operétorﬁﬂ
1 .
0 = ———(1ip + mwr), (3.30)

vV 2hmw

1
= ——|(—1 . 3.31
O+ m( Zp + mw;) ( )

17 anglického ladder operator [9].
2 Analogicky vztahu pro soudet ¢tvercil

r? 4+ 52 = (ir + s)(—ir + 5). (3.29)
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Soucin téchto operatori o_ a o, dava zpétné vztah

002 = (i ) =i+ ) =~ (] —imslep —pe]), (332

ktery vSak neni puvodnim operdtorem energie [3.28] Operatory [3.28 a [3.32] se 1isi v posled-
nim c¢lenu [rp — pr]. Diky své struktufe (zména potradi) se tento vyraz nazyva komutdtor
operdtoru hybnosti a polohy. Komutator je obecné operator, ktery vyjadiuje vliv poradi
operaci aplikovanych na néjakou libovolnou funkei f(z). Pro nas konkrétni ptipad operé-
tort [3.26] zjistime t¢inek komutdtoru vypoctem

[, plf(z) = [rp—prlf(x) (3.33)
&, p]f(2) = [r?g(f)_?i(rf)lz

h{ o 0
= i<raf—raf— >:Zﬁf(x)

Vliv poradi aplikace operatort na funkci f(z) (tedy tc¢inek komutatoru) je tak roven

[v, p] = ih. (3.34)

Porovnanim s relacemi neurcitosti (nahradime-li v nich odpovidajici veli¢iny opera-
tory) dostavame obdobné vysledky. Plati obecny zavér, ze veliciny, jejichz operatory spolu
nekomutuji, neni mozno soucasné presné zmeérit. Jinymi slovy — plati mezi nimi relace
neurcitosti.

S vyuzitim vlastnosti komutédtoru ziskd soucin tvar

1 1
0_04y = —8H+ - 3.35
* hwﬁ 2 ( )
a osamostatnénim hamiltonidnu ziskavame jeho vyjadfeni pomoci operatorii a
1
H=hwlo oy — 5 (3.36)
Provedeme-li stejny proces se soucinem ale s opacnym poradim operatori, dostavame
1 1
040 = —8H— = 3.37
+ PH = (3.37)

a muzeme urcit hodnotu jejich komutatoru jako

[o_,0.] =0_0y —0i0_=1. (3.38)

Schrodingerovu rovnici ¢asové nezavislého harmonického oscildtoru [3.27] mizeme zapsat
pomoci libovolné kombinace operatorii [3.35| nebo [3.37]
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hw<0+0_ + ;>¢ _ By, (3.39)
hw(o_0+ — ;)ﬂ) = FEyY

a Tesit ji formalné jako rovnici pro operatory. Podotknéme, ze pro vSechny uvedené opera-
tory plati asociativni zdkon. Schrodingerova rovnice pro operator o, mé tudiz reseni

Nory) = hw<0+0_ + ;) (041) = hw<0+0_0+ + ;0+>¢ = (3.40)

2
= 04 (H+ M)y = o0y (B +hw) = (E+ hw)(os9).

ol ol 1)

Vlastni hodnotou operatoru o, je

E + hw. (3.41)

Stejnym postupem nalezneme feSeni pro operator o_

H(o ) = m<0_0+ — ;) (0-1) = hwo_ <0+0_ — ; )= (3.42)
= o_ [hw(o_mr —-1- ;)101 = 0_(5’) — hw)¢ =
= o (E—hw)y = (E - hw)(o-1)).
Vlastni hodnota operatoru o_ je pak
E — hw. (3.43)

Reseni a ukazuji, Ze operatory umoznuji zménu energie v definovaném smeéru.
Operatorem o, muzeme energii zvySovat (feSeni , z tohoto fyzikalniho divodu na-
zyvame tento operator kreacnim, nebo snizovat (Feseni , pak operator o_ nazyvame
anihilacnim. Energii ménime po presné danych krocich, a proto jsou tyto operatory oznaco-
vané jako zebtickové — méni energii podobné jako pri Splhani po zebiiku vzhiiru a obracené.
Sestupovani po zebriku ovsem musi mit svij limit, protoze existuje nenulova energie za-
kladniho stavu, pod kterou by feSeni nemélo smysl. Predpokladejme, Ze existuje néjaké
nejnizsi limitni feseni

o_tho = 0, (3.44)



ZAKLADY KVANTOVE TEORIE M. Tom4s

a na piikladu jednorozmérného harmonického oscilatoru (kmité pouze ve sméru souradnice
x) stanovime jeho hodnotu. Po dosazeni vztaht a do podminky plati pro

nejnizsi hodnotu energie rovnice

1 d

Resenim rovnice nalezneme pritbéh funkee 1o(z). Vztah prepiSeme do tvaru

di)g mw
—— = ———x1y. 3.46
dx h o (3.46)
Tato linearni diferencidlni rovnice ma v nekonecné oblasti z € (—oo, +00) TFeseni tvaru
di)g mw /
— = —— [ xdx. 3.47
b h (347
Integraci ziskavame
mw
1 —_—_—"2*1B 3.48
n ¢0 o r°+ b, ( )

kde B je neznama integracni konstanta. Odstranime prirozeny logaritmus a ziskdme

Yo(z) = Aexp l— ”21;%2] : (3.49)

pricemz neznamou konstantu A = exp(B) urc¢ime z predpokladu coz fyzikalné zna-
mena, ze oscilator v uvazované geometrické oblasti s touto energii existuje. Tudiz

+oo 2
h
1:]A|2/exp _ MOV g = AP TY ) neboli A% =,/ (3.50)
h mw mh

— 00

Konecny tvar funkce pravdépodobnosti pro nejnizsi energeticky stav kvantového harmo-
nického oscilatoru je

Yo(x) = /— exp l— 1‘2]. (3.51)

Vlastni funkce 1)y spliiuje prirozeny pozadavek, ze je v nekonec¢nu nulova. Hodnotu hledané
energie nalezneme dosazenim do Schrodingerovy rovnice (prvni z rovnic 3.39)), tedy

hw <0+0 + ;)1/}0 = Eowo. (352)

Podle predpokladu hledame stav s nejnizsi hodnotou energie [3.52] jehoz funkce pravdépo-

svv

je

1
By = he. (3.53)
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Aplikaci krea¢niho operatoru o, muzeme nalézt stav libovolné vyssi.

Un(x) = Ap(oy)"o(z) pro n=0,1,2,3.... (3.54)

Povolené energie kvantového harmonického oscilatoru nalezneme opakovanou aplikaci kre-
ac¢niho operatoru, plati pak

B, = <n + ;>m (3.55)

Kreacni a anihila¢ni operatory jsou rovnéz vyuzivany v kvantové teorii pole, kuptikladu pti
kvantovani elektromagnetického pole. Kvantové pole je pak chapano jako systém kvanto-
vych harmonickych oscilatort a energetické zmény kvant téchto poli jsou zprostredkovany
pravé pomoci téchto operatori.

Na prikladu harmonického oscilatoru ukazeme fyzikalni interpretaci v jako vlny prav-
dépodobnosti [3.24] Nejnizsi energeticky stav je popsén funkei [3.51] takZe hustota pravdé-

podobnosti je
o) = /2 exp [— ”;j"] (3.56)
T

coz je Gaussova kiivka s maximem v bodé x = 0. Poloha elektronu je jaksi ,rozmazana*
kolem nuly. Stfedni hodnota polohy a stfedni hodnota kvadratu vychylky jsou pak

@)= [~ ooz =0 a ()= [~ vt = o= @57)

Odtud je zrejmy fyzikalni vyznam vlnové funkce. Je-li oscilator v energetickém stavu FE,,
pak jsou jeho stfedni hodnota polohy a stfedni hodnota kvadratu vychylky dany [17]

mw

(x) = /O:O Up(x)xh,(x)de =0 a <;1;2> — /O:O ¢n($)x2¢n(x)dl, _ (n + ;)h’ (3.58)

neboli kvadrat vychylky roste se stoupajici energii.

Z hlediska matematiky jsou problémy kvantové mechaniky okrajové tlohy ke stanoveni
vlastnich funkci a vlastnich hodnot prislusnych linearnich diferencialnich operatoru. Vlastni
hodnoty jsou vzdy urceny konkrétnimi okrajovymi podminkami. Naptiklad ke stanoveni
vlastnich funkei operatoru energie [3.27] je tieba Tesit linedrni diferencidlni rovnici

2
2; (f{;ﬁ + (mwx)2>¢n = E, ¢ (3.59)

a velikost energie F, je urCena z okrajovych podminek. V piipadé harmonického oscilatoru
musi vSechny vlastni funkce v,,, které vyhovuji diferencialni rovnici|3.59| spliovat okrajovou
podminku ¢, (z — —oc0) = ¥,(r — 00) = 0 a vlastni hodnota operatoru je hodnota
energie I,.
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Kazdy operator reprezentuje néjakou fyzikalni veli¢inu. Vypocet ocekavanych fyzikal-
nich hodnot obecného operatoru 2 se provadi skaldrnim soucinem podle nasledujiciho
obecného schématu

A) = [ vi@)Wa()de = (o] Aln) = A, (3.60)

napitklad (E,) = [ (@) (2)da = (n—l— ;)hw

Tedy ortonormalizované vlastni vinové (stavové) funkce operdtoru 2 urcuji jeho vlastni
hodnoty A,. Tyto vlastni hodnoty jsou stfedni velikosti odpovidajicich fyzikalnich veli-
¢in, které lze experimentalné zjistovat, coz je ziejmé z prikladu operatoru celkové energie
harmonického oscilatoru [3.28 a [3.36]

Podobné postupujeme i v pripadé konec¢né potencidlové jamy v obecné Schrodingerove
rovnici , kde se prubéh potencidlu V' (x) méni v zavislosti na poloze v prostoru. Ukdzeme
na jednorozmérném piipadu, jaké mozné varianty feseni mohou pro rtizné hodnoty energie
castice existovat v zavislosti na rozmérech potencialové jamy.

Pro konecnou jamu tvaru V(z) = oo pro z € (—00,0), V(z) = Oprox € (0,a) a
V(z) = Vy pro z € (a,00) a pro Castici v ni o energii £ < V{ jsou okrajové podminky
¥ =0 pro z € (—00,0) a diskrétni hodnoty pro z € (0,00). Na rozhrani z = a je funkce
1) spojita i se svoji prvni derivaci %Lﬂ = a, tedy je nenulova i mimo potencidlovou jamu.
Energetické spektrum F,, je diskrétni. V pripadé, Ze energie castice je F > Vj, pak se
¢astice muze libovolné pohybovat po celém prostoru x € (0,00) a spektrum castice je
spojité (¢astice mize nabyvat libovolnou energii).

Budeme uvazovat konecnou potencidlovou jamu jako v pfedchozim pripadé jen s tim
rozdilem, ze potencidlova bariéra velikosti V(x) = V} je konecné Siroka, tedy plati V(x) =
Vo jen pro x € (a,b) a pro x € (b,00) plati V(z) = 0. V této jamé se nachazi ¢astice s
energii F/ a s ohledem na [3.21| miZeme stanovit téinkovou funkei této ¢astice jako

2 2
21)7” +Vo=FE, nebo j;; =2m(E — V). (3.61)
Omezime se na kvaziklasické pribliZzeni, takze nebudeme Tesit Schrodingerovu rovnici [3.23
ale vyjdeme z funkce S, kterou nalezneme integraci ptes interval (a, Z). Hledané funkce 1)
(vlna pravdépodobnosti) mé podle vztahu tvar

W = exp (f) — exp [; / mdx]. (3.62)

Pravdépodobnost vyskytu ¢éstice je podle rovna

P = lexp< . mdxﬂ = exp[ 2 [ \fom(vo - E)da:]. (3.63)
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Pak tedy pravdépodobnost vyskytu castice mezi pocatkem bariéry a a jejim koncem b
poklesne o hodnotu

pr = expl - 2/b mdx]. (3.64)

Ani mimo potencidlovou jamu konecné sitky tak neni pravdépodobnost vyskytu castice
nulova. Tomuto jevu, ktery nemé v klasické mechanice obdoby, fikame tunelovy jev. Vy-
svetluje rozpad «, ktery probiha u tézkych prvka nachézejicich se v Mendélejevové peri-
odické soustavé za olovem. Predpokladejme, Ze energii ¢astice v potencidlové jdmé zname
s presnosti AFE, pak podle relace neurcitosti [3.25 mizeme odhadnou casovy interval roz-
padu At > 2rh/AFE. Tedy ¢im presnéji zndme energii Castice (Sifka energetické hladiny
jde k nule), s tim mensi presnosti muzeme stanovit jeji rozpad. Pfesné muze byt urcena
jen energie takového stavu, ktery miize existovat nekonecné dlouho.

3.3 Atomova spektra

Reseni Schrodingerovy rovnice pro elektron v elektrickém poli jadra atomu vede k velmi
dobrému pribliZzeni jak v popisu energetickych stavi elektront, tak i v popisu struktury
elektronového obalu atomu. Hamiltonian systému se sklada z kinetické energie jadra a
elektronii a Coulombovské potencidlni energie elektronu. Predpokladejme, ze zy je po-
et elektrickych naboju v jadre (poradové ¢islo v Mendélejevové tabulce), a indexem N
oznac¢me veli¢iny vztazené k atomovému jadru. Tvar hamiltonidnu véetné jeho operatoru

je pak vzhledem k obecné formulaci a roven

2 2 2
pN pe ZNE€
H = 3.65
2my + 2m,.  Amer’ (3.65)
h h Zne>
= ——Ay— —A,— )
2 2mpy N 2m, 4megr

Zajima nas predevsim pohyb elektronu vic¢i jadru atomu, a proto je vyhodné pouzit

Vvev

tak se vuci sobé pohybuji jen jadro a elektron néjakou rychlosti v a jejich celkova kine-
<2 v A
ticka energie je ™=, kde m = &M< je redukovana hmota. Detailni popis nalezne ¢tenar

2 MmN +Me
napiiklad v [27]. Uvazime-li, ze my > m,, plati pak m =~ m.. Vzhledem k tomu, Ze stfed
atomu je mnohem hmotné;jsi nez jeho elektronovy obal a vykazuje urcité sférické symetrie,

je prirozené pouzit pro formulaci hamiltonianu sférickéﬂ soutadnice 7,80, ¢. Vychozi tvar

3Vztah mezi kartézskymi a sférickymi soufadnicemi je ddn transformaci
xr=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosh (3.66)

a element objemu je pak dv = r%sin 6 dr df d¢.
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Schrodingerovy rovnice [3.24] pro stacionarni procesy v systému jadro — elektron je

—< Rop oy 2ne )1/1 Ev. (3.67)

2m dmegr

Operator energie ve sférickych souradnicich s pocatkem v atomovém jadru je

2 1o (00 1 o\ 1 0%
WAy = 2 - 9 A |
om Y ler28r< 8r>+r251n9<89<sm ae>+smea¢2

_ d(ﬁdﬁy))we,@+R(7~)2§;Y(9,¢). (3.68)

2mr? dr

Vlnovou funkei jsme predpokladali ve tvaru souc¢inu dvou funkei

W(r,0,¢) = R(r)Y (6, ¢). (3.69)

Funkce R(r) popisuje bilanci energie v radidlnim sméru a funkce Y (6, ¢) bilanci energie
rotujicich elektronti. Rotace elektront je charakterizovénaﬁ operatorem M,. Na rotujici
elektron ptisobi sila ve sméru gradientu magnetického pole, vztah [2.49] coz bylo proka-
zano Sternovym — Gerlachovym pokusem. Magnetické pole rozdéli rotujici elektrony do k
diskrétnich hodnot thlu 6. Hodnota jednotlivych slozek je M, = hk, prok € < —[,1 >,
tedy 2I + 1 hodnot. V operatoru [3.68| vystupuje kvadrat momentu hybnosti a fyzikalni
vyznam pak mé kvadrat 0dpov1da31(:1ch vlastnich hodnot (k)2 St¥edni hodnota kvadritu
momentu hybnosti je M2 = (2z+1) Sk = ’2l(l + 1). ProtoZze smér osy z muze byt li-
bovolny, jsou vlastni hodnoty operatori pro osy z,y stejné. Stfedni hodnota celkového
momentu hybnosti pro vsechny jeho mozné (ptipustné) hodnoty je soucet pres vsechny
tfi osy, tedy M2 = R%l(I + 1). Vysledkem této tivahy jsou vlastni hodnoty operdtoru
MY (0,9) = B2l + 1)Y (0, ¢). Dosazenim takto upraveného operdtoru do Schro-
dingerovy rovnice [3.67] dostdvame jeji konecnou podobu

B2 d<r2dR(r)> N [FFZ(H D) _ zne ]R(T) = ER(r). (3.73)

 2mr2dr dr 2mr? degr

4Moment hybnosti elektronu vzhledem k poc¢atku soufadnic je M = r x p. Ve valcovych soufadnicich
7, ¢,z je jeho slozka M, = xp, — yp.. Operétor této slozky je s ohledem na [3.26] roven

h( 0 0
M, =1py — Ypo = ( oy y@m) (3.70)
Uvazime-li definici valcovych souradnic

r=rcos¢p, y=rsing, z=z, (3.71)
zjistime vypoctem tvar operatoru slozky z momentu hybnosti, tedy

h h
m, = ;E nebo py = f_a—s. (3.72)
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Resenim této linedrn{ diferencialni rovnice jsou funkce, které musi byt ve velké vzdalenosti
od jadra nulové. Tyto funkce tvoii ortonormalni systém (jsou vzajemné kolmé a jsou nor-
movany k jednicce), zavisi na vzdalenosti r a parametrech n, (. Lze je vyjadrit jako soucin
polynomu a exponencidlni funkce. Jejich obecny tvar je [17]

2z, dmegh?
“l g = O 00529177 nm.  (3.74)

ag Mee?

N\
Ry (r) =Nn,an,z<T> 2 kde F=
n

Zavedli jsme bezrozmérnou vzdalenost od jadra 7 a Bohriv polomér ag, ktery odpovida
poloméru elektronové orbity s nejnizsi energii. Symboly N, ;, L,; znaci polynom pTO-
ménné 7 zavislé na parametrech n,l. Uplnd vlnova funkce vyhovujici operdtoru je
P(r,0,¢) = Rui(r)Yim(6,¢), kde funkce R, ;(r) popisuje radidlni rozlozeni elektrono—
vych slupek a odpovidajici vlastni hodnoty urcuji energii rotujiciho elektronu. Symbolem
Y,.m, (6, ¢) jsou oznaceny sférické harmonické funkce popisujici prostorové rozlozeni rotuji-
cich elektroni (magnetické kvantové ¢islo m;), které bylo odhaleno Sternovym — Gerlacho-
vym experimentem [17].

Zasadni dulezitost feseni rovnice tkvi v moznosti kvantifikovat energetické stavy
jednotlivych atomu véetné jejich elektronovych obali. Je zrejmé, ze ziskame rizné hodnoty
energie pro elektron s riznymi hodnotami momentu hybnosti. Pro [ = 0 dostavame hodnoty
energie zavislé jen na cisle n ve tvaru

22met

E,=—=%t—-—— pro n=1,23.... 3.75

32m2e3h2n? P (3.75)
Omezime-li se na vodik, miizeme toto Teseni identifikovat s Rydbergovou konstantou, R,
pokud ve vztahu polozime z, = 1,n = 1. Piseme tedy

22met
B, = —hRy=——2t 3.76
! e 32m2eih2n?’ (3.76)
~ 4
pak plati Ry = —SR, kde R = -t =1,09737-10° cm ™.
Me 8egh3e

Vyznamn4 je ionizac¢ni energie nutnd k oddéleni elektronu od atomového jadra vodiku (od
protonu), ktera je rovna Ej,, = h¢Ryg = 2,179-1071%J = 13,6 ¢V.

3.3.1 Struktura atomového obalu

Stav jednoho elektronu v poli centralni sily jadra je popsédn vlnovou funkei ¢(r, 6, ¢) =
Ruu(r)Yim, (6, ¢). Energie E,,; odpovidajici tomuto stavu jsou vlastni hodnoty operdtoru
energie Vzhledem ke vztahu formélné zapiseme

27
W19 1) = Bua) = lnloms), o [T [0 [Ty =1 @)
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Vyznam zavorek (*| a |¢) je stejny jako ve vztahu pro harmonicky oscilator m
vyjadruji tedy integraci pres cely prostor ve sférickych souradnicich. Resenim hamiltonianu
je stav elektronu |n, [, m;) urcen tfemi kvantovymi ¢isly.

o Hlavni kvantové cislo n = 1,2,...7, coz je ¢islo periody v periodické tabulce.
o Vedlejsi kvantové ¢islo [ = 0,1,2,...,n — 1 charakterizujici podslupku.
o Magnetické kvantové cislo m; = 1,1 —1,,1 — 2, ..., —I popisujici orbitaly.

Elektron neopisuje jednoznac¢nou orbitu okolo atomového jadra, ale vymezime prostor, kde
se s urcitou pravdépodobnosti naléza, a tento prostor oznac¢ime jako orbital. Déale plati
vybérova pravidla, kdy An nabyva libovolné hodnoty, Am; = 0,£1, Al = £1. Praktickym
disledkem jsou i energie elektronti charakterizované hlavnim kvantovym ¢islem n. Vsechny
elektronové orbitaly prislusejici jednomu ¢islu n nazyvame energetickou slupkou a toto ¢islo
téz urcuje tvar a velikost orbitalu. Kazdy elektron v energetické slupce ma energii

hCRatom szatome4
E,=— hRstom = —ss—, 3.78
n? ot 327m2e3 h? (3.78)

MatomMe

kde Matom .
Matom + Me

Hmotnost jader téchto prvki (atomi) znacime mggom. Vztah plati pro vSechny prvky
periodické soustavy. Velikost azimutalniho momentu hybnosti elektronu (uréend vedlej$im

kvantovym ¢islem ) je podle vyse uvedeného vztahu /I(l + 1)k a velikost prumétu tohoto
momentu do libovolné osy je m;h. Vyznam téchto ¢isel je zfejmy prii popisu magnetickych
vlastnosti pevnych létek, Ptiloha [C] Kazda slupka n se sklddd z podslupek, které znac¢ime
malymi pismeny

I = 0 1 2 3 4 5 6
s p d f g h i

Uvedena vybérova pravidla predepisuji mozné zmény stavu elektronu v atomu pti exci-
taci ¢i relaxaci (deexcitaci). Energetickou hladinu muze elektron ménit relativné libovolné,
avsak azimutdlni ¢i magnetické kvantové ¢islo miize zménit jen o jednicku. Tato pravidla
vysvétluji pozorované spektroskopické prechody.

Vyse definovany stav elektronu neodpovida experimentiim. Snadno nahlédneme, Ze na-
priklad pro slupku n = 1 existuje pouze jedno azimutalni ¢islo [ = 0, kterému prislusi
podslupka s. Pro magnetické ¢islo mdme rovnéz hodnotu m; = 0, tudiz existuje jen jedna
podslupka. V Mendélejevové tabulce prvki nalezneme v prvni periodé dva prvky, H a He,
z nichz helium mé dva elektrony, které maji mit podle vztahu [3.78 stejnou energii. Ve
skutecnosti se tyto elektrony lisi jesté dalsim kvantovym cislem, které se nazyva spin.
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Toto posledni kvantové ¢islo znac¢ime s a vyjadiuje moment hybnosti rotujiciho elek-
tronu, jehoz velikost je analogicky momentu hybnosti elektronu kolem jédra, vztah [3.72]
rovna hodnoté s = f/2. Spinové ¢islo zavedl do popisu Wolfgang Pauli. Stern a Gerlach
pozorovali v magnetickém poli rozstépeni, napiiklad do osy z, i pro podslupku [ = 0 na
dvé hodnoty momentu hybnosti o velikosti mgh. Z téchto divodi bylo zavedenoﬂ spinové
magnetické ¢islo my = £1/2.

Z uvedené diskuze o existenci spinu plyne, ze ten neni disledkem Teseni Schrodingerovy
rovnice ve formé [3.67] kterd vychézi z hamiltonidnu klasické mechaniky Hamiltonidn,
ze kterého lze odvodit i existenci spinu, vychazi z relativistické mechaniky, kde je do celkové
energie zahrnuta i klidova energie hmoty. Podrobnéji bude tato problematika vylozena v
kapitole vénované relativistickym korekcim.

Objevenim vlastniho momentu hybnosti u elektronu (spinu) se zméni i celkovy moment,
rotujictho elektronyf] Z téchto diivodi je celkovy moment hybnosti elektronu souétem hyb-
nosti rotujiciho elektronu kolem jadra, jehoz operator je 91, a vlastniho momentu hybnosti
elektronu (spinu) s operatorem o

hd
i do

pro U, = €xp [@mlqb] exp [ + ;qﬁl .

1
j=M+o, napiklad .ty = — -t = (ml + 2) P, (3.79)

Ve vztahu jsme u vlnové funkce pro jednoduchost pominuli normovaci faktor. Z uvedené
relace plyne, ze kazdy orbital se déli na dva dil¢i. Toto rozdéleni, oznacované jako jemnd
struktura, je pozorovatelné jen v silném magnetickém poli. Rotujici elektron sim generuje
magnetické pole, které interaguje s vnéjsim nehomogennim magnetickym polem, a na elek-
tron pusobi objemova sila, jak je popsdno druhym ¢lenem na pravé strané ve vztahu [2.51]
Sila je ovsem témeér zanedbatelnd, protoze je nizka i magnetizace zpiisobend elektronem
(nizky je magneticky moment elektronu).

Pauliho vylucovaci princip

Stav libovolné ¢astice by nemél zaviset na pouzitém souradnicovém systému. Vedle posunuti
a rotace je dilezitou transformaci inverze. Operator inverze zméni znaménka souradnic u

5Zajimavosti je, 7e az nasledné diskuse ve fyzikalni komunité (Kronig, Uhlenbeck, Goudsmit) vedly k
predstavé, ze toto cislo predstavuje vlastni rotaci elektronu ovsem v ramci kvantové-mechanického pohledu
[32]. Mnoho fyziku si tak dodnes predstavuje elektron jako setrvacnik s tim, Ze si jsou védomi limitt této
analogie. Je zndmo, ze sdm Pauli na otazku skvélého ¢eského fyzika Kvasnici, jak si spin ¢dstice predstavuje,
odpovédél, ze samozrejmé jako setrvacnik, protoze vi, Ze je to Spatné.

50becné je moment hybnosti antisymetricky tenzor, ktery mé v trojrozmérném prostoru jen tii nezé-
vislé komponenty. Lze ovSem reprezentovat vektorem, presnéji pseudovektorem [12]. Pfi zméné soustavy
soufadnic se transformuje jako tenzor, nikoliv jako vektor.
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vlnové funkce 1. Pokud je funkce licha, tak zméni i jeji znaménk(ﬂ tedy

3¢($,y,z) = 1/1(—1', —y,—Z) = —@ZJ(JZ,yVZ) - C’@Z)(ZE,y,Z), (381)
pii zpétné transformaci  J(—x, —y, —2) = C*Y(z,y,2), tedy C = +1,
IHY = HIY.

Operétor energie klasické mechaniky je suda funkce soutradnic, a proto operator inverze
soutadnic J jeho tvar neméni (operatory komutuji). Tudiz, hodnoty energie nezdvisi na
volbé souradnic ani pri jejich inverzi. Jinymi slovy, operator J je stejné vyznamny jako za-
kon zachovani celkové energie, tedy hamiltonian. Tuto dodate¢nou vlastnost materialovych
systému oznacujeme jako zdkon zachovdni parity.

Jina situace je v pripadé momentu hybnosti, ktery — jak jsme se zminili vyse, vztah
f je vysledkem vektorového sou¢inu majictho vlastnosti antisymetrického tenzoru [12].
To je dalsi z divodii, pro¢ existence spinu neni kompatibilni s klasickou mechanikou, ve
které neni mozné rozlisit vliv inverze, jak je zfejmé z tvaru hamiltonidnt a
Ze vztahu plyne, ze vlnova funkce muze byt sudd (neméni znaménko) nebo licha
(znaménko méni). Jak jsme jiz poznamenali, v pfipadé vypoc¢tu energetickych stavi W
a [3.77] nebylo tfeba zdkon zachovani parity uvazovat. Jind situace je pii popisu rotace
elektronu. Orientace prostoru je ddna poradim bazovych vektort (iy, is, i3). Toto potadi se
oznacuje jako pravotociva orientace.

Zaménime-li poradi bazovych vektort tak, ze iy — i, iy — iy, zméni se pravotociva
soustava na levotocivou. PTi pravotocivé orientaci sméruje bazovy vektor iz, a tedy i osa
z, vzhiru. Pii modifikaci bazovych vektorti uvedenym zptisobem a ponechani ptvodni
orientace prostoru (i, iz, i3), bude bazovy vektor i3, a tedy i osa z na Obr. [I] sméFovat doli.
Tudiz, modifikaci poradi dvou bazovych vektort (jejich permutaci) pfi zachovani orientace
prostoru se zméni smysl rotace kolem osy z. Chceme-li popsat rotaci elektronu v obou
pripadech (jak ndm veli fyzikdlni experiment), musime pouzit vlnové funkce, které jsou
schopny zachytit zménu smyslu rotace pri prechodu od pravotocivé soustavy k soustave
levotocivé. Obé soustavy jsou z hlediska objektivity zdkonti rovnocenné. Tuto vlastnost
maji jen liché funkce [3.81] nebot pri transformaci z — —z, tedy prechodem k levotocivé
orientaci, se méni i hodnota funkce ¥ (z) = ¥(—z) = —1(z). Pouzijeme tak funkce, které
jsou z hlediska zamény orientace prostoru antisymetrické.

Mikroskopické castice, které jsou ve stejném stavu, jsou nerozlisitelné, coz je jeden ze
zékladnich predpokladi kvantové mechaniky. Tento fakt je potvrzen Gibbsovym parado-
xem miseni latek ve stejném staviff| Rozligeni dvou orientaci ¢astic s necelo¢iselnym
spinem, tedy s = 1/2,3/2, ..., je tak mozné jen s pomoci antisymetrickych funkei.

"Inverzi soufadnic nelze realizovat zadnou jinou transformaci nez

oz, y, 2)

r=—2, y=—y, z=-72, det’

8Napiiklad pii miseni dvou stejnych plyni nedochézi ke vzniku tepla. Tento paradox je mozno vysvétlit
jen tak, ze ¢astice plynu, které jsou ve stejném stavu, jsou nerozlisitelné.
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Meéjme uvniti néjakého orbitalu dva elektrony, které jsou ve dvou stavech vy, (1), ¥n,(2).
Ozna¢me formalné tyto stavy |n;),|n2). Protoze jsou Castice nerozlisitelné, nedokdzeme
urcit, ktery elektron je v jakém stavu. Budeme ptredpokladat, ze kazdy z nich mtze byt v
obou stavech. Tento smiseny stav oznacime

i, 8) = < () )+ Ina) ) ). (3.82)
mymz, A) = —= (g} Ina) — o} Ina) ).

V2

Jestlize jsou castice ni,ne identické a tudiz nerozlisitelné, pak musi byt antisymetricka
vlnova funkce |nq,ny, A) nulova. Symetrickd ¢ast funkce |nq, ng, S) je pak nenulova. Jsou-li
Castice rozlisitelné (maji riznou orientaci spinu a pii inverzi by se zménil smysl rotace), pak
jsou popsany antisymetrickou vilnovou funkci. Tato vlastnost ¢astic s poloc¢iselnym spinem
— fermionti — se oznacuje jako Pauliho vylucovaci princip.

Dirac odvodil, ze antisymetrickou vinovou funkci N elektronii 1ze zapsat formou deter-
minantu

Ui (1) W, (2) U, (N)
qfﬁl,m,...n]v(xl,m,...xN):\/% qj"f(l) \P”f(z) \Ij”:(N) . (3.83)
Unp(1) Wiy (2) - Wy (N)

Antisymetrickd vinova funkce vede k Fermiho — Diracové statistice, naopak, symetricka
vlnova funkce umoznuje obsazeni stejného kvantového stavu mnoha ¢asticemi (mohou mit
shodnou ¢tvefici kvantovych ¢isel). Soubor ¢astic se symetrickou vinovou funkei pak po-
pisujeme Boseho — Einsteinovo statistikou. Symetricka vinova funkce prislusi napriklad
fotontim.

Struktura Mendélejevovy tabulky prvka

Kvantovou teorii vodikového atomu vyuzivajici kvantova cisla n, [, m;, s, ktera jsou dusled-
kem operdtoru energie a operatoru spinu [3.79] 1ze s jistou presnosti zobecnit na ostatni
atomy v prirodé. Kazdy atom, ktery neni vystaven vnéjsim energetickym vliviim, smétfuje
ke stavu s minimalni celkovou energii vyjadienou hamiltonidnem V dusledku toho
s < p<d < f. Takze v okoli atomového jadra s poc¢tem protoni (atomovym ¢islem) z,
bude stejny pocet elektronii obsazovat podslupky v poradi

1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s, 4d, bp, 6s... (3.84)
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kde kazdy orbital prislusné podslupky mize byt obsazen az dvéma elektrony (dusledek
spinu elektronu). Prvni éislo je ¢islo slupky n (¢islo periody v Mendélejevové tabulce) a
pismeno je nazev podslupky [ = 0,1,2,...,n — 1 (souvisi se sloupcem Mendélejevovy ta-
bulky). Tato posloupnost vyjadiuje Aufbau princip (vystavbovy princip), ktery zohlednuje
i vzajemnou elektronovou interakci. Diisledkem této interakce je poloha elektront ustavena
tak, aby celkova energie atomu byla minimélni. Dochazi tak k tomu, ze prestoze néktera
podslupka neni zcela zaplnéna, za¢ina se obsazovat slupka vyssi.

V prvni slupce plati, ze n = 1, [ = 0 a pocet orbitalil, ktery urcuje magnetické kvan-
tové ¢islo, je roven m; = 1. Vzajemna interakce je velmi slabd, takze pro vodik a helium
(ze = 1, 2) je konfigurace elektronti jednoznacné 1sals®. Na jediném orbitalu jsou dva
elektrony s opac¢né orientovanym spinem. Ve druhé slupce n = 2, kde ¢islo podslupky na-
byva hodnoty [ = 1 a pocet orbitalt m; = 3, uz dochéazi k jejich vzajemnému ovliviiovani.
Maximalni pocet elektronii ve druhé slupce (periodé) je ddn souctem 1s? + 2s% + 2p°® = 10
(kazdy orbital je obsazen dvéma elektrony), takze maximélni atomové ¢islo v této slupce
je ze = 10, a to odpovida neonu. Pti zaplnovani podslupky p jiz dochazi k takové vzajemné
interakci, ze elektron obsadi dalsi orbital, aniz by byly obsazeny dvojici elektrontu pred-
chozi orbitaly. Tuto skutec¢nost 1ze ukazat na prikladu dvou atomt, které jsou pro nase
ucely vyznamné. Jednd se o atom dusiku 2z, = 7 a atom kysliku 2z, = 8. Uvazime, Ze pro
orbitalni moment velikosti | = 1 existuji 3 riznd magneticka ¢isla m = —1,0, 1, kterym
odpovidaji tii rizné geometrické realizace orbitalntho momentu. Oznacime-li je pg, py, p,
pak obsazeni podslupek dusiku bude 25, 2py, 2p), 2p} a obsazeni podslupek kysliku bude
2s',2p2, 2p,,, 2p;. Tedy, podslupky mohou byt obsazeny i nespdrovanymi elektrony v zé-
vislosti na orientaci spinti. Tento problém fesi Hundovo pravidlo — atom zaujima ve svém
zékladnim stavu konfiguraci odpovidajici nejvétsimu poctu nesparovanych elektronti. Pravi-
dlo 1ze objasnit pomoci vzajemné korelace spintt dvou elektronti; elektrony zaujmou pozice,
ve kterych se co nejméné ovliviuji (celkova energie atomu je minimalni) [I7]. Podrobnéji

Teoretické Teseni viak plati s dostateénou presnosti jen pro helium He=1s? a
pro neon Ne=1s?2s?2p%. Pro ostatni vzacné (inertnf) plyny se uplatiiuje pravidlo [3.84]
Pro argon n = 3 jiz nen{ podslupka d obsazena a obsazeni elektront je Ar=[He]3s%3p°.
Podslupka 3d za¢ina byt obsazovana aZ pii n = 4 po obsazeni slupky 4s2, tedy u skandia
(Sc). Plné obsazena je az u médi, kde dosdhne plného poctu elektront 3d'°. Postupné
obsazovani podslupky d vede k dalsimu rozélenéni prvkia podle chemickych vlastnosti.

Dilezity vyznam z hlediska materidlového inzenyrstvi maji svislé sloupce Mendéle-
jevovy tabulky, které se oznacuji jako skupiny a obsahuji prvky podobnych chemickych
vlastnosti. Tyto vlastnosti z velké casti urcuje pocet valenc¢nich elektrontt v podslupkach
s,p,d. Vlastnosti souvisejici s podslupkami s a p popisujeme rfimskou ¢islici oznacujici pocet
elektronii na téchto valen¢nich podslupkach a pismenem A. Napiiklad sodik Na, ktery ma
obsazeni [He]3s!, patif do skupiny IA a kyslik O s obsazenim [He]2s?2p* patif do skupiny
VIA. Do skupiny B patii prvky s valenénimi podslupkami s,d, jako je napriklad titan Ti,
ktery ma obsazeni [Ar|3d?4s?, tedy patii do skupiny IVB a urcuje specifické vlastnosti této
skupiny. Zcela plné je slupka 3d' obsazena u médi Cu [Ar]3d'%4s!, atom m4 tudiz jeden
volny valencni elektron a patii do skupiny IB. To vysvétluje specifickou fyzikalni vlastnost
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prvkil této skupiny, kterou je vytecna elektricka a tepelnd vodivost.

Dilezitym prvkem pro nase tcely je platina Pt s atomovym c¢islem z, = 78. Tento prvek
se nachazi na energetické hladiné n = 6, tedy v 6. periodé, a mohl by teoreticky mit pro (=
5 az 6 podslupek. Skutec¢na konfigurace vSech 78 elektronti vyhovuje pravidlu tak, ze
jsou plné obsazeny slupky az po n = 4, tedy po konfiguraci kryptonu. Na chemické vlast-
nosti prvkia v 5. a 6. periodé méa opét zasadni vliv obsazeni podslupek 4d a 5d. Maximalni
pocet elektronii na podslupce d je 10. Jeji obsazeni mezi poétem d°, d”, d®, d°, d*° vymezuje
meziskupinu prvkia mezi skupinami VIIB a IB oznac¢ovanou fimskou ¢islici VIII. Pravé do
této zvlastni meziskupiny patii i platina. Jeji elektronova konfigurace se sklada z konfigu-
race vzacného plynu xenonu Xe=[Kr]4d'%5s?5p° doplnénou jesté jednim elektronem z 6.
energetické hladiny, tedy Pt=[Xe]4f!45d%6s. Ziejmé je to tato konfigurace elektronového
obalu, ktera propujcuje platiné mimoradné katalytické schopnosti.

Z hlediska vzniku molekul skladajicich se z ruznych atomu je dulezité ozidacni cislo.
Oxidacni c¢islo, nékdy oznacované jako mocenstvi, je definovano jako soucet kladnych a
zapornych naboji v atomu. PTi Gcasti v polarni vazbé odpovida toto ¢islo poctu prijatych,
nebo odevzdanych elektront. Pokud atom elektrony prijima, je oxidacni ¢islo zaporné a
prvek pusobi jako oxidant. Nejcastéjsimi oxidanty jsou kyslik O, peroxid vodiku H,O»,
kyselina dusi¢cna HNOj3 a dalsi latky. Oxidacni elektrodou je anoda, kterou elektrony vstu-
puji do vnéjsiho elektrického obvodu. Napriklad ve vodikovém palivovém ¢lanku je vodik
na anodé oxidovan, je mu tedy odebran elektron, ktery odchéazi do elektrického obvodu.
Dochézi k oxidaci Hy — 2H* + 2e~. Vznikly proton HT mé oxidac¢ni ¢islo kladné a je
pritahovan na katodu, kde je zpétné redukovan, tedy je mu elektron dodan. Na katodé
je prebytek elektront, které prichdzi z elektrického obvodu a jsou protonu H' a kysliku
dodévany. Dochézi tedy k redukei 1/205 +2H* 4 2e~ — H50. Gibbsova volné energie této
oxidacné-redukéni reakce je zaporna a je preménovana v elektrickou praci. Proces probiha
spontdnné, podobné, jak je popséno miseni vztahem [1.70}

Dalsim dilezitym parametrem kazdého prvku je schopnost pritahovat vazebné elektrony
ostatnich atomii. Tato vlastnost se oznacuje jako elektronegativita a souvisi s ionizacni
energii. Elektronegativita nartista s atomovym polomérem a s ionizacni energii valen¢nich
elektronii. Nejvyssi je u vzacnych plynii, kde jsou elektrony silné vazany. Jednoduchou
a pritom dostatecné presnou definici elektronegativity zavedl Allen [33], pric¢emz pro jeji
¢iselnou hodnotu 1ze odvodit, ze

nsEs +nyE,

= 0,169
X =0, .

(3.85)

K vypoctu se tak vyuziva pouze energii valen¢nich elektroni Ey, E, v elektronvoltech a
pocty elektront n,, n, na podslupkich s,p. Dosadime-li naptiklad energii atomu vodiku
E,=13,6 ¢V a ng, = 1, jak je zfejmé z rovnice [3.76, dava vztah hodnotu xy = 2, 3.
Druhé kvantovani

Kvantova mechanika jedné castice je obvykle formulovana na funkciondlnim prostoru ne-
konefné dimenze, ktery se oznacuje jako Hilberttv. Na prvcich (funkcich) tohoto prostoru
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jsou konstruovany operatory kvantové mechaniky, napriklad operator energie |3.65, nebo
kreacni a anihilacni operétory [3.30a [3.31} Pouzivani kreac¢nich a anihila¢nich operédtoru je
obvyklé v kvantové teorii pole (druhé kvantovani). V kvantové teorii pole navic popisujeme
soubory c¢astic, ve kterych se pocet castic nezachovava.

Mnohacésticové systémy popisujeme ve Fockové prostoru, ktery je definovan jako soucet
tenzorovych soucint (v zavislosti na poctu ¢astic) jednocasticovych Hilbertovych prostori.
Fockuv prostor obsahuje i zvlastni vakuovy stav |0) (Poincarého vakuovy stav), ktery je
prazdny — tedy bez castice. Béhem casového vyvoje muze dojit k ubytku c¢astic, ktery je
popsan anihilaénim operatorem, a,;. Prirtstek poctu castic je pak popsan krea¢nim ope-
ratorem, a}, analogicky k operatortim m, . Tyto operatory normujeme k celkovému
poctu castic N.

Aktudlni pocet ¢astic nachéazejicich se v kvantovém stavu (n, 1, m, s) oznacime n;. Stav
castice jsme oznacili jednoduse ¢. Zavedeme operator poctu castic tak, aby jeho vlastni
hodnota byl pocet ¢astic n;, tedy

N [W(N)) = s [W(N)), (3.86)

kde n; je pocet ¢astic ve stavu (n,l,m,s).
Kreacni a anihila¢ni operatory spliuji nasledujici komutaéni relaci (analogicky ke vztahu

3.33)) pro bosony

[a;, a}] = aia} — a}ai = 0;j, (3.87)
la;,a;] = [a;r,a}] = 0.

Tedy jen poradi kreac¢ni operator, anihilac¢ni operator vede k objeveni ¢astice. Pro fermiony
plati antikomutacni relace definované jako

{ai, a}} = aia; - a;ai = d;j, (3.88)
{ai7aj} = {a;[7a;[} =0.
Pti zaméné takovych ¢astic dochazi ke zméné znaménka, coz koresponduje s Pauliho vy-
luc¢ovacim principem, podle kterého je stav ¢astic s poloviénim spinem popsan antisymet-

rickymi stavovymi funkcemi Jen pomoci takovych funkei lze rozlisit castice s opacné
orientovanymi spiny (magnetické spinové ¢islo mg +1/2). F ermionyﬂ charakterizuje relace

alal = —alal. (3.89)

Operator poctu fermiont ma s ohledem na relace a nasledujici vlastnost

9Tyto &stice jsou pojmenovany podle genidlniho fyzika Enrica Fermiho, ktery byl skvélym experimen-
tatorem i teoretikem, coz je unikdtn{ kombinace. O praci Fermiho lze najit mnoho publikaci [34], [35], o
Fermiho osobnosti napsala skvélou knihu jeho manzelka Laura [36].
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N = dalaala; =al ({ai, al} — ag(zl)ai = al(1 —ala)a; = (3.90)

7 )
= a}ai + aja}aiai =M.

Vlastni hodnoty operatoru :I:ajaj- a;a; jsou nulové, protoze by musely byt rizné pri zaméné
castic, jak plyne ze vztahu |3.88, Vlastni hodnoty operatoru mohou byt jen redlna ¢isla a
pro fermiony tuto podminku splnuji pouze hodnoty

n; =0 mnebo 1. (3.91)
Pro bosonym plati zaména polohy c¢astic

alal = alal, (3.92)

protoze jsou jejich stavy popsany symetrickymi stavovymi funkcemi [3.82] takze s ohledem
na relace a plat{ pro operdtor poc¢tu bosoni vztah

N = daale; = al([ai, al] + ajai>ai = al(1+ala;)a; = (3.93)
f

= q;a; + a}a}aiai =M + aZaIaiai.

i

¢iselnych hodnot, a tedy i vlastni ¢isla operatoru 91; mohou byt

S ohledem na vlastnost mize operator aTazT a;a; = NZ — N, nabyvat libovolnych celo-

n;=0,1,2,3,.... (3.94)

Jak bude uvedeno dale, budou se bosony ridit Boseho — Einsteinovo statistikou a fermiony
Fermiho — Diracovo statistikou.

100 4stice pojmenované Diracem na pocest Satendranitha Boseho, nesmirné talentovaného indického
fyzika, jehoZ prace méla zdsadni dopad na vyvoj fyziky [37].
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4. Zaklady ab initio vypocta pro
materialovy vyzkum

Ab initio vypocty umoznuji urcéeni vibrac¢nich frekvenci molekul ¢i vazebné energie. Zjis-
ténim téchto hodnot muzeme odhadnout stabilitu molekuly za zvysené teploty nebo pri
expozici svazku elektronti. Navic lze tyto parametry zjistit pro molekuly, které nebyly realné
pripravou. Jsou tak urceny perspektivni sméry vyzkumu a naopak zavrzeny potencialné
nezajimavé oblasti. Tim je uSetfeno mnoho vyzkumného usili a financi.

V centru zajmu ab initio vypoc¢tl v oblasti palivovych ¢lankt je pochopitelné polymerni
membréana. Zpravidla se jedna o dlouhy polymerni fetézec s bo¢nimi fetézci a tato makro-
molekularni struktura zptisobuje obtize pri vypoctu potiebnych parametrii. S rozvojem
vypocetni techniky ovSsem dochézi k provedeni vypocti, které by jesté pred nékolika lety
patrily k nerealizovatelnym. Ab initio vypoc¢ty mohou osvétlit dominantni zptusoby trans-
portu ionti — protonovou vodivost [38]. Vypoctem lze také urcit kritickd mista bocniho
fetézce, kterd zpusobuji rozpad zadouci molekuly. S vyuzitim vhodného software muzeme
u membrany typu Nafion urcit slabou vazbu koncové skupiny SO, a dale méné stabilni
vazbu mezi uhliky bo¢niho Fetézce, ktera pri rozpadu vede k tvorbé tetrafluoretylenu [39].
Timto vypoctem lze tedy vysvétlit, pro¢ jsou za zvysSenych teplot v plynech proslych pali-
vovym ¢lankem patrné stopy SO. [40]. Pti zahfivani Nafionu tak nejdiive dochazi ke ztrate
vody obsazené v membrané a nasledné k odtrzeni skupin SO, [41].

Teoreticky popis atomt a molekul v materidlech je zalozen na vyuziti ¢asové nezavislé
Schrodingerovy rovnice v néasledujicim tvaru

H(r)V(r) = EY(r), (4.1)

kde $ je hamiltonidn (operator celkové energie), ¥ je vinova funkce a E je celkové energie
popisovaného systému. Vzdélenost r je obecné vektor. Rovnice popisuje vlnoveé — ¢asti-
covy dualismus elektronu. Vycerpavajici popis zakladnich vztahti v kvantové teorii a jejich
aplikaci nalezne ¢tenaf ve Formankové knize [42] a dalsich skvélych knihach [43], [44], [45]
¢i [46]. Nyni provedeme zobecnéni pro N ¢astic, takze rozdélime hamiltonian na dvé ¢asti
popisujici kinetickou, 4, respektive potencialni, U, energii dvojice elektront (i a j)

H=U+9, (4.2)

78



AB INITIO VYPOCTY M. Tom4s

pricemz pro kinetickou energii plati

N h2
U=-> —A, (4.3)

i—1 sz

kde A; je Laplacidn, a pro potencidlni energii miizeme zapsat

yoy > (4.4)

i=1j5>1 Tij

Soucin interagujicich ndboji ¢;q; je mensi nez nula pro pritahovani a vétsi nez nula pro
odpuzovani. Hamiltonian pak bude obsahovat prispévky od kinetické energie elektroni,
U., kinetické energie jader, U,,, potencidlni energii ze vzajemného piisobeni elektronii , V..,
potencialni energii ze vzajemného pusobeni jader, V,,,, a potencialni energii z piisobeni
mezi jadry a elektrony, V... Neboli plati

H=U,+U,+ Ve +V,n + Vye. (4.5)

4.1 Bornova — Oppenheimerova aproximace

Hmotnost atomovych jader je ovSem vyrazné vyssi nez hmotnost elektront, rychlost jader
je tedy mnohem mensi v porovnani s elektrony. Muzeme tedy situaci redukovat rozdélenim
Schrodingerovy rovnice na dvé ¢asti [47]. Jedna bude popisovat vinovou funkci elektront
za predpokladu, zZe jsou atomova jadra v neménnych pozicich. Druha c¢ast rovnice bude
popisovat atomova jadra a energie elektronti bude mit rozmér potencialni energie. Po-
hyb jader je tak umoznén pouze po ktivce vykreslené potencidlni energii elektronové casti
Schrodingerovy rovnice. Protoze jsme situaci zjednodusili predpokladem, ze atomova jadra
jsou v nehybnych, neménnych pozicich, mluvime o aproximaci. Podle jmen tvirct tohoto
pristupu pak hovorime o Bornové — Oppenheimerov{] aproximaci [51], coz je tedy separace
elektronové a jaderné vinové funkce ve Schrodingerové rovnici. Hamiltonian touto separaci
nabude pro N elektront a M jader (oznacime dvojici jader A a B) tvaru

ZAZB

AB

[

N 1 Mo N M N N 1 M M
DI D e AVED DD Dt D B9 Divd D SIS (4.6)
A—1 <A A i—1j>171 A=1B>A

=1 =1 A=1

3

kde m4 je pomér hmotnosti jadra A k hmotnosti elektronu a Z4 je protonové cislo jadra
A. Pravé atomové ¢islo mize aproximaci narusit, protoze u prvki s velkym poctem pro-
toni (Z > 36) se zac¢inaji projevovat relativistické efekty, které je pak nutné do odvozeni
zapocitat. Provedenim aproximace, kterou si snadno obhajime rychlou reakci elektronii

'Max Born byl jednim z nejvyznamnéjsich fyzika 20. stoleti, skvéld je jeho sbirka eseji o moderni
fyzice [48]. Robert Oppenheimer — otec jaderné bomby — patfil mezi brilantni fyziky a nelze nez doporucit
publikace o jeho zivoté [49], [50].

79



AB INITIO VYPOCTY M. Tom4s

na pripadny pohyb jader a zafixovanim pozice jader v molekule, vytvorime elektronovy
hamiltonidn prostym zanedbanim druhého ¢lenu v rovnici [1.6) a paty ¢len v téze rovnici
prohléasime za konstantni. PisSeme tedy jen

Detehtron = — Y _ ;Ai -S> +>3 —, (4.7)

i=1 i—1A=1"TiA 211 T

N Zy NN
coz je vztah pro hamiltonian N elektront v poli nehybnych jader. Pro celkovou energii pak
plati

B M M ZAZB
Ecelk. — Eelektron + Z Z . (48)

A-1B>A T'AB

Takze muzeme zapsat hamiltonian jader ve tvaru

M

Njad. = — Y 21AA + Eeeir.(Ra). (4.9)

A=1 4TA

V rovnici predstavuje ¢len E.q (R4) potencidlni energii jader v zavislosti na vzdale-
nosti. Pokud vypocitame tuto potencialni energii pro nékolik vzdéalenosti v dvouatomové
molekule, ziskdme kiivku potencidlni energie (Obr. . V minimu této kiivky se pak nachazi
rovnovazna poloha molekuly. Reseni Schrodingerovy rovnice s operatorem $eiektron + $jad.
je nutné k nalezeni rotacnich a vibrac¢nich spekter atomi respektive molekul.

Rovnovazna poloha dvojatomové molekuly

Ecelkova (RA)

Ra

Obrazek 4: Potencialni energie jader v zavislosti na vzdélenosti. Poloha minima je vyzna-
¢ena.
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4.2 Hartreeho — Fockova metoda

Dalsi postup pro vypocet energetickych spekter molekuly je proveden Hartreeho — Fockovou
metodou. Zde uvedené odvozeni bylo publikovano v pfistupné psaném Sherrillové ¢lanku
[52]. Pfedneé je tieba situaci opét zjednodusit a zanedbat interakci elektront mezi sebou.
Toto zjednoduseni umozni oddéleni jaderného a elektronového hamiltonianu a celkova vl-
nova funkce elektronii bude prostym soucinem dvou vinovych funkei

U(ry, o) = U(r))W(rs). (4.10)

Pokud tedy celkovou vlnovou funkci zapiseme jako soucin dil¢ich vinovych funkci, obecné
plati

Wy (ry,re, -, rn) = ¢1(r1)d2(ra) - dn (), (4.11)

kde ¥y oznacuje Hartreeho soucin a ¢ predstavuje povolené stavy elektronu — orbitaly.
Zjednoduseni spociva v tom, ze elektron primo neinteraguje se vSemi elektrony ale pouze
se stfednim polem vytvafenym témito elektrony. Problémem tohoto ptistupu je, ze vlastni
vlnové funkce elektronii se musi tidit principem antisymetrie. Ten spo¢iva v nutnosti zmény
znaménka pred vlnovou funkei v pripadé, ze zaménime prostorové a spinové souradnice.
Obecné je takto formulovan Pauliho vylucovaci princip. Pokud oznac¢ime prostorové sou-
fadnice vektorem 7 a spinovou souradnici jako w, ziskavame soubor moznych souradnic

r={rw), (4.12)

takze pro oznaceni orbitalu pomoci prostorové souradnice prejdeme k prostorové — spino-
vému souboru soutadnic (spinorbital)

¢(r) —= x(x). (4.13)

Za téchto okolnosti mizeme zachovat antisymetrii a zapsat

x1(z2)x2(z1) = —xa(z1)xa(22), (4.14)

coz je sice momentalné vyhodné, ale v zadném pripadé nelze tento postup povazovat za
obecné platny. Celkovou vinovou funkci dvou elektronti ve tvaru, ktery bude splnovat pod-
minku antisymetrie, mizeme zapsat jako

(1, 72) = \}5 X1(z1)x2(22) — x1(22) X2 (1) |- (4.15)

Vidime, ze ve formé funkcionalu miize zapis pro N elektronii dosadhnout enormné rozsahlého
vztahu. Elegantnéjsi zapis je tak ve formé determinantu

O(z1,19) = — (4.16)
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a tento vysledek zobecnime pro N elektronu do tvaru, ktery je oznacovan jako Slatertv
determinant. Piseme tedy

xi(z1)  xe(z1) -+ xw()

1 [xi(z2) xe(w2) -+ xw(w2)
(D:W 5 - S (4.17)

xi(rny) Xo(zn) -0 xn(7n)

Pokud vyuzijeme Diracovu notaci, mizeme tadek v determinantu zapsat v kompaktnéjsi
formé, tedy jako ketvektor

{xi(2), X (@), -+ xv (@)} = Daxg - xav) - (4.18)

Musime respektovat variacni princip, ktery tika, ze nejvyhodnéjsi spinorbitaly minimalizuji
celkovou energii — jsou nejblize opravdové vinové funkei [53]. To zapiSeme jako

Ey = (Vo|H W), (4.19)

pricemz pro N elektront plati

[Wo) = [xix2 - XN) (4.20)

za podminky ortonormality (d;; je Kroneckerovo delta)

ilxz) = dij- (4.21)

Pro jediny elektron, ozna¢me jej (1), mizeme zapsat rovnici

b(1)x:i(1) = Eixi(1), (4.22)
coz je Schrodingerova rovnice pro jeden elektron popisujici jeho spinorbitalni stavy v okoli
jadra. Pro energii vice elektront lze pak odvodit [53]

N 1 N N
Eelektron = Z []7, + 5 Z Z [Jz] - ﬁq]] + Vnna (423)
i=1 P g

kde J;; a Ri; jsou coulombovsky a vyménny integral zapsany ve formé operatoru. V za-
pisu pro tyto integraly musime rozliSovat jednotlivé elektrony v systému. Oznac¢me nyni
elektrony (1) a (2), pak pro coulombovsky integral ze vztahu plati

3,001 = | [ drag @ @) (1.24)
a pro vymeénny integral
K06(D) = | [ deag@-u@)] ). (1.25)
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Pokud definujeme Fockiv operator jako

i) =500+ 3 [0 - 8,1 (4.26)

a vyuzijeme Lagrangeovych multiplikatoru [53], ziskdvame kompaktni tvar Hartree — Fockovy
rovnice

flxi) = Eilxi), (4.27)

kde E; je vlastni hodnota energie orbitalu ;. Timto postupem byl problém nalezeni vlast-
nich funkci y; s odpovidajicimi vlastnimi energiemi F; interagujicich elektricky nabitych
¢astic (jadra a elektrony) preveden na parcidlné diferencidlni rovnici druhého ¥adu, po-
dobné rovnici Schrodingerové [4.1] Pfes znacny pokrok kterym ve své dobé tato metoda
zaznamenala, jsou jeji vysledky velmi citlivé na volbu pocatec¢niho tvaru vlastnich funkei
(takzvanych bazovych funkci, jejichz kombinaci je hledané feseni) a metoda nepostihuje
jemnéjsi korelace mezi elektrony. Tyto problémy, alespon ¢éstecné, odstranuje teorie funk-
cionalu hustoty.

4.3 DFT — teorie funkcionalu hustoty

Pti vysettovani systému s mnoha atomy je nutné pracovat s velkym poctem vinovych
funkci. Pocet proménnych se rychle zvysuje s poc¢tem atomii, a proto je nutné tyto systémy
charakterizovat s pomoci vysoce vykonné vypocetni techniky. Na konci 20. stoleti bylo
mnoho systémiu nepopsatelnych, protoze k jejich charakterizaci by bylo potifeba enormné
dlouhého casu. S rozvojem vypocetni techniky mnohé bariéry padly, ale i v soucasnosti se
vypocty omezuji na nizké pocty atoma.

Pocet proménnych lze snizit tim, Ze nebudeme k popisu systému vyuzivat vilnové funkce,
nybrz hustotu elektrontt v dané oblasti. Z postulati kvantové mechaniky vyplyva, ze hus-
tota pravdépodobnosti vyskytu castice, p, je ddna soucinem vlnové funkce ¢ a funkce
komplexné sdruzené * integrovanym v daném objemu

p= [lwwriav. (4.28)

Pro vypocet pak vyuzijeme namisto funkce funkciondlu, coz je ,funkce funkci®. Vysledek
lze pak vyuzit pro uréeni mnoha zisadnich parametrii, které vyuzijeme v materidlovém
inzenyrstvi. Mtzeme tak napriklad urcit vibracni spektra molekul, elektrické a magnetické
vlastnosti materidlu ¢i pribéhy reakei.

Vysetteni systému spociva ve vyuziti varia¢niho principu. Energii systému vypocitanou
z vlnové funkce tak diky tomuto principu povazujeme jen za horni hranici skutecné energie
systému. Energii je nutné minimalizovat vzhledem ke vSem povolenym hodnotam vlnové
funkce. Pak se ovSem energie takto ziskand — energie zakladniho stavu Ej, — stava funk-
cionalem vzhledem k poctu elektronii a k potencialni energii jader. Jadro DFT spociva v
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zaveru, ze hustota pravdépodobnosti plné determinuje hamiltonian a tim i dalsi parame-
try systému [54]. Cilem DFT je pak urceni Hohenbergova — Kohnova (HK) funkcionélu,
Fuk, ktery obsahuje kinetickou energii elektrontt T'(pg) a operator vzéjemného pusobeni
elektront E,.(pg). Pro energii zakladniho stavu muzeme zapsat

Eo(po) = [ po()Vividr +T(po) + Eee(po) (4.20)

coz s vyuzitim HK funkcionalu prepiseme do tvaru

Eopo) = [ po(r)Vivdr + Firie(po). (4.30)

Ulohou DFT je urdeni HK funkciondlu. Podstatné je, ze vysledna hustota pravdépodobnosti
vyskytu castice je métitelnou velicinou. Teoretické zavéry tedy lze ovérit experimentalné
pomoci metod, jako je rentgenova difrakce.

4.4 Relativistické korekce

Kvantova mechanika nebyla zcela v souladu se specialni teorii relativity. Schrodingerova
rovnice neni v zakladnim tvaru invariantni vici Lorentzové transformaci, protoze celkova
energie ¢astice je urcovana jen na zakladé Newtonovy mechaniky. Cas i prostor jsou vsak
svazany, a proto bylo nutné nalézt vhodny tvar rovnice, ktery by neumoznoval rozliseni
inercialnich soustav — byl by invariantni vic¢i Lorentzové transformaci. Navic je tfeba
relativistické korekce uvazovat v pripadé tézsich atomi (obecné nad protonovym éislem
Z > 50), jako je zlato ¢i rtut. Vysledny popis pak umoziiuje vysvétlit, pro¢ je bod tani
rtuti tak nizky (-39°C) a pro¢ je barva zlata odlisnd od pribuznych kovi [55].

Relativisticky tvar Schrodingerovy rovnice popsali Oscar Klein a Walter Gordon. Rov-
nice ovsem nesplnuje naroky na aplny popis ¢astic, protoze neni uvazovano ptsobeni ostat-
nich ¢astic (poli), takze jde jen o relativistickou vlnovou rovnici, kterd popisuje skaldrni
kvantové pole, jejiz castice nemaji spin. Vysledny tvar tak popisuje pouze ¢astice se spinem
s = 0, jako je napriklad pion ¢i Higgstv boson. Pro ziskdni rovnice vyjdeme z relativistic-
kého tvaru pro energii elektronu [56]

E = /p%c? + m2ct, (4.31)

kde p je vektor hybnosti a m,. je hmotnost elektronu. Pro operator celkové energie a
operator hybnosti plati

0
= ih— 4.32
=i, (4.32)
respektive
p =1hV. (4.33)
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Vyuzijeme téchto vztaht pro dosazeni do rovnice4.31] kterou umocnime, abychom se zbavili
odmocniny. Dale uvazujeme i vlnovou funkci, na kterou operatory pusobi. Ziskavame tak
tvar

—hQS;\D = (=R*EA +m2c) Y, (4.34)
coz je Kleinova — Gordonova rovnice, kterou v kompaktnéjsi podobé zapiseme jako
[D + <mﬁfc>2}\1/ — 0, (4.35)
kde [0 oznacuje d’Alembertiv operator definovany vztahem
2
0= 612;2 N (4.36)

Vlastni hodnoty rovnice [4.35| jsou

E = +/p?c® + m2c?, (4.37)

coz vede k moznosti existence zaporné energie jako dusledek substituce kvadratu energie.
Tento zdanlivy paradox fesi az Diracova rovnice [57], kterd m4 tvar [58]

0
iho W = HPW = [cap + B + oL, ¥, (4.38)
kde je zahrnut vliv jader v zavislosti na vzdélenosti r4 = [r — ra |, ddle
Z
p=-324 (4.39)
A A

a I je jednotkova matice 4 x 4. Pro Diracovy matice o a 8 plati

0 o

a = (4.40)
o 0
respektive
I, 0
g=|" (4.41)
0 I

kde I, je jednotkova matice 2 X 2 a o jsou Pauliho matice, které obvykle piseme ve tvaru
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Vsimnéme si stopy téchto matic a také jejich vlastnich hodnot, které jsou o; = £1. Komu-
tator matic je nenulovy, plati relace

[om, O'y] = 2io,. (4.42)

Diracova rovnice je konzistentni jak se specialni teorii relativity, tak i s kvantovou me-
chanikou. Byla mnohokrat experimentélné ovéfena pomoci métreni jemné struktury (déleni
spektralnich ¢ar vlivem spinu) atomu.

86



5. Distribuc¢ni funkce a hustota stavu

K popisu materialu je potfeba vyuzit poznatkt statistické fyziky. I velmi malé mnozstvi ma-
teridlu obsahuje obrovsky pocet ¢astic. Jen v kubickém centimetru kovu je 10%* elektront,
které se tedy snazime popsat s mnoha zjednodusujicimi predpoklady. Systémy mnoha ¢as-
tic oznacujeme jako ensemble a rozeznavame mikrokanonicky, kanonicky a grandkanonicky
ensemble. Mikrokanonicky ensemble popisuje systém castic se shodnou pravdépodobnosti
pro vsechny energie ¢astic. Pak je tedy stejné pravdépodobné, Ze ¢astice bude mit vysokou
energii nebo energii nizkou. V praxi bychom vsSak ocekavali, Ze vysoce energetické cas-
tice budou zastoupeny s nizsi pravdépodobnosti. Tento problém resi kanonicky ensemble,
ve kterém pravdépodobnost vyskytu castice exponencialné klesa s rostouci energii. Tento
ensemble navic umoznuje vyménu energie systému s okolim. Konec¢né, grandkanonicky
ensemble pak umoznuje vyménu éastic s okolim. Zde uvedena odvozeni byla publikovana
v McKelveyho knize [59].

5.1 Hustota stavia

Vyjdeme ze souboru ¢éstic, které jsou usazeny na energetické hladiné € v priimérném po-
¢tu f(e). Céstice si mizeme predstavit ve formé idedlniho plynu. Zavedeme blizké okoli
energetické hladiny de a budeme predpokladat, ze v tomto okoli se nachézi D(e) dalsich
energetickych stavii. Pocet ¢astic, N(g), v okoli referenc¢niho energetického stavu (na ener-
getické hladiné) e pak bude

N(e) = f(e)D(e)de. (5.1)
Funkce f(e) urcuje, kolik je v kazdé energetické hladiné ¢astic. Udava distribuci ¢astic
a oznacujeme ji jako distribucni funkci. V okoli referencni energetické hladiny ¢ miuze
existovat velké mnozstvi stavii (rizné kvantové stavy popsané napriklad vztahem ,
pak mluvime o hustoté stavi (nékdy také o degeneraci prislusné energetické hladiny) a
oznacujeme ji jako D(e). Pro stfedni hodnotu libovolné veli¢iny zavislé na energii X (e)
pak plati

(X) = W - le [ XE@rEDE)e (5.2)

Jednotlivé ¢astice budeme uvazovat v tfirozmérné potencialové bariére konecnych geomet-
rickych rozmeért. Vyska potencidlové bariéry je vSak nekonecna, jinak by existovala nenu-
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lova pravdépodobnost vyskytu ¢astice i mimo hranice této bariéry, vztah [3.64, K popisu
¢astice o hmotnosti m pouZijeme Casové nezavislou Schrodingerovu rovnici [3.23] ve tvaru

Aty + kY (x,y,2) = 0, (5.3)
kde pro k? s ohledem na stavovou funkci plati

2 2me

=S5
Za predpokladu, ze je potencidlni energie mimo potencidlovou bariéru nekonecna, reseni
vlnové rovnice [5.3| mimo jamu je nulové. Uvniti potencidlové bariéry predpokladdme FeSeni
ve tvaru rovinné viny

(5.4)

V(z,y,z) = Aexp {zkmx} exp [zkyy} exp [@kzz} = (5.5)
= Aexp {z(k:x:c + kyy + kzz)} = Aexp [z(k : r)},

kde A je konstanta. Dosazenim FeSeni [5.5 do rovnice [5.3] nalezneme vztah pro slozky vIno-
vého vektoru k. Pro kvadrat tohoto vektoru plati

2 2 2 2
k2= k2 4+ k2 K (5.6)

a je roven hodnoté 5.4 Predpokladejme, Ze se ¢astice nachazi v prostorové bunce o stranach
ag, Gy, G, & Na vSech stranach této bunky nabyva stejnych hodnot

¥v(0,y,2) = Y(asy,2), (5.7)
P(x,0,2) = Yz, ay,z2),
U(x,y,0) = Y(r,y,a.).

Funkeci, ktera spliuje tyto periodické okrajové podminky, hledame ve tvaru rovinné viny
[b.5] jejiz perioda je v kazdém sméru 27, a piSeme tedy

kya, = 2mn,, kya, = 21n,, k,a, = 2mn,, (5.8)

kde plati n, = 0,4+1,4+2... a obdobné pro n, a n.. Jinymi slovy, kazdé slozce vlnového
vektoru k, odpovidaji dva sméry. Obecny tvar feseni |5.5| v komplexnim tvaru je

[N M n,z
U(x,y,z) = Aexp [2m< + oYy )} (5.9)
Qg ay a,
a porovnanim urc¢ime zavislost vinového vektoru na rozmérech bunky. Muzeme tedy zapsat
2T, 2mn 2mn,
k= 2 = g, = (5.10)
Ay ay a,
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Energii castice vypocteme podle vztahu [5.4] jako

2m?h? (2 nl  n?
En = m (cﬂ+c12+c12 (5.11)
T y z

a je zfejmé, ze nabyva pouze urcitych diskrétnich kladnych hodnot, které zavisi na velikosti
prostorové buniky a na parametrech n,,n,,n.. Dale se omezime na stavy céstice s hodno-
tami ng,n,,n, > 1. Divodem je splnéni pozadavku i pro velmi malé geometrické
rozméry potencialové bariéry. Analogicky k elementu geometrického prostoru vytvorime
element prostoru stavii ¢astice, dn,dn,dn., nachazejici se v prostorové buiice o velikosti
V' = azaya,. Pocet stavi této Castice oznac¢ime N (ng,ny, n.). V kvantové-mechanickém po-
pisu je hybnost imérna vlnovému vektoru (vztah @ , tedy plati p = hk a v souvislosti
se vztahy pro slozky vinového vektoru [5.10] jsou slozky hybnosti rovny

hn, hn hn,
Pz = y Py = 7y7 Pz = ) (512)

Qg Qy a,

kde h je Planckova konstanta a pro vypocet bylo uzito jejiho vztahu s redukovanou Planc-
kovo konstantou, tedy A = h/2mr. Hustotu stavii v prostorové burice muzeme vyjadrit jak
v prostoru vlnovych vektorti, tak i v prostoru hybnosti, tedy

Vdk,dk,dk,  Vdp.dp,dp.
2r)E ns

Posledni rovnost lze interpretovat jako mrizku v prostoru hybnosti s rozméry hran h/a,, h/a,
a h/a,. Objem této burky ve fazovém prostoru souvisi s velikosti prostorové bunky V', ktera
je libovolna a miize zaujimat objem celé potencidlové bariéry. Dilezité je jen splnéni okra-
jovych podminek V prostoru vlnovych vektort k i v prostoru hybnosti p prejdeme ke
sférickym souradnicim. Za predpokladu, ze jde o izotropni prostory, je element odpovida-
jictho prostoru roven

(5.13)

N (ng, ny,ns) = dngdnydn, =

dk,dk,dk, = drk*dk, pifpadné dp,dp,dp, = 4rpdp, (5.14)

kde k a p jsou velikosti prislusnych vektorti. Omezime se na prostor hybnosti. Je treba si
uvédomit, ze kazdé castici prislusi dvé postupné viny [5.5, pricemz kazda se siti opacnym
smérem. Praveé tak i kazda ¢astice ma dva sméry hybnosti, a proto je dvojnasobna i hustota
stavll vyjadrena v hybnostnim prostoru. Plati tedy

2V4mp3dp
Np) = 2L,

kde jsme vyuzili vztaht[5.13|a5.14] S vyuzitim vztahu[5.4dale vypocteme hustotu moznych
stavi ¢astice pomoci jeji energie

(5.15)

p?=p:+ pz +p? =2me, neboli p=+2me. (5.16)
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Zména velikosti hybnosti pak bude

pdp = mde, (5.17)

coz po dosazeni do vztahu [5.15| a pti vyuziti [5.16| vede ke konecnému vztahu pro hus-
totu energetickych stavu jedné éastice (f(¢) = 1) v nekoneéné hluboké potencidlové jame
konec¢nych geometrickych rozmérta

8TV 2m3eVde
h3 ’

Veli¢ina D(¢) je definovana jako hustota stavu a nékdy je také oznacovéna jako vdha stavu
jedné Céstice v okoli energetické hladiny ¢, jak plyne ze vztahu [5.1}

N(e) =D(e)de = (5.18)

5.2 Distribuéni funkce

Nyni se soustfedime na distribu¢ni funkci. Pro odvozeni budeme zanedbavat zakonitosti
kvantové mechaniky, jako je nerozlisitelnost ¢astic. Jednoduse si predstavime situaci, kdy
jsou jednotlivé castice rozliseny néjakym parametrem — tfeba barvou. Pocet téchto c¢astic
bude N a c¢éstice se usadi v n energetickych hladindch, které nesou oznaceni €1,¢e5...¢,.
Celkova energie souboru ¢astic bude U. Pocty ¢astic na energetickych hladinidch oznac¢ime
N1, Ny ... N,. Zavedeme termin mikrostav, ktery souvisi s aktualni konfiguraci néjaké na-
hodné veli¢iny. Napriklad, pti hodu dvéma Sestisténnymi kostkami je mikrostavem hodnota
na kazdé kostce. Soucet hodu pak udava makrostav. Jeden makrostav tak muze byt tvo-
fen mnoha mikrostavy (napiiklad soucet 8 pri hodu dvéma kostkami muze byt zajiStén
kombinaci 2 a 6, nebo 3 a 5, ale také 4 a 4...). Nejpravdépodobnéjsi distribuce mikrostavi
je pak takova distribuce, kterou je mozné dosdhnout nejvétsim poctem statisticky neza-
vislych zptisobti. P¥i hodu dvéma kostkami lze soucet 2 realizovat statisticky nezavislym
zpusobem pouze tak, ze na prvni kostce bude jednicka a na druhé taktéz. Naopak, souctu
8 1ze dosdhnout mnoha zptsoby. Obdobné pristupujeme k zaplnéni energetickych hladin
casticemi. Nejpravdépodobnéjsi distribuci ¢astic bude pak ta, které 1ze dosdhnout nejvice
zpusoby [60].

5.2.1 Boltzmannova statistika

Predpokladejme pouze dvé energetické hladiny oznacené jako 1 a 2. Tyto hladiny budou
obsahovat N; a N, c¢astic, a jejich soucet N bude konstantni. Pocet statisticky nezavis-
Iych zptsobi, jak dosdhnout konkrétni konfigurace budeme oznacovat jako ). Pokud jsou
vSechny ¢astice na jediné hladiné (tfeba 1), pak je @) = 1, protoze lze jen jedinym zptisobem
dosdhnout této konfigurace. Pokud je na hladiné 1 jedina ¢astice a ostatni jsou na hladiné
2, zmeéni se pocet zpusobii na () = N, protoze lze N rozlisitelnych objekti takto usporadat
N zptisoby. Dvé castice na hladiné 1 a zbytek ¢astic na hladiné 2 lze usporadat jesté vice
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zpusoby, plati pak

N(N —-1)
O=""r
Zobecnime nyni tento postup pro pripad, ze na energetické hladiné £; mtize byt i vice ¢astic,
pricemz ostatni jsou na energetické hladiné 5. Pocet vsech rtznych zpusobt usporadani
téchto rozlisitelnych castic je

. (5.19)

ON. N)_N(N—l)(N—2)...(N—N1+1)_ N! N
b N ! T NJI(N =Ny NN,

(5.20)

Nyni uvazujme rozstépeni energetické hladiny €5 do dvou dil¢ich stavi, které budou obsa-
hovat vy a vy Castic. Toto rozstépeni se nazyva degenerace. Pro pocet Castic na energetické
hladiné &5 pak jisté plati

N2:U1+U2:N—N1. (521)

Pocet zptisobii rozmisténi N, ¢astic na energetické hladiné e ve dvou rozstépenych stavech
bude

N,! N,
Qvy,v5) = —— = 2 : (5.22)

U1!1)2! ’Ul!(NQ—Ul)!

coz odpovida kombinaci vy tfidy z N, prvki. Pocet nezavislych zptsobt, jak rozmistit
castice ve stavech vy a vo, je dan soucinem vysledku [5.20] a rovnice [5.22] Zapiseme tedy

NN N
Nl!NQ!UllfUQ! Nllfl)l!’l}g!.

Odtud je zjevné, ze pocet Castic v dil¢ich stavech (degenerace stavu) ovliviiuje celkovy
pocet zpusobli rozmisténi ¢astic do dvou energetickych hladin, coz ur¢ime analyzou vztahu
[5.23] kde se ve jmenovateli nachazi soucin jednotlivych permutaci.

Postup pro dvé energetické hladiny [5.20] zobecnime pro stanoveni poc¢tu zpisobti umis-
téni NNV, castic v energetickych hladinach e; pro i =1,2,...n a zapiseme

Q(N1,v1,v2) = Q(N1, No)Q(v1, v2)

(5.23)

N! N!
ONINGINgLUUN,! L '

T ™!
=1

Jak je zrejmé ze vztahu [5.22] energetické stavy mohou byt rozstépeny — degenerovany.
Uvazujme, 7Ze na i-té energetické hladiné mize existovat D; riiznych stavi. Castice umisténé
v jednotlivych stavech jsou nerozlisitelné, jinymi slovy, nezalezi na jejich poradi, ale jen
na jejich poctu. Tato vlastnost energetické hladiny se nékdy nazyva stupen degenerace.
Pro N; castic mtizeme tento degenerovany stav zaplnit DZNi zpusoby. Pritom nezavisi na
poradi N; castic pri zaplnovani jednotlivych stavi a uvazuji se i situace, kdy ve stavech
neni zadna castice, a dale i situace, kdy jsou v D; stavech umistény vsechny castice. Pro

Q(N1, N2, N3 ... Ny,) (5.24)
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dvé energetické hladiny s poctem castic Ny, Ny, které maji stupen degenerace Dy, Dy, je
pocet ruznych zaplnéni dan souc¢inem

Q(Dy,D,) = DM DL-. (5.25)

Neboli, procesy zaplnovani stavii na rtznych energetickych hladinach jsou nezavislé. Zave-
denim degenerace energetickych hladin zobecnime vztah pro N; ¢astic v energetickych
hladinach €; proi = 1,2,...n se stupni degenerace D;. Celkovy pocet umisténi N castic je

NI

Q(N17N27N3...Nn): n HDZZ (526)
[T i =t
=1

Zajima nas maximalni hodnota @), tedy nejvyssi pocet moznych realizaci stavu systému,
nebof tato hodnota souvisi s maximéalni pravdépodobnosti stavu systému. Systém se bude
nachazet ve stavu, ktery je nejcastéjsi a tedy nejpravdépodobnéjsi. O systému predpokla-
dame, ze ma staly pocet castic

> N; = N = konstanta (5.27)

=1

a konstantni energii

> &;N; = U = konstanta. (5.28)

=1

Maximum funkce nalezneme metodou Lagrangeovych multiplikdtord’] kterd umoziuje

!Metoda Lagrangeovych multiplikdtori umoziuje nalézt extrém funkce 2 proménnych f(z1,z2) za
podminky, Ze musi byt splnéna jind funkce zavisejici na stejnych proménnych g(z1, z2) = 0, coz je takzvand
omezujici podminka. Tuto podminku splnime tak, Ze hleddme extrém funkce F' = f + ag, tedy

dF =df+adg =0, (5.29)

kde a je Lagrangeuv multiplikdtor. Diky tomuto multiplikdtoru existuje vazba mezi jinak nezavislymi
proménnymi x1, xs. Vazany extrém nalezneme jako feSeni t¥i rovnic

of g -
(axlmaxl)dxl _ 0 (5.30)
of dg _
(81‘24’0&81‘2)(‘112 = 0
g(r1,72) = 0

pro nezavisle proménné x1, x2, . Pro dvé konstantni funkce g a h zavisejici na trojici proménnych nalez-
neme podobné podminku extrému jako feSeni péti rovnic

of o9 oh
axi a@xi + 58.%‘1 -
g(x1,22,23) =0, h(z1,22,23) =0

0, pro i=1,23 (5.31)

92



STATISTICKA FYZIKA M. Tomas

respektovat omezujici podminky a[5.28 Rovnici logaritmujeme

i=1 i=1
Ke zjednoduseni pouzijeme Stirlingfiv aproximativni vzoredy, kterym miizeme nahradit N!
v rovnici [5.32] Hleddme tedy maximum funkce

m@Q=NInN—-N+> NInD;— > N;InN;+ > N; (5.34)
za omezujicich podminek

g(Nl,NQ,Ng,,...Nn) :ZNZ :N, (535)

h(Nl,NQ,Ng,,Nn) :ZEZNZ =U. (536)

Nezavisle proménnymi jsou N;, tedy obsazeni energetickych hladin. Metoda Lagrangeovych
multiplikatori |5.31| vede na soustavu rovnic

onQ)  dg oh 9
oN, +O‘aNj+5aNj = v zi:NllnDl—zi:Nllan—i—zi:Nl +  (5.37)

0 0
o | ) + g ] o

i

+

pro j=1,2,3...n.

Derivace vzhledem k N; jsou nenulové, pokud ¢ = j. Pak tedy plati

InD; —InN; +a+Be; =0 (5.38)
a po uprave dostavame vztah
N;j
= expla+ fey] = £(e). (5.39)
j

Koeficient 37! musi mit rozmér energie, tedy [J], a jak bude zfejmé déle, souvisi s teplotou
T nasledujicim vztahem

1
= —— 5.40
=t (5.40)
a analogicky 1ze tuto metodu rozsitit na vétsi pocet proménnych a omezujicich podminek.
2Pro N > 1 s dostatecnou presnosti plati

N

InN!'ZNInN-N=NIn{— ). (5.33)
e
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kde kg je Boltzmannova konstanta. Z tohoto vztahu plyne, ze teplota bude souviset se
stfedni hodnotou energie ¢astice. Druhd nezndmé konstanta souvisi s poc¢tem ¢éstic [5.35
a tedy s chemickym potencidlem . Jak bude zrejmé dale, plati o = pu/kpT. Velikost «
stanovime z omezujici podminky, tedy z celkového poctu ¢astic. Souctem ve vztahu [5.39
pres vSechny energetické hladiny ziskame celkovy pocet castic

N = ZNj =e ZDj exp l— /fBJTl (5.41)
j j

a tim i velikost konstanty a. Po tpravé mizeme vztah prepsat do tvaru vyjadiujictho
explicitné pocet ¢astic na j-té energetické hladiné. PiSeme tedy

NDjexp [— kiij]

e |
D; S
y200| - 7]

Tento vztah se oznacuje jako Mazwellova — Boltzmannova rozdélovaci funkce normovand k
celkovému poctu castic [5.41] Budeme predpokladat, ze hustota energetickych hladin je tak
vysoka, ze muzeme jejich energii povazovat za spojitou veli¢inu, analogicky vztahtum [5.13
a[5.17 Za téchto pfedpokladi mizeme vztah [5.42 porovnat se vztahem [5.1)a N; ztotoznit
s N(e)de, pricemz f(e;) bude odpovidat rozdéleni velikosti energii a D;e® bude odpovidat
vaze stavu D(e)de v okoli energie €. Pocet ¢astic v okoli energetické hladiny ¢ je vyjadien
vztahem

N; =Dje f(g;) = (5.42)

_c
kT

Vyznam a uzitecnost vztahu [5.43| ukdzeme na prikladu ¢astic o hmotnosti m, které se
pohybuji rychlosti v a maji tak hybnost p = muv (dokonaly plyn). Energie jedné c¢astice je
e = p*/2m a hustotu stavii v okoli této energie vyjaddifme pomoci hybnosti, podle vztahu
5.15] Plati pak

N(e)de = exp l - ]eaD(s)de. (5.43)

2

27 R 2
]p dp = Aexp [ kaBT]p dp. (5.44)

2V 4m p?
2mkgT
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Konstantu A uréimd| z omezujici podminky

2 3
P 5 w(mkgT)
N = / p)dp = A dp = A\| ————. 5.47
)dp = eXp[ 2kaT]p p 5 (5.47)
Po apravé dostavame Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni rychlosti
2m3 mu?
N@)dv =N, | ——— — 2d 5.48
(v)dv 7(kpT)? eXpl szT]“ v (5.48)

kterym lze vysvétlit vétsinu vlastnosti soustav vzajemné neinteragujicich castic. Snadno
se presvédéime, Ze nejvétsi pocet ¢astic je v intervalu rychlosti v, v 4+ dv, tedy s rychlosti
v = Up, = %%T Tuto rychlost oznacujeme jako nejpravdépodobnéjsi. Stiedni volnou
drdhu molekuly definujeme jako vzdéalenost mezi dvéma srazkami [,,,; = vp,7, kde 7 je doba
mezi srazkami. Céstice do sebe narazejici vytvari homogenni molekularni chaos. Stredni

rychlost ¢éstice je podle[5.2 a s ohledem na vztah [5.46 rovna

2 8kgT
vido = (| —2—, 4
k?BT / 2k’BT‘| v ™m (5 9)

Podobnym zpiisobem ziskdme vztah i pro stfedni hodnotu kvadratu rychlosti (v?) =
3kpT/m a stfedni kinetickou energii jedné molekuly (¢) = m(v?)/2 = 3kgT/2. Celkova
kineticka energie N molekul je s ohledem na vztah [5.48| rovna

N 00
U = YeaNi=7 / [0V (v, )dv, + 2N uy)dvyH?N(vz)dvz} - (5.50)
~ 3m .2 muvy | 5 _
= / “N(v,)dv, = kBT / exp T] vydu, =
2
_ Nm<2“>:N<g> —kBT

3Hodnoty pouzivanych nevlastnich integrald jsou

>0 2 > 2 2 — 1)1l [2
/ z?exp | — W ldr = 2/ r*exp | — 2 de = @n— DU —W, (5.45)
oo 2 0 2 am a
pro 2n—1)1=1-2-3---(2n—1),
% 2 L2\
/0 " exp { aazc] dz = % (a> . (5.46)
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kde jsme predpokladali, ze diky molekuldrnimu chaosu je stredni kineticka energie ve vsech
trech slozkéch rychlosti stejna. Vztah[5.50/ukazuje na fyzikalni vyznam omezujici podminky
.36l

Tlak uvnitt kazdého systému je zptisoben vlivem vnéjsich povrchovych sil a vyja-
druje silové ptisobeni pohybujicich se molekul na element plochy povrchu systému. Dopada-
jici molekula, reknéme ve sméru souradnice x, ma hybnost p,. Jestlize se molekula pruzné
odrazi, ma stejnou hybnost, ale opacného sméru — piisobi tedy na pevnou sténu hybnosti
2p,. Za jednotku casu odevzdd kazda dopadajici molekula hybnost 2p,v, = 2muv?. Tlak
se proto ¢asto interpretuje jako silovy ucinek na jednotku plochy. S touto interpretaci vy-
stacime u pevnych téles, kde je vychodiskem rovnovaha sil. Z termodynamického hlediska
je vsak tlak chapéan jako hustota mechanické energie vyvolana vnéjsi silou (neprostupnym
povrchem objemu V). Tlak je roven toku hybnosti (coz je zfejmé ze vztahu pro bilanci
hybnosti jednotkovou plochou

2 o0 oo
p= 7771/0 V2N (v,)dv, = %[m V2N (v,)dv,. (5.51)

Porovnanim se vztahem dostdvame relaci mezi tlakem a celkovou pohybovou energii
castic, a sice
2U  NkgT N
= — = =cRT, c¢= —, R= Nakp, 5.52
P=3v ™ "v Na ARB (5:52)
kde ¢ je molarni koncentrace, tedy pocet mola plynu v jednotce objemu, N4 je Avogadrova
konstanta (po¢et molekul v jednom molu latky) a R = 8,31451J K 'mol™! je univerzalni
plynova konstanta. Vztah je stavova rovnice idealniho plynu a je zfejméa souvislost se
vztahem [1.65] Diky Boltzmannové statistice [5.48| dostaly veli¢iny vystupujici v této rovnici
novou molekularni interpretaci.
Souvislost Lagrangeova multiplikdatoru « s chemickym potencialem plyne pfimo z ome-

zujici podminky A. Ze vztaht a dostavame

3/2
e~ = exp < S ) _ V@rmksT) (5.53)

kT Nh3

a dosazenim do rozdélovaci funkce [5.39 mizeme urcit energetickou hladinu, kde bude po-
¢et castic roven stupni degenerace. Tuto energii nazveme referencni, protoze v priblizeni
Boltzmannovy statistiky jsou vSechny ¢astice ve stejném stavu (Obr. ,

V(2rmkgT)3/?
et = —b = kgT'1 . 5.54
£ f ,u B n [ Nh3 ( )
Omezime se jen na Boltzmannovu statistiku, kterd je charakterizoviana podminkou
w V (2rmkgT)3/?
- = 1 5.55
kol l E > (5.55)
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coz je splnéno pro nizké hustoty plynu, nebo velmi vysoké teploty. Ve vztahu [5.54] mtzeme
¢len In h=3 zanedbat ve srovnani s ¢lenem

V (2rm)®2(kpT)>?
NEgT

j = —NakpTIn = 7(T, po) + RTIn <p> [‘]] . (5.56)

Do mol

takze dostavame vyjadieni pro chemicky potencidl fenomenologické termodynamiky [1.66

Pfi tpravé jsme pouzili stavovou rovnici dokonalého plynu [5.52] Zavedli jsme referencénid
potencidl T(T,po), ktery je jednim ze zakladnich parametri latky a byva pro vétsinu latek
tabelovan [I7]. Referencni teplota je vétsinou T = Ty = 298K a referencni tlak py =
101, 325 kPa = 760 mmHg.

f(e)

Eref

Obrazek 5: Pribéhy distribu¢nich funkei, €,.5 znaci energii rovnou standardnimu che-
mickému potencialu m Funkce jsou oznaceny MB (Maxwellova-Boltzmannova), FD
(Fermiho-Diracova) a BE (Boseho-Einsteinova). Pro energie vyznamné vyssi nez e,.; se
jednotlivé distribucni funkce stavaji nerozlisitelné od Maxwellovy — Boltzmannovy funkce.

5.2.2 Fermiho-Diracova statistika

Realné castice, naptiklad volné elektrony v kovech, se Maxwellovou — Boltzmannovou sta-
tistikou netidi. Je to dano tim, ze tyto ¢astice nemtizeme rozlisit. Navic musime uvazovat i
Pauliho vylucovaci princip, ktery neumoznuje obsazeni jediného kvantového stavu dvéma
casticemi. Nase uvahy tak musime modifikovat, abychom respektovali tato omezeni.
Predpokladejme obsazovani i-té energetické hladiny. Existuje-li na této energetické hla-
diné D; moznych stavi, muzeme N; elektronti umistit mezi jednotlivé stavy jediné tak, ze
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v kazdém je usazen pouze osamoceny elektron. Samoziejmé plati, ze N; < D;. Do zcela
prazdnych stavi muzeme prvni elektron vlozit D; zpusoby, druhy elektron ovsem jiz jen
D; — 1 zplsoby, protoze jeden ze stavi je jiz obsazen. Pokud je na této energetické hladiné
castic N;, pak je pocet zplisobli roven

Protoze jsou castice nerozlisitelné, je pocet statisticky nezavislych zplisobti rozmisténi ¢as-
tic nizsi. Situace je obdobna hodu dvéma kostkami, kdy na prvni kostce padne 1 a na
druhé kostce padne 6. Pokud na druhé kostce padne 1 a na prvni kostce 6, mizeme tuto
kombinaci povazovat za stejnou jako v predchozi situaci, protoze kostky nebudeme rozli-
Sovat, abychom respektovali kvantové-mechanické zakonitosti. Je-li N; pocet castic na i-té
energetické hladiné, pak je nutné celkovy pocet zptisobt [5.57| vydélit poc¢tem permutaci
N;!, protoze jsou ¢astice nerozlisitelné. Vysledny pocet obsazeni i-té energetické hladiny IV;
¢asticemi se stupném degenerace D; je potom

Qn, =Di(Di —1)(D; = 2)...(Di = N; +1) = (5.57)

D!
N, (D; — N)!'

Uvazujeme-li n energetickych hladin s poctem ¢astic Ny, Ns, ... N,, bude pocet vSech zpi-
sobli obsazeni roven sou¢inu obsazeni takze

(5.58)

n D;!
Q=11 N, (D; — N;)I'
=1 1Ver % i):
Cilem je nalézt obsazeni jednotlivych energetickych hladin s prislusnou degeneraci pro
nerozlisitelné ¢astice ridici se Pauliho principem [3.83] Vztah logaritmujeme a k nale-
zeni maximalniho poétu zptisobu obsazeni za omezujicich podminek [5.35] a [5.36] vyuzijeme
metodu Lagrangeovych multiplikatorti, podobné jako v ptipadé rovnice [5.32] Takze piseme

(5.59)

nQ=> D! - InN;!-> In(D; — \;)\. (5.60)
S pomoci Stirlingova aproximativniho vztahu ziskavame

Extrém (maximum) tohoto vztahu — za podminky, Ze se pocet Castic a celkova energie
nemeéni — je dan soustavou n + 2 rovnic. Vedle rovnic

9
ON,

0 0 ‘
+ QM[ZN1‘|+B8M[261N1‘|_O pro ]—1,2,-..71,

7

[Z N;In N; + Z(D, — N;)In(D; — Nl)] + (5.62)
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které upravime do tvaru

lIl(Dj - NJ) —1In Nj = —a— ﬁéj, (563)

musime k urceni Lagrangeovych multiplikatort a, g jesté vyuzit vztahy a[5.36l Upra-
vou — podobné jako v pripadé Boltzmannovy statistiky v predchozim textu — nalezneme
rozdélovaci funkei energii [5.1], takze

N;j

— = f(&4). 5.64

5= I (5.64)
Upravou vztahu ziskame distribuc¢ni funkci, a sice ve tvaru

1
g;) = . 2.65
f(5) 1 4 exp[—a — fgj] (5.65)
Podle svych objevitelt se tato funkce oznacuje jako Fermiho — Diracova distribu¢ni funkce.
Parametry a a 8 jsou ur¢eny pomoci omezujicich podminek a a interpretovany

v souladu s fenomenologickou termodynamikou. Pak tedy

1

=—— 5.66
=iz (5.66)
souvisi s termodynamickou teplotou a
£
= 5.67
=T (5.67)

souvisi s Fermiho energii €. Dosazenim « a 8 do rovnice a s vyuzitim dostavame
obsazeni energetickych hladin ve formé

D; . (5.68)
€j T E&f

=

Odtud plyne i fyzikalni interpretace Fermiho energie jako energie nejvyssi energetické hla-
diny, ktera se zcela zaplni jen pri teploté absolutni nuly. Neboli, pfi absolutni nule maji
elektrony v materialu nizsi nebo stejnou energii, jako je Fermiho energie. Za nizkych teplot
muzeme Fermiho energii znédzornit jako kulovou plochu ve fazovém prostoru. Tato plocha
je pak dana predpisem

N; =

J

1—|—expl

P+ P, +p: = 2me; (5.69)

a polomér koule ve fazovém prostoru pak bude jednoduse

ry=./2mey. (5.70)
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Jsou-li energetické hladiny blizko u sebe, vznika kontinualni série energii — energeticky pas.
Ten vyjadiime jako D;(e;) — D(e)de a obsazeni energetickych hladin pak bude

N(e)de = D(e) f(e)de = — DE)ME (5.71)

14 exp lgk‘_;f]
B

Findlni tvar Fermiho — Diracovy distribu¢ni funkce je

1

exp [Hl +1

fe) = (5.72)

kT

kde p je chemicky potencial. Pti teploté absolutni nuly je chemicky potenciadl shodny s
Fermiho energii, u = €. PTi teplotach mnohem vyssich nez absolutni nula je tento chemicky
potencial blizky chemickému potencialu definovanému pomoci Gibbsovy volné energie[1.6
.00l

5.2.3 Boseho-Einsteinova statistika

V predchozim odvozeni jsme uvazovali ¢astice respektujici Pauliho vylucovaci princip. Po-
cet castic v jednotlivych stavech je tedy omezen, coz neplati pro bosony. Tyto kolektivni
¢astice (foton ¢ fonon) na rozdil od fermiont Pauliho princip nerespektuji a mohou se v
jednotlivych stavech hromadit. Uvazujme nyni N; ¢astic na energetické hladiné ¢;, ktera
ma stupen degenerace D;, tedy je mozné realizovat D; stavi. Predstavme si kazdy stav
jako skrinku, mame tedy k dispozici D; skiinék. Zajima nas, kolika zplsoby je mozné roz-
mistit N; ¢astic do D; stavii. Céstice mezi stavy (skiflikami) piechézeji rozhranim mezi
skiinkami. Dvé sktinky jsou oddéleny jen jednim rozhranim. Smichdme-li skiinky a castice
dohromady, dostavame N; + D; objektl. Vyjmeme jednu libovolnou skiinku a odlozime ji
stranou. Duvod je ten, Ze ¢astice, které se nachazeji v raznych stavech (skrinkach), méni
tyto stavy prichodem pres myslené rozhrani. Téchto rozhrani je mezi D; stavy pravé D; —1.
Proces vymény ¢astic mezi riznymi stavy je v nasem modelu realizovan prichodem rozhra-
nim mezi jednotlivymi skrinkami. Mame tedy jeden spolecny soubor N; + D; — 1 objektt.
Vybirejme nyni ndhodné skiinky a ¢astice ze spole¢ného souboru a rovnejme je vedle sebe.
Muzeme je vybrat a usporadat (N; + D; — 1)! zptusoby, protoze stéle predpokladame, zZe
¢éastice i rozhrani (prechody mezi stavy) jsou vzajemné rozlisitelné. Jde tak o permutace
N;+ D; — 1 rozlisitelnych prvki. Vysetfované ¢astice (bosony) jsou vsak nerozlisitelné. Vy-
sledek proto vydélime poctem permutaci castic IV;!. Stejné tak jsou nerozlisitelné stavy D;
(nase skiinky) respektive prechody mezi nimi. Vysledek tak musime jesté vydélit poc¢tem
permutaci vSech rozhrani, tedy hodnotou (D; — 1)!. Ziskdvame koneény pocet zpusobu roz-
misténi N; nerozlisitelnych éastic v D; nerozlisitelnych stavech na energetické hladiné ¢; ve
tvaru

(Ni +D; — 1)!
NN Qi — 1)~
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Poznamenejme, ze kazdy stav muze byt obsazen libovolnym pocétem castic. Predpokladame,
ze obsazovani ruznych energetickych hladin je vzajemné nezavislé. Pocet rozmisténi pro vice
energetickych hladin s pocty ¢astic Ny, No, ... N, je pak dan soucinem poctu zpiisobi na
jednotlivych hladinach a plati tedy

= (N;+D; —1)!
Q(Ny, Ny, . ..
]:[ Qz - 1)
Postupujeme obdobné jako v predchozim odvozeni Fermiho — Diracovy rozdélovaci funkce.
Na rovnici aplikujeme prirozeny logaritmus a vyuzijeme metody Lagrangeovych mul-
tiplikatort. Po aproximaci Stirlingovym vzorcem ziskame

(5.74)

N; 1
flg)) == = ) (5.75)
7 D;  expl-a—Bg]—1
Opét plati vztah pro parametr § = —1/kgT a parametr a ziskdme opét z celkového
mnozstvi ¢astic v systému, podobné jako v ptipadé odvozeni Fermiho energie €. Funkce

1
f6) = —— (5.76)
ex -1
se oznacuje jako Boseho — Einsteinova rozdélovaci funkce a urcuje obsazeni jednotlivych
stavi v pripadé bosontl. Jednotlivé distribuéni funkce jsou znazornény na Obr. [f} Pozname-
nejme, ze za podminky prechazi Fermiho — Diracova rozdélovaci funkce [5.68|i Boseho
— Einsteinova rozdélovaci funkce [5.76] v rozdélovaci funkci Boltzmannovu [5.391

5.2.4 Souvislost mezi statistickou fyzikou a fenomenologickou ter-
modynamikou

Spojovacim mostem mezi statistickou a fenomenologickou termodynamikou je entropie.
Jestlize termodynamickou rovnovahu termodynamického systému, tedy systému skladaji-
ciho se z velkého poctu interagujicich podsystému (atomii, molekul, pripadné dalsich ob-
jektt), chapeme jako stav, ve kterém se systém nachazi s nejoyssi pravdépodobnosti, Fidici
veli¢inou je pak pocet stavii, ve kterych se za danych podminek miize systém nachazet.
Tudiz, nejpravdépodobnéji se bude systém nachazet v nékterém z téch pripustnych stavi,
kterych je nejvyssi pocet. Nejvyssi mozny pocet realizaci stavu systému jsme nalezli pomoci
metod statistické fyziky v predchozim vykladu (kapitola . Ve velmi dobrém priblizeni
mizeme za termodynamicky systém povazovat i materidlovy bod fenomenologické termo-
dynamiky, jak je podrobné diskutovdno v tvodni kapitole knihy (kapitola . V takovém
pripadé mluvime o lokdlni termodynamické rovnovize a je mozné vsechny mikroskopické
modely interpretovat na makroskopické (fenomenologické) tirovni.

Fenomenologicka termodynamika pracuje s velicinami, jako je teplota, energie, prace
¢i entropie [17]. Vztahy mezi nimi jsou obsahem zékladnich zdkonu termodynamiky (zde
uvedeny vycet je jen stru¢nou verzi pro potfeby materidlového inZenyrstvi):
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e Nulty zakon termodynamiky zavadi pojem teploty, ktery je pro dalsi popis kli-
¢ovy, jak je zfejmé ze vztahu [1.33]

o I. Zakon termodynamiky: Energii systému lze zménit vyménou tepla, mechanické,
elektrické ¢i chemické prace (v jakékoli kombinaci) s okolim. Celkové energie (soucet
vSech zndmych forem energii) uzavieného izolovaného systému se neméni, jednotlivé
formy energie se pouze mezi sebou preménuji, coz je patrné ze vztahu [1.99

o II. Zakon termodynamiky: Neexistuje takovy termodynamicky proces, jehoz je-
dinym vysledkem by bylo néjakého mnozstvi tepla ziskané od chladnéjsiho systému
(télesa) a predané systému (télesu) teplejéimuﬁ. Kvantitativné je formulovan jen po-
moci entropie — entropie uzavreného izolovaného systému jen roste, az dosahne svého
maxima v termodynamické rovnovdze [62]. V otevienych (biologickych) systémech
muze byt entropie trvale udrzovana na hodnotach daleko od svého maxima. Biolo-
gicky systém, ktery dosdhl maxima entropie (termodynamické rovnovéhy), je mrtvy
(neinteraguje s okolim a nepfemérnuje zadnou z forem energie). Tato skutecnost je
charakterizovana vztahem [[.139

Jak je patrné z formulace II. Zakona termodynamiky, lze jej interpretovat dvéma na
sobé nezavislymi tvrzenimi [12].

i) Casova nevratnost procest — v systému, ktery neinteraguje s okolim, probihaji
vSechny procesy tak, ze se systém nemtize sdm vratit do puvodniho stavu. Tento
fakt popiSeme vztahem [T.148]

ii) Nejvyssi pravdépodobnost stavu — kazdy systém zaujimé takovy stav, ktery je
v danych podminkéch nejpravdépodobnéjsi, coz popiSeme vztahem [5.79)

Chovani vsech realnych systémi je implicitné popsano entropii, a proto byla entropie
(a jisté i bude) pouzivana k charakterizaci chovani nékdy i nematerialnich systémi
mimo termodynamiku (mimo fyziku). Obecné mizeme entropii (slovo feckého ptivodu
evTpormia, které znamend zmeéna uvnitr) definovat jako makroskopickou veli¢inu cha-
rakterizujici kolektivni vlastnosti hmoty, ktera je urc¢itou mirou nahodilosti v evoluci
systému.

o III. zdkon termodynamiky formuluje podminku nedosazitelnosti nulové termody-
namické teploty.

S existenci stavu kazdého termodynamického systému souvisi jeho stabilita. Stabilita
systému muze byt vySetfovana pomoci druhé derivace entropie. Tato druha derivace vyja-
diuje stredni hodnotu fluktuaci proménnych okolo hodnot v rovnovazném stavu. Samotny
druhy zakon termodynamiky muzeme interpretovat jako ¢asovou nevratnost procesu, pri-
cemz systém se dlouhodobé nachazi v nejpravdépodobnéjsim stavu.

4Tento zakon je tak zasadni, Ze jej ve slavném eseji The Two Cultures povazoval C.P. Snow za etalon
technického vzdélani [61].
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Vyvoj systému muzeme vysettit s vyuzitim vhodné funkce, jakou je Ljapunova funkce,
kterd urcuje stabilitu systému [20]. Pomoci Einsteinova vztahu muzeme také urcit prav-
dépodobnost fluktuace makroskopické veli¢iny, P,. Tato pravdépodobnost je vztazena ke
zméné entropie, jak bude zfejmé ze vztahu [5.85|

Podminku maximalniho poc¢tu stavi jsme hledali za predpokladu konstantni energie
systému U a konstantniho poctu c¢astic N metodou Lagrangeovych multiplikatora [5.31
Hodnoty téchto multiplikdtoru byly [5.40]

W 1
o = r— == ay— 577
kgT P kgT (5:77)
takZe podminka maximalniho poctu stavi ), za predpokladu platnosti vztaht a
ma tvar

; €N i AN

d[an]_ZZE o> _
kgT kgT

Tuto podminku muzeme upravit zavedenim entropie S, kterd je diky In @) aditivni funkci

energie a poctu ¢astic. Pro systém o konstantnim objemu V' je entropie celého systému
definovana vztahem

0, (5.78)

kpTd[In Q] = TdS = dU + pudN, (5.79)

coz je ekvivalent fenomenologické definice entropie [[.129] Tato definice ma pfimou souvis-
lost s pravdépodobnosti stavu systému, plati totiz

dS = kpd[InQ], mira pravdépodobnosti stavu Pr = QQ = exp (523“1) . (5.80)
eq B

Z této definice vyplyva, Ze systém dosahuje stavu s maximélni entropii v rovnovazném (pro
materidlovy bod v lokdlné rovnovazném) stavu. V kazdém redlném systému existuji spon-
tanni fluktuace, které trvale vychyluji systém z termodynamické rovnovahy, jinymi slovy,
entropii systému snizuji. Pravdépodobnost fluktuace makroskopické veli¢iny je spojena s
celkovou zménou entropie systému AS pii fluktuaci, vztah [5.80] a lze kvantifikovat pomoci
Einsteinovy formule jako [63]

AS

Pr ~ exp - (5.81)

Vztah miizeme jednoduse odvodit z nasledujicich predstav. Je-li (), pocet vSech mik-
roskopickych realizaci systému v rovnovazném stavu, maximalni entropie systému je rovna

Seq = kpIn Q.. (5.82)

Jestlize néjakym zptisobem vyvedeme soustavu z rovnovazného stavu, klesne pocet jeho
mikrostavii na hodnotu Qneneq @ klesne tedy i entropie na hodnotu S. K vychyleni z rov-
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novahy dochazi ¢asto samovolné vlivem vnitinich procest, jako je tepelny pohyb molekul,
v dusledku chemickych reakei a podobné. Analogicky vztahu [5.82] plati

S = k51N Quoney. (5.83)

Jestlize zavedeme pravdépodobnost této fluktuace mikroskopického stavu jako pomeér [5.80
tedy ve formé

Qnoneq
Pr=—"—, 5.84
0., (5.84)
pak s vyuzitim rovnic a ziskame vztah
S-S AS 1
Pr = exp I =exp—) S—S8,q=dSe+ -d*S,y+---, (5.85)
kg ks 2

kde AS < 0 je celkova zména entropie zpusobena fluktuaci. Entropie dosahuje v rovnovaze,
kde nedochézi ani ke zméné objemu, ani zméné poctu ¢astic, extrému (svého lokalntho ma-
xima, vztah , tudiz plati dSe; = 0. Podminka lokalnitho maxima funkce je ekvivalentni
zaporné hodnoté druhé derivace, tedy %dQSeq < 0.

Statistickd fyzika a z ni plynouci definice entropie [5.79| plati pfesné jen pro izolované
(maji konstantni celkovou energii a nic si s okolim nevyménuji) a uzaviené (nevymeénuji
s okolim hmotu) systémy. Kazdy redlny systém vsak interaguje s okolim a vymeénuje si
s okolim energii i hmotu. I. zdkon termodynamiky, ktery je soucasné zakonem zachovani
celkové energie [[.124] zahrnuje vSechny formy energie a formuluje jejich ekvivalenci. Defi-
nici entropie [5.79 je proto tfeba doplnit tak, aby bylo mozno zahrnout i zdkon zachovani
celkové energie. Obecny zakon bilance entropie — II. zakon termodynamiky — respektuje
zakon zachovani celkové energie a popisuje i nerovnovazné procesy, jejichz formulace na
mikroskopické drovni je velmi obtizna [30], [64]. Rozsifime definici entropie ve vztahu [5.79
i na pripady, Ze se vnitini energie systému meéni, kuptikladu, Ze systém zvétsuje sviij objem
a vymeénuje si se svym okolim mechanickou praci pdV', a nebo v ném probihaji chemické
reakce a méni se tak i pocet c¢astic N, v systému. Za takovych podminek ma vztah
tvar

TdS =dU + pdV + > ptadN,. (5.86)

Souvislost s fenomenologickou definici entropie [1.129] je tak zfejma.
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6. Termodynamické podminky
stability

Vztahy a jsou definice entropie jen v rovnovdzném, nebo lokdlné rovnovazném
stavu. VSechny nerovnovazné procesy jsou obsazeny v ¢lenu o(S) > 0, ktery znaéi hustotu
produkce entropie v dtisledku nerovnovaznych déju probihajicich v systému. V pripadé lo-
kalni termodynamické rovnovahy je produkce entropie zptisobena nerovnovahou mezi
materidlovymi body a pak je rovna P(S) > 0, Tab.. Systémy nachazejici se v ustaleném
stavu (steady-state), vztah maji konstantni entropii, kterou oznac¢ime S. Tento stav
nazyvame dynamickou rovnovahou a je definovian podminkou —J(S) = P(S) > 0. Entro-
picky tok J(S), vztah[1.144] zajistuje pozitivn{ nenulovou produkei entropie. Ukédzeme, ze

mirou stability je ¢asova zména fluktuace entropie W, tedy ze plati %%625 > 0, Obr. @

Vv o

U slozitéjsich systémii pri velkém mnozstvi vzajemné propojenych procesi nezname casto
konkrétni tvar produkce entropie (prikladem mohou byt neznamé degradacni procesy, me-
tastabilni stavy chemickych reakei a fazovych prechodi a podobné). Jejich existence je
vsak zahrnuta v ¢lenu %525 . Nachazi-li se systém v termodynamicky rovnovazném stavu,

ve kterém je produkce entropie nulova, P(S) = 0, oznaCujeme entropii S.,. Je-li vSak
systém v dynamicky rovnovazném stavu, pak je produkce entropie kladna, P(S) > 0, a
entropii oznacujeme S. Fyzikalni veli¢inu %%525’ > (0 mzeme interpretovat jako dosud

neznamou — dodate¢nou — produkci entropie. Tato dodatecna produkce entropie (tepla)
souvisi s disipativnimi (obecné relaxa¢nimi) procesy, které nejsou popsany termodynamic-
kymi silami a toky (Tab a které se jesté neprojevily na velikosti toku entropie na hranici
systému. Miuze zahrnovat i vliv dosud neznamych korelaci v interakci podsystémii. Tvar
hustoty produkce entropie a hustoty toku entropie zavisi na konkrétnim tvaru zakont bi-
lance vSech relevantnich veli¢in. Jejich obecnéjsi tvar lze nalézt v knihach [11], [12], [20],
[65] ¢i [66].

Vyse uvedenda tvrzeni jsou alternativnim vyjadienim Braunova — Le Chatelierova prin-
cipu [12], [20], [67]. Tento princip muzZeme charakterizovat tak, ze odchylka (vnéjsi zasah)
narusujici rovnovazny (referen¢ni) stav, vyvola v systému takové disipativni procesy, které
budou vliv (i velikost) této odchylky oslabovat. Systém se pomoci disipativnich procest
brani vnéjsimu plisobeni.

Redlny tok entropie je vzdy zptsoben gradienty odpovidajicich veli¢in (teploty, tlaku,
koncentrace a podobné). Jeho konkrétni tvar zavisi na formulaci I. Zékona termody-
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namiky [1.99] tedy
j ZJD hoz Z.]D Hao
JS:—/ d—/—qd— == —d =2 —da. 6.1
(5) avpsv a ov T a G\% T at v T a (6.1)

Tok je vyjadien v metodé kontrolniho objemu, vztah [I.8] kterd je vhodnéjsi pro tekutinové
systémy a chemické reaktory, protoze explicitné obsahuje konvektivni slozku, jak je zfejmé
z Obr. . Takto definovany tok ma konvektivni slozku pv, tok tepla vedenim (kondukci) j, a
obsahuje difizni toky entalpie a chemického potencialu. Ve formulaci v ¢asové proménném
objemu je tok ve tvaru Jp(S), vztah [1.140] pouzitelny i pro popis pevnych téles (pro
pevna télesa je entalpie tenzorem 2. radu, coz souvisi se vztahem . V literature
klasické nerovnovazné termodynamiky, kde jsou popisovany predevsim tekutiny [11], [20],
ma entropicky tok obvykle tvar

J(S) = _/av [pstr j; - i (‘]D”‘T'uaﬂ da. (6.2)

a=1

Z pohledu termodynamiky, predevsim pak s ohledem na definici entropie, budeme rozli-
sovat stav termodynamické rovnovahy, ktery bude definovan jako stav systému s nulovou
produkei entropie [[.141] Redlny systém se prakticky vzdy nachézi v termodynamicky ne-
rovnovazném stavu, ktery je charakterizovan nenulovou produkci entropie. Tento nerov-
novazny stav muze byt i stacionarni, jinymi slovy jde o stav ustaleny, steady-state. Pri
popisu biologickych systémi se tento stav nazyva stavem dynamické rovnovdhy. Celkova
entropie takového systému je v Case konstantni, tedy S = dS, = 0. Kvili odliseni od
termodynamicky rovnovazného stavu budeme entropii tohoto stavu nékdy oznacovat jako
So. Pro takovy stav odvodime pomoci bilance entropie, vztah [I.140] a s pouzitim rozvoje
kolem dynamicky rovnovazného stavu, vztah [5.85] dilezitou souvislost mezi ¢asovou deri-
vaci druhého diferencialu entropie a podminkou pro dynamicky rovnovazny stav. Mizeme
zapsat

=2 (d@28), = / o(S)dv + Jp(S) > 0. (63)

Vzhledem k tomu, zZe jde o termodynamicky nerovnovazny systém, pouzijeme misto in-
dexu ,eq“ index ,0¢, ktery oznacCuje referencni stav systému. Referencni stav systému
je obecné termodynamicky nerovnovazny stav, ktery vyhovuje vSem zakontim bilance do-
plnénych o konstitutivni vztahy, které respektuji II. Zakon termodynamiky. Nerovnost
reprezentuje vychylku z dynamické rovnovahy s disipaci vyjadienou produkci entropie a s
entropickym tokem, ktery reflektuje vliv vnéjsiho prostiedi systému. Vnéjsi tok entropie
muze vliv disipace oslabit natolik, Ze se systém miuze stat nestabilnim. Pak tedy entropie
prestavd byt lokdlné konvexni funkei, Obr. [6

Pripomeneme jesté klasické Gibbsovo odvozeni termodynamickych podminek stability
[63], které ziskdme okamzité integraci podminky podle casu. Budeme predpokladat,
ze celkovy tok entropie do systému je nulovy. To je situace odpovidajici podmince izo-
lovaného systému, ve kterém probihaji jen samovolné procesy, takze systém sméruje do
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t
0 .....................
172428, = 52 P(S) =X8J, 85X, < 0
% S 1/2d28,< 0
minimum produkce entropie S - Sp=dS, + 1/2d2S, /
P(S)
52P(So){
P(So) p
Vel ; ¥
d X, \ referencni stav 1

fluktuace
a,

Obréazek 6: Entropie tvori v pripadé stabilnitho vyvoje konvexni plochu nad vSemi uvnitt
probihajicimi procesy. Stabilitu stavi (vyvoje) zajistuje produkece entropie P(S) > 0.

termodynamické rovnovahy. Dostavame nerovnost

) tog+AL
S (@8)., = / P(S)dt = AyS > 0, (6.4)
teq
ze které plyne, Zze odchylka od rovnovazného stavu (fluktuace) nemiize nerovnost spl-

novat, protoze entropie dosahla svého maxima pravé v rovnovazném stavu. Fluktuace v
rovnovazném stavu entropii soustavy snizuji, a plati proto obracend nerovnost (Obr. @

;(dQS)eq _ A5 <0, (6.5)

Pro malé At plati priblizné A;.S = P(S)At < 0. Protoze je produkce entropie P(S) > 0,
musi byt At < 0. Tudiz systém se fluktuaci od rovnovazného stavu vraci do své minulosti.
Podminka [6.5] je oznacovana jako zobecnénd podminka stability rovnovazného stavu [20].

Uvéazime-li, Ze v systému probihaji disipativni procesy, tedy Ze plati dS = (de,S +d;-S)
ad;,S=d5 — % > 0 (klasickd formulace druhé véty termodynamiky), lze pomoci prvni
véty termodynamiky ve tvaru dQ) = dU + pdV odvodit vztah

Td;S = TdS — dU — pdV > 0. (6.6)
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S(t
(0 vyvoj systému k rovnovaze (t < {,,)
Seq
r0S
S(t)
fluktuace od rovnovahy (t > f,)
| o8B
B(t) Boy(toy)  B(t)

Obrazek 7: Znazornéni stability rovnovazného systému, B = (U, V,---) je makroskopicky
stav systému, 0 B, .5 jsou fluktuace stavu a entropie, které zptisobuji ,,omladnuti* systému,
leq je Cas, ve kterém dosahl systém termodynamické rovnovahy.

Jestlize soustava smétfuje k rovnovaze, Obr. [7 plati nerovnost [6.6] a v rovnovaze musi byt
splnéno i d;.S = 0. Fluktuace od rovnovazného stavu v izolované rovnovazné soustave
nemuze splnit podminku (v rovnovéze dosdhla entropie maxima). Odtud vyplyva, Ze
nemohou-li fluktuace vyhovovat podmince [6.6] musi spliiovat podminku 7'd;.S < 0, neboli
podminku

U + psV — T3S > 0. (6.7)

Vztah predstavuje klasickou Gibbsovu-Duhemovu podminku stability rovnovazného
stavu.

I1. Zakon termodynamiky vyjadreny produkei entropie P(S) > 0, definice rovnovazného
stavu |5.85| a zobecnénd podminka stability jsou schematicky zndzornény na obréazku [7]
Z néj je patrné, ze vztah je vlastné podminka pro maximum funkce v bodé¢ B, a Ze
tedy fluktuace d B entropii soustavy skutecné snizuje, jak lze usoudit ze vztahu [5.81]

6.1 Ddsledky podminek termodynamické stability

Ukazeme, jak lze podminek termodynamické stability pouzit ke stanoveni vlastnosti ma-
teridlovych systémii. Vyjdeme ze vztahu pro rozdéleni pravdépodobnosti fluktuaci veli¢in

b; kolem rovnovazného stavu b; ., 5.85] takze

bi — bjeq)? d?
Pr ~ exp [—(2@0] ~ exp (2;> , (6.8)
kde R[Jkg 'K™'] je specifickd plynovéa konstanta. Vzhledem k tomu, Ze jde o normélni
(Gaussovo) rozdéleni, je stfedni kvadratickd odchylka veli¢iny b; rovna (b; — b;eq)? = fi.
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Vyjadiime nyni podminku [6.5| explicitné pro pripad lokalné rovnovazného stavu |1.129
detailni popis nalezne ¢tenar v prislusné literature [20], [63] ¢i [65]. Totéz plati i pro piipad
globalnich (integrélnich) veli¢in [5.86] Po nékolika upravach dostaneme vztah pro druhy

diferencial entropi
s =5 2)outs(2)s( L) - > s ) ou (6.9)
T T P = \T @ '

ktery je mozné ddle upravit (pro v = 1/p) na kvadratickou formu

ﬁwa/

26T+ L (G )P+ S0 (aua ) Swadwa | < 0. (6.10)
T X a=1 T, p,wa

Z ni muzeme usuzovat na stabilitu redlnych systémi. Zde ¢, je specifické teplo pti kon-
stantnim objemu, x je koeficient izotermické stlacitelnosti a diferencial mérného objemu
pii konstantnim chemickém slozeni je znacen v, a plati pro néj

v v 8(1//))) 1 <8p> 1
Svwy = (2= ) T+ (2] op, x=—p[L) ==(2L) == >0,
<8T>p,wa <8P>T,wa b p( o )r p\Op)p pcr

(6.11)
kde cr je izotermicka rychlost zvuku. S ohledem na muzeme nalézt stiedni hodnoty
fluktuaci teploty, hustoty a koncentraci. Lokalné rovnovazny systém (v mechanice kontinua
je jim materidlovy bod) je stabilni, jestlize v kazdém jeho bodé plati

RT?
(0T)? = , ¢, >0 podminka termické stability, (6.12)
Cy

RT
(00U, )% = e ¢ >0 podminka mechanické stability. (6.13)

2
T
Daéle musi platit

r o N
> ( a ) dwadwy >0 podminka stability difize,  (6.14)
T\p,w

-1
(0w,)? = RT (aua> = RT <8wa> = w, >0 fluktuace koncentrace,
Tp a ) 1,

takze je ztejmé, ze fluktuace koncentrace c¢astic je rovna koncentraci, coz je diisledek vztahu
L.o7l

Tyto nerovnosti ukazuji na hlubsi souvislosti mezi redlnymi vlastnostmi systému a pod-
minkou stability Omezena velikost fluktuaci teploty vede k podmince na specificka

! Diferencisl, ktery obvykle zna¢ime d, budeme pro tyto tcely znagit 6, protoze piislusnd veli¢ina mé
fyzikalni vyznam odchylky ¢i fluktuace.
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9T a2 . v .
pr’ kde 3ar = p(a—T>p je

koeficient objemové teplotni roztaznosti. V tomto tvaru plati jen pro plyny, pro pevné latky
je vztah uveden napiiklad v [12].

Velky vyznam pro studium nestabilit ma podminka [6.13] kterd je prevedena na pod-
minku pro izotermickou rychlost zvuku ¢ = (@)T. V pripadech, kdy je derivace tlaku

tepla, ¢, > 0, ¢, > 0, a nakonec k dilezité relaci ¢, = ¢, +

]
podle hustoty zapornd, dochazi k naristu ﬂuktugci hustoty, coz je doprovazeno nestabi-
litou. Typickym piipadem je fazovy prechod v tekutindch (vypafovani, exploze plynem
presycené kapaliny, kondenzace), pfipadné poruseni pevného materidlu (vznik trhlin). Pro
Hooktv material plati podminky stability ve tvaru £ > 0a —1 < 0 < 0,5, kde E je Youn-
guv modul pruznosti a o je Poissonovo ¢islo. Kladna hodnota E je spojena s rychlosti
Sffeni podélnych zvukovych vin v pevném télese, kterd je rovna c2 = E/p. Zaporné o je
pozorovano u polymernich material a u materialt s tvarovou pameéti, prikladem miize byt
NitinoA

Mimofadny vyznam mé podminka stability smési [6.14 Muze byt pouzita pro popis
ruznych chemickych slozek (jejich atomy ¢i molekuly jsou rozlisitelné) i ¢éstic stejného
druhu (potom jsou ¢éstice ve stejném energetickém stavu nerozlisitelné). Podle II. Zakona
termodynamiky se systémy v termodynamické rovnovaze nachazeji ve stavu, ktery je v da-
nych podminkéch nejpravdépodobnéjsi, vztah [5.79 Diky této formulaci lze stanovit pocet
Castic Ny v energetickém stavu e s degeneraci Dy, jak je ziejmé ze vztahu b.75 a
plati tedy

Dy,
o () 1
V pripadé, zZe je energie ¢astice mnohem vétsi nez energie vzajemnych vazeb, tedy e, > p,
prechdzi [6.15] na

Ny = — pro bosony, + pro fermiony. (6.15)

Ny, = Dyexp (“k;;’“) (6.16)

coz je Boltzmannovo rozdéleni [5.39, Stredni velikost fluktuaci vypocteme z podminky sta-
bility diftze, kde koncentrace nahradime poctem c¢astic Ng, a v systému o konstantnim
objemu, V' = konstanta, odvodime z definice entropie [5.86] podminku stability ve tvaru

— N,
(ANk)Q = (Nk: - Nk,eq)2 = N2 — N’ieq = kBT (aaluk> > 0, (617)
T

kde kg je Boltzmannova konstanta. Tato podminka dava nasledujici dilezité relace

ON, ANL)? N
<8Mk>T — ( ]{;Bj]i) = N (1 F Dj:) + pro bosony, — pro fermiony,  (6.18)

= N, Boltzmannovo rozdéleni.

2Glitina niklu a titanu vyuzivana v lékaistvi.
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Tento vztah pro bosony odvodil A. Einstein a pouzil jej pro stanoveni fluktuaci fotontu v
podminkach zafeni absolutné ¢erného télesa popsaného Planckovym vyzarovacim zdkonem
[68]. Nerovnost je vyznamné pii studiu miseni ruznych latek véetné jejich interakei a
pti fazovych prechodech [69].

6.2 Princip minimalni produkce entropie

Stejné jako systém v termodynamické rovnovaze, ktery je charakterizovan nulovou produkei
entropie P(S) = 0, tak i systém v dynamické rovnovaze fluktuuje kolem svého stavu.
Mirou velikosti fluktuaci je druhy diferencial entropie, ktery je v pripadé stability stavu
vzdy zéporny, vztah [6.10] Schematicky je chovani termodynamickych systémi zndzornéno
na Obr. @ V oblasti stability je entropie konvexni funkce (obecné funkciondl) svych para-
metri. Diky fluktuacim téchto parametrii, které jsou projevem interakci na mikroskopické
urovni, se i velikost entropie neustdle méni a rovnéz osciluje kolem predem neznamé refe-
ren¢ni hodnoty Sy. Tuto neznamou referencni hodnotu mizeme stanovit jen v tom pripade,
kdy budou fluktuace kolem této hodnoty neustale tlumeny. Je ztejmé, ze izolovany systém
dosdhne termodynamické rovnovahy s entropii Se, a v tomto stavu bude podle vztahu[6.5]
stabilni, Obr. [ AvSak i systém v dynamické rovnovaze s nenulovou produkei entropie je
stabilni jen v tom pripadé, kdy jsou fluktuace kolem jeho referenéni hodnoty Sy trvale
tlumeny, tedy spliuji podminku Navic, v referenénim stavu dosahuje entropie svého
lokélniho maxima jako funkce vnitini energie a poctu ¢astic, jak je zfejmé ze vztahu [5.79
Lokalniho maxima dosahuje i v pripadé, Ze je systém v termodynamické nerovnovaze, takze
produkce entropie je nenulova.

Celkova produkce entropie systému [I.141] jehoz objem V se muZe béhem jeho vyvoje i
meénit, je obecné vyjadiena pomoci termodynamickych sil, X, a termodynamickych tokii,
Ja, uvedenymi v tabulce |1, které vyjadiuji jeji hustotu o(S), jak plyne ze vztahu
S ohledem na uvedené vztahy mtzeme i celkovou produkei entropie formulovat jako sou-
¢in celkovych termodynamickych toki a celkovych termodynamickych sil. Rozvinutim do
Taylorovy tady v referen¢nim bodé S, dostavame

P(S) = /VJ(S)dv =Y J.X, >0 (6.19)

V referenénim bodé rozvineme celkovou entropii [1.139]1 celkovy entropicky tok [1.140] pi-
Seme tedy

1
S =Sy+06S, + 56250 e (6.20)

Jp(S) = Jp(So) + 6Jp(So) + 62Tp(Sp) + -+ - . (6.21)
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Casova zména entropie je dana vztahem
SZSo+5SO+§5QSo+"' . (622)
Vyse uvedené rozvoje dosadime do bilance celkové entropie [1.139

S — Jp(S) = P(S)=0 (6.23)

a usporadame podle uvedeného poradi jako

T
Seq — Ip(Seq)  + (6.24)
—_———
=0, P(Su) =0
S SR

35y — 8Jp(So) — P(So) + (6.25)

———  N—\

TT >0
+ ;52'50 2 Tp(So) — 6P(Sy) — 8*P(Se) =0, (6.26)

al

kde t oznacuje termodynamickou rovnovahu Sy = Seq, I znadi referen¢ni stav (termodyna-
mickd nerovnovéha), 1 symbolizuje interakei s prosttedim a {f pak predstavuje dusledek
vnitinich nerovnovaznych procesiu (tato ¢ast rovnice se blizi k nule). Jednotlivé ¢leny v
celkové bilanci entropie popisuji riizné irovné rovnovahy termodynamického systému. Sys-
tém v termodynamické rovnovaze s jedinou teplotou T, je charakterizovan nulovou
produkci entropie a entropickym tokem

e @
Ip(Su) = /av Fida = -

pres hranici V), coz souvisi se vztahy [1.146|a [1.147] Zde si je tfeba uvédomit, ze ptislusné
casové zmény musi byt tak pomalé, aby byl systém stale v termodynamické rovnovaze,

= Seq (6.27)

tedy P(Seq) =0

Cleny popisuji termodynamicky nerovnovazny stav systému, jehoz charakteristikou
je nenulova produkce entropie, ktera je kompenzovana zapornym tokem entropie. Parame-
try kazdého materidlového bodu systému mohou byt rizné véetné jejich gradienti, coz ma
za nasledek existenci termodynamickych sil a toku, Tab. [I} Spojenim vztahi [6.24] a [6.25]
dostavdme obvyklou bilanci entropie [I1.139} [6.23]

Cleny rozvoje splnuji rovnici

;52'50 — 2Tp(So) — 6P(Sy) — 6*P(Sp) = 0. (6.28)
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Za predpokladu, ze systém je ve stavu s minimdini produkci entropie, lze tuto rovnici
interpretovat dvéma podminkami

§P(Sy) =0, 6*Jp(Sp) =0  podminka extrému, (6.29)
7525 = 0°P(Sy) = Z5J 60X, >0  podminka minima, (6.30)

V podmince extrému vystupuje podminka na vnitini toky entropie 62Jp(Sy) = 0. Vzhle-
dem k tomu, ze jde o tiet{ ¢len rozvoje [6.28 1ze tuto podminku interpretovat tak, ze ze
systému nachézejicim se ve stavu minima produkce entropie nevystupuje pres jeho hranice
zadna dalsi entropie nez ta charakterizovana ¢lenem 0.Jp(Sp), ktery vyjadiuje interakei s
prostfedim. Tato podminka se ¢asto oznacuje jako podminka endoreverzibility [70], termo-
dynamika vyuzivajici tuto podminku se nékdy nazyva finite time thermodynamics [71].

6.2.1 Koncepce endoreverzibility jako dtsledek principu mini-
malni produkce entropie

Vyuziti podminek [6.29] a [6.30| ukdZeme na piikladu analyzy Gcinnosti tepelnych stroju, ve
kterych se transformuje teplo na expanzivni vykon Wemp podle vztahu a kde je zména
expanzivni (mechanické) prace doprovazena zménou objemu systému AW,,, = pAY. Pro
nase ucely zanedbame v obecném toku entropie diftzni toky a v rovnici bilance
entropie budeme uvazovat jen tok tepelny, tudiz celkovy tok entropie je roven

- —/‘;qda. (6.31)

Kladna produkce entropie P(S ) je tedy kompenzovana tokem negativni entrople“ 6.31], ktery
je zpusoben pi{vodem tepla Qi a odvodem tepla Quu, pak tedy plati

Qin = Jql = /avquda7 Qout = Jq2 = ~/8VJQ2da. (632)

Prvn{ Zékon termodynamiky pouzijeme na uzavieny systém .Jp, = 0 a zapiSeme

Jq - U + WGSC;D = an - Qouta (633)

coz plati pro nulovou disipaci vnitini energie Pyis(U) = 0 a nulovy vykon neexpanzivnich
procesit Wye,, = 0. Za téchto podminek lze transformovat tepelnou energii na energii
mechanickou v uzavieném cyklu (Obr. |8) vzhledem k vnitini energii, tedy

fUdt —0, (6.34)

a v ustaleném stavu (steady-state) pak plati U = 0.
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a) Ty

tep elny Stroj

We):p/ /

Qout

b) Jql
T
qu ~ —aH(T1 — Tg)
T
AWexp 73 :
< Jq3 = Jq4 + AI/Vexp
Ty
Jga ~ op(Ty — 1)
15

Obréazek 8: Schematické zndzornéni premény tepla na expanzivni praci (a). Jednotlivé toky
jsou naznaceny v dolni ¢asti obrazku (b). Koeficienty « jsou vysvétleny v textu.

Za téchto predpokladii je rozdil tepelnych tokl roven vykonu, ktery je generovan expanzi
(Obr. [§)), tedy piSeme

Q Qout ql - Jq2 = Wexp- (635)

Transformace energie probiha s termickou ti¢innosti

We:pp
= —. 6.36
=g (6.36)
Diky tomu lze vyjadrit toky J1, Jg2 pomoci vykonu expanze
W 1—
Jp =2 Jo=—hi,, (6.37)
n n

Na hranici systému jsou tepelné toky spojité, jinymi slovy, tok z vnéjsi strany povrchu je
roven toku na vnitini strané, neboli

Jig = Jy,  Ju=Jp. (6.38)

Diléf toky jsou znazornény na Obr. [8 To vSak neplati pro entropii, vnéjsi tok entropie je ddn
vztahem [6.31] a je zaporny. V pripadé dynamicky rovnovazného stavu charakterizovaného
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podminkou S = 0 je roven produkci entropie P(S) > 0. Tok entropie z vnit¥n{ strany je za
podminky minimalni produkce entropie [6.29 nulovy, tedy zapiSeme
Jiz Ju
8 Jp(S) =L - L =0. 6.39
b(S) = 22 - 2 (6.39)
Tento predpoklad lze splnit jen tak, Ze zavedeme nové, neznamé vnitini teploty 13, T},
které stanovime pomoci zatim neznamych prenosovych koeficient oy, ay. Neznamé tep-
loty mizeme eliminovat jednoduchymi linedrnimi vztahy

Jp = —apg(Th = T3), Jp=ar(Ty—1T5). (6.40)

Na levé strané rovnice [6.40] je znaménko minus z toho duvodu, ze pokud je T > T,
reprezentuje J,; /17 zaporny tok vstupujici entropie. Podminku extrému W prepiseme
pomoci podminek spojitosti tokii tepla na hranici [6.38| a ziskame
J J
cal_ t2 (6.41)
T T,
Neznamé teploty T3 a Ty nahradime pomoci prenosovych koeficientl ze vztahu [6.40] takze
muzeme zapsat

Jo e
T, + Jg1 T, + Jg2
afg ay,

(6.42)

Nalezneme souvislost mezi generovanym mechanickym vykonem We,, a tepelnou tc¢innosti
7. Zavedeme referen¢ni mechanicky vykon tepelného stroje, Wegp ref, cOZ je experimentalné
ovétitelna velic¢ina definovand vztahem

Weap.res = anTh. (6.43)
Zavedeme podil prenosovych koeficientii, ktery oznacime

ag
CVL7

Ye = (644)

takze ziskdvame novy koeficient, 7., ktery bude rozhodujici pro velikost generovaného me-
chanického vykonu. Jak uvidime déle, je tento koeficient vzdy vyssi nez 1. Finalni vztah
pro generovany vykon (expanzivnim procesem) je

I/Vexp7 ref 77(770 - 77)

Weap = 6.45
P Ye — 1 1- n ( )
a muzeme jej prepsat do bezrozmérné formy jako
Wex -
Wegp = P = nine —n) (6.46)

Wexp,ref (’Ye - 1)<1 - 77)
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Zavedli jsme obvyklou Carnotovu tc¢innost

15
ﬁ?
pomoci které zjistime ocekdvany fakt, Ze vykon tepelného stroje te,, je nulovy pravé pii
Carnotové ucinnosti, 7 — ne. Jinymi slovy, ur¢ité mnozstvi tepelné energie nelze prevést
na stejné mnozstvi mechanické energie. Pokud nedochazi k nevratnym procestim, pak tedy

nedochézi ani ke konverzi energie.
Neznamé vnitini energie T3, T} 1ze urcit pomoci vztahii|6.37][6.41|a[6.46| takze zapiseme

oy = ne=—n) (6.48)
T3 (76 - 1>we;rp
Odtud plyne, ze pro Carnotovu tuc¢innost plati Ty = T, T3 = T}, a tudiz ani energeticky,
ani entropicky tok hranici systému neprochazi, coz je ziejmé ze vztahu [6.40]

Aktuélné ziskany vykon [6.40] silné zavisi na pfenosu energie, tedy na koeficientu .. K
singularité dochazi za podminky ay — ap. Odtud plyne, Ze pro velikost ziskaného vykonu
je rozhodujici zpusob (technologie) prenosu paliva. Pravé tyto vlastnosti urcuji kvalitu
energetickych stroju.

Maximalni G¢innost premény nalezneme z podminky

a 'CI
GWezp _ (6.49)
In
a je tedy rovna
T
Nmaz = 1 - \% 1- N =1— T (650)
1

Tato tc¢innost, Tab. [2 se po svych objevitelich nazyva Novikova — Chambadalova — Cur-
sonova — Ahlbornova uc¢innost [72]. Odpovidajici maximélni vykon téchto energetickych
zalizeni je

- =]
Ye—1

Pro tepelny stroj je tedy zasadni rozdil teplot T a T5, na kterém zavisi tok entropie.
Celkovy tok entropie pak bude

(6.51)

Wezp, max =

o Jp Wep (n— —1)?
I T g \1-nc (7e = DA = ne) (1 =n)
za podminky, Ze
1>nc>n. (6.53)
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Elektrarna T / °C Th / °C Nlcarnot  Tlendo  Tlact

West Thurrock (UK) uhelné elektrarna 25 565 0,64 04 0,36
CANDU (Kanada) jaderna elektréarna 25 300 0,48 0,28 0,3

Laderello (Italie) geotermdlni elektrarna 80 250 0,33 0,178 0,16

Tabulka 2: Porovnani Carnotovy ucinnosti s endoreverzibilnimi a skutec¢nymi ti¢innostmi.

Dosazenim do bilance entropie dostavame nerovnost

Jp(S) = —P(S) <0, (6.54)

kterda vyhovuje II. Zakonu termodynamiky. PTi odvozeni jsme navic ukazali, ze takovy
systém pracuje ve stavu minimélni produkce entropie a je v tomto stavu stabilni[6.29]
Produkce entropie je umérnd dodavanému vykonu. Vylouc¢enim vykonu dostavame
zajimavy vztah

an(nc —n)?
>0, (6.55)
(ve = 1)(L = ne) (L —n)
ktery pri konstantnich materidlovych parametrech oy, ap nabyva svého minima za pod-
minek

P(‘S) :P(aHaaLanan) -

9P (n)
In
Takze pti Carnotoveé ucinnosti, nc = 1, kterou je mozno dosdhnout jen pri absolutni nule
a tedy v rozporu s III. Zakonem termodynamiky, je produkce entropie nulova.

=0, = (mc—n)m+n—2)=0. (6.56)

6.2.2 Koncepce casové nevratnosti

Uvedena formulace vyvoje realnych systémii vychazela z klasického pojeti zakont bilance
dobfe méfitelnych velicin, vztah[I.1]} Jedinou neméfitelnou veli¢inou byla entropie. Nicméné,
dobre méritelnym projevem kladné produkce entropie je, vedle vzniku tepla v systému, i
casova nevratnost realnych fyzikalnich procesti. Je tedy mozné vedle bilancovani entro-
pie formulovat evoluci realnych systémt na zakladé ¢asové nevratnosti procesti probihaji-
cich v redlném systému. Tuto koncepci rozpracoval M. Grmela se svymi spolupracovniky
M. Pavelkou a V. Klikou pod nazvem GENERIC (General Equation for Nonequilibrium
Reversible-Irreversible Coupling) a nelze nez doporucit publikaci [73]. Zakladni myslenkou
je striktni oddéleni vratnych procest klasické a kvantové mechaniky, které lze prehledné
formulovat pomoci extrému vhodného funkciondlu, vztah[3.3] S vyuzitim zobecnénych pro-
ménnych (2%, p;), vztah , lze popsat jakoukoliv ¢asovou zménu fyzikalné vyznamné veli-
¢iny. Typickym prikladem miuze slouzit ¢asovy vyvoj distribuéni funkce stavli jednotlivych
oH

atomt ¢i molekul f(x?, p;,t). Pro konzervativni systém % = 0lze s ohledem na relace mezi
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zobecnénymi souradnicemi, vztah [3.17], vyjadrit ¢asovou zménu distribuc¢ni funkce pomoci
hamiltonidnu systému, vztah (pro jedinou éastici vztah [3.9), ve tvaru

o d 0 of . 0
f(x',pi,t) = df: = a{ + Z (agi:ijz + a}i%) = (6.57)

of of OH  Of OH
TP (axi Opi  Op Oz

> _ (ZJ; +{f,H}, vrovnovaze (=0),

i

kde vyraz {f, H} oznacujeme jako Poissonovu zavorku. Je-li systém jako celek v termody-
namické rovnovaze, pak je ¢asova derivace distribu¢ni funkce rovna nule. Takovou funkei
je naptiklad distribuéni funkce energii f(e) ve vztahu . V tomto specidlnim pripadé
jsme navic predpokladali, ze samotna distribuc¢ni funkce nezavisi explicitné na case, tedy
% = 0. Pozadavek je ovSsem velmi omezujici, protoze odstranuje ze systému redistribuci
parametri, ktera je disledkem vzajemnych korelaci mezi podsystémy v prubéhu interakei.
Dynamice korelaci se vénoval Prigogine a jeho spolupracovnici, predev$im pak Balescu [30)].
Nemoznost postihnou vsechny korelace (pravdépodobné v dusledku kvantové-mechanické
povahy mikroskopickych interakei), vede k nutnosti nahradit tuto derivaci a tim i ¢asovou
nevratnost néjakym dodateénym c¢lenem.

Hamiltonovy rovnicelze formélné zapsat pomoci antisymetrické matice (operatoru)
L = LY, tedy

d [« 0 1 o# 8H S
— = Oz | — [ % | formdlné¢ i'=LYH,, (6.58)
dt -1 0 oH _0H
p Op oxr
kde x' je komponenta vektoru, napiiklad (z,p), a H, = % je parcidlni derivaci podle

této komponenty. Timto formalnim zplisobem mizeme popisovat evoluci vratnych procesi.
Poissonova zavorka {f, H} je vyjadiena nasledujici bilinearni antisymetrickou operaci

{f7 H} = (fa:Hp - pr:Jc> = folL”HxJ pro (‘7;17‘7;2) = ('Tap>‘ (659)
ij
Po porovnéani s rovnici je zFejmé, ze fyzikalni interpretace antisymetrického operatoru
LY doplnéného o derivaci podle p¥isluiné proménné (kterd miize byt i vektorem) vyja-
druje evoluci mechanického systému. Odtud je zfejmé, ze zahrnuti nevratnosti vyzaduje
dodatecny c¢len, ktery bude modelovat dosud nepopsanou dynamiku korelaci i pripadnou
nekonzervativnost systému. Z téchto divodi je k rovnicim [6.58| potfeba pridat ¢len

s =

fipadné x =
ox’ PP ox*’

kde 2} jsou vhodné konjugované proménné generované jako derivace entropie S (x), nebo
obecnéji pomoci néjakého pozitivniho disipacniho potencidlu Z(x, x*). Matice M* musi byt

(&)irr = M725, kde x* (6.60)
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pozitivné definitni, aby byla splnéna podminka pozitivni produkce entropie, analogicky ke
vztahu [6.19] Nejcastéji pak vyuzijeme formu

— * 1 * 0] *
=(x,x") = ixz‘M”(X)%‘ > 0. (6.61)
Za téchto predpokladt prechézeji rovnice ¢asové nevratného systému do takzvaného gra-
dientniho tvaru

i' = LYE,; + MYS,;. (6.62)

Ze vztahu je zfejmé, ze pro popis konkrétniho systému je tfeba nalézt vhodny tvar di-
sipacniho potencidlu tak, abychom dostali vhodny systém proménnych (x,x*), pomoci kte-
rych muizeme formulovat zakony zachovani. Konkrétné se jedna o vektory E,;, S,i. Vzhle-
dem k tomu, ze zdkony zachovani musi byt kvili méritelnosti i zdkony bilance, neni bez
jejich apriorni znalosti presny tvar disipacniho potencidlu zcela jednoznacny.

Uvedenym postupem lze preformulovat vétsinu vysledkt nerovnovazné termodynamiky
a nalézt fadu dosud neobjevenych souvislosti [73]. Pristup klasické nerovnovazné termo-
dynamiky je opacny, kdy z presného tvaru zakonu bilance odvodime produkci entropie a
prislusné toky, pricemz podminka kladné produkce entropie poskytuje omezujici podminky
na tvar konstitutivnich vztahi. Dalsim vysledkem jsou pak podminky stability stavu sys-

tému [6.10] a [6.26]
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7. Kmity mrizky — fonony

Z hlediska vnitfniho slozeni mizeme materialy popisovat v priblizeni, kdy statickou struk-
turu ztotoznime se zakladnim stavem a dynamické chovani pak se stavem excitovanym.
Kmity mrizky patii mezi dynamické chovani materidlu a excitaci oznacujeme jako fonon,
pricemz se jedné o kvazicastici Tidici se Boseho — Einsteinovo statistikou.

Materidly jsou tvoreny tézkymi atomovymi jadry a lehkymi elektronovymi obaly. U
kovi jsou nékteré elektrony sdileny vsemi jadry, protoze dochazi k prekryvu energetického
pasu pres potencidlové bariéry jednotlivych jader. V nékterych situacich je tedy vyhodné
rozdélit materidl na diléi ¢asti a popisovat oddélené atomova jadra a elektrony. V jinych
situacich je mozné vliv elektroni zanedbat, protoze je jejich hmotnost nizka.

Popisujeme-li pohyb elektronii, obvykle se predpoklada okamzita reakce na pohyb jader.
Opacna situace, kdy se pohybuji jadra, umoznuje zanedbat prispévek elektronii. Soustie-
dime se tedy pouze na pohyb jader. Tento pohyb je vyvolan naptiklad dopadem elektro-
magnetické viny, ale nesmime opomenout ani pohyb jadra dany energii zakladniho stavu.
Inertni, stabilni a nehybny material se z makroskopického hlediska jevi jako nezajimavy.
Zjistujeme ale, Ze uvnitt materialu jednotlivé komponenty neustale kmitaji a interaguji.
Mikroskopicky pohled je tak naprosto odlisny. Kmity jader byly dlouho studovany a jejich
popis je zajimavou kapitolou fyziky pevné faze. Zde pouzity popis byl uveden v nejpopu-
14rnéjsi knize v oblasti pevné faze [74], [75].

7.1 Kmity jednoatomového retizku

Vlnéni krystalické mrizky je formou prenosu energie, coz je analogie elektromagnetického
vlnéni. Muzeme tedy uvazovat ¢astici s timto vlnénim spojenou. Analogicky k Castici elek-
tromagnetického pole (foton) tak vinéni krystalické mrizky charakterizujeme pomoci fo-
nonu. Energie fononu bude zcela v intencich popisu elektromagnetického pole rovna hw,,
kde w,, je vlastni méd vinéni, které tedy prendsi energii v celo¢iselnych nésobcich fuw,, [76].

Idealni nedeformovana mrizka obsahuje N jader v presné danych pozicich x, pro s =
0,1,2,...N. Pri interakci s okolim jsou v redlném materidlu jadra z polohy z, vychylena.
Jednd se o odchylku od idealni pozice a tato odchylka mize obecné nastat v jakémkoliv
sméru. Omezme se na situaci, kdy elektromagnetickd vlna rozkmita ptivodné nehybna
jadra. Pak kmity jader probihaji ve sméru vlnového vektoru prichozi viny, nebo ve dvou
smérech kolmych na vlnovy vektor. Hovorime o longitudinalnim a transverzalnim vInéni.
Predpokladejme, ze vzdalenost mezi jadry je pravidelna a je rovna d. Na jadro v poloze
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x5 pusobi sousedni jadra v poloze x4, £5s—p,. Vyuzijeme Hookova zédkona a silu, kterou na
sebe pusobi sousedni jadra, vyjadiime pomoci kvazi—elastické aproximace [77]. Tato sila
bude kompenzovana silou setrvac¢nosti hmoty jadra M, coz zapiSeme jako

d2x,

dt?
kde C' je silova konstanta urcujici elastické ptisobeni mezi jadry a zavisi na aktualni vychylce
referencniho jadra zs. Referenéni jadro se nachazi v klidové poloze x4 = sd. Pohyb jadra
je modelovan jako harmonicky oscildtor podle vztahu [3.13] Vychylku x4 v rovnici si
muzeme predstavit jako superpozici postupnych vin s riznymi vlnovymi vektory k& (jde jen
o z-ovou slozku vektoru) a tihlovou frekvenci w, tedy

M

= C(Tsyp — 205 + XT5_p), (7.1)

, 2
zs(k,w) = ZleZUc(Sd)_“’t] pro k= n—g, n=12,...N, (7.2)
k

kde @y je amplituda prislusného médu. Dosazenim do rovnice rovnovahy sil dostavame
po upravé vztah

Z Qr [C(e_ik”d + etkrd _9) 4 wQM} gilksd—wt) ) (7.3)
k 2(cos kpd—1)

Za predpokladu, Ze jsou jednotlivé médy nezavislé, 1ze rovnici [7.3] splnit podminkou

2
W = ‘]\5(1 _ COS[k?pd]), pro p=12,.., (7'4)

kterou oznacujeme jako disperzni rovnici. Tato rovnice plati pro libovolné vzdalené sousedy
jddra z a vzhledem k linearité rovnice[7.Imizeme superponovat médy od rtzné vzdélenych
jader. Vyslednd disperzni rovnice ma tvar

2
wr= = C(1 — coslkpd]). 7.5

7 Z ( lepd) ) (7.5)
MizZeme rozlisit dvoji typ vinéni vykonany jednotlivymi jadry. Pokud jsou sousedni jadra
vychylena o priblizné stejny tsek a ve stejném sméru, hovorime o akustickém fononu, pro-
toze tento typ vlnéni pripomind Siteni zvuku. Je-li sousedni jadro vychyleno v opa¢ném
smeéru nez jadro referencni, pak takovy fonon oznacujeme jako opticky. U nékterych materi-
4l 1ze totiz toto vlnéni vyvolat fotonem. Ze vztahu[7.4]je pro p = 1 navic zfejmé, 7e kvadrét
frekvence w je nulovy, pokud plati k = (2rm)/d pro m = 0, £1, 42, .... Naopak, maximalni
hodnoty dosahuje frekvence za podminky k& = [(2m — 1)x|/d pro m = 0,£1,+2,.... V
téchto bodech je prvni derivace podle k nulova, protoze pro sousedni jadra plati

dw? 20d .
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Maximélni hodnota vlnového vektoru, kterd odpovida nejkratsi vinové délce, je k = +7/d
a referencni jadro, které je v poloze x4 = sd, kmita kolem této polohy s jistou nenulovou
amplitudou Q). Omezime se jen na redlnou c¢ast viny, kterou oznacime Re, a zapiSeme

2, = Re{Qret e} = Q. (cos[ksd)] cos[wt] + sin[ksd)] sin[wt]). (7.7)
1 0

Zjistujeme, ze vysledkem je stojaté vinéni a nikoliv postupné vlna. Vyznam maximalni hod-
noty vlnového vektoru je tedy zrejmy a hovorime o hranici 1. Brillouinovy zény. Disperzni

rovnici pro p = 1 (jen nejblizsf jddra) upravime pomoci identity 1 — cos[kd] = 2sin?[%] a
zapiseme v konecéném tvaru
4C kd
W =4{/—-|sin |—|]|. 7.8
w5 78)

Rovnice je graficky znézornéna na Obr. [0 kde je vyznacena i 1. Brillouinova zéna.
Zmazornéna zavislost je platna pouze pro jediny atom v jediné dimenzi. Je zifejmé, Ze po
vysetteni 1. Brillouinovy zony je dalsi prubéh obdobny, a proto se popis celého materialu
z vysledku snadno extrapoluje. Takto lze velmi komplikované globalni vypocty elegantné
redukovat na lokalni analyzu, kterou pak jen rozsifime s vyuzitim standardnich metod.
Disperzni zavislost lze experimentalné ovérit naptiklad neelastickym rozptylem neutronti
¢i fotontl.

0

-/ d m/d K

Obrazek 9: Prubéh frekvence v zavislosti na vilnovém vektoru s vyznacenou 1. Brillouinovo
zo6nou.

Postupnd vlna fononu ma fazovou rychlost v, = w/k a vykazuje silnou disperzi, coz je

zfejmé ze vztahu [7.8] Rychlost Sifeni energie materidlem je ddna grupovou rychlosti a s
ohledem na disperzni rovnici [7.8| ziskdvame

dw [Cd? kd
Ug = % = ﬁ COS lQ] . (79)
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7.2 Kmity dvouatomového retizku

Nyni se soustiedime na fetizek jader atomti dvou odlisnych prvki, u nichz budeme pred-
pokladat pravidelné stiidani. Jadra prvki tedy budou mit odlisné hmotnosti, coz rozlisime
kud bude silova konstanta C' shodné pro obé jadra. Pro jadro o hmotnosti M; zavedeme
vychylku (1), a pro jadro o hmotnosti M, pak vychylku z(3),. Sousedni jiddra oznacime
T(1)s+1, T(1)s42, - - - T(1)s+p & podobné pro jaddro o hmotnosti M. Vzdalenost d nyni nebude
predstavovat vzdalenost sousednich jader, ale vzdalenost nejblizsich stejnych jader. Pak
zopakujeme postup pro jadra jediného prvku, vztah s tim rozdilem, zZe elastickou silou
na sebe nechdme plisobit jadra rtiznych hmotnosti. Odpovidajici rovnice rovnovahy sil jsou

d%x(1)s

MIT(;) - O(ZL’(Q)S + T(2)s—1 — 2%(1)5), (710)
dzx(g)s

M= = Cla@sn + 2)s = 20(2)5)- (7.11)

Opét hledame teseni ve formé superpozice postupnych vin [7.2

. . 2
rays(k,w) = Y Q(I)kel[k(“”d) 1 pro k= n=12,..., (7.12)
k

“n

nd’

L _ i[k(sd)—wt] L — QI —=1.2

r2)s(k,w) = ZQ@)ke pro —nd,n— ,2,.. .
k

Dosazenim do rovnic rovnovahy a po upravé dostavame

> @My = 20)Qquy + C(1 + e *) Qo) ¥+~ = 0, (7.13)
k
> [CO+ e )Quy + (W My — 20) Q] €=t = 0. (7.14)

k
Tyto vztahy jsou jisté splnény, jestlize pro kazdy mod plati

(WM —20)Quyk + C(1 + e ™) Quy, = 0, (7.15)
C(l + ede)Q(l)k + (W2M2 — QC)Q(Q)k = 0.

Soustava homogennich rovnic ma nenulové feseni jen za podminky nulového determinantu
soustavy [78], takze zapiSeme

90 — WM, —C [1 + e—ikd}
det = 0. (7.16)

—C {1 + eikd] 2C — wM,
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Tato podminka je splnéna pro koreny algebraické rovnice
My Mow®* — 20 (M + My)w? + 2C?(1 — cos(kd)) = 0. (7.17)
Pokud za ¢len kd dosadime hodnoty blizké nule (Obr. E[) muzeme pouzit Tayloriv rozvoj
1
cos(kd) =1 — §(kd)2 +.... (7.18)

Po dosazeni do rovnice muzeme nalézt prvni dva kofeny. Pro optickou vétev (pficné
kmity) fonont plati

Wo = chlj\zl + ]\u (7.19)

a pro akustickou vétev ziskavame

Wa = \/ Q(Ml(i%)(kd)z (7.20)

Dosadime-li za vlnovy vektor hrani¢ni hodnoty pro 1. Brillouinovu zénu (£7/d), dostdvame
dalsi dvojici kofenti

(7.21)

2C
We = 1/E. (7.22)

Nalezli jsme vSechny ¢tyti koteny. Jedna dvojice je disledkem odlisSné hmotnosti jader
(Obr. [10| vlevo), coz je vyjadieno vztahy a[7.22| Druhd dvojice reprezentuje dva ruzné
m6dy vinéni — priény a podélny (Obr. (10| vpravo).

7.3 Einsteinuv model

Fononyﬂ tedy vlastni kmity mrizky, vyznamné ovliviuji vlastnosti materidlu. Jejich spek-
trum se promita do vlastnosti, jako jsou tepelna kapacita ¢i tepelna vodivost. Praveé tepel-
nou kapacitu materialu za konstantniho objemu popisuje v klasickém priblizeni Dulonguv
— Petittuv zakon, ktery pro vzorek o N atomech nabyva tvaru

Cy = 3Nkg. (7.23)

Tento zdkon je platny pro mnoho materialti za béznych teplot. Jak bylo ukdzéano u ideal-
niho plynu [5.50, je vnitini energie takového plynu rovna 3kgT'/2. Jde o kinetickou energii
molekuly, kterd se miize nezavisle pohybovat tfemi riznymi sméry. Tudiz, na kazdy stupen

17 feckého ¢wvn — zdroj (Elovek) vytvafejici zvuk.
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podélny mod——

0 m/d!' K 0 m/d' K

Obrazek 10: Jednotlivé vétve fonont uvniti Brillouinovy zény — vlevo je znazornéna opticka
(O) a akustickd (A) vétev. Vpravo je ziejmé rozliSeni podélného a pri¢ného vinéni, sipky
miti k dvojici vétvi podélného vinéni. Zbyvaji vétve predstavuji pricné vinéni.

volnosti volné se pohybujici molekuly pripadd energie kgT'/2. V ptipadé, Ze jsou molekula
¢i atom v interakci s ostatnimi atomy, které na né ptsobi néjakym potencidlnim polem,
stejna Cast energie je vazana v tomto potencidlnim poli. Situace je stejna jako v pripadé
harmonického oscildtoru [3.15] kde je celkovéd energie rovna souctu energie kinetické a po-
tencialni. Energie ¢astice s jednim stupném volnosti v potencialnim poli je rovna kgT'. Tato
vlastnost se oznacuje jako ekviparticni teorém. Pro N atom, které maji 3 stupné volnosti
pohybu, je vnitini energie rovnaE|

U = 3NkgT. (7.24)

Tepelnou kapacitu pak ziskdme derivaci podle teploty, coz vede ke vztahu [7.23] S rozvo-
jem techniky se ovSem zacaly zkoumat materidly za nizkych teplot. Jejich chovani v oboru
nizkych teplot je vyrazné odlisné od standardnich podminek. Bylo zjisténo, ze v blizkosti
absolutni nuly klesa tepelna kapacita strmé k nule. Dulongtiv — Petittiv zakon ovsem pred-
poklada, ze konstantni mnozstvi materidlu ma neménnou tepelnou kapacitu bez ohledu na
teplotu. Az Einsteintiv model a nasledné presnéjsi model Debyetiv umoznily soulad teo-
rie a experimentu. Oba modely vysettuji materidl pomoci zndmého vztahu pro tepelnou
kapacitu za konstantniho objemu

os| _ou
or|, or

kde S, U jsou entropie a vnitfni energie materialu. Einsteintiv model je zaloZen na pted-
stave, ze material mizeme popsat jako N harmonickych oscilator, které kmitaji a jejichz

Cy=T (7.25)

)
v

2Nékdy je ekviparti¢ni teorém formulovan jen vzhledem k jednomu stupni volnosti. Materidlovy bod
mé jen tii stupné volnosti (translace v prostoru). Materidlové téleso ma obecné Sest stupni volnosti —
vedle translace jesté tri stupné rotace, napiiklad Eulerovy thly. PTi této interpretaci je mozno Dulongtv
— Petitiv zdkon chépat jako energii ¢astice (atomu, molekuly), kterd mé Sest stupiii volnosti.
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frekvence se méni s teplotou. Na zakladé fenomenologické definice predstavuje mérné teplo
[7.25] schopnost materidlu o pevném objemu V' jimat energii a uklddat ji do kmitajicich
atomil. Tuto energii pak interpretujeme jako vnitini energii materialu. Kmity atomi mo-
delujeme fonony, jejichz energie je analogicky energii harmonického oscilatoru [3.55] rovna
nasobktim hw. Analyzou fononii mtzeme urcit tepelnou kapacitu materialu.

Vyuzijeme Boseho-Einsteinova rozdéleni energii pro pripad, kde nepozadujeme
konstantni pocet ¢astic (fonont). Konstantni je jen objem systému. V tomto piipadé nere-
spektujeme podminku zachovani poc¢tu ¢éastic|5.35|a polozime p = 0. Dostavame Planckovu
rozdélovaci funkci energie harmonickych oscilatori

1
flhw) = " (7.26)
— -1
exp [ kBT]
Vnitini energie je pak ddna vztahem
3N hw
U =3N f(hw)hw = (7.27)

ex [hw] — 17
PlkpT

kde jsme respektovali tii stupné volnosti kazdého oscilatoru a zanedbali jsme energii za-

kladniho stavu fuw/2. Tento vztah nyni derivujeme podle teploty, protoze plati rovnice

takze
oU 9 e -

€
eyl
kgT €
(o] )
Nevyhodou Einsteinova modelu je vyuziti energie harmonického oscilatoru € bez presné
znalosti hodnoty této energie. Za predpokladu, ze kmity fonont jsou generovany elastickymi

(zvukovymi) vinami s fazovou rychlosti v,, 1ze frekvenci odhadnout z geometrické velikosti
telesa

pro ¢ = hw.

2mv. 2/ N s/ N
Wrin = — L= 2[ = MUY v (7.29)
a porovnat ji s Debyeovou frekvenci [7.37] nize. Analogicky Debyeové teploté ©, pouzité v
nésledujici kapitole, zavedeme Einsteinovu teplotu Og;, jako Oy, = fwgy,/kp a muzeme
porovnavat vysledky Einsteinova a Debyeova modelu.
Einsteiniiv model vysvétluje, pro¢ pri nizkych teplotach klesa tepelna kapacita k nule.
Tepelna kapacita vyjadiuje mnozstvi energie nutné ke zvyseni teploty materialu. Materi-

aly s vysokou hodnotou tepelné kapacity méni svou teplotu jen neochotné a az po dodani

126



FONONY M. Tomas

velkého mnozstvi energie. Pti teploté absolutni nuly ovsem vsechny materialy snadno ab-
sorbuji i velmi nizkou energii, aby opustily zakladni stav a zvysily tak svou teplotu. I
minimalni prispévek energie tak zvysi teplotu materidlu a zaroven i tepelnou kapacitu. Ne-
dostatkem Einsteinova modelu je explicitni zavislost na frekvenci harmonickych oscilatort.
Tak tomu v realném materidlu neni a experimenty prokazaly odchylku predpovézené te-
pelné kapacity a namétenych hodnot pri nizkych teplotach — Einsteintiv model predpovida
prudsi pokles tepelné kapacity v blizkosti absolutni nuly. Tento problém lze Tesit zavede-
nim celého spektra frekvenci oscilatort wy, coz provedl Debye. Jeho model pak popisuje
materialy za nizkych teplot presnéji a predpovidd nartist tepelné kapacity s tfeti mocninou
teploty v blizkém okoli absolutni nuly. Oba modely se za vyssich teplot (¢/kgT — 0) blizi
k Dulongovu — Petitovu zdkonu [7.23]

Einstein svij model [79] vytvoril béhem pusobeni v Curychu v roce 1907. Po jeho
odjezdu do Prahy v roce 1911 pokracoval v praci zamérené na mérné teplo krystalické
miizky Peter Debye. Navazuje na Einsteinovu praci, ktera byla ptivodné zamyslena jako
prvni priblizeni, nikoliv jako definitivni popis. Debye pak v roce 1912 konstruuje model
[80], ktery je pro popis materialii za nizkych teplot vyrazné presnéjsi. Pokusme se nyni
respektovat rozdilnost frekvenci fonont a urcit tepelnou kapacitu mrizky.

7.4 Debyeiv model

Uvazujme nyni fetizek N jader o celkové délce L, pricemz mezi jednotlivymi jadry bude
vzdélenost d a jadra odlisime indexem s. Vlnovy vektor k nemtze nabyvat libovolnych
hodnot, nybrz musi respektovat vzajemnou vzdalenost jader a jejich mozné vychylky. Pokud
uvazujeme stojaté vinéni, prvni a posledni jadro nekmita — jedna se o uzly a tyto podminky
ozna¢ujeme jako fizrni. Ostatni jadra kmitaji s vychylkou danou médem vInéni. Reseni
pohybové rovnice miizeme zapsat ve tvaru

zs = Qy, exp[—iwgt] sin(skd), (7.30)

coz koresponduje se stojatou vlnou [7.7} Stojaté vinéni vyzaduje nulové vychylky krajnich
jader. Pak ovSsem vlnovy vektor muze nabyvat jen takovych hodnot, aby byl umoznén
prubéh celych ndsobku vlny, jak je zfejmé z predpisu [7.30} Pi{pustné velikosti k jsou

_m 2m 3w (N -1

- LL’L L
Zavedeme periodické okrajové podminky, které pozaduji, aby vychylka ve vzdalenosti s - d
byla shodnd s vychylkou ve vzdalenosti (s -d + L). Uzly vychylky nastavaji v bodech
s = L/d. Ptedpokladdme tedy stejnd omezeni (podminky) na pocatku i na konci fetizku
atomit. To si lze predstavit jako stoceni Tetizku do tvaru prstence. Reseni ma tvar
postupné viny

(7.31)

s = Qrexp|—i(skd — wyt)] (7.32)
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a velikost vlnového vektoru £ nabyva novych povolenych hodnot

2r 4w 67 Nr
k_O,iL,iL,iL,u-j: 7 (7.33)
které popisuji i moznost odrazené (zpétné viny).

Periodické okrajové podminky (Bornovy — von Karmanovy podminky [81], [82]) na-
hrazuji dlouhy fetizek atomu prstencem velkého poloméru, coz fyzikalni smysl nijak nepo-
zméni. V mikroskopickych aplikacich soucasné elektroniky vsak jiz tato aproximace muze
selhat [77]. Poc¢et médi, n, v 1. Brillouinové zéné —z/d az 7 /d je roven pomérun = L/(27).
Hleddme podet moznych médi stojaté viny v prostoru vlnovych vektori o velikosti [7.33]
stejné jako v pripadé poctu stavi c¢astice [5.13, Povolené velikosti jednotlivych slozek vino-
vého vektoru jsou

2 4w 67 N
ko ky by, = 0,220 470 400 T 7.34
v L L L L ( )
a poCet m6di v objemu V' = L3 vSech pripustnych vinovych délek L, L/2, L/3,...2L/N je
Vdk,dk,dk,
AN (ng,ny,n,) = dn,dn,dn, = (2—@;’ (7.35)

Studované viny prenasi elastickou deformaci, ktera muze byt jednak podélnou vlnou, a nebo
vlnou pri¢nou. I kdyz se kazda z vIn Siti jinou rychlosti, budeme predpokladat pouze jedinou
rychlost o velikosti v, = w/k pro vSechny slozky ve vSech smérech (téleso je homogenni a
izotropni). Velikost prostoru vlnovych vektort je K = w/v, a jeho objem je roven objemu
koule o poloméru K. Souctem vsech médu (integraci vztahu v této kouli dostavame
celkovy pocet méda kmitajictho atomu v jednom sméru

3 3
N(w) = dnVw _ Vw (7.36)

3(2m)3vd 67l

Z tohoto vztahu muzeme uréit maximalni frekvenci, Debyeovu frekvenci wp, kterd pak
odpovidd maximalnimu poc¢tu fonont v objemu V' s poctem atomu (jader) N

672N
Wp = U, Wv . (7.37)

Je ztejmé, ze frekvence fononi je shora omezena touto Debyeovou frekvenci, ktera vedle
geometrického rozméru a poctu atomu zavisi na fazové rychlosti elastickych poruch (kore-
sponduje s rychlosti zvukuED. Vedle této hrani¢ni frekvence definujeme i Debyeovu teplotu

jako
hwp h 5/6m2Nv2  hu, /672N
O — - _~ p_ 7P 7.40
kg kg Vv kg v (7.40)

3F4zové rychlosti zvuku v pevném elastickém télese s elastickymi moduly K, u (vztah [2.94) jsou [83]
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kterd se pri nizké teploté (© > T') bliz{ k nekoneénu. Pro bézné teploty je Debyeova teplota
vhodna veli¢ina, kterou lze experimentalné stanovit ze specifickych tepel a nezavisle i z

elastickych konstant [7.38], [7.39]

TA

TO

—2@ *+Q = H—Q—M—LA

e —

—

Obrazek 11: M6dy dvouatomového fetizku s oznac¢enim TA (pri¢ny akusticky maéd), TO
(pfiény opticky méd) a LA (podélny akusticky méd). Cervené jsou zndzornéna atomova
jadra o hmotnosti M; a sedé odlisna jadra o hmotnosti M. Mod LA je zobrazen pouze pro
kmity monoatomického tetizku, modre jsou vyznaceny klidové polohy a Sipky naznacuji
vychylky z téchto poloh.

K+44/3
vy = \/ﬁ podélné (kompresn{) viny, (7.38)
p

Vpt = il priéné (smykové) viny. (7.39)
p

Pravé rychlost zvuku, kterda souvisi s elastickymi vlastnostmi a je dobre méfitelnou veli¢inou, dovoluje
ovérit presnost Debyeova modelu.
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K vypoctu vnitini energie je tfeba uvazovat vSechny médy (véetné dvou polarizaci pric-
nych vin) a vSechny pfipustné frekvence existujicich kmitt (fonont). Zatim jsme uvazovali
jen jednu obecnou fazovou rychlost v,, ktera je vSak definovana jako stfedni hodnota vSech
tT1 rychlosti vztahem

3 2 1
S =5 T3 (7.41)
Up Up, t Up, 1

takze reprezentuje vsechny tii typy vin. Celkovou vnitini energii ziskdme integraci pres
energie vSech modiu hw. Kazdy atom byl zatim povazovan za materidlovy bod s jednim
stupném volnosti. Avsak atom v krystalové miizce ma jisté t¥i stupné volnosti. Obecné jich
muze mit i vice — muze i rotovat. Nicméné, budeme nadale predpoklddat jen tfi stupné
volnosti (jeden podélny a dva pricné), proto bude celkova energie vSech fonont t¥ikrat vyssi
(Obr. . Vnitini energie je tedy rovna

wp 3Vh [wp w3dw
U=3 /0 N(@)f(w)d(hw) = -5 /0 l - . (7.42)
P exp | ——| — 1
kBT]

Opét jsme pouzili Planckovu rozdélovaci funkei [7.26] kterd odpovidd Boseho-Einsteinovu
rozdéleni [5.76| s nekonstantnim poctem castic. Integraci provedeme od nuly do mezni frek-
vence, tedy Debyeovy frekvence wp. P¥i substituci z = hw/(kpT) 1ze integral [7.42)s ohledem
na hwp = kg® upravit do tvaru

T4 % 3
_ 3V (kgT) / ridx (7.43)
0

2m2v3h? et — 1
Do tohoto integralu zavedeme Debyeovu teplotu a vnitini energii vyjadiime pomoci
poctu atomu, takze

3 e
T 7 23dw
U=9NksT| 5| | . 7.44

b [@1 o e*—1 ( )
Poznamenejme, ze pro zapocteni kmitt zakladniho stavu je nutné integral v rovnici
7.42| rozsitit o ¢len hw?/2. Pak je vysledny vztah pro vnitini energii tieba rozsifit o ¢len
3hN /2, ktery se ovSem na tepelné kapacité nepodili, protoze jeho derivace podle teploty je
nulova. Tepelna kapacita [7.25] pevného télesa v Debyeové piiblizeni je pak

wexn | X
_ 3Vh? /wD N P kgT _ONE T 3/? zte®dx (7.45)
Vi 2m2v3kpT? Jo hew 2 “le] Jo [e“f - 1]2. .
exp |———| — 1
kgT

Vypocet integralu ve vztahu je tabelovan naptiklad v [84] na strané 998. Pokud chceme
vysetTit material za vyssich teplot, tedy pro T > O, coz odpovida x < 1, mtizeme nahradit
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e’ — 1 =~ z. Integraci zanikne podil tretich mocnin teplot pred integralem a obdrzime
puvodn{ Dulongiv — Petitiv zékon [7.23] neboli

T %
Oy = 9Nk [@] /0 22de = 3Nkg. (7.46)
Vysetieni materidlu za nizsich teplot opét vyzaduje vypocet integralu ve vztahu Horni
integrac¢ni mez muzeme rozsirit do nekonecna, aniz by vyrazné utrpéla presnost vysledku.
Integral pak pocitame podle vzorct ziskanych rigoréznimi matematickymi postupy uvede-
nymi napiiklad v [85] ¢i v [86]. Pomoci Riemannovy zeta funkce muzeme integral aproxi-
movat a ziskdme vztah

3
Cy = 1527T4N]£B [g] : (7.47)
ktery vyjadiuje pomalejsi pokles tepelné kapacity se snizujici se teplotou, nez jak je tomu v
ptipadé Einsteinova vztahu. Navic je ziejmé, Zze Cy o< T3, coz je v souladu s experimentem.
Je vSak tfeba si uvédomit, ze Debyetv model je pouze extrapolaci mezi dvéma skutecné
spravnymi hodnotami — mezi hodnotou pro absolutni nulu a nekonec¢nou teplotou. Debye-
ova teplota je parametrem daného materialu, naptiklad jeji hodnota pro olovo je 86 K, pro
zlato 185 K a pro platinu 225 K.

Einsteintiv a Debyetiv model mtizeme mezi sebou porovnat tak, ze porovname Einstei-

novu frekvenci s frekvenci Debyeovou coZ zapiSeme jako

WEin OEin 3/ T
= = /= =0,8059. 7.48
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8. Fermiho elektronovy plyn

V poloviné 19. stoleti bylo béhem zkoumani vlastnosti kovii zjisténo, ze pomér tepelné a
elektrické vodivosti je pro rizné materialy priblizné stejny a tmérny teploté. Tento zakon
byl podle objeviteli nazvan Wiedemanniv — Franzuv zdkon [87], [88]. Pokud tepelnou
vodivost oznac¢ime A a elektrickou vodivost o, pak tento zakon mutzeme zapsat jako

A (8.1)

o

kde L je Lorenzova konstanta a T" je teplota. Univerzalnost tohoto zakona umoznujici popis
riznych materiali naznacovala, ze souvisi s néjakym hlubsim, fundamentalnéjsim popisem,
ktery byl v té dobé neznamy. Prvnim pokusem o objasnéni vlastnosti kovi byl Drudeho
model volnych elektronu [89], ktery predpokladd Maxwellovu — Boltzmannovu distribuci
energie elektronti. Elektrony jsou v kovu popsany stejné, jako by se jednalo o ¢éastice ideal-
niho plynu. Vzajemna interakce je zanedbana, dochazi pouze ke srazkam s kladnymi jadry.
Drudeho model tspésné popsal elektrickou a tepelnou vodivost, nicméné, selhal v pripadé
urceni tepelné kapacity. Az nasledné vyuziti Fermiho — Diracovy statistiky vedlo k vyrazné
piesnéjsimu popisu kovii a jejich vlastnosti. Tento posun byl zpracovan Sommerfeldeml] a
prinesl soulad s experimentdlnimi daty [91]. Konkrétni velikost Lorentzovy konstanty ve
vztahu je prave dusledek Sommerfeldovy opravy. Drudeho model selhdava také v po-
pisu magnetické susceptibility, pfesto je dobrym priblizenim a v nékterych jednoduchych
aplikacich se stale pouziva.

Drudeho model je zalozen na klasické pohybové rovnici, kterou lze zapsat ve tvaru

dv  m.
mea + T'Ud = eEezt- (82)

Tato rovnice popisuje tok elektront vlivem vnéjsiho elektrického pole F.,; a druhy ¢len na
levé strané vyjadruje tlumeni vlivem srazek elektronti o hmotnosti m. s kladnymi jadry,
pricemz vy oznacuje driftovou rychlost a 7 znaci stfedni dobu mezi srazkami. Drudeho
model tak mlcky predpoklada, ze se na elektrické vodivosti podili vSechny elektrony. Mo-
del taktéz predpokladd, ze se vsechny elektrony podili na tepelné kapacité materidlu. Jak

! Arnold Sommerfeld je autorem zndmého vyroku [90], ktery by $lo parafrazovat slovy: ,, Termodynamika
je komicky obor. Pri prunim pokusu o pochopeni zjistujete, Ze ji vibec nerozumite. Pri druhém pokusu pak
nabyvdte dojmu, Ze ji rozumite, aZ na jednu ¢i dvé oblasti. Pri tretim pokusu vite jisté, Ze ji nerozumite,
ale uz jste si zvykli, takZe vds to nijak netrdpi. “
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pozdéji uvidime, tento predpoklad vede k nesouladu. Pokud se soustfedime pouze na sta-
cionarni pripad, budeme povazovat casovou derivaci rychlosti elektronu v za nulovou a pro
driftovou rychlost tak ziskame

Vg = elEe:ct = ueEe:ct- (83)
Me

Pokud je ve vzorku n volnych elektroni s pohyblivosti oznac¢enou jako u, = er/m,, prou-
dova hustota je rovna

nexr

Je = nevg = neu Eoy = Eep (8.4)
a elektrickd vodivost bude
. 2
Je ne-T
— = . 8.5
? Eemt Me ( )

Tepelnd vodivost izotropniho télesa (predevsim tekutin) charakterizuje tok energie ¢as-
tic generovany tepelnym gradientem, jak popisuji konstitutivni vztahy a Tab. |1l Z
hlediska molekulové teorie je tepelny tok roven prenosu specifického tepla ¢astic (elektronti)
jejich tepelnym pohybem, tedy
nmerUPrlmol nmeCy

2
jo= —AVT = -2 g — 3UP7"TVT, (8.6)

kde vp,, o, T jsou nejpravdépodobnéjsi rychlost ¢astice, jeji stfedni volna draha a stredni
cas mezi dvéma srazkami; veli¢iny jsou dany Maxwellovym — Boltzmannovym rozdélenim
rychlosti Specifické teplo elektronu je pak ¢, = 3kg/(2m,). Predpokladejme gradient
teploty jen v jediném sméru, naptiklad z. Pak v kladném sméru, projde nvp, /6 ¢astic za
sekundu. Obéma sméry je ovsem pocet dvojndsobny nvp,/3. Po dosazeni do vztahu
dostavame tepelnou vodivost zptusobenou elektrony

nmec,vs, 7 nkyTT

N\ = 8.7
3 . (8.7)
Porovnanim s elektrickou vodivosti [8.5] dostavame klasickou Lorenzovu konstantu
N nk2Trm.  [(kg\®
A _ nkpTTm. (B) T, (8.8)
o ne3rme e

kterd, jak bylo zminéno vyse, neodpovidala experimentiim.

Na vodivosti se podili vSechny volné elektrony, které se fidi Pauliho vyluc¢ovacim prin-
cipem a Fermiho — Diracovo statistikou [5.72, Predpokladejme, Ze ma elektron kinetickou
energii .69 a kvantové-mechanickou povahu, tedy

_ p2 - h2k2
 2m.  2m.

e (8.9)
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Celkovy pocet elektroni v systému souvisi s Lagrangeovym multiplikatorem «, vztah
(.67, a ma tudiz piimy vztah k chemickému potencidlu p. Jak plyne z Fermiho — Diracovy
distribu¢ni funkce [5.72] vSechny elektrony maji pii teploté absolutni nuly stejnou energii
er < po, protoze plati, ze f(¢) = 1. Diky tomu mtzeme nalézt vztah mezi energif elektront
pri nulové teploté a celkovym poctem elektroniit N. Vysledkem je i relace mezi chemickym
potencidlem f a energii e5. Vypocet zacneme jako

N = /OOON(a)dez/OOOD(a)f(a)daz

s 87V V2m3ede 2927V 32
N /0 E = g M)

(8.10)

Pti odvozeni jsme vyuzili vztahu pro pocet stavil kvantové ¢astice v nekonecéné poten-
cialni jamé. Hledana energie je pak rovna

/P2 [N 2/3 (2/3) 432 [ N 2/3
5 ( ) _ ST ( ) (8.11)

T S \V v

V

a oznacujeme ji jako Fermiho energii. Fermiho energii mtizeme interpretovat i jako maxi-
malni podet moznych kvantovych stavii v prostorové butice popsané vztahy [5.7 Kazdému
elektronu ptifadime vlnovy vektor k, kterému odpovidaji dva sméry, vztahy[5.8] Pak s ohle-

2me

dem na vztah @ jsou velikosti nejvétsiho odpovidajiciho vinového vektoru ky = /ky - ky,
respektive nejvétsi hybnosti py = /Py - Py, dany vztahy

|2me
ky = ﬂ;ff, nebo p; = ./2meey. (8.12)

Pocet vSech elektront, které jsou v kouli o poloméru py, je podle vztahu [5.15 roven

8wV 4 87?V<2mesf>3/2 (8.13)

sns 1T T3 T
ktery je ekvivalentni vztahu .11} Vedle Fermiho energie 8.11] a Fermiho poloméru [8.12]
definujeme jesté Fermiho rychlost

h 4/3m2N |2e
_ — =1 8.14
v Me \% Me ( )

a analogicky Debyeové teploté [7.40] a Einsteinové teploté [7.29] zavedeme i Fermiho teplotu
jako

2V Pr
N:ﬁﬁlﬂ'/o p°dp =

@Fermi = 87]0 (815)
kg

Fermiho rychlost vy je rychlost elektronu s Fermiho energii. Driftovou rychlost vg, vystupu-
jici ve vztahu [8.3] v Drudeho modelu, muzeme polozit rovnu Fermiho rychlosti. Dusledkem
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tohoto srovnani je zjisténi, ze vnéjsi elektrické pole ma vyznamny vliv na rychlost elek-
tronu. Tudiz intenzita elektrického pole ovliviiuje energii elektronu, coz ma zasadni vliv na
vodivost.

8.1 Tepelna kapacita elektronového plynu

Tepelnou kapacitu uréime z vnitini energie elektronového plynu podle definice [7.25] Z
hustoty stavii [5.18| a pravdépodobnosti rozlozeni energie je podle obecného vztahu
vnitini energie elektronového plynu rovna

00 8V y/2m3e 1
U :/0 eD(e)f(e)de pro D(e) = — fle) = - . (8.16)
exp [ A 7’?] +1
B

Zajimé nés zména vnitini energie z hodnoty pro 7" = 0 na néjakou hodnotu 7', neboli

0 ef
AU = Uy — Uy = / eD(e) f(e)de — / eD(e)de, (8.17)

0 0
kde prvni integral predstavuje vnitini energii za teploty T a druhy integral za teploty
nulové, kdy je distribuéni funkce dédna f(¢) = 1. Rozhodujici pro velikost vnitini energie
je oblast kgT < ey. Tato podminka je splnéna predevsim pro kovy. Obvykld hustota
elektronti v kovech je N/V ~ 10?® — 10* a s ohledem na velikosti konstant &, kg, m. je
Fermiho energie v rozmezi (0,27 — 1,3) - 10718 J. Odpovidajici Fermiho teplota
je pak tadové 1 -10* K, napiiklad pro sodik je © permi = 37 700K. Celkovy pocet ¢astic je
podle vztahu |8.10| roven

N= 7@(5) £(e)de = / D(e)de. (8.18)
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Tato rovnost vyjadruje, ze pocet castic je stejny pri libovolné teploté a tedy i pri teploté
absolutni nuly. Integrace a vyzaduje vycislit?] integraly typu

o dyle)
[= / - de, (8.21)
— i
0 1
exp [ kBT] +

kde v(e) je néjaka funkce jejiz derivace jsou pravé funkce vystupujici v integralech a

, tedy /g, V2. Integral mé pak tvar

8V /2m3 T 3/ 22
U= ‘ / c de (8.22)
0 exp +1

kgT

a integral pro pocet castic je

8V /2m3 T
N-— / g\ﬁb de. (8.23)
0
exp l k:BT] +1

Konkrétni hodnoty obou integrali ziskame s vyuzitim vztahu|8.20, kam dosadime postupné
za 7' (g) funkci /2 a ve2. Vysledkem jsou findlni vztahy pro vnitin{ energii elektronového
plynu ve formé

87V /2m?2 (9 32
_ el 4 5/2 1/2 T 2 24
a pro pocet castic ve tvaru
8V /2m3 (9 R
_ e 4 32 -1/2(1. T2 | 9
5 <3M + g H (ks )) (8.25)

Ze vztahu plyne, Ze nejvice energie prijimaji elektrony, které maji energii blizko Fer-
miho energii, protoze plati kT < p = €y, takze druhy ¢len v integralu [8.20} ktery zavisi
na teploté, je velmi maly.

2K nejvétsim zméndm v integrandu integralu dochézi v okoli bodu p. Rozvineme funkci (g) do
Taylorovy fady v okoli tohoto bodu

36 = 70 + (e = ') + EE . (8.19)

Po integraci per partes v integralu [8:21] dosadime tento rozvoj a pii prijatelném zanedbani nékterych ¢lenu
typu exp[—u/kpT] integrujeme [27]. Koneény tvar integralu je

I= /0 " (e)de + %(kBT)W'(g). (8.20)
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Pro urceni tepelné kapacity je nutné vysledny vztah pro vnitini energii derivovat podle
teploty, takze

C’l:aU 8V 2m§<3/28,u i

o9vl T 1/201.2
o7, 3 o7 T 3 H (kBT)>. (8.26)

Chemicky potencial je obecné funkei U, V, N, jak plyne z fenomenologické definice
pripadné z definice [5.86] Nezndmou derivaci du/JT muzeme urcit z rovnice pro pocet
castic [8.25] tedy ze vztahu

ON ON 0
N =N(T,V,u) proV,N = konstanta, 3T + 3;1(95; = 0. (8.27)
Pak plati
i -1/2(12
op  onjor  gh URET) e 8.25)
oT  ON/ou /2 N 6u '
Dosazenim do rovnice [8.26| prechazi vztah do tvaru
83V ng 1/2]{72T 2/34 ) N —2/3
O, = r NI} e ) p2p (8.29)
3h3 3 h? 1%

p=ey

coz je finalni vztah predstavujici tepelnou kapacitu elektronového plynu. Po zavedeni Fer-
miho teploty zjistujeme, ze pti pokojové teploté je specifické teplo elektronu ve srovnani
se specifickym teplem Boltzmannova plynu [5.50| velmi nizké, jak ostatné plyne ze vztahu

1 T
Cy=-m*Nk :
: 27T B@Fermi

Napriklad pro méd je Fermiho teplota ©p..,; = 81600 K, takze specifické teplo elektronti
je priblizné jedna setina specifického tepla idealniho plynu. Vyznamny vliv mé specifické
teplo uvnitt Slunce, a nebo jesté vice uvnitt kolabujicich hvézd (bilych trpasliku), kde je
Fermiho teplota, diky vysoké hustoté degenerovaného elektronového plynu, fadové 3-10° K.

Pripomenme, ze stavy s Fermiho energii tvori ve fazovém prostoru kouli. Povrch této
koule je oznacovan jako Fermiho plocha a tvar koule je typicky pouze pro neinteragujici
elektrony, které se chovaji jako idealni plyn. Pokud ovsem uvazujeme realny material, do
popisu vstupuji dalsi vlivy, které deformuji povrch koule do mnohem komplexnéjsiho tvaru.
Realny tvar Fermiho plochy je pak dan krystalickou strukturou.

(8.30)

8.2 Pasova struktura

Pro popis pasové struktury vyuzivame dva pristupy
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1. Model témér volnych elektronti — tento pristup vyuziva Blochovy funkce (poprvé
pouzity Floquetem [92]) a predpokldda neinteragujici elektrony. Elektrony interaguji
pouze s jadry, coz vede ke vzniku povolenych a zakazanych past.

2. Model tésné vazanych elektront — tento popis predpoklada elektrony v tésné blizkosti
jader.

Samotny vznik energetického pasu je dan velkym mnozstvim energetickych hladin v
tésné blizkosti, takze tvori siroky spojity pas. Zatimco se pas vyskytuje v urcitém konec-
ném rozsahu energii, pocet jednotlivych hladin (orbitalil) muzeme povazovat za nekonecny.
Osamocené atomy pasy netvori, pokud je ovSem velké mnozstvi atomt v tésné blizkosti,
dochazi k degeneraci — rozstépeni energetickych hladin do formy past. Pavodné ostra hla-
dina se tak stépi podle poctu valenc¢nich elektronii a vzhledem k obrovskému poctu téchto
¢astic (~ 10% v jediném molu) vznikd kontinudlni pas. Elektrony jsou navic delokalizovany,
protoze nékteré pasy prislusi vsem jadrim.

Vyjdeme z energie volného elektronu Energetické spektrum volného elektronu je
spojité a odpovidajici vinovy vektor mize mit libovolnou vlnovou délku. V pripadé kovi
je ovSem elektron podroben puisobeni elektrického potencidlu jader. Jadra se v krystalické
miizce vyskytuji s periodou, prostiedi tedy oznacujeme jako periodicky potencial. Pak
ovsem dochézi ke zméné povolenych stavii a vzniku zakazaného pasu, ve kterém neexistuje
reSeni Schrodingerovy rovnice. To znamena, zZe elektron se v daném pasu vyskytuje s nu-
lovou pravdépodobnosti. Energetické spektrum zméni svou strukturu, jak je naznaceno na

Obr. 12
3 &
povolené stavy

\, zakazané stavy

N

e

ka/m ' ka/m

Obrazek 12: Energetické spektrum volného elektronu (vlevo) a elektronu v periodickém
potencidlu (vpravo).

V piipadé vnéjsiho elektrického pole o velikosti E ziska elektron pii pohybu (posunem
o vzdalenost dz) dodatecnou energii

d
dep = eEdx, pro eFE = me%, (8.31)
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kde uvazujeme pouze vnéjsi elektrickou silu, ktera je v rovnovaze se silou setrvacnou my.
Energie se pri vinovych procesech (tedy i v kvantové mechanice) prendsi grupovou rychlosti,
ktera je definovana jako

d d
Vg = dil:’ s ohledem na 3.8 v, = % (8.32)

Ve vztahu je energie ¢astice oznacena jako F, takze e = hw. Dodatecna energie
se projevi existenci gradientu energetické plochy, jak je patrné po dosazeni do vztahu |8.32

d€E
dep = eEv,dt = eE@dt. (8.33)

Ztejmy je vyznamny vliv vinovych délek, jejichz velikost je disledkem elektrického poten-
cidlu krystalové mrizky. Jesté dilezitéjsi je silové ptusobeni tohoto potencialu na elektron,
jehoz disledkem je dodatecné zrychleni. Zrychleni je rovno casové derivaci grupové rych-
losti a podle [8.32] je rovno

dv, _ d%ep dk
dt — h(dk)2dt’

Uvazime-li opét kvantové-mechanickou povahu procesu, tedy p = m.v, = hk (vztah ,
lze zrychleni elektronu vyjadrit jako

(8.34)

. 1d2€Edk . 1 d2€E

’Ug = ﬁ de E = ﬁide mei)g. (835)
Po upravé dostavame pro hmotnost elektronu vztah
LW

me =M = E, (836)
dk?

kterou oznacujeme jako efektivni hmotnost a znac¢ime m*. Efektivni hmotnost je odlisna
od klidové hmotnosti a patii mezi klicové parametry elektronu v periodickém potencidlu.
Pro volny elektron je efektivni a klidovd hmotnost shodna. Rozhodujici je druhéd derivace
(kfivost) energetické plochy v prostoru vinovych vektort (vinovych délek). Je-li kiivost
zaporna, jde o lokalni maximum energie a elektron je v tomto stavu nestabilni, coz se jevi
jako stav se zapornou hmotou. Jde o stav s chybéjicim elektronem — takzvanou diru. Tento
koncept umoznuje elegantni popis polovodicii.
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9. Mikroskopicka struktura materiala

Tato kapitola je zamérena na vnitini strukturu materidlii. Vétsina kapitoly pojednava o
krystalickych latkach a jejich periodicky usporadané strukture. S poznatky z této kapitoly
se setkavame v oblasti katalytickych vrstev pro palivové ¢lanky. Katalyticky material tvori
obvykle kovova zrnka a jejich presnd struktura muze hrat vyznamnou roli ptfi pripadné
aplikaci (prikladem mohou byt studie [93] a [94]).

Pri pohledu na pevné latky mizeme dojit k predstave, ze se jedna o spojitd kontinua.
Takova predstava je mylna a mnoho experimenti dokazuje, Zze pevné latky jsou tvoreny
diskrétnimi jednotkami — atomy. V pripadé pevnych latek mizeme mimo jiné pozorovat
periodicky se opakujici atomérni struktury. Toto opakovani vede k translacni symetrii,
kdy posunem o miizkovou vzdélenost (mfizkovou konstantu) nedochézi ke zméné okoli
mysleného bodu. Pravidelné se opakujici struktura vede k mnoha dilezitym vlastnostem
pevnych latek a pro télesa vykazujici tuto strukturu se vzilo oznaceni krystal. Idealni krys-
tal je nekonecnym opakovanim jedné zakladni struktury. Je ziejmé, ze redlné takovy krystal
nemuze existovat. V kazdém realném krystalu dochazi ke kmittim atomu a jejich vychyleni
z rovnovaznych poloh. Tyto vychylky vedou napriklad ke zvyseni elektrického odporu kovii
pri zvysujici se teploté. Kazdy realny krystal navic obsahuje necistoty, které pravidelnou
strukturu narusuji. Takové strukturdlni poruchy (perturbace) vedou k mnoha zvlastnim
vlastnostem pevnych latek a vyuzivaji se napriklad v polovodicich. Prestoze nelze vytvorit
idealni krystal, v nékterych pripadech lze vliv teploty a poruch povazovat za minimélni a
pro praktické ucely zanedbatelny. Nékteré latky nevykazuji pravidelné se opakujici struk-
turu a pak mluvime o amorfnich latkach.

Strukturou pevnych latek se zabyva krystalografie [95]. Pomoci mnoha typt metod jsme
schopni urcit rozlozeni ¢astic v pevné latce a najit pripadny opakujici se vzor. Z téchto peri-
odickych struktur vyplyva symetrie, kterou mizeme sledovat napriklad u difrakce paprsku
rentgenového zareni na krystalu. Symetrie krystalu méa dalekosahlé dusledky a determinuje
jeho fyzikélni i chemické vlastnosti [96]. Teoreticky popis struktury pevnych latek spociva v
zobecnéni nékterych klicovych vztahi kvantové mechaniky [97]. Diky tomuto teoretickému
postupu je mozné predikovat vlastnosti molekul pred jejich vlastni syntézou [98]. Déle je
tento postup vyhodny k vysvétleni vlastnosti znamych molekul — elektronovou strukturu,
polarizovatelnost, tvary spekter, slucovaci entalpii, dipélovy moment a podobné. Obvykle
se tento teoreticky postup aplikuje na molekuly, ale je mozné jej vyuzit i pro nanostruktury
(naptiklad uhlikové nanotrubicky).
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9.1 Amorfni latky

Latky nevykazujici pravidelnou strukturu byly dlouhou dobu mirné opomijeny. V posled-
nich letech ale mizeme pozorovat zvyseny zajem o amorfni latky, a to z divodu jejich
vyuziti jako polovodi¢i. Obecné plati, ze tyto materidly nevykazuji zadnou pravidelnou
krystalickou strukturu a jejich zakladni prvky jsou usporadany nahodile. Podobné uspo-
radani muzeme pozorovat u kapalin. Vyznamnym rozdilem mezi kapalinami a amorfnimi
latkami je pohyblivost ionti materidlem. U kapalin 1ze sledovat volny pohyb atomt, za-
timco u amorfnich latek ztstavaji atomy nepohyblivé, nahodné rozmisténé v materialu.

Prekvapivé muzeme pozorovat jisty typ usporadani i u kapalin [99]. Lze ukazat, ze v
okoli referencniho atomu zustava priblizné konstantni pocet nejblizsich sousednich atomii.
Tento pocet nejblizsich sousednich atomt samoziejmé fluktuuje kolem stfedni hodnoty. Je
také tfeba poznamenat, ze dlouhodobé konstantni pocet nejblizsich sousednich atomu plati
pouze pro blizké okoli referenéniho atomu. Se zvétsujici se vzdalenosti se tento pocet stava
rychle tmérnym makroskopické koncentraci c,, definované jako stredni pocet atomu v jed-
notce objemu (Obr. (L3 vpravo). To je v ostrém rozporu s klasickou krystalovou strukturou,
ktera si zachovava predvidatelnost i na velké vzdalenosti.

Uvazujme nyni referen¢ni atom rtuti v kapalné fazi. Predstavme si dvé kruznice se
sttedem v tomto atomu a o rozdilnych polomérech. Stted mezikruzi oznacme r a vzdalenost
kruznic (tloustku mezikruzi) popiseme jako Ar (Obr. 13| vlevo).

c(r)

Obrazek 13: Referencéni atom s uvazovanym mezikruzim (vlevo) a pocet ¢astic v okoli
referenéniho atomu v zavislosti na vzdélenosti (vpravo).

Pokud situaci zobecnime ve trech rozmeérech, pro pocet atomii uvnitt kulové slupky
muzeme zapsat vztah

AN(r) = c(r)dmr?Ar, (9.1)

kde AN(r) oznacuje pocet atomu uvnitr slupky a ¢(r) oznacuje aktualni koncentraci. Vztah
pro objem slupky 47r?Ar je zjednoduSeny a plati pro vyznamné rozdilnd r a Ar. Rent-
genova difrakce provedena u vzorku kapalné rtuti vede ke zjisténi, ze nejvétsi koncentrace
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atomu je v blizkém okoli referencniho atomu. Se vzrustajici vzdalenosti se pocet atomu
uvnitt slupky bliz konstantni hodnoté. Hlavni vrchol v pribéhu znédzornéném na Obr. [13]
je zplusoben meziatomarnimi silami — sousedni atomy jsou pritahovany referenénim ato-
mem.

Mezi amorfni latky patti naptiklad sklo, parafin a dalsi druhy voski. Nékdy 1ze amorfni
latku vytvorit rizené, i kdyz se bézné tato latka vyskytuje s typickou atomérni struktu-
rou. Obvykle se vyuziva rychlé ochlazeni taveniny, kde atomy nestac¢i usednout do pozic
odpovidajicich krystalické strukture.

Existuji i amorfni formy ledu, ktery se na Zemi vyskytuje prevazné v hexagonalni struk-
tute (Obr. a méné casto v kubické struktufe. Nechdme-li vsak velmi pomalu usazovat
molekuly vody na povrch vhodného materialu za teplot okolo 120 K, ziskany led ztrati
pravidelné usporadani ve velkych vzdédlenostech — jedna se tedy o amorfni material. Tyto
podminky musime na Zemi uméle vytvaret v laboratori, ale ve volném prostoru vesmiru
jsou snadno splnény. Predpokladame tedy, Ze amorfni forma ledu patii mezi nejbéznéjsi
formy vody ve vesmiru.

Lo

Obréazek 14: Hexagonalni struktura bézného ledu Th. Cervené jsou naznaceny atomy kys-
liku, bile atomy vodiku.

9.2 Symetrie krystalu

Symetrie hraji zasadni roli pti teoretickém popisu materialii, jakym je polymerni mem-
bréana typu Nafion [I00]. Protoze je krystal opakujici se struktura usporddana do velkych
vzdélenosti, uplatiiuje se pfi vySettovani struktury teorie grup [I01]. Tato teorie se pouziva
k popisu symetrii prislusnych danému krystalu a ovliviiujicich vyznamné jeho vlastnosti
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[102], [103]. Teorie je zalozena na ¢tyfech zakladnich postulatech. Predpokladejme grupu
A a jeji prvky A ={a,b,c,---}. Prvky grupy lze mezi sebou kombinovat pomoci grupové
operace *. Aby prvky mohly tvorit grupu, musi byt splnény nésledujici postulaty.

1. Uzavrenost grupy

Pro libovolny prvek musi platit (% oznacuje grupové nasobeni)

axbe A (9.2)

2. Asociativni zdkon

Pro libovolné prvky musi platit asociativni zakon

ax(bxc)=(axb)x*c. (9.3)

3. Existence identity

Lze najit jednotkovy (neutralni) prvek F (identita), pri¢emz pro libovolny prvek a
plati

axE=Exa=a. (9.4)

4. Existence inverzniho prvku

K libovolnému prvku a grupy A lze najit inverzni prvek a=! a plati

axa'=a'lxa=E. (9.5)

Pocet prvka grupy urcuje rad grupy. Grupa se sesti prvky je grupou sestého radu. V
dalsim textu je pro grupové nasobeni vynechan symbol *. VySe zminéné vlastnosti grup lze
ukazat na jednoduchém piikladu [104], my se soustfedime na vyuziti poznatki pro popis
¢tverce. Predpokladejme ctverec s vrcholy A, B, C a D. V tomto ¢tverci uvazujme osu Oy,
ktera je kolmé na rovinu, ve které se ¢tverec nachazi, jak je znézornéno na obrazku (Obr.
IE)

Nyni zavedme prvky grupy aq, as, as, as a as, coz budou rotace o 0°, 90°, 180°, 270° a
360° okolo osy Og. Pokud je grupa uzaviena, postupné provedeni vSech operaci grupy vede
opét k operaci grupy. Toto zapiSeme do takzvané multiplikacni tabulky, Tab. [3|

Jak plisobi jednotlivé prvky grupy na zkoumany objekt, zjistime snadno z pohybu
vrcholit vyse popsaného ¢tverce. V prvni zavorce bude uvedeno ptivodni potradi vrcholl a
druha zavorka ukaze aktualni pozici po provedeni operace.

a1 = (A,B,C,D)— (A,B,C,D) ay=(A,B,C,D)— (B,C,D,A)  (9.6)
as (A,B,C,D) — (C,D,A,B) as=(A,B,C,D) — (D, A,B,C)
as = (A,B,C,D)— (A,B,C,D)
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A B

Obrazek 15: Ctverec s vyznacenym bodem, kterym prochdzi osa Oy (priisecik thlopiicek).
Podél této osy bude ¢tverec rotovat.

a; | Gz | Az | A4 | Qs

aq aq a9 as ay as

az | G2 | A3 | A4 | Q3 | Q1

as as ay aq ay as

Qg | Gg | Q1 | A2 | A3 | Q4

as | G5 | Az | A3 | G4 | QG5

Tabulka 3: Multiplika¢ni tabulka.

Vysetiime nyni provedeni operace a4 a nasledné as, coz podle multiplikac¢ni tabulky vede
k prvku a;.

A B C DI|A B C D A B C
o

aa =4 L 4 L4 4L =

D
L=
D A B C||B C D A A B C D

Operace zac¢ind u prvku as, ktery zméni potradi vrcholi z A, B, C, D na B, C, D, A a
pro tyto vrcholy se hledd zména u prvku ay. Tedy napiiklad (naznaceno dvojitou Sipkou),
vrchol D se u prvku as zméni na vrchol A a pro vrchol A se v prvku a4 nalezne zména
zpét na vrchol D. Postupné provedeni operaci vede k prvku a;. U dalsich operaci budeme
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.....

vvvvvv

metrie. Uvazujme nyni vektory vy, va, vz a celd ¢isla ¢, ¢y a c3. U idedlniho krystalu se
translacni symetrie projevuje existenci trojice linearné nezavislych vektort, které pri prove-
deni translace vyc; +vacy+v3c3 povedou k bodu ekvivalentnimu k pocatec¢nimu bodu. Vek-
tory vy, v2 a vz nazyvame bdzovymi vektory. Pomoci téchto vektori mizeme urcit objem
V = vy (vg X v3), ktery se oznacuje jako primitioni burika. A pravé primitivnimi bunkami
1ze vyplnit cely objem krystalu beze zbytku. Soubor vSech translaci T' = vy¢; +vaco +v3C3
je grupa symetrii.

Pokud se po provedeni operace dostaneme do ekvivalentniho bodu, mluvime o operaci
symetrie. Kromé translace mizeme podobné transformovat krystal pomoci zrcadleni ¢i ro-
tace. Tyto operace oznacujeme jako bodové, protoze po provedeni operace symetrie zlistava
minimalné jeden bod nezménén.

Krystal je tedy tvoren geometricky ekvivalentnimi primitivnimi bunkami, jejichz tvar
je dan transla¢nimi vektory. Vrcholy bunék se nazyvaji mrizkové body a bunky jako celek
tvorl mrizku. Jedna se vsSak pouze o matematickou abstrakci, kterd k tplnému popisu
vyzaduje rozsiteni o takzvanou bdzi. Tato baze je atom nebo soubor atomi prislusejici
danému mfizkovému bodu. Atomy nemusi nutné byt primo v mrizkovém bodu. Krystalova
struktura je tedy tvorena nejen mrizkou, ale i bazi.

Rotaé¢ni symetrie se obvykle znac¢i symbolem C,,, kde n oznacuje rad rotace (tedy otoceni
o thel 27 /n). Identitu nalezneme snadno

(C)"=C1=E, (9.7)

kde E je jednotkovy prvek, takze se jednd o pretoceni prvku do ptivodni polohy. Dalsim
typem symetrie je zrcadleni, kdy osou symetrie je plocha. Tuto operaci zna¢ime o a plati,
7e 02 = E. Kombinaci rotace a zrcadlen{ ziskdvame symetrii, kdy oto¢enim o thel 27/n
a zrcadlenim pres plochu kolmou k ose rotace je mrizka opét prevedena v sebe samu.
Zavedeme jesté operaci inverze, kdy se mrizka prevadi pres bod, ktery pro jednoduchost
budeme povazovat za pocatek kartézského souradnicového systému. Uvazujeme-li funkei
f(z,y, 2), pak inverzi definujeme jako

If(:c,y, Z) = f(—CC, Y, —Z) (98)

a pocatek souradnic je tedy stfed symetrie. Oznac¢ime rotacéni zrcadleni n—tého radu jako
S, a zrcadleni pres plochu kolmou k ose rotace jako oy,. Jak bylo uvedeno, je-li rotace o
tihel déna predpisem C,, = 27 /n, lze snadno ukazat, ze

Sp = Cpop, (9.9)
napriklad

SQ = CgO'h = I, (910)

coz znamena, ze rotacni zrcadleni druhého tadu je totozné s inverzi.
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Jako priklad souboru bodovych operaci symetrie vysetfime situaci v pripadé jednoduché
krychle s o¢fslovanymi vrcholy (Obr. [16).

2 3
1 4/ b
6 7
a
5 8

Obrazek 16: Krychle s ocislovanymi vrcholy a vyznacenymi body a a b ve stfedech dvou
hran.

Rotac¢ni symetrii mizeme snadno nalézt. Osu rotace druhého fadu vedeme stiedy ploch

(1,4,8,5) a (2,3,7,6). Symetrie Cy pak muZe byt zapséna jako

123456738
8 76 54 3 21

Cy =

Pozorny ¢tenar lehce nalezne dvé dalsi osy vykazujici vlastnosti osy rotace druhého radu.
Matematicky lze odvodit, ze tyto osy patti do rozsdhlejsi grupy O, obsahujici 48 operaci

Vvev

Samoziejmosti je prevedeni krychle v sebe samu, tedy vysledek operaci je opét krychle ve
stejné poloze, pouze se zméni oznaceni vrcholi. Osu rotace druhého fadu mizeme vést i
body a, b a téchto rota¢nich symetrii je celkem 6. Dale lze urcit 6 ¢tyrcetnych rotaci ve
tride

123456 78

4 3 78126 5

Jednd se tedy o rotaci o 2w/4 = 90°. Stejnym zpusobem lze nalézt 8 rotaci tretitho fadu
(2m/3) okolo télesové thlopricky. Touto uvahou jsme ziskali 14+-3+6-+6+8=24 elementi
grupy bodovych symetrii. Pokud bychom uvazovali 24 produkti téchto operaci a nasledné

VVev

byt zapsana jako

12345678
7856 3412
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Nyni se dostavame k zrcadleni (rotace a néaslednd inverze), které zapiseme jako

c 123456781 2345678
2:
7856 3412 (87654321

neboli

12345 6 78
[CQZ = Oh,
21436 587

pricemz pri vypoctu se postupuje stejné jako v pripadé operaci asas v predchozi ¢asti této
kapitoly.

Zvlastnim typem symetrie je takzvana sroubovita symetrie, kterd je definovana jako
rotace o thel a nasledna translace podél osy rovnobézné s osou rotace. V prirodé mizeme
nalézt i klouzavou (skluzovou) symetrii, kterd spoéiva v zrcadleni pres plochu a soucasné
translaci.

Krystaly nemaji péticetné osy symetrie. Mizeme najit dvojcetné, trojcetné, c¢tyréetné
a SestiCetné osy symetrie. Samoziejmosti je i ,jednocetna“ osa symetrie. Cisté krystaly
péticetnou osu nevykazuji a teorie tuto osu zakazuje. Zvlastni druh intermetalickych slitin
— kvazikrystaly — vSak vykazuji symetrii dvacetisténu, ktery ma péticetnou osu symetrie.
Ve velmi specidlnich ptripadech tedy toto pravidlo neplati.

V redlnych krystalech se setkdvame pouze s 32 bodovymi grupami. Jednotlivé stavebni
prvky krystalu lze usporadat do opakujicich se rovnobéznostént. Tyto rovnobéznostény se
nazjvaji Bravaisovy miizky a lze jich sestrojit celkem 14 (Priloha [A]). Jejich pocet je pravé
disledkem 32 dovolenych bodovych grup. Pokud k 14 Bravaisovym miizkam pritadime i
prislusné baze, ziskavame 230 moznych prostorovych grup. Jednotlivé Bravaisovy mrizky
jsou uvedeny v nasledujicim vycétu.

1. Triklinicka
2. Monoklinicka — prosta, bazalné centrovana

3. Ortorombicka — prostd, bazalné centrovana, plosné centrovand, prostorové centro-
vana

4. Tetragonalni — prostd, prostorové centrovand
5. Kubicka — prosté (pouze polonium), plosné centrovand, prostorové centrovana
6. Hexagonalni

7. Trigonalni (romboedricka)
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9.3 Oznaceni grup — mezinarodni a Schoenfliesova no-
tace

Zavedeme mezinarodni notaci, kde f oznacCuje grupu f—cetnych os rotace. Dvojcetna osa
rotace Cy se tedy zméni na pouhy symbol 2 a znaéi otoceni o thel 27/2 = 7. Pruhem f
ozna¢ime inverzi a pak 2 znaéi rotaci o m nasledovanou inverzi. Déle zavedeme symbol f,,,
ktery bude znacit rotacni osu s rovnobéznou osou (plochou) zrcadleni — rovinu soumérnosti.
Symbol f/m znaci rotaéni osu s kolmou rovinou soumeérnosti. Tti prostorové osy z, y, z ndm
omezuji notaci do téchto zakladnich smérta. Pozice symbolu tedy zachovava toto prostorové
usporadani. Oznaceni 432 tak znamena pritomnost ¢tyicetné rotacni osy ve sméru osy
x, trojéetné ve sméru osy y a dvojcetné ve sméru osy z. Lomitko je mozné vyuzit pro
zapis kolmé a rovnobézné roviny soumérnosti dvojim zpiisobem. Rotac¢ni osa s kolmou a
rovnobéznou rovinou soumeérnosti se pak zna¢i f/mm nebo (f/m)m. V nasledujici tabulce
(Tab. 4] jsou uvedeny vSechny bodové grupy podle mezindrodni notace i véetné prislusnych
Schoenfliesovych symbolu [105], se kterymi se mizeme setkat v literatute [106].

Schoenfliesovy symboly vyuzivaji oznaceni symetrii nékterych mnohostént. Symbol C),
znaci cyklickou grupu s n—Cetnou rotacni osou. Pokud je ve spodnim indexu h nebo v,
jednd se o n—Cetnou rotacni osu s horizontélni respektive vertikalni rovinou symetrie (Cp,
Cw). Symbolem S,, oznacujeme n—¢etnou rotacné-reflexni osu, symbolem C,,; pak n—¢etnou
rotacné—inverzni osu. Dalsi symboly pak oznacuji dihedralni grupu (D; — spodni index
d vyjadiuje existenci diagonalni roviny symetrie), tetrahedrdlni grupu (7), oktahedralni
grupu (O) a ikosaedralni grupu (1 )EI V teoretické fyzice se Casto vyuziva grup oznacujicich
vSechny mozné rotace v tfirozmérném prostoru (K) a vsSechny mozné rotace s kolmou
rovinou soumérnosti (K h)EI Tyto grupy se zna¢i v prvém piipadé jako SO(3) (specialni
ortogondlni grupa) a v druhém piipadé jako O(3) (ortogondlni grupa).

4

9.4 Koordinacni cislo, koeficient zaplnéni, Millerovy
indexy

Pti rozmisténi atomti do Bravaisovy mrizky ziskame nékolik unikatnich konstant, které nam
umozni ziskat lepsi predstavu o dané struktute. Nejprve urc¢ime maximalni zaplnéni objemu
mrizky tuhymi koulemi. Pomér mezi prazdnym objemem a objemem maximélné zaplnénym
udava koeficient zaplnéni. Vyznamnym atributem mrizky je koordinacni cislo udéavajici
pocet nejblizsich sousednich atomu v okoli vysettovaného atomu. Nésledujici tabulka (Tab.
5) shrnuje koeficient zaplnéni a koordinacni ¢éislo pro kubickou miizku prostou (simple
cubic — sc), plosné centrovanou (face centered cubic — fcc), prostorové centrovanou (body
centered cubic — bee), pro strukturu diamantu a pro nejuspornéjsi usporadani atomu hcp
(hexzagonal close packet — Sesterecné nejtésnéjsi usporadani). Spolecné s kubickou plosné
centrovanou strukturou fec (Obr. umoznuje hep umisténi tuhych kouli do objemu tak,

I P¥ipomeiime, Ze ikosaedr je dvacetistén.
27 némeckého Kugel — koule.
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Mrizka Mezinarodni notace Schoenfliesova notace
Triklinicka 1 Cy
1 C;
Monoklinicka 2 Cy
m Clh
(2/m) Con
Ortorombicka 222 D,
2mm Do,
(2/m)(2/m)(2/m) Doy,
Tetragonalni 4 Cy
4 Sy
(4/m) Can
422 D,
dmm Cly
ZLZm ng
(4/m)(2/m)(2/m) Dy,
Kubicka 23 T
(2/m)3 Ty
432 O
Zl3m Td
(4/m)(3)(2/m) On
Trigonalni 3 Cs
3 Cs;i
32 Ds
3m Ds,
3(2/m) Dsq
Hexagonalni 6 Cs
6 Csp,
(6/m) Ch
622 Dsg
6mm Cew
6m?2 D3y,
(6/m)(2/m)(2/m) Der,

Tabulka 4: Bodové grupy pro prislusné Bravaisovy mftizky.

Ze se minimalizuje nevyuzity prostOIﬂ. Obé tyto struktury tak oznacujeme jako struktury

3Dané rozmisténi je dobfe zndmo z dob, kdy bylo potfeba uspoiadat délové koule tak, aby zabiraly co
nejméné prostoru. Intuitivné toto velice komplikované Teseni nalezl Johannes Kepler.
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nejtésnéjsiho usporadani.

Pro snadnéjsi urceni krystalickych rovin se vyuziva Millerovych indext. Rovinu po-
piSeme trojici cisel, které odpovidaji souradnicim z,y, z — tedy vzdalenosti od pocatku.
Zaporné souradnice znac¢ime pruhem nad danym ¢islem. Pro ziskani Millerova indexu po-
stupujeme nasledovné. Urc¢ime vzdalenost od pocatku ve vsech smérech souradnicovych os
a uzijeme prevracenych hodnot. Reknéme tedy, Ze vzdalenost ve sméru osy « je (3,0,0), u
osy y (0,1,0) auosy z (0,0,1). Tyto t¥i body ndm uréuji uvazovanou rovinu, coz zapiseme
jako (3,1,1). Prevracené hodnoty pak jsou (1/3,1,1). V nasledujicim kroku zjistime tii
celd ¢isla ve stejném poméru, jakou jsou prevracené hodnoty. Zjevné se jedna o (1,3,3)
a pravé tuto trojici oznacujeme jako Millerovy indexy. Tyto indexy hraji klicovou roli v
urceni struktury kovi pouzivanych jako katalytické vrstvy v palivovych ¢lancich (Pfiloha

A).

Obrézek 17: Struktura fcc u kuchynské soli.

9.5 Poruchy krystalické struktury
Idealni krystalickou mfizku s nekone¢nym opakovanim zakladni bunky v prirodé nenalez-

neme. Stejné tak redlné krystaly nemaji idedlni strukturu a v kazdém se vyskytuji poruchy.
Tyto poruchy mohou nezadoucim zptisobem ovliviiovat vlastnosti materialu. Jindy ovsem
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Struktura Koeficient zaplnéni Koordinacni c¢islo
hep (Ti, Mg, Be, .. .) 0, 740 12
fee (Ag,Cu, Pt,...) 0,740 12
bee (Fe, Cr, Mo, . . .) 0,680 8
sc (pouze Po) 0,524 6
diamant 0, 340 4

Tabulka 5: Koeficient zaplnéni a koordinacni ¢islo vybranych struktur.

mohou poruchy dany material ovlivnit pozitivnim zplisobem, a tak je jejich pritomnost
v hojné poctu vyhledédvana. V teoretickém popisu jsme se soustfedili na krystal, ktery
je tvoren mnohonasobnym opakovanim zakladni bunky. Takovy krystal oznacujeme jako
monokrystal. Castd je vSak piftomnost mnoha monokrystalti — zrn — s rozdilnymi orien-
tacemi zakladnich mtizkovych vektorti, pak hovorime o polykrystalu. Zrna jsou oddélena
hranicemi, které jiz samy o sobé tvori poruchu. Dalsi poruchu tvori rozdilné natoceni zrn
a poruchy nalezneme i ve struktufe zrn. Je tedy zfejmé, Ze poruchy musime rozdeélit do
nékolika kategorii.

9.5.1 Bodové poruchy

Bodové poruchy (Obr. jsou obecné charakterizovany jako neperiodickd modifikace po-
sloupnosti atomii krystalické mrizky. V misté, kde by mél byt atom materialu, je prazdné
misto ¢i atom odlisny. Téz se vyskytuje porucha ve formé nadbytecného atomu, ktery se
usadi do mist mimo krystalickou mtizku. Pokud atom v mrizkovém bodé chybi, mluvime
o wvakanci. Je-li v mfizkovém bodé atom odlisSného prvku, oznacujeme tento atom jako
substitucni atom. Atom usazeny mimo mrizkovy bod pak oznacujeme jako intersticidlni
atom nebo jako Frenkelovu poruchu. V kovech se jako intersticidlni atom vyskytuje pouze
vodik, bor, uhlik, dusik a kyslik. Obecné lze bodové poruchy primo pozorovat jen obtizneé,
pri jejich studiu se tedy sleduje predevsim vysledny vliv na vlastnosti materialu. Napri-
klad substitu¢ni atomy hraji velmi vyznamnou roli v polovodicich. Jejich koncentrace pak
souvisi s poctem elektront a dér, coz urcuje vlastnosti daného materialu a jeho potencialni
aplikace.

Koncentrace vakanci silné zavisi na teploté. Jejich pocet se s teplotou méni a zdrojem
vakanci jsou hranice zrn ¢i povrch materidlu. Pokud se v téchto oblastech vytvori vakance,
atomy uvniti materidlu maji tendenci vakanci zaplnit. Tim se vSak vakance presouva naptic
materidlem. Vakance tak nemusi byt statickou poruchou a jeji poloha se méni. Vznik a vyvoj
populace n vakanci souvisi s ibytkem volné energie krystalu, AF', ktery je dusledkem zmény
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Obréazek 18: Schematicky znazornéné poruchy v materialech a) vakance, b) intersticidlni
atom, c¢) substituéni atom, d) dislokace.

entropie krystalu, S, zpusobené piitomnosti vakanci. Situaci muzeme popsat jako [107]

AF =nU —T(S +nS"), (9.11)

kde ptirtstek entropie S’ vyjadiuje vliv vakance na sousedni atomy a jejich vibra¢ni pohyb.
U latek tvorenych ionty je mozné, ze dochazi k odlisnému pohybu aniontti a kationtii. Tento
pohyb iontia — Schottkyho porucha — vede ke vzniku elektrického pole uvniti krystalu.

Pokud atom opusti svou pozici, mize se vklinit mezi ostatni atomy ve formé intersti-
cidlnitho atomu. Pak vznika vakance a intersticialni atom zaroven. Tento proces je mozné
uméle vyvolat ozarenim latky fotony ~ ¢i ostfelovanim materidlu neutrony nebo elektrony.
Céstice interagujici s materidlem mohou vyrazit atomy z jejich pozic a timto zptisobem
tedy vznikaji poruchy. Castice maji riiznou penetracni hloubku, poruchy tak lze primarné
tvorit na povrchu materidlu ¢i v jeho objemu.

9.5.2 Carové poruchy

V redlném krystalu se setkdvame i s rozsahlejsim typem poruchy. Jednotlivé atomy v krys-
talické mrtizce tvori dlouhé tetizky, které mohou byt nenadale ukonceny. Namisto rovno-
béznych tetizkl se tak vznikla porucha v materidlu zapliuje riznym stocenim fad atomi,
jak je znazornéno na obrazku Tyto poruchy se oznacuji jako dislokace. K charakte-
rizaci dislokaci vyuzivime Burgesova vektoru [10§], ktery konstruujeme pomoci myslené
uzaviené smycky (Obr. [L9).
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Obrézek 19: Uzaviena smycka s dislokaci (vlevo) a bez dislokace (vpravo). Burgesuv vektor
je znazornén cervene.

Béhem tvorby smycky pocitame kroky nutné k uzavieni smycky a zménu sméru zna-
¢ime pismenem. Na obrazku [19]je vlevo zndzornéna smycka vyzadujici urcity pocet krokt
k uzavreni a zahrnujici dislokaci. V pravé c¢asti obrazku je pak mrizka bez poruchy. Po
provedeni stejného poctu kroki je smycka neuzaviena — pocatecni a koncovy bod se ne-
shoduji. Rozdil mezi smyckami pak dava vzniknout Burgesovu vektoru. Poznamenejme, ze
Burgestuv vektor musi byt shodny s nékterym z mrizkovych vektorii, aby byla zachovana
translac¢ni symetrie.

Dislokace jsou podobné jako vakance nestacionarni poruchy a pohybuji se materidlem.
Dislokace maji tendenci putovat k povrchu materialu. Pokud jsou v materidlu pritomny i
jiné poruchy, mohou se dislokace hromadit v urcitych lokalitach. Tato mista pak mohou
byt potencialné nachylnd k mechanickému poskozeni [109].

9.5.3 Dalsi poruchy

Mezi poruchy ve strukture pevnych latek radime jesté plosné poruchy, které souvisi s povr-
chem zrn vyskytujicich se v materialu. Material muze obsahovat zrna natocena nahodilym
zpusobem, pak se jedna o material izotropni. Je-li materidl béhem vyroby umistén napri-
klad do magnetického pole, vznikne preferovany smér a material je anizotropni. Béhem
vyroby tak doslo k natoceni zrn do zddaného sméru a poruseni nahodilosti. Rozhrani zrn
jsou casto mistem, kde se hromadi dislokace a jejich velky pocet pak snizuje mechanické
pusobeni nutné k destrukci materialu.

Mnoho materiali vykazuje poruchy viditelné pouhym okem, prikladem mohou byt bub-
linky v kostce ledu. Jedna se o trhliny ¢i péry narusujici homogenni strukturu materialu.
Nékteré tyto poruchy jsou krajné nezadouci, protoze negativné ovliviiuji mechanické vlast-
nosti materidlu (trhliny ve struktufe kovu u nosnych konstrukei). Jindy muzeme urcitou
poréznost materidlu pozadovat (porézni membrany pro filtraci).
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10. Analyza struktury materiala

Chemické inzenyrstvi a materidlovy vyzkum vyzaduji existenci metod, které umozni iden-
tifikaci vyslednych latek a materialti. Naptiklad po syntetizovani polymerni membrany je
nutné zjistit, jakymi molekulami je material tvoren a zda doslo k syntéze pozadovaného
polymeru. Totéz plati i pro pripravu katalytického prasku, ktery chceme vyuzit v pali-
vovém ¢lanku nebo obecné v néjaké elektrochemické jednotce. Vyvinuté metody jsou pak
samoziejmé platné i k urceni slozeni neznamych materiali. Metody se mohou lisit, pokud
chceme vysettit material krystalicky nebo amorfni, pevny, praskovy ¢i ve formé gelu, filmu.
Jednotlivé metody se téz lisi tim, jak podrobné material zobrazuji. Starsi metody umoz-
nuji urc¢it krystalickou strukturu — tedy usporadani zakladnich prvka dané latky. Moderni
metody identifikuji vazby mezi jednotlivymi atomy a molekulami, jejich natoceni a také
prebytek ¢i absenci elektron.

Vétsina metod pro urceni struktury materialii je zaloZena na ostrelovani materialu ¢as-
ticemi. Jedna se obvykle o fotony riznych energii, ale pro tcely materialového vyzkumu
se vyuziva i dalsich ¢astic, jako jsou elektrony, neutrony ¢i pozitrony. Zakladni myslenkou
spektroskopickych metod je sledovani odezvy materialu po interakci s ¢asticemi znamych
vlastnosti, pripadné zména parametrt téchto testovacich castic. Vzorek je tedy ozaren
naptiklad fotony dané energie a nasledné se sleduje zména energie fotont od vzorku od-
razenych. Pripadné miize dojit ke zméné vlastnosti vzorku — tieba tvorbou izotopi po
ozareni neutrony. Odrazené zafeni navic tvori zvlastni vzory, které izce souvisi se struktu-
rou materialu. Analyzou téchto vzoru se zabyva nejstarsi z metod, kterou oznacujeme jako
rentgenovou difrakci.

Prikladem vyuziti rentgenové difrakce je urceni krystalografické struktury castic pla-
tiny, ktera vznikne elektrickym jiskfenim mezi platinovymi elektrodami. Jiskienim ziskame
katalyticky prasek, pricemz nékterd zrnka mohou dosdhnout rozmért zajimavych pro vyu-
ziti v palivovych ¢lancich. Az vysetfenim pomoci rentgenové difrakce ovsem zjistime, zda se
jedna o preferovanou formu platiny, nebo zda je dominantné zastoupena jina, nezajimava
struktura tohoto kovu.

Zmamy spektroskopicky experiment je rozklad slunecniho zareni do spektra pomoci
jednoduchého spektroskopu. I s pouzitim skutec¢né primitivniho spektroskopu je mozné
v zéfeni zaznamenat absorpéni ¢ary{l] které odpovidaji prvkiim v chladngjsich oblastech
Slunce. Analyzou zateni tak lze zjistit, jaké je chemické slozeni daného zdroje ¢i jakym ma-
teridlem zareni prostupovalo. Podobné postupujeme i v pripadé studia slozeni ¢i struktury

!Jedn4 se o tzv. Fraunhoferovy ¢ary, které oznacujeme pismeny A, B, C ...
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vysetfovaného materialu.

10.1 Rentgenova difrakce

Jednotlivé typy rozptylu muzeme rozdélit do dvou kategorii [I10] — vyznamnym faktorem
je pomér vlnové délky prichazejiciho fotonu, A\, a poloméru ¢astice, r, na které k rozptylu
dochazi. Kategorie rozptylu zavisi na tom, zda je energie fotonu po rozptylu, E}, shodna s
energii pied rozptylem, Ey.

1. Elasticky rozptyl (E; = E})

a) Rayleightiv rozptyl (r < \)

(c
(d

(a)

(b) Mietav rozptyl (r =~ \)
) Geometricky rozptyl (r > \)
)

Thomsontv rozptyl

2. Neelasticky rozptyl (E; # EY)
(a) Comptonuv rozptyl
(b) Brillouinav rozptyl

(c) Ramanuv rozptyl

10.1.1 Rayleightiv rozptyl

Elektromagnetickd vlna muze interagovat s molekulou materialu tak, ze indukuje dipé-
lovy moment, ktery se navic méni s c¢asem. Tento ménici se dipélovy moment generuje
nové elektromagnetické vinéni se stejnou frekvenci, jakou mélo vinéni ptivodni. Dipdlovy
moment vznikd v disledku interakce elektronii dané molekuly, rozlozeni elektrického na-
boje po interakci zpiisobuje vznik mist s prevahou kladného respektive zaporného nabojd]
Jestlize je d = ery dip6lovy moment molekuly o rozméru r4 s nabojem e, pak pri kmitani
v periodickém elektrickém poli o frekvenci w vyzatfuje (rozptyluje) elektrické pole imérné
zrychleni pohybujiciho se elektrického ndboje, vztah V pripadé harmonické elektro-
magnetické viny Fyexp(iwt) je toto rozptylované pole imérné w?ery. Intenzita svétla je
fyzikalné definovana hustotou toku elektromagnetického zateni, ¢ili Poyntingovym vekto-
rem ktery je roven S = E x H. Ve vakuu jsou vektory E, H vzajemné kolmé a pro
velikosti intenzity elektrického pole F a velikosti intenzity magnetického pole H plati vztah

2Popis tohoto déje byl publikovan v sérii Rayleigho ¢lankt v Philosophical Magazine v druhé poloviné
19. stoleti.
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H = E/pyc, coz koresponduje se vztahy a v Priloze |B| pro % = c. Hustota toku
elektromagnetického zétreni (svétla) je rovna

_EB_F [W] (10.1)

~ poc 378 |m?
Hodnota pgc = 4m - 1077 - 2,998 - 108 = 378 je impedance vakua pro rovinné vlny.
Prichodem svétla systémem dipélu (fluktuujici tekutina) je svételny tok J rozptylovan
mérné er3w* 2. Uhlové frekvence souvisi s vinovou délkou svétla, \, vztahem w = 2mc/\.
Disledkem je trvaly rozptyl svétla, jehoz velikost roste s A=, jak bude vylozeno v P¥iloze
Bl Efektivngjsi je tedy rozptyl modrych paprskii, coz zpusobuje zndmé optické jevy, jako
je modra barva oblohy béhem jasného dne ¢i modra barva tabakového koure.

10.1.2 Thomsoniv rozptyl

Klasickou metodou k urceni struktury materialu je rentgenova difrakce spocivajici v roz-
ptylu zafeni na krystalické miizce materialu. Dochézi-li k rozptylu na klidném elektronu,
mluvime o elastickém Thomsonové rozptylu, ktery je popsan Thomsonovou rovnici. Tato
rovnice vyjadruje zménu intenzity dopadajiciho zareni, J, vici intenzité zareni rozptyle-
ného, Jy, a obvykle ji piSeme ve tvaru [111]

2 4 2
K1 2
J— JO<#0> ¢ i’ — JOTQ(W) (10.2)

A ) m2r? 2

kde o je permeabilita vakua a a je thel mezi smérem rozptyleného paprsku a vektorem
zrychleni ptuvodné klidného elektronu, na kterém k rozptylu doslo. Elektron mé v této
rovnici standardné hmotnost m. a naboj e a pokud jej umistime do pocatku souradnic,
rovnice popisuje intenzitu rozptyleného paprsku ve vzdalenosti r od tohoto poc¢atku sou-
fadnic. Tato vzdélenost r nemusi byt shodnd s osou z, takze rovnice [10.2] popisuje obecné
situaci v misté, které po propojeni s pocatkem vytvori primku svirajici s osou x thel 6.
Konstanta K = 72 = (2,8179 - 107'%)? [m?] je kvadrat klasického poloméru elektronu [112],
vztah [C.39] Vsimnéme si, Ze nedochézi ke zméné frekvence zafeni, méni se jen intenzita.

10.1.3 Comptoniv rozptyl

Je-li elektron slabé vazany nebo volny, hovorime o Comptonové rozptylu, ktery jiz elasticky
neni. PTi nizkych energiich dopadajiciho paprsku se popis Comptonova rozptylu shoduje s
Thomsonovym rozptylem. Pravé zvysenim energie dojde ke vzniku neelastického rozptylu a
popis tak musime zménit. Cast energie fotonu je pfedana elektronu, ktery ziska kinetickou
energii. Energie fotonu naopak poklesne, coz se projevi zménou frekvence daného fotonu.
Zavedeme vlnovy vektor dopadajiciho rentgenového fotonu k = 27n/\, kde n je normaéla
rovinné elektromagnetické viny sitici se rychlosti ¢. Hybnost fotonu je p a s ohledem na
kvantové-mechanickou interpretaci ji muzeme vyjadrit jako p = hk. Analogicky, pro
energii fotonu plati Ey = hw = 2rhv = he/\ = hck.
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Obrézek 20: Comptoniiv rozptyl na elektronu — jsou znazornény hybnosti vSech ztucastné-
nych ¢astic a rozptyleny foton (modfe) opousti situaci pod thlem ¥ vidi puvodnimu sméru
[110].

Energii klidného elektronu vyjadifme zndmym vztahem E, = m.c?. Pii srdZce se za-
chova celkova energie i celkova hybnost. Béhem srazky preda foton elektronu cast své
hybnosti a opousti srazku se zménénym vinovym vektorem. Vlnovy vektor zméni jednak
svou velikost k, tedy vlnovou délku, a také sviij smér, Obr. 20, Nova hybnost fotonu je

ha' = h(k — k). (10.3)

Novy smér fotonu k’ souvisi a jeho novou vlnovou délkou podle vztahu

d-qd=¢"=(k-k) (k—k) =~k +k?—2kk cos V. (10.4)

Abychom nalezli explicitni vztah mezi zménou vlnové délky a energiemi fotonu a elektronu,
pouzijeme zakona zachovani celkové energie. Pro dosazeni souladu s experimentem je tieba
pouzit relativisticky vztah pro energii elektronu [£.31] tedy piSeme

E? = p* + mich. (10.5)

Energie fotonu a klidného elektronu pred srdzkou se musi rovnat energii aktivovaného
elektronu a odrazeného fotonu, tedy

2 2
hick + m.c® = \/(m€c2> + (hcq’) + hek'. (10.6)
Po preskupeni ¢lenii a vyndsobenim vyrazem 1/m.c* dostdvame
he 2¢?
1 E—K)=,1 2, 10.7
k= K) J T (10.7)
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Zavedeme redukovanou Comptonovu vlnovou délku, Xq, kterd bude mit pro srazku s elek-
tronem hodnotu

Ao — 1© (10.8)

MeC2

a zakon zachovani energie [10.7] upravime do tvaru

¢ = 2k —K) + (b — k)% (10.9)
Ac

Pouzijeme vztah pro ¢ plynouci ze zdkona zachovani hybnosti a po tpravé dostavame

k
i 14+ kXc(1 — cos V), (10.10)

coz vyjadreno pomoci energii dava
k- Eyf XN
—=—=—=FkXc(l —cosV¥)+ 1. 10.11
B =5 = = Ml s (10.11)
Vysledny vztah [10.11] vyjadiuje tméru mezi zménou vinové délky rozptyleného fotonu a
thlem rozptylu. Redukovanad Comptonova vinova délka je pak univerzalni konstantou.

10.1.4 Bragguv zakon

Pii dopadu rentgenového zareni na vzorek dochézi k rozptylu na atomech vzorku. Atomy
emituji sekundarni vinéni, které interferuje, a vznika difrakéni obrazec. Pro vznik obrazce
je tedy nutné konstruktivni interference (Obr. 21]). Podminka (Braggtv zdkon [I13]) ve
tvaru

nA = 2dsin 6 (10.12)

vyzaduje uziti spojitého spektra dopadajictho zatreni (veli¢iny jsou vysvétleny v Obr. .
Monochromaticky paprsek by difrakénimu obrazci dal vzniknout jen za velmi specifickych
podminek.

Rentgenové zafeni interaguje s atomy ve vrstvach vzorku. Protoze neinteraguji vSechny
paprsky na jediném atomu, dochézi k vytvoreni drahového rozdilu. Tento drahovy rozdil
muze byt roven vlnové délce vynasobené néjakym celym cislem n. Pokud je tomu tak,
dochazi ke konstruktivni interferenci a tedy ke vzniku difrakéniho obrazce. S vyuzitim
Braggova zakona tizce souvisi znama prdskovd metoda, pti které na vzorek ve formé prasku
dopadd monochromatické zareni. Metoda spociva ve sledovani ihlu rozptyleného paprsku
od puvodniho sméru. Rozptyleny paprsek ve tfech rozmérech zformuje kuzel. Pravé tento
kuzel je mozné zaznamenat na prouzek filmu, ktery obklopuje praskovy vzorek umistény v
kapilére.
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Obréazek 21: Rozptyl paprski rentgenového zareni (1 a 2). K rozptylu dochézi na dvou ato-
marnich rovinidch oddélenych vzdalenosti d, cervené je naznacen drahovy rozdil. Aby doslo
ke konstruktivni interferenci, je nutné vyplnéni drahového rozdilu celoc¢iselnym nasobkem
vinové délky nA.

10.2 Reciproka mrizka

Situace popsana v predchozi ¢asti o Braggové zakonu je sice velmi intuitivni, ale neni zcela
spravna. Problémem je, ze se rentgenové paprsky nerozptyluji presné na atomech vzorku. K
jejich rozptylu dochézi v atomarnim obalu na elektronech. Redlnd poloha atomi v mtizce
je popsana pomoci primitivnich vektorti a;, as,as. Pomoci nich miizeme vyjadrit polohu
kazdého bodu v mfizce

R = n1a1 + Ngds + N3as, (1013)

kde nq,mg,ng jsou celd ¢isla. Tyto vektory vymezuji minimalni objem (buriku) miizky
(krystalu) a neméni se pfi translaci. Tudiz tato soustava vektoru je invariantni viéi posuvu
o cely pocet bunék. Takto popsanou strukturu krystalu oznacujeme jako redlnou mrizkou.

Vedle této redalné mrizky tvorené skutecnou polohou atomu existuje i mrizka zdan-
liva, kterou ziskame interakci rentgenového zateni s elektrony. Tyto mrizky nejsou to-
tozné. Zdanlivou mrizku oznacujeme jako reciprokou mrizku, jejiz bazové vektory znacime
by, by, bs. Potom mtizeme libovolny atom mrizky vyjadrit i pomoci vektort

K = hb; + kb, + Ibs, (10.14)

kde h, k, 1 jsou opét cela ¢isla. Vztah mezi polohou néjakého atomu v realné mrizce [10.13|a
polohou v mftizce zdanlivé nalezneme z velikosti skalarniho souc¢inu R - K. Velikost tohoto
soucinu dovoluje stanovit podminky pozitivni interference, ktera byla zasadni pro formulaci

Braggova zakona, vztah [10.12] Vysledné podminky, vztahy [10.21], oznac¢ujeme jako Laueho
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podminkylﬂ.
Pro vektory reciproké mrizky tedy zapiSeme
as X a
by =2r— > (10.17)
a (ag X a3)
az x a
b2 — Qﬂ-#?
a (ag X a3)
a; X a
by = 2r————2
al(aQ X a3)

Snadno se presvédéime, ze vektory primé miizky ap,as,as jsou ortogonalni s vektory
by, by, by mrizky reciproké, tedy napiiklad a; - by = 27. Pokud aplikujeme zakonitosti
tvorby reciproké mrizky na jiz jednou zkonstruovanou reciprokou mrizku, ziskavame zpét
mrizku skutec¢nou. Napriklad pro kubickou mrizku plati

a; = axy, a = ay,, az = az, (10.18)

kde a je mrizkova konstanta a Xi,y;,z; jsou jednotkové vektory ve sméru os z,y a z.
Vektory reciproké mrizky pak maji tvar

a, X a 2y, X 2 2 2
blzgﬁ#zgﬁuzlxhb2:Iy1’b3:
a

T
i 10.1
al(ag X a3) a3x1(y1 X Z1) a “1 ( 0 9)

a
7 téchto vztaht je zrejmé, ze vznika opét kubickda mrizka — tentokrat s miizkovou kon-
stantou 27 /a. Protoze ma tato reciprokd mrizka stejnou symetrii jako miizka skuteénd,

3Jde o stejnou koncepci, jaké se vyuziva pii definici dudini bdze pti formulaci zakonii v obecné teorii rela-
tivity [7], v termodynamice [12], nebo v obecné mechanice kontinua [14], [83]. Hlavnim smyslem je zavedeni
dvou typt lokélnich soufadnic (obecné neortonormdlnich), které umozni definovat skaldrni soucin (obecné
vzdélenost bodu, ¢i velikost fyzikélnich veli¢in) tak, aby tento skaldrni soucin nezavisel na deformaci pro-
storu (na jeho zak¥iveni). V kazdém bodu prostoru je definovdna primé béze, nazyvand kovariantni, jako
posloupnost vektorti g, gz, g3, ve kterych méa obecny vektor tvar x = giz! + gox? + gzz® = g;a’. Od-
povidajici soufadnice z* nazyvame kontravariantni. V bazi dudlni, nazjvané kontravariantni, g', g%, g3 je
stejny vektor vyjadfen ve tvaru x = glz; + g2z + g’r3 = glx;. Jeho slozky z; nazjvdme kovariantni.
Velikost vektoru, respektive kvadrat velikosti, je definovana skalarnim soucinem, tedy vztahem

x-x = (g1x' + goa” + gsa® = giz’) - (8'w1 + g7w2 + g5 = glwy) = wia’ = [af?. (10.15)

Velikost vektoru je zachovana pouze za podminky

gig’ =0/, g'gj=0, pro i,j=123, (10.16)

T; =X 8, Jjjzxg]7
takze vektory primé baze jsou s vektory dudlni baze ortonormdini. Skalarni soucin je pak roven souctu
souc¢inu kovariantnich a kontravariantnich slozek vektoru. V kartézskych souradnicich (obecné v prostorech
s nulovou kivosti) jsou vektory pfimé béze identické s vektory baze dualni i; = i!, stejné tak jsou si rovny

kovariantni a kontravariantni slozky vektoru z; = z!, pro I = 1,2,3. Rozliovani na bézi pfimou a bézi
dualni pak ovSem ztraci smysl.
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oznacujeme ji jako samodualni. Toto vSak neplati pro mrizku fcc, jejiz reciprokou miiz-
kou je bce s miizkovou konstantou 47 /a. Pro bee je reciprokou miizkou naopak fec opét s
miizkovou konstantou 47 /a.

10.2.1 Difrakéni podminka

Pokud material osvitime rentgenovym zarenim, vzniklé difrakéni obrazce jsou vztazeny
k reciproké miizce. Uvazujme E jako vektor dopadajiciho zareni a vektor E’ jako vektor
odrazeného zafeni s odpovidajicimi vlnovymi vektory, jak je naznaceno na Obr. 22| Pak
muzeme zapsat

E=A, exp {i(kx — wt)}, E = A, exp [i(—k’x — wt)}, (10.20)

kde A;, a A, oznacuji prislusné amplitudy. Protoze je vlnovy vektor k' generovan reci-
prokou mrizkou, nese si jeji vlastnosti, coz se projevi velikosti skalarniho soucinu rozdilu
odpovidajicich vinovych vektori Akx = (k — k’)x. Interakce dopadajiciho a odrazeného
zaTeni se projevi v konecné intenzité zareni, ktera je imérna skalarnimu soucinu

E-E = A, -A,.exp [i(AkX — wt)} = A;, - A, exp [i(27m — wt)}, (10.21)
pro Akx = (hbl + k?bg + lbg) . (n1a1 + noag + n333> = 27r(hn1 + k?TLQ + lng) = 2mn.
Ve vypoctu jsme vyuzili vlastnosti reciproké miizky V ustdleném rezimu mizeme

casovou zavislost pominout a vysledkem je prostorové periodickd zména intenzity svétla.
Zbyvéa stanovit souvislost mezi velikosti vlnovych vektoru k, k" a geometrickym rozmérem

mifzky d, Obr 21

q=k -k

Obrazek 22: Pruzny rozptyl s vyznacenymi thly.
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Pro rozptyl periodickou mrtizkou musi platit zakon zachovani hybnosti. Hybnost pri
pruzném rozptylu splnuje vztah

Ip|=[p'|, pifpadné [k| = [k, (10.22)

kde p znac¢i hybnost dopadajictho paprsku a p’ hybnost paprsku difraktovaného. Analo-
gicky Comptonovu rozptylu zavedeme rozptylovy vektor q = Ak, ktery je ekvivalentni
zméné hybnosti iq = p — p’, Obr. R3] Ze zdkona zachovani hybnosti, ktery je ekvivalentn{
podmince pruzného rozptylu, odvodime podminku

k'=q—-k, nebo (K)?=k’-2k-q+q° (10.23)

Obréazek 23: Rozptylovy vektor (zelené) u difraktovaného paprsku, thly jsou oznaceny 6 a
kruznice okolo oblasti se v trojrozmérné situaci nazyva Ewaldova koule.

S ohledem na vztah [10.22] a Obr. 23] plati
2q-k=¢* piipadné 2gk cos (g — 9) = 2¢ksinf = ¢*. (10.24)

Uhel mezi vektory q a k je s ohledem na podminku pruzného rozptylu [10.22| roven thlu
mezi hybnostmi Aq a p. Velikost rozptylového vektoru je

q = 2ksiné. (10.25)

Velikost vinového vektoru dopadajictho zareni je k = 27/A a velikost vinového vektoru
rozptyleného zareni je k' = 2w /N. Z Laueho podminky [10.21] plyne qx = 27 /(N'd) = 27n
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a pro nejkratsi vinovou délku n = 1 plati ' = d. VInova délka rozptylového vektoru [10.25
je pak rovna X = d/n, takze

2 2

%" - 27” sin 6. (10.26)
Difrakéni podminka tedy ziskava findlni tvar [10.12]

nA = 2dsin 6, (10.27)

coz znamena, ze konstruktivni interferenci zaznamename v pripadé, ze vektor rozptylu, q, je
roven vektoru reciproké miizky, K Tento zaver je disledek Laueho podminky
nebot jen diky ni jsme odvodili Bragguv zékon [10.12] Pro snadnéjsi pochopeni difrakéniho
obrazce byvé vyuZivina Ewaldova konstrukce (téz Ewaldova koule)f] Tato konstrukee je
znazornéna na Obr. — v trojrozmérném znazornéni se nejedna o kruznici, ale o kouli.
Difraktovany paprsek vznikd v okamziku, kdy se mfizkovy bod reciproké mtizky P* do-
tkne kruznice. Béhem nataceni krystalu tento bod obecné na kruznici nelezi, a proto ke
konstruktivni interferenci dochazi pouze za prihodnych podminek.

10.2.2 Brillouinova zéna

U reciproké miizky mizeme vymezit oblast, kterd se oznacuje jako Brillouinova zéna. Vy-
znam této oblasti spoc¢iva predevsim v umoznéni nékterych vypoctt v rdmci energetické
pasové struktury materialii. V pevnych latkach nejsou elektrony umistény nahodile, ale
prizplsobuji své stavy prostredi s periodickym potencidlem, ktery je disledkem periodické
struktury materialu. Pro popis téchto stavi se uziva Blochova funkce, ktera se resi v ramci
Brillouinovy zény, nikoliv v ramci celého krystalu. Diky tomu lze vypocet radikdlné zjed-
nodusit.

U skutecné miizky vymezime takzvanou Wignerovu — Seitzovu buniku. Krystal mizeme
vyplnit beze zbytku uzitim primitivni mrizkové bunky. Omezme se pouze na dvourozmér-
nou situaci a predpokladejme hexagonalni mrizku. Z centralniho bodu vedeme spojnice k
nejblizs$im sousednim mfizkovym bodiam (Obr. . V poloviné téchto spojnic sestrojme
kolmice a jejich pruseciky nam vymezuji oblast Wignerovy — Seitzovy burky.

Témito bunkami mizeme opét vyplnit cely objem krystalu a neni potfeba se ome-
zovat na dva prostorové rozméry. Wignerova — Seitzova bunka se konstruuje u skutecéné
mriizky (nékdy se uziva terminu primd mrizka). Pokud stejnd pravidla pouzijeme u reci-
proké miizky, sestrojime 1. Brillouinovu zénu, Obr. V postupu muzeme pokracovat a
do konstrukce zahrnout druhé nejblizsi mrizkové body centralniho bodu. Pak sestrojime
2. Brillouinovu zénu a nic nebrani sestrojeni tfeti ¢i ¢tvrté zény. Brillouinovu zénu tedy
definujeme jako Wignerovu — Seitzovu bunku v reciproké mrizce.

4Ewald tuto konstrukci popsal v roce 1913 [I14] a detailni popis nalezne ¢tenai napiiklad v [I15].

163



ANALYZA MATERIALU M. Tom4s

Obréazek 24: Konstrukce Wignerovy — Seitzovy burtiky (Cervené) v redlné hexagonalni mrizce
(Cerné).

10.3 Vibracni spektroskopie

Vibracni spektroskopie vysetiuje vibrace a rotace atomt v molekule materidlu. Vibrac¢ni
spektra ziskavame infracervenou nebo Ramanovou spektroskopii.

10.3.1 Infracervena spektroskopie

Pristroje pro infracervenou spektroskopii byly vyuzivany jiz od 40. let 20. stoleti, ale vy-
znamnejsi rozsiteni této techniky je spojeno s vyuzitim Fourierovy transformace a vyvojem
pristrojového vybaveni vyuzivajictho tuto matematickou proceduru. Vznika tak FTIR —
Fourier transformed infrared spectroscopy. Princip FTIR je zalozen na Michelsonové inter-
ferometru s pevnym a pohyblivym zrcadlem.

Infracervend spektroskopie je zalozena na osviceni molekuly paprskem infracerveného
svétla. Nekteré fotony tohoto paprsku jsou absorbovany vzorkem. Vzorek je slozen z atomi
vzajemné pripoutanych uréitymi typy vazeb. Atomy se v molekule neustéle pohybuji (Obr.
a tento pohyb umoznuje absorpci foton infracerveného svétla. Energie fotonu se tak
zméni v urychleni ¢i zpomaleni atomt v rdmci molekul. Nedochézi k destrukeci molekul
a vzorek tak neni znicen. Vybérovym pravidlem je zména dipélového momentu molekuly
béhem absorpce fotonu [I16]. Molekuly, které tuto zménu dip6lového momentu nevykazuji,
nemohou absorbovat infracerveny foton. Vzdalovani ¢i priblizovani atomil v ramci chemické
vazby je oznacovano jako vibrace a stejné oznacujeme i zménu thlu vazby. Molekula absor-
buje foton pouze v pripadé, ze se frekvence fotonu shoduje s médem vibrace. Atomy navic
mohou kmitat ve fazi ¢i mimo fazi, pak mluvime o symetrické respektive antisymetrické
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Obrézek 25: 1. Brillouinova zéna sestrojend pro fec mrizku [5].

vibraci. Prvnimi, kdo pozoroval vibracni spektra molekul byli Abney a Festing jiz v roce
1881 [I17]. Identifikaci dané vibrace (a tedy vazby) muzeme urc¢it chemické slozeni vzorku
a z intenzity pasu ve spektru pak lze spocitat koncentraci vysSetrované latky ve vzorku.
Vibra¢ni spektrum je zavislé na poctu stupni volnosti dané molekuly. Pro obecnou
molekulu (napiiklad voda) s n atomy muzeme nalézt 3n — 6 stupnu volnosti, u linedrni
molekuly (ptikladné vodik) pak 3n — 5 stupnu volnosti. Absorpce infracerveného paprsku
uzce souvisi s vibrac¢nimi frekvencemi molekuly vzorku a pri interpretaci namérenych dat
je tfeba mit na paméti, ze vibracni frekvence molekul zavisi na mnoha faktorech [I1§], jako

jsou
1. typ pohybu atomii — symetricky, antisymetricky,
2. geometrické usporadani molekuly,
3. hmotnost atomi,
4. typ chemické vazby mezi atomy,

5. fyzikalni a chemické podminky — teplota, tlak, kyselost prostredi a podobné.
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Obrazek 26: Priklad vibraci molekuly — pohyb mohou samoziejmé vykonavat oba atomy a
jednotlivé typy vibraci se mohou kombinovat.

Pro vysetieni vzorku vyuzivame paprsek infracerveného spektra, v oboru se ovsem s
frekvenci a jeji jednotkou Hz nesetkavame. Daleko castéji se uziva pocet period viny na
centimetr, tedy nasobek dané vinové délky na centimetr. Vy¥hodou tohoto pristupu je, ze se
dana jednotka zvétsuje linearné s nartistem energie [116]. Infracervend spektroskopie se pak
pohybuje v oboru od 300 cm ™" do 4000 cm ™" [I18]. Spektrum je méfeno jako transmitance
znamého zareni, @, a ve vysledné kiivce se vyskytuji absorpéni pasy vzniklé diky exci-
taci vibracnich stavil ze zakladniho stavu. Nejjednoduseji tento proces charakterizujeme
Bouguerovym-Lambertovym-Beerovym zdkonem, ktery zapiSeme ve tvaru [117]

P = ;- 104 = Dy - 10, (10.28)

kde @ je svételny tok ze znamého zdroje, A je dekadicka absorbance, € je molarni absorpcéni
koeficient, ¢ je koncentrace a [ je tloustka vzorku.

Nespornou vyhodou FTIR je rychlost a presnost, se kterou mizeme analyzovat vzorek.
Nevyhodou jsou artefakty v namérenych datech, kdy se jen obtizné zbavujeme signalu
oxidu uhli¢itého a vody pritomnych ve vzorku [I19]. V mnoha piipadech je vyhodné pro
vySetieni vzorku vyuzit metody ATR (ATR — attenuated total reflection) [120]. Metoda
spoc¢iva v meéreni povrchové vrstvy vzorku, coz nékdy umoznuje predpoveédét, jaké jsou
vlastnosti vzorku v celém objemu. Paprsek pouzity pro méreni neprochéazi celym vzorkem,
ale je uplnym odrazem na povrchu vzorku smérovan do detektoru. Touto metodou jsou
casto zkoumany polymerni membrany, a nebo vzorky, u kterych neni mozné prosviceni
(napriklad vrstva laku na kovovém materialu).

10.3.2 Ramanova spektroskopie

Ramanova spektroskopie s infracervenou spektroskopii tizce souvisi. Obecné lze tict, ze Ra-
manova spektroskopie je vyhodnéjsi technika pro zkoumani symetrické vibrace nepolarnich
skupin, zatimco infracervena spektroskopie se vice hodi k vysetifeni molekul s asymetric-
kymi vibracemi polarnich skupin. V pripadé Ramanovy spektroskopie je energie fotonu
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mnohem vyssi, nez je energie vibrace v molekule. Foton interaguje s vibraci a excituje ji,
coz zpusobuje snizeni energie fotonu — neelasticky rozptyl. Ramanova i infracervena spek-
troskopie vyuzivaji dva hlavni pristupy k interpretaci namérenych dat. Absorpéni pasy
jsou vysvétleny na zakladé teorie grup, ktera poskytuje predpovedi typt a frekvenci jed-
notlivych vibraci. Ptipadné je frekvence vibra¢niho pasu nejprve zjisténa empiricky, coz v
minulosti vedlo k vyznamnému vylepseni teorie [121].

Ramanova spektroskopie obvykle vyuzivd monochromatického paprsku a opét predpo-
klada indukci dip6lového momentu. Ve vzorku dochazi k rozptylu paprsku, pficemz domi-
nanté se jedna o Rayleightiv rozptyl. Energie piivodniho a rozptyleného fotonu tak zistava
stejnd, jde o elasticky rozptyl. Existuji vSak dalsi dva typy rozptylu, které jiz elastické
nejsou [122]. Pokud rozptyleny foton interaguje s vibraci a dojde ke zvySeni jeho energie,
mluvime o anti-Stokesové rozptylu. Opacny proces, kdy foton dané vibraci energii preda a
jeho energie se snizi, je oznacovan jako Stokestv rozptyl. Oba tyto rozptyly, které souhrnné
oznacujeme jako Ramantv rozptyl, predpokladaji absorpci fotonu, naslednou excitaci vib-
race a konecné emisi fotonu — jde tak o dvoufotonovy jev [123]. Anti-Stokesuv rozptyl navic
predpoklada excitovany stav jiz pred rozptylem, za pokojové teploty ovsem jen minimum
molekul takového stavu dosahuje. To jesté vice snizuje pravdépodobnost tohoto jevu.

Intenzita zareni rozptyleného Ramanovskymi procesy popsanymi vyse je dana [121]

)
In IOV4N<ag>, (10.29)

kde Iy je intenzita pouzitého paprsku, v je frekvence fotonii monochromatického paprsku,
N je pocet molekul, které se Ramanova rozptylu ucastni, « je polarizovatelnost molekul
a () je amplituda vibrace. Je zfejmé, zZe rozptyl je koncentracné zavisly a silné zavisi i na
pouzitém laseru. Vhodné vybaveni tak muze vyrazné zlepsit kvalitu ziskaného spektra.

10.4 Fotoelektronova spektroskopie

Prvni experimenty vyuzivajici stejny princip jako soucasna fotoelektronova spektroskopie
(XPS) provedl Hertz roku 1887 béhem vyzkumu souvisejictho s Maxwellovou teorii elek-
tromagnetického pole [124]. Hertz v téchto experimentech studoval chovéani elektrického
obvodu obsahujiciho elektrody ostirelované rentgenovym zarenim. Zjistil, ze elektrické ve-
liciny prislusejici obvodu souvisi s rentgenovym zarenim a materidlem elektrod. Elektrody
ozarené paprskem snadnéji vytvarely elektrické vyboje a paprskem slo tedy ridit chovani
Hertzova obvodu. Teoreticky ovsem experiment nevysvétlil. To se podarilo az Einsteinovi,
ktery v roce 1905 publikuje slavny ¢lanek [125] predpokladajici ¢asticovou povahu svétla,
svételné kvantum — fotonP]

Hertzovy experimenty souvisely s fotoelektrickym jevem, béhem kterého jsou z materi-
alu uvolnény elektrony dopadajicim rentgenovym zarenim. Uvolnéné elektrony lze analyzo-

STermin foton nebyl Einsteinem pouzit. Rozsiifeni tohoto terminu je piipisovano praci G.N. Lewise z
roku 1926, ktery ovSem autorem tohoto slova také nebyl. Minimalné o desetileti pred nim psal o fotonu
(atomu svétla) L.T. Troland [126].
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vat. Uvolnénim elektronti totiz dochazi k produkeci elektrického proudu a pokud elektrony
zpomalime prilozenym elektrickym polem, muzeme tento elektricky proud regulovat. Elek-
trické pole je charakterizovano elektrickym napétim, takze pokud napéti zptsobi pokles
elektrického proudu na nulovou hodnotu, presné jsme vyrovnali kinetickou energii uvol-
nénych elektront s energii prilozeného pole. Tak lze urc¢it zakladni vlastnosti uvolnénych
elektronti — jejich energii a hybnost. Experimentem lze rovnéz zmérit minimalni energii
potiebnou k uvolnéni elektronu — vystupni praci. Velikost vystupni préace je jedinecna cha-
rakteristika konkrétniho atomu a jejim zmeérenim tedy identifikujeme atom, ze kterého byl
elektron uvolnén. Podle poc¢tu uvolnénych elektronii miizeme uvazovat i koncentraci dané
latky ve vzorku. Je tfeba zdiraznit, Ze se jedna o povrchovou koncentraci, protoze k fo-
toelektrickému jevu dochézi v tenké vrstvicce o tloustce nékolika nanometri na povrchu
vzorku. Nékteré interpolace ovsem umoznuji ziskanou informaci zobecnit pro cely objem
vzorku.

Vyuzijeme-li Fermiho zlatého pravidlaﬁ [127], zjistujeme, ze pravdépodobnost interakce
fotonu s elektronem a jeho vyrazeni z materidlu je pro N elektront tmérné [128]

X1 (1120, 1) B3 B(V) ~ Ei() = ), (10.30)
1

kde |i) je pocatecni fotoemisni stav obsahujici i dopadajici foton, |f) je koneény stav po
interakci, E; je celkovd energie souboru N elektronii pfed interakci, E; je tato energie
po interakci. Symbolem 2( oznacujeme kvantovany vektorovy potencidl dopadajiciho fo-
tonu a p; je operdtor hybnosti j-tého elektronu, coz koresponduje se vztahy [C.24] a [C.29
popisujicimi interakci elektronu s elektromagnetickym polem.

Metoda vyzaduje slozitou aparaturu, ktera udrzi vysoké vakuum v aktivni oblasti po
dlouhou dobu. Stfedni volna draha elektronu ve vzduchu je velmi kratka, takze se ptivodni
signal rychle stane jen Sumem. Proto je potfeba v c¢asti aparatury, kde se elektrony po-
hybuji, udrzovat prostredi bez jinych molekul a atomii. Problémem je stdlost potfebného
vakua, protoze oc¢ekdvame kontinudlni provoz pristroje po dobu nékolika mésicti. To klade
vyznamné naroky na pouzité materidly a prislusné metodické pokyny k vyméné vzorku a
podobné. I presto je po urcité dobé nutné pristroj vycistit a vymeénit tésnéni v kritickych
¢astech. Néslednd zpétna kompletace se provadi za zvySenych teplot (kolem 160°C), aby
po ustéleni pristroje pii pokojové teploté kovové ¢asti presné prilehly. Dilezitd je i precizni
manipulace se vzorky, protoze i drobnéd kontaminace mutze prinést falesny signdl. Metoda je
velmi citliva, takze staci drobné opomenuti a v datech miizeme identifikovat atomy, které
viibec se zkoumanym materialem nesouvisi. Na druhou stranu, této citlivosti plné vyuzi-
jeme v analytické chemii, kde i minimalni mnozstvi dané latky mutze poskytnout cennou
informaci. Pripadné 1ze takto precizni metody pouzit k identifikaci extrémné nestabilnich

SFermiho zlaté pravidlo udéva pravdépodobnost, s jakou systém piejde z jednoho energetického stavu
do jiného. Tato pravdépodobnost je dana maticovym elementem respektive operatorem, ktery pocatecni a
koncovy stav spojuje. Stejnou rovnici pro popis pravdépodobnosti prechodu odvodil diive P.A.M. Dirac,
nicméné presné v intencich Stiglerova zakona eponymie neni pravidlo pojmenovano podle svého prvniho
tvirce. Dodejme, ze Stigleriv zédkon jako prvni postuloval Robert K. Merton.
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latek.
Vyhody XPS pii vysettovani povrchovych vlastnosti materiali jsou ovsem zésadni [129].
Protoze pracujeme s elektrony, mtizeme mezi hlavni vyhody metody zapocitat:

1. Elektrony lze snadno zaostrit do tizké oblasti a energii elektronti jednoduse a presné
ovlivnime elektrickym polem.

2. Soucasna technika snadno detekuje i jediny elektron a detekce umoznuje jednoduché
urceni poctu elektronii.

3. S vyuzitim elektromagnetického pole k analyze elektroni vyrazenych z materialu
miizeme zjistit energii a hybnost elektronu.

4. Elektrony jsou detektory pohlceny a jiz se na experimentu nepodileji. Dlouhodoby
provoz XPS tedy nevyzaduje odstranéni testovacich ¢astic z aparatury.

Diky analyze dat z fotoelektronové spektroskopie lze navic ziskat i predstavu o strukture
molekuly, pfedevsim jeji mozné vibra¢ni a rotacni struktury [130].

10.5 Elektronova mikroskopie

Pro zobrazeni povrchu materidlu se vyuziva metod elektronové mikroskopie. Pokud bychom
vzorek materidlu chtéli vysetrit optickym mikroskopem, jsme limitovani vinovou délkou
pouzitého svétla, kterd dosahuje stovek nanometrii. Obraz by tak nedosahoval vyssiho
rozliseni, nez je pravé vlnova délka pouzitého paprsku. I v pripadé ultrafialového zareni se
nemtizeme dostat na hodnoty, které jsou typické pro svazek elektront, jejichZ vlnova délkal|
dosahuje zlomku nanometru.

Pro zobrazeni povrchové struktury vzorku je tedy potfeba vykonny zdroj elektronii. V
soucasné dobé se vyuziva elektront tunelujicich (polni emise) z wolframového vldkna nebo
hrotu umisténého v silném elektrickém poli. Elektrony jsou dale kolimovany elektromag-
netickymi ¢ockami. Po interakci elektronii se vzorkem jsou néasledné elektrony detekovany.
Sleduji se jejich energie, jejich pocty a také mista, ze kterych prilétaji. Nékdy béhem inter-
akce dochazi k emisi rentgenového zareni, takze jsou moderni mikroskopy osazeny i detek-
torem rentgenovych paprsku [132]. Elektrony dopadajici na vzorek interaguji s elektrony
materidlu. Jedna se o odpudivou interakci, kterd vede ke zméné hybnosti nebo energie do-
padajiciho elektronu. Mtzeme rozlisit elasticky rozptyl, kdy elektron nezméni svou energii
ani hybnost, a neelasticky rozptyl, kdy elektron néktery sviij parametr (nebo oba) zméni.
Pravdépodobnost elastického rozptylu, P, elektronu o energii E je umérna [132]

1
P o . (10.31)

Elasticky rozptyl elektront byl objeven jiz béhem Rutherfordovych experimentii. Pokud se
hybnost nebo energie elektronu po interakci snizi, jedna se o neelasticky rozptyl. Elektron

"Myslena samoziejmé De Broglieova vinova délka elektronu Ag = h/m.v - /(1 —v2/c?) [131].
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interakei s materidlem predava ¢ast své energie ¢i hybnosti krystalické miizce, coz se projevi
vznikem vibrace (fononu). Elektrony se mohou od povrchu vzorku odrazit, nebo mohou
vytvorit nové — sekundarni — elektrony vyrazenim z elektronovych obalt atomu vzorku.
Tyto principy vyuziva fadkovaci elektronovy mikroskop (SEM). Pokud je vzorek vhodné
upraveny do formy napiiklad tenkého filmu, pak mizeme sledovat elektrony prochézejici
vzorkem. Na tomto principu funguje transmisni elektronovy mikroskop (TEM), pocatky
vyuziti tohoto typu mikroskopu datujeme do 30. let 20. stoleti, kdy Ernst Ruska vytvoril
elektromagnetické pole k zaostreni elektronti prochazejicich vzorkem a v nasledujicich letech
prekonal tehdejsi optické mikroskopy. Pro zobrazeni velmi malych struktur se vyuziva HR-
TEM (high resolution TEM), principem je sledovani faze elektronové viny (vlnové-¢asticovy
dualismus) po prichodu vzorkem [I33].

PREN SRS > B ez
c-High PC-Std. 10 kV x 300 004401
GDL GDS 3250 Av CARB

Vac-Low PC-High 10kV x 13
BC24-Pattern 1

Obrazek 27: Mikroskopie diftzni vrstvy Sigracet 24BC, makroporézni ¢ast zobrazena a)
optickym mikroskopem se zvétSenim Z = 50, b) elektronovym mikroskopem s detekci
sekundérnich elektronti. Mikroporézni ¢ast c) je zobrazena detekei zpétné odrazenych elek-
tront, coz je zjevné vyhodnéjsi pro zobrazeni morfologie povrchu daného vzorku.

Pokud tedy urychlime elektrony a zaostfime je na vzorek, mizeme rozlisit nékolik typt
interakce [134]. Nékteré elektrony se jednoduse odrazi (backscattering) po interakei s ato-
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movymi jadry vzorku. Jindy elektron interaguje s atomovym obalem a vyrazi elektron ze
vzorku — sekundarni elektron. TTetim typem interakce je vyrazeni sekundarniho elektronu,
po kterém v dané hladiné ziistane dira. Elektrony z vyssich hladin maji tendenci rekombino-
vat s dirou, coz je doprovazeno vyzarenim fotonu z oblasti rentgenového zareni. Mikroskop
vsechny tyto typy castic detekuje. Vysledny obraz je vSak obvykle tvoren jedinym typem
¢astic, napriklad zpétné rozptylenych elektront. Kazdy typ ¢astic je vhodny k zobrazeni ji-
nych struktur. Kombinace jednotlivych zpiisobti detekce pak vede ke komplexnimu pohledu
na materidl (Obr. [27).

Detekce elektronti, které prodélaly interakci se vzorkem, je zaloZzena na absorpci elek-
tronu vhodnym materidlem. Nejjednodussi feseni je obrazovka s vrstvou ZnS, jednotliva
zrnka materidlu totiz pfi absorpci elektronu slabé zaii a tento proces oznacujeme jako
fluorescenci. Dalsi variantou je vytvoreni PN prechodu v polovodici, ktery vystavime elek-
trontim proslym vzorkem. Jediny elektron urychleny v mikroskopu dokéze vytvorit pii pri-
letu PN prechodem desitky tisic parii elektron—dira. Koncentraci téchto part pak snadno
zaznamename vnéjsim elektrickym obvodem, kterym na PN prechod aplikujeme elektrické
napéti. Muzeme téz vyuzit scintilacnich detektori, které obsahuji materidl reagujici na
dopad elektronu. Obvykle je material po dopadu elektronu vybuzen ze zakladniho stavu a
pii navratu do puvodniho stavu je vyzaren foton viditelného svétla. Tento proces nemusi
nastat okamzité a mizeme vyrobit materialy, které slabé pohasinaji jesté relativné dlouhou
dobu po dopadu elektronti. Naopak, pro sledovani rychlych zmén se hodi spise materidly,
které pohasinaji velice rychle, jako je cerem dopovana slitina ytria a hliniku [I35]. Scinti-
la¢ni detektory jsou navic uzavieny v kovové kleci, ktera vytvari silné elektrické pole tak,
aby i pomalé elektrony byly urychleny a lépe detekovany [136].

Velmi ptesné zobrazeni povrchu vzorku poskytuje tunelovy mikroskop (STM) [137],
[138], ktery vyuziva tunelového jevuﬂ Jde o ¢isté kvantovy jev, ktery nema klasickou ana-
logii. Céstice mohou béhem tohoto jevu prekondvat potencidlové bariéry jednoduse jejich
proniknutim. Nemusi tedy ziskat dostatecnou energii, ktera by byla k prekonani potencia-
lové bariéry nutna. Pravdépodobnost tunelovani ¢astice je ovSem nizka a pocet elektron,
které proniknou bariérou neni zavratny.

Jevu lze vyuzit pro studium povrchové struktury materidlu. Vyuziva se hrot, ktery se
k materidlu ptiblizi na velmi malou vzdélenost. V blizkosti materidlu se pak mezi hro-
tem a vzorkem vytvoii elektrické napéti, které umozni snadnéjsi tunelovani elektroni ze
vzorku k hrotu. Pohyb téchto elektront detekujeme jako elektricky proud protékajici hro-
tem. Pravdépodobnost tunelovani je silné zavisla na vzdalenosti — velikosti potencialové
bariéry. Pokud tedy sledujeme generovany elektricky proud pfi daném napéti, ziskavame
predstavu o vzdalenosti hrotu od vzorku. Pak lze hrot umistit do blizkého mista a cely pro-
ces opakovat. Vysledkem je mapa povrchu vzorku, naptiklad polymerni membréany [141].
Analyzou ziskanych dat miizeme dale urcit chemické slozeni vzorku.

$Tunelovy jev, vatah 3.64] pouzil k vysvétlenf alfa rozpadu George Gamow [139], [140].
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11. Vazby v materialech

Pevné latky jsou tvoreny velkym mnozstvim atomi, které zaujimaji konecny objem. Tyto
atomy jsou vzajemné pritahovany nékolika druhy interakci. Nékteré typy interakci jsou
velmi silné a je obtizné jednotlivé atomy od sebe oddélit (kovalentni vazba). Existuji také
slabé interakce, jejichz pusobeni lze narusit relativné snadno (van der Waalsova vazba).
Vlastnosti pevnych latek do zna¢né miry zaviseji na tom, jaky typ interakce mezi jejich
atomy prevlada.

11.1 van der Waalsova vazba

Jednou z nejslabsich vazeb je vazba van der Waalsova. Princip této vazby je obvykle popsan
pomoci dvojice harmonickych oscilatort m (Obr. . Tento pristup byl publikovan v
[142], dalsi informace 1ze najit napiiklad v [143].

Xy X

@ @

>
>

A
Y
A
Y

A

Obrazek 28: Dva harmonické oscilatory tvorené atomovymi jadry (Sedé) a elektrony (ze-
lené).

Situaci si zjednodusime na jednorozmérny model, ve kterém jsou tézka atomova jadra
oddélena neménnou vzdalenosti R a elektrony kmitaji ve vzdalenosti x; respektive x5 od
jader. Coulombovskd interakce je v obrazku (Obr. naznacena pruzinou. Energie celého
systému bude charakterizovana hamiltonianem H, ktery je souc¢tem dvou hamiltoniani,
vztah Jejich kvantové-mechanicka forma je vyjadrena pomoci odpovidajicich operé-
tord, vztah [3.27] Prvni z nich, Hy, popisuje oba oscilatory jako neinteragujici systémy.
Pomoci perturbac¢ni teorie zavedeme poruchu tohoto hamiltonianu a oznacime ji jako Hj.
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Tato porucha bude znacit coulombovské ptisobeni mezi oscilatory. Bude tedy platit

H = Hy+ Hy, (11.1)
kde odpovidajici hamiltoniany maji tvar
1 1 1 1
Hy = %pf - imngf + %pg + §mw3x§, (11.2)
e [1 1 1 1
H, = - - - , 11.3
! 47T60<R+R+x1—$2 R+£L’1 R—l’g) ( )

kde p;,py zna¢i hybnosti jednotlivich jader stejné hmotnosti m a ¢y = 8,85419 - 10712
[C2J7'm™] je permitivita vakua. Nyni predpoklddejme, Ze vzdalenost mezi atomy je vy-
razné vyssi, nez je rozmér atomu, tedy R > x. Pak miizeme hamiltonian H; upravit do
tvaru

e2x,xs
H ~ -2 . 11.4
! 4regR? ( )
Zavedenim proménné
($1 + .1'2)
Ty =-—r"" 11.5
+ \/5 ( )
je hamiltonidn dvou harmonickych oscilatora (Obr. roven
2 2 2 2
py 1 2 2e o, P2 1 2 2e 2
H=—"T+— - — 4= - . 11.6
2m + 2 <mw0 47T€0R3>:B+ * 2m * g\ dmeqR3 - ( )

Porovndnim s hamiltonidnem dvou nezavislych oscilatort, vztah [I1.2] zjistujeme, ze vztah
11.6| popisuje nezavislé oscilatory s posunem ve frekvencich podle relace

2¢2 e? et N
— =w e
drmR3 0T dregmwoR? ~ 32m2e2m2wi RS
Pti dpravée jsme pouzili rozvoj do Taylorovy rady. Potencial van der Waalsovy interakce tak

muzeme chapat jako posun energie zdkladniho stavu zptusobeny coulombovskou interakei,
vztah [3.15] coz formulujeme jako

O w%:': (117)

V(R) = 2w, + 2w 22 ¢ (11.8)
= —w; +-—w_ — 2| zwp | >~ — . .
27t 9 270 32m2e2m2wi RO
Podobného vysledku dosahneme, pokud predpokladame, ze elektrony u prislusnych
jader tvori dipdl e(x; + 23), na ktery pusobi vnéjsi elektrické pole Ey. Dodateénd energie
tohoto dipdlu (dipdlového momentu) je e(x; + z2) £y a hamiltonidn soustavy ma tvar

eQEg €E0
H = Hy(xq,x9) + eEo(z1 + 29) = Ho(21, 22) — s pro z; = x; + ek (11.9)
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V téchto proménnych vyjadiuje posledni ¢len hamiltonianu energii dipélu d ve vnéjSim
elektrickém poli Ey. Vzhledem k tomu, Ze je energie dip6lu obecné rovna soucinu d - Ej,
muzeme vypocitat velikost tohoto dip6lového momentu ze vztahu

_ 0H  2e’F,
0E,  mwi’
Vztah [I1.10] plati jen pro jedinou molekulu, predpoklddejme, ze patii napiiklad vodé a
tuto komponentu ozna¢me (5. Hustota dip6lového momentu této materidlové komponenty
B o hustoté ¢astic N je Ngd a souvisi s vektorem polarizace Pg [Cm™?], jak ukazuje vztah
. Polarizace vyjadiuje plosnou hustotu vazaného elektrického ndboje, takze divPg =
—pga,p, kde pgp je hustota vazaného elektrického naboje lokalizovaného v komponenté S.
Porovnanim s klasickou definici elektrické polarizovatelnosti pro izotropni prostredi, vztah

[2.25] ziskame

d (11.10)

2 2
Ps = Xe,peoFo = 4nNgdg = tNgaggEy pro oapg = 47?72(&8' (11.11)
Porovnanim s potencidlem [I1.8] dostavame vztah pro van der Waalsovu interakei
2w
V(R) = ———. 11.12
()= - gl (1112

Pro tplnost dodejme, Ze rovnici [[1.12]1ze odvodit i z perturbac¢ni teorie za predpokladu
poruchy 2. fadu [142]

(0] #: |n) {n[ . 10)

n#0

S ohledem na jednorozmérny model vazanych oscilatora (Obr. muzeme vyuzit vztahu
pro velikost vychylky | = v/ 22 jediného oscilatoru v zakladnim stavu n = 0, takze

h
(] 2]0) = 51,1\/—2%}0, (11.14)

kde 0 znac¢i Kroneckerovo delta. Nyni miizeme rovnici [11.13| pfepsat do tvaru

(11.13)

22\~ Onp10my.1| (1, 1] 212 |0, 0) |2
v _ (e ny, 199, ’ ’ = 11.1
(R> <47T€(2)R3> Z (n1+n2)h2W0 ( 5)

ni,n2

B 2¢2 1\’ no\! 1 B et
 \4nedR3 2mwy 2R2wy ) 32m2em2wi RS’

ktery odpovidd puvodnimu vysledku [11.§|

S timto typem vazby se setkdavame predevsim v krystalech inertnich plynii. Ve vyrazu
si poviimnéme vzdalenosti oscilatorit R ve jmenovateli. Tento vyraz tak vyjadiuje
maly dosah interakce. Vyznamné je i vyuziti energie zdkladniho stavu (nulovych kmiti),
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ktera je zakomponovana do odvozeni. Ukazuje se tak, ze interakce je kvantovym jevem. S
relativné slabymi van der Waalsovymi silami se hojné setkdvime v prirodé. Pravé tento
typ interakce souvisi se schopnosti nékterych zivocichtt pohybovat se po extrémné hlad-

vvvvvv

interakci k pohybu vyuziva.

11.2 Kovalentni vazba

V ptirodé mizeme pozorovat nesmirnou variabilitu latek, kterd je ddna velmi rozsitenou
kovalentni vazbou. Podstata vazby tkvi ve sdileni elektronového paru mezi atomy. Elektrony
tvorici vazbu jsou rozliSeny orientaci spinu (antiparalelni usporadani). Tento typ vazby je
mnohondsobné silnéjsi nez vazba van der Waalsova. Uplatiiuje se napiiklad u latek, jako je
diamant, kfemik, germanium ¢ Sedy cin (cin s kubickou mfizkou). ProtoZe se tato vazba
vyskytuje v mnoha organickych slouceninach, jeji vyznam je znacny. Nékdy se tato vazba
oznacuje jako vnitromolekularni chemicka vazba.

Pti podrobnéjsim pohledu na strukturu diamantu vidime, Ze jednotlivé atomy uhliku
jsou obklopeny dalsimi tak, ze vznikd tetraedr (Obr. [29). Pravé toto uspofddani zarucuje
skvélé mechanické vlastnosti diamantu. Oproti tomu grafit, ktery je rovnéz tvoren atomy
uhliku, m& strukturu odliSnou. Jednotlivé vrstvy grafitu jsou tvoreny Sestithelnikovymi
,bunkami®“, pro samotnou vrstvu se uziva oznaceni grafen. Uvniti vrstvy jsou atomy silné
vazany (vazba o). Vzadjemna vazba vrstev je naopak slabé (vazba ), coz umoznuje snadné
odtrzen{ vrstev (Obr. [30)). Disledkem je kiehkost grafitu.

Pro tvorbu tetraedrické struktury je ovSsem zapotiebi atomy uhliku vybudit ze za-
kladnifho stavu. Tento stav 1s?2s?2p® se po doddni energie (4 €V) zméni na 1s%2s'2p3
ve kterém mohou ¢tyti elektrony tvorit vazbu. Nésledné usporadani atomii do tetraedru
je ale energeticky vyhodnéjsi. Popsany mezikrok tedy vede ke vzniku stabilniho krystalu
a zména elektronové konfigurace ve slupkach a podslupkach orbitalii je znazornéna na
obrazku (Obr. . Tento proces se nazyva hybridizace orbitalii a byl pivodné vyuzit k
vysvétleni struktury metanu [144].

Vyse zminéné vazby o a m souvisi s prekryvem orbitalti pfi tvorbé vazby. Deformace
orbitalil pri tvorbé vazby dava vzniknout oblastem, které maji vyssi elektronovou hustotu.
Pokud jsou tyto oblasti na spojnici jader, jedné se o vazbu o. Nejvyssi elektronova hustota
vsak muze byt mimo tuto spojnici a pak se jedna o vazbu . Tento rozdil je znazornén
na obrazku (Obr. , kde znaménka + a — oznacuji kladné respektive zaporné hodnoty
prislusné vinové funkce. Silna vazba o mezi atomy uhliku v pripadé diamantu vede ke skvé-
Iym mechanickym vlastnostem tohoto materialu. Stejnou vazbu obsahuji i roviny grafenu,
takze mechanické vlastnosti tohoto materialu umoznuji aplikaci v neprustielnych vestach ¢i
deformacnich zénéch automobilt. Oproti tomu grafit je tvoren vrstvami vazanymi vazbou
7. Tyto vrstvy se snadno oddéluji, coz mizeme pozorovat pii tahu obycejné tuzky po listu
papiru. Vznikla kiivka je série oddélenych vrstev grafitu.

Teoreticky popis vazby tvorené sdilenymi elektrony ve valenénim pasu popsal Linus
Pauling [144] [145], ktery navézal na praci Lewise [146]. Vazba je zpusobena prekrytim
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Obréazek 29: Struktura diamantu — kubickd plo$né centrovand mifzka. Zluté je naznacen
tetraedr s vazbou o.

nékolika atomovych orbitalti a tvorbou orbitalti novych — spolec¢nych pro elektron. Tyto
spolecné orbitaly jsou linedrni kombinaci atomovych orbitala (LCAQO) ptuvodnich atom.
Popisme si nyni molekulu vodiku Hs. Celkova vinova funkce bude slozena z vinovych funkci
puvodniho atoméarniho vodiku

U=Uy + Uy, (11.16)

pricemz jsou jednotlivé pivodni atomy rozliSeny oznacenim X a Y. Pokud pfimo oznacime
i konkrétni orbital, muzeme zapsat

U = Wy (1s} )Wy (1sy). (11.17)

Béhem prekryvu orbitalti zacnou byt elektrony od sebe nerozlisitelné. Neni tedy mozné
urcit, ktery elektron puvodné patril k jadru A nebo B, a tak vznika moznost ekvivalentniho
zapisu

U = Uy (1sy) Wy (1s%). (11.18)

Nyni je mozné zapsat linedrni kombinaci atomovych orbitali ve tvaru

U = N |[Ux(1s) Uy (1sy) £ Ux(lsy )Py (1s%)], (11.19)
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Obrazek 30: Struktura grafenu (A) a grafitu (B), v obrdazku jsou oznaceny nékteré vazby
o a cervené je znazornéno piisobeni vazby 7.

LU = ) [T

Obrézek 31: Elektronova konfigurace uhliku v zadkladnim stavu a ve stavu vybuzeném.

kde N predstavuje normalizacni faktor, ktery zajistuje splnéni podminky [ |¥[2dV = 1.
Elektrony ovSem nemohou byt ve stejném stavu, tomu brani Pauliho vylucovaci princip.
Jednotlivé elektrony se musi odlisit a mohou tak ucinit odliSnym spinem, nebo prostoro-
vou ¢asti vlnové funkce (hlavnim a vedlejsim kvantovym ¢islem, magnetickym kvantovym
¢islem). Spinova ¢dst vinové funkce tak muze byt symetrickd pouze v pripadé, ze prosto-
rova ¢ast vlnové funkce je antisymetricka, takovou situaci oznacujeme jako antivazebny
orbital. Pro symetrickou prostorovou ¢ast musime ovSem uvazovat antisymetrickou cast
spinovou, pak mluvime o vazebném orbitalu. Obé varianty jsou znazornény na Obr.
kde je zndzornéna vlnova funkce v pripadé volnych atomu (¢ast a) a ¢ast b)) a vinova
funkce v piipadé, kdy atomy tvoii vazbu (Cast ¢) a ¢ast d)). Na Obr. |33|je vlevo zobrazena
situace pro vazebny orbital a vpravo pro antivazebny orbital. V pripadé vazebného orbi-
talu interferuje vlnova funkce konstruktivné a mezi jadry vznika oblast s povolenymi stavy
elektronu. Antivazebny orbital je disledkem nekonstruktivni interference vlnové funkce,
coz vede k nulové pravdépodobnosti vyskytu elektronu mezi obéma jadry (podobné jako
vznikaji uzlové body u kmiténi). Antivazebny orbital obsahuje elektrony s vyssi energii
a jeho zaplnéni vede k odpuzovani obou atomi. Vazebny orbital naproti tomu zptisobuje
pritahovani atomu a obsahuje elektrony nizsich energii.
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O O — - >

33—

Obrazek 32: Rozdilné hodnoty elektronové hustoty mezi atomovymi jadry znazornéné pro
vazbu o a vazbu 7.

11.3 Kovova vazba

Kovy jsou oproti jinym materidlim charakteristické svou vysokou elektrickou vodivosti.
Aby byl materidl dobrym elektrickym vodicem, je nutny velky pocet volnych elektroni,
které se na vedeni elektrického proudu podili. Strukturu kovu si tak obvykle predstavujeme
jako pravidelnou kladné nabitou mfizku obklopenou morem volnych elektront. Elektrony,
které participuji na vedeni elektrického proudu, oznacujeme jako vodivostni elektrony. Prin-
cip vzniku vodivostnich elektronti popisuje pasova teorie. Hlavni pti¢inou je relativni bliz-
kost jader atoml a prekryv mnoha orbitali, které by se jinak podilely na vzniku vazby.
Protoze vsak tyto orbitaly pro vznik vazby vyuzity nejsou, umoznuji pohyb vodivostnich
elektront napri¢ materialem.

Pokud jsou atomova jadra dostatecné daleko, prislusné elektrony jsou zachyceny v ne-
kone¢né potencialové jamé (Obr. vlevo). Podle Bohrova modelu pak elektrony mohou
obsazovat pouze striktné dané energetické hladiny a musi respektovat Pauliho vylucovaci
princip. Ve spektru téchto atomu nalezneme cary, které odpovidaji energii pohlcené prave
elektrony z prislusné hladiny.

Situace se ale vyrazné zméni, pokud se atomovd jadra dostatecné priblizi (Obr.
vpravo). Kovy obvykle krystalizuji ve velmi tésné usporadanych mtizkach fee, hep a bec.
Elektrony pak mohou tunelovat mezi potencialovymi bariérami a ptivodni jednoznacna
energeticka hladina se stépi do mnoha blizkych hladin. Elektroni je tak velky pocet, ze
jednotlivé blizké hladiny splynou v energeticky pas. Potencidlové bariéry navic jiz nemii-
zeme povazovat za nekonecné vysoké, ve vyssich hladinach dochézi k jejich preklenuti. Vyssi
energetické pasy mohou prekryvat vrcholy potencidlovych bariér, coz elektronu umoznuje
volny pohyb po celé krystalické miizce. A prave tyto elektrony se podileji na vedeni elek-
trického proudu.

Rozprostreni elektronti po krystalické mrizce je energeticky vyhodnéjsi stav, a proto se
jednd o prirozenéjsi situaci. Pro¢ tomu tak je, zjistime nasledujici ivahou, ktera je ovsem
znacné zjednodusujici. Tento pristup byl publikovan v Pattersonové knize [104].
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a) b)

l‘I'lsym l‘panti

Obréazek 33: Prekryv orbitalft a jeho vliv na vlnovou funkci. Cervenou pierusovanou ¢arou
je znazornéna amplituda pravdépodobnosti.

Lze odvodit, Ze energie elektronu v objemu V' je ddna vztahem

mh:

Vs, (11.20)

E =
2m,

kde m, oznacuje hmotnost elektronu. Energie ve vztahu[11.20] ktery jasné souvisi s Fermiho
energii 8.11} se vaze k zadkladnimu stavu a konecny objem V' predstavuje elektron vazany
k jedinému atomovému jadru. Pokud bychom uvazovali velky pocet takovych atomovych
jader, celkova energie vsech elektronti se jednoduse zméni na

252
Ty (11.21)

Ec = N-e=N

2m,

kde N oznacuje celkovy pocet jader respektive celkovy pocet elektroni. Vztah pak
popisuje energii N elektront v N oddélenych objemech. Situaci nyni vysetiime z odlisného
uhlu pohledu a budeme uvazovat energii elektroni v objemu N - V. Jedna se o podob-
nou situaci, ale elektrony jiz nejsou lokalizovany u jednotlivych jader, nybrz jejich energii
popisujeme rozprostrenou v celém objemu krystalu. Vztah pro energii se tak zméni do tvaru

m2h?
gy = N 5

VAN, (11.22)

me
ktery popisuje energii NV elektroni v objemu N - V. Pomér takto ziskanych energii ¢ a ey
je roven

VN5 (11.23)
ec
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2p 2p | ] B
2s 2s
1s 1s

R r<R

Obréazek 34: Vznik pasové struktury — ptivodné rozlisitelné jednotlivé energetické hladiny
se pri priblizeni atomovych jader prekryvaji a hladina 2p je dokonce spole¢na pro vSechna
jadra. Umoznuje tak pohyb elektronu mezi jadry.

coz je pro vysokou hodnotu N ¢islo mensi nez 1. Je tedy zfejmé, Ze energie elektronti
rozprostfenych v celém objemu krystalu je nizsi nez v pripadé, kdy jsou elektrony vazany k
jednotlivym jadrim v krystalické mrizce. Tato tivaha je vhodna pro pochopeni prirozenosti
vzniku elektronového plynu. Nutné vsak trpi nedostatky, protoze byla zanedbana interakce
mezi elektrony, mezi jadry a elektrony a mezi jadry samotnymi.

11.4 JIontova vazba

Iontovou vazbu nalezneme typicky u latek slozenych z atomii s velkym rozdilem elektrone-
gativityﬂ. Prikladem muze byt NaCl, TiO, ¢i Al,Os. Latky s iontovou vazbou maji casto
vysoky bod tani a relativné vysokou elektrickou vodivost ve formé taveniny ¢i roztoku.
Vazby v krystalech, jako je NaCl, nejsou vylucné iontové, ale maji c¢astecné kovalentni
charakter s dominantnim prispévkem iontové vazby.

Iontova vazba je zalozZena na elektrostatickém pritahovani opacné nabitych iont. Napti-
klad v krystalu NaCl se jedna o pfitahovani kladné nabitého iontu Na™ a zdporné nabitého
iontu C1™. V mrizZce se pak tyto ionty pravidelné stridaji. Aby nedoslo ke kolapsu mrizky, je
potieba zvazovat i odpudivou interakci. Ta je zptisobena Pauliho vylucovacim principem,
ktery se uplatni pfi priliSném priblizeni atomu. Tvorba vazby pak probihé tak, ze dojde k
osm elektront, coz je konfigurace typicka pro vzacné plyny. Je nutné zdiraznit, ze tato ten-
dence — oktetové pravidlo — nenf obecné platnym zakonem [147], [I48]. Elektricky neutralni
atom sodiku se pro ziskani zminéné elektronové konfigurace musi jednoho elektronu zbavit.
Pak se ovsem stane kladnym iontem. Opacny proces nastane v pripadé atomu chloru, ktery
zadouci elektronovou konfiguraci ziska prijmutim elektronu. Pochopitelné vznikne aniont
chloru. Opac¢né nabité ionty tak vytvori elektrostatickou (coulombovskou) vazbu.

Rozdil mezi kovalentni a iontovou vazbou neni zcela zietelny a ostry. V pripadé kova-
lentni vazby je elektronovy par sdilen dvéma atomy. Iontova vazba je zptisobena odejmutim

! Elektronegativita vyjadiuje schopnost atomu poutat ,cizi“ elektrony.
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elektronu atomem jiného prvku. Odlisnost situace je zndzornéna na Obr. [35]

| X
X . + .Y kovalentni vazba X . Y <
t

XY

ty

+ —
X - .Y jontova vazba ‘ .

Obrézek 35: Schematicky znazornénd odlisnost mezi kovalentni a iontovou vazbou.

11.4.1 Madelungova konstanta

Energii mezi dvéma ionty mtuzeme charakterizovat vztahem

AN A
E=M— 11.24
drepd ( )

kde d je vzdalenost mezi ionty a M je Madelungova konstanta. Krystal NaCl je tvoren
ionty Nat a Cl7, takze Z* = 1. Vzdélenost mezi ionty v idealnim krystalu je nekoneénou
fadou, jak je zrejmé z Obr. [36]

»
>

Obrazek 36: Vzdalenost nejblizsich kladnych iontt v krystalu NaCl.
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Do vypoctu energie mezi ionty se tak dostava nekonecnd rada, ktera nemusi konvergo-
vat. Pro krystal NaCl po dosazeni po¢tu atomu v jednotlivych pozicich a v dané vzdalenosti
naznacené na Obr. |36 se pak vypocet provadi jako soucet

6762_'_1262_ 8e? +67€2_24€2+2462
d  V2d 3d 2d 5d 6d

coz muzeme prepsat do tvaru, ktery Madelungovu konstantu bude obsahovat v zavorce

2

e 12 8 24 24

F=——6—-—4%+—=-3+—4——F7--|. 11.26

d ( V2 V3 Vb V6 > (11.26)

Madelungova konstanta je tak stejna pro kladné i zaporné ionty, 1isi se jen znaménkem.

Jeji hodnota je dana geometrickym usporadanim krystalu. Je vsak treba poznamenat, Ze

v pripadé krystalu NaCl neni situace zcela intuitivni a vysSe uvedené tvahy jsou vhodné
spiSe pro pochopeni zékladnich principu [149].

E—— (11.25)

11.5 Vodikové miistky

Velmi dilezitou vazbou jsou vodikové miistky, které se uplatnuji napriklad u vody a jsou
pri¢inou mnoha pozoruhodnych vlastnosti této latky. Samotny termin vodikovy maistek byl
poprvé pouzit v roce 1920 Latimerem a Rodebushem [I50] a podrobnosti o zavedeni tohoto
terminu jsou ctivou formou zpracovany v Quaneové ¢lanku [I5I]. Vazbu pak podrobnéji
popsal Linus Pauling [144], [152].

Jedna se o vazbu, ve které je vodikovy atom navazan na vice nez jeden okolni atom.
Nejsilnéji se tato interakce uplatiiuje u prvki s vysokou elektronegativitou. Ve srovnéani s
ostatnimi typy vazeb patii vodikové mustky mezi ty slabsi. Energie vazby je nizsi nez v
pripadé vazby kovalentni, kovové i iontové. K tvorbé vodikového miistku dochazi navazanim
jediného elektronu vodiku jinym atomem. Navazanim elektronu dojde k poklesu elektronové
hustoty v jistych oblastech v okoli jadra vodiku (protonu). Kladné nabité jadro se tak
odhali a je schopné vytvorit dalsi vazbu. Z tohoto popisu je zfejmé, Ze se jedné predevsim
o interakci elektrostatickou. Bylo vsak zjisténo, ze pti velmi silném navazani elektronu mize
dojit k prekryvu orbitalti a vazba tak ziska c¢astecné kovalentni charakter. Vazbu mutizeme
obecné charakterizovat entalpii vazby H [kJ/mol]. Silnd kovalentni vazba mezi atomem
uhliku a dusiku C = N dosahuje entalpie Hoy = 890kJ/mol. Slabd Van der Waalsova
vazba nepfesahuje jednotky kilojoule na mol. Vodikové miistky se pohybuji ptiblizné v
rozsahu 4 — 50kJ/mol. V pripadé kapalné vody dosahuje kovalentni vazba O—H entalpie
H; = 470kJ /mol. Molekuly vody se ovsem déle vazi vodikovymi mustky s entalpii H;, =
23 kJ /mol. Zivotnost téchto mistki je nizka a primérné dosahuje hodnot 7 = 3 - 10725,
V kapalné vodé je na jednu molekulu vody navazano vodikovymi mustky primérné 3,4
dalsich molekul vody.

Odlisnd situace je u pevné faze vody — ledu. V takové fazi jsou na jednu molekulu
vody navazany maximalné 4 dalsi molekuly, pticemz toto plati pouze pro led s hexagonalni
mfizkou, Obr. [14] Vodikové mustky silné ovliviiuji fyzikdlni a chemické vlastnosti ldtek.
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Napriklad zvysuji mérné skupenské teplo vyparovani, coz je zpusobeno zvysenym prita-
hovanim jednotlivych molekul a omezenim rotace molekul v kapalinach. Kromé vody ¢i
ledu se vodikové mistky uplatnuji jako vazba nukleovych bazi DNA ¢i jako vazba mezi
hydroxylovou skupinou alkoholu a molekulou vody.

183



Cast II

Aplikace teoretickych zavéru



12. Vodikovy palivovy clanek

Mnoho let pozorujeme snahu o vytvoreni alternativy ke spalovacimu motoru a dalsim
zdrojim energie tak, aby nebylo nutné spotiebovavat fosilni paliva. Pravé fosilni paliva
predstavuji cenny zdroj latek pro chemicky primysl, a proto je kratkozraké jejich pouhé
spalovani za c¢elem tvorby mechanické energie, jak je tomu v osobnich automobilech a dal-
sich aplikacich. V automobilovém pramyslu zatim spalovaci motor dominuje, ale mizeme
ocekavat pomaly odklon od fosilnich paliv a nastup technologii, které vyuzivaji alterna-
tivni pohonné jednotky. Jako perspektivni se jevi elektrické baterie a vodikové palivové
¢lanky s polymerni membréanou (proton exchange membrane fuel cell - PEMFC). Palivové
clanky jsou zarizeni, ve kterych je chemicka energie paliva preménéna na elektrickou ener-
gii s vysokou ucinnosti (teoreticky az 80 %). Palivové ¢lanky maji potencial v nékterych
aplikacich nahradit spalovaci motor — jiz byly zkonstruovany osobni automobily, nakladni
automobily, vlaky, lodé i letadlo s palivovym ¢lankem jako pohonnou jednotkou. Konku-
rencni technologie, jako jsou lithium — iontové baterie, dosahuji nizkych kapacit (cca 100
Wh / kg), zatimco palivové ¢lanky lze témér libovolné skéalovat a design muze byt vytvoren
na miru zamyslené aplikace. Palivové ¢lanky se tak na trhu pozvolna prosazuji a jejich dalsi
rozsiteni souvisi s TeSenim problém, které ovliviuji jejich zivotnost.

Vodikovy palivovy ¢élanek byl poprvé sestrojen Groovem v roce 1838. Jeho konstrukéni
feSeni soucasné palivové ¢lanky prilis nepripominalo. Zaklady teoretického popisu palivo-
vého ¢lanku polozil Wilhelm Ostwald. Za druhé svétové valky byl palivovy clanek pova-
zovan za slibny zdroj elektrické energie v ponorkéch. Vyvoj v 50. letech minulého stoleti
spojeny s firmou General Electrics prinesl design, ktery se vyuziva prakticky dodnes. V 50.
letech je syntetizovan teflon a tento material je vhodny ke konstrukei palivovych ¢lanka s
potencialem praktické aplikace [I53]. V roce 1958 byla navic vytvorena katalytickd vrstva
s obsahem platiny, coz vyrazné ovlivnilo vykon elektrochemickych reakci. V tomto obdobi
patii ke klicovym vyzkum provedeny Grubbem a Niedrachem [I54]. V 60. letech se pak
o tato zarizeni zac¢ind zajimat NASA [I55]. Vesmirny program Gemini se soustfedil na
delsi kosmické lety s posadkou a bylo tieba zajistit zdroj elektrické energie, ktery nebude
tak riskantni jako jaderné zdroje. Solarni panely v této dobé jesté nedosahovaly uspokoji-
vych vysledki. Vyuziti palivovych ¢lanki v kosmickych sondéch a satelitech je diskutovano
dodnes [156].

Vesmirny program pouzival vodikové palivové ¢lanky s membréanou ze sulfonovaného
polystyrénu. Tato membrana nedosahovala nijak zavratnych vysledki. Produkovand voda
byla odvadéna knotem. Po nékolika misich se NASA rozhodla vyuzivat jiné druhy palivo-
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vych ¢lanku (alkalické palivové ¢lanky) a nebo baterie.

Dalsi rozvoj palivovych ¢lanki ptisel s vyvinutim polymerni membrany Nafion. Po-
prvé byla tato membréana syntetizovana v roce 1968 Waltherem Grotem ve firmé DuPont.
Material preddcil svymi vlastnostmi dosud pouzivané polymery (sulfonovany fenol). Nafion
skvéle odolava agresivnimu prostredi palivového clanku a vykazuje vysoké hodnoty iontové
vodivosti.

V 80. letech se do vyvoje palivovych ¢lankt vlozila firma Ballard, ktera se sousttedila
na dalsi zvysovani vykonu vyvijenych zarizeni. Koncem dekady byl v této firmé vytvo-
fen palivovy ¢lanek o vykonu 2 kW pro armadni i civilni dcely. Stejnéd firma vytvorila v
roce 1993 prvni autobus pohénény palivovym ¢lankem (90 kW). V roce 1995 byl autobus
vylepsen palivovym clankem o vykonu 205 kW a s udavanym dojezdem 400 km.

V roce 1994 byla sestrojen prvni uzitkovy automobil NECAR 1 s palivovymi c¢lanky
o celkovém vykonu 50 kW. Vyrobcem byl Daimler — Benz a automobil se stal prvnim
modelem celé modelové Tady.

Ke konci 90. let se o palivové ¢lanky zacinaji intenzivné zajimat vlady v Evropé, Spoje-
nych statech, Japonsku a Ciné. Do technologie v nasledujicich letech plynou velké finanéni
prostredky. V1ady predkladaji ambiciézni plany s predpokladem miliontt automobilt s pa-
livovymi ¢lanky v prvni dekadé nastavajicitho milénia.

Kolem roku 2000 postavila firma AeroVironment letadlo, které bylo pohanéno elek-
trickou energii z fotovoltaickych paneli. Béhem letu byl z generované elektrické energie
vyrabén vodik, ktery byl pouzit pro potieby letadla béhem noci konverzi v palivovém
¢lanku. Letadlo bylo konstruovano pro nepretrzité lety trvajici az Sest mésicu.

V poslednich letech ovsem podpora palivovych ¢lankt v automobilech stagnuje, pres-
toze jejich vyuziti v elektromobilech preferuji gigantické spolecnosti typu Toyota, Daimler,
Nissan ¢i Honda. Do popredi zajmu se dostaly automobily s bateriemi, jako je Tesla model
S. Stejné tak stacionarni aplikace v sobéstacnych budovach nedokazi rozumné konkurovat
standardnim technologiim, pokud nejsou podporeny dotacemi ze strany vlady. O palivové
¢lanky projevuji konstantni zajem armady mnoha statl, protoze se ve vojenskych aplika-
cich projevuji nejveétsi vyhody ¢lanki oproti bateriim — konstantni vykon po dlouhy cas,
rychlé doplnéni paliva a nizsi rozméry a hmotnost. V pripadé vojenskych aplikaci také
nepanuje pro palivové ¢lanky tak konkurencni prostiedi jako na bézném trhu. V nékterych
aplikacich mtze hrat roli i nizsi teplotni stopa oproti bateriim, coz pro armadni aplikace
mize predstavovat atraktivni vlastnost palivovych ¢lankii.

Pokles zajmu o palivové ¢lanky je také zpusoben dosud malo propracovanou distribuci
vodiku a jesté nedostatecnou vyspélosti technologie. Nékteré parametry palivovych ¢lanki
nedokazi konkurovat standardnim technologiim, a proto je ze spotiebitelského hlediska
nesmyslné vyuzivat drazsi technologii, pokud je k dispozici osvédcend alternativa. Budouci
vyvoj palivovych ¢lanka bude pravdépodobné smérovat ke stacionarnim aplikacim. Jiz dnes
se uspésné vyuzivaji jako zalozni zdroje napiiklad v nemocnicich. V ptipadé automobili
je mozné ocekavat kombinaci s bateriemi a dalsi rozvoj, ktery bude podporen obtiznym
dobijenim velkého mnozstvi automobilii s bateriemi.

Vodikové palivové ¢lanky funguji na jednoduchém principu, ktery spociva v premeéneé
chemické energie paliva na elektrickou energii. Do zafizeni jsou pfivedeny pracovni plyny
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(reaktanty), které uvnit¥ palivového ¢lanku reaguji v sérii chemickych reakei tak, aby jako
,odpadni®“ produkt vznikla voda (Obr. . Béhem téchto reakci vznika elektricky proud,
ktery mtizeme vyuzit pro konkrétni ucely. Palivovy clanek je slozen z elektrod a elektro-
lytu. Elektrody (anoda a katoda) jsou elektrolytem nevodivé oddéleny. Elektrolytem je
polymerni membrana (PEM) ve formé tenkého filmu. Celkovou reakei v palivovém ¢lanku
muzeme zapsat jako

2H, + Oy — 2H,0. (12.1)

Vodik je privadén na anodu, kde se rozkladaji jeho dvouatomové molekuly. Na katodu je
obvykle privadén vzdusny kyslik. Jak je z dosavadniho vykladu zrejmé, palivovy ¢lanek je
zatizeni, které je nutné popsat z hlediska elektrochemie — dochéazi tak k syntéze rozsahlych
védeckych oborti a synergii mezi mnoha odvétvimi. Popis palivovych ¢lanka tak predstavuje
velice komplexni aparat.

Vodik privadény na anodu je rozkladan na jednotlivé protony a elektrony (oxidace),
coz muzeme zapsat jako

9H, — 4H* 4 de~. (12.2)

Pavodné dvouatomova molekula se tak déli na protony a elektrony. Protony putuji skrz
zaporné nabity pevny elektrolyt na katodu, kde reaguji s kyslikem. Pro elektrony je elek-
trolyt nepruchodny (elektricky nevodivy), a tak jsou odvedeny do vnéjsiho obvodu, kde
mohou konat praci. Vnéjsi obvod je uzavien na katodé, kde elektrony tvori elektricky ne-
utralni molekuly vody. Vidime, Ze na membranu jsou kladeny zvlastni naroky — musi byt
pro elektrony nevodiva a pritom musi umoznit prichod kladné nabitych iontt. Na katodé
dochazi k redukci, coz lze zapsat jako

Oy + 4H' 4 4~ — 2H,0. (12.3)

K pribéhu elektrochemickych reakci podle naznacenych rovnic neni potreba pohyblivych
casti zarizeni. Na rozdil od spalovaciho motoru tak nedochazi k mechanickému opotiebeni
jednotlivych komponent. Prostiedi ¢lanku je vSak z chemického pohledu velmi agresivni,
takze jednotlivé komponenty degraduji chemicky. Reakce v palivovém ¢lanku produkuji
teplo, které miize byt dale vyuzito pro predehtev plyni ¢i v jiné aplikaci. Efektivita reakeci
je na teploté zavisla, takze pii zvysSeni teploty dochdzi k vyssi vyuzitelnosti paliva [65].
Polymerni membrana ovsem miuze za zvysenych teplot rychleji degradovat, coz lze tesit
systémem chlazeni. Produkovana voda neni zcela cistd, objevuji se v ni fluoridy z mem-
brany, peroxid vodiku ¢i velmi zfedéné kyseliny (sirova, popt. dusi¢nd pii kontaminantech
v palivu). Tyto latky se ovsem vyskytuji jen ve stopovém mnozstvi a mohou byt vyuzity
pro analyzu degradacnich procest uvniti palivového clanku.
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Obrazek 37: Ilustrativni schéma vodikového palivového c¢lanku s polymerni membranou.

12.1 Dalsi typy palivovych c¢lanki

Béhem vyvoje palivovych ¢lanki bylo zkonstruovano velké mnozstvi variant, které se lisi po-
uzitym elektrolytem, hlavnimi chemickymi reakcemi a pracovni teplotou. Muzeme rozlisit
palivové ¢lanky s elektrolytem tvorenym polymerni membranou, které jako palivo vyuzi-
vaji vodik (PEMFC) ¢i metanol (direct methanol fuel cell - DMFC [157]). Jako elektrolyt
v8ak muze byt pouzit roztaveny alkalicky uhli¢itan (molten carbonate fuel cell — MCFC
[158]) nebo kyselina fosforeéna (phosphoric acid fuel cell — PAFC [159]). Jednim z prvnich
palivovych ¢lankt bylo zarizeni vyuzivajici hydroxylové anionty pro transport naboje skrz
elektrolyt (alkaline fuel cell — AFC [160], [161]). Perspektivni jsou pak i zafizeni s vyso-
kou pracovni teplotou vyuzivajici jako elektrolyt pevny oxid (solid oxide fuel cell — SOFC
[162]). V této publikaci se zamérime na vodikové palivové ¢lanky s polymerni membrénou,
které dale rozlisime na vysokoteplotni (HT-PEMFC) a nizkoteplotni (LT-PEMFC) vari-
antu. Principidlné jsou obé varianty stejné, lisi se pouzitym elektrolytem. Pracovni teploty
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vSech zminénych typu palivovych ¢lanki jsou uvedeny v nasledujici tabulce (Tab. @

Typ palivového élanku Pracovni teplota / °C  Réadovy vykon

AFC 50-200 1 kW-10 kW
PEMFC 30-100 1 W-100 kW
DMFC 20-90 1 W-100 W
PAFC 220 10 kW-1 MW
MCFC 650 100 kW-10 MW

SOFC 500-1000 1 kW-10 MW

Tabulka 6: Pracovni teplota nékterych typu palivovych élankua [3].

Produkovany vykon tzce souvisi s plochou membrany pokrytou katalytickym materi-
alem. Jedind membrana uzaviend mezi elektrodami nedosahuje vysokych vykoni, i kdyz
nejsme teoreticky omezeni rozméry daného zarizeni. V praxi se totiz palivové ¢lanky kon-
struuji jako kompaktni jednotky, které obsahuji mnoho membran s elektrodami (MEA)
zapojenymi do série. Béhem vyvoje se tedy zkonstruuje jediny c¢lanek, ktery se otestuje
a odstrani se problémy s jeho provozem. Nasleduje zapojeni mnoha téchto elementarnich
¢lankt do takzvaného stacku (svazku). Tim se obvykle vytvori dalsi problémy, které je
tfeba odstranit. Po tspésném uvedeni svazku do provozu pak muzeme mluvit o dokon-
¢eni vyvoje dané jednotky. Zatimco jednotlivé elementy svazku dosahuji malého vykonu,
celkovy vykon jednotky muze dosadhnout fadu MW (Tab. @

12.2 Teoreticky ramec pro popis palivového clanku

Procesy v palivovém ¢lanku popiseme pomoci Gibbsovy volné energie. Jedna se o obecny
popis, ktery zanedbava nékteré dulezité dilci jevy. Pro zédkladni predstavu je ovsem tento
pristup dostatecny. Termodynamicky popis je zalozen na predpokladu, Ze na vstupu palivo-
vého clanku je Gibbsova volna energie nulova. Procesy uvnitt palivového clanku Gibbsovu
volnou energii snizi a chemické reakce tak probihaji spontanné. Proto budeme vysetrovat
zménu Gibbsovy volné energie, AG, pro kterou plati

AGs = Gy(produkty) — G ¢(reaktanty), (12.4)

coz koresponduje se vztahy [I.54] a[1.68] Zménu Gibbsovy volné energie je vhodné pfepodi-
tat na latkové mnozstvi konkrétnich reaktantt. Pak ziskdme hodnotu AG; na jeden mol
daného reaktantu a tuto specifickou zménu Gibbsovy volné energie oznacime jako Agy.
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Nyni vySetiime rovnici

1
Hy + 502 — HQO, (125)

ve které je zrejmé, zZe reakce dvouatomové molekuly vodiku pri produkei jedné molekuly
vody je doprovazena uvolnénim dvou elektronii. Uvazujme jediny mol vodiku, takze bude
platit

2Nje = —2F, (12.6)

kde N4 je Avogadrovo ¢islo a F' = 96485C mol~! je Faradayova konstanta (ndboj jednoho
molu elektronti o elementdrnim naboji e). Rovnici pak mizeme interpretovat jako maxi-
malni mozny elektricky naboj, ktery se uvolni z jednoho molu vodiku na anodé a ktery miize
konat praci ve vnéjsim obvodu. Zavedenim elektromotorického napéti palivového c¢lanku,
U., mizeme zapsat pro praci konanou uvolnénymi elektrony vztah

W, = —2FU.,. (12.7)

A praveé prace W, je zména Gibbsovy volné energie, coz vede k rovnici [163], [164]

Agy = —2FU, (12.8)

kde horni index (0) oznac¢uje hodnotu molarni Gibbsovy volné energie za béznych podminek
(tlaku a teploté). Jde o stejné podminky, jaké jsou vyuzity v definici chemického poten-
cidlu [I.66] Pokud vySetfujeme samovolné déje, pak jejich Gibbsova volnd energie klesé.
Pieskupime-li rovnici do tvaru pro elektromotorické napéti

er = _Aig?cv
2F

ziskdvame na pravé strané zaporny zlomek, ktery se kladnym stane az po dosazeni. Elektro-
motorické napéti bude odlisné, zaménime-li vstupni reaktant za inertni slozku a libovolny
podil vodiku respektive kysliku. Reaktant pak obsahuje napiiklad pouze priblizné 20%
zadaného plynu, jak je tomu ostatné v pripadé vzdusného kysliku. Tento problém lze te-
sit pomoci parcialniho tlaku a elektromotorické napéti na parcialnim tlaku musi zaviset.
Aktuédlni mnozstvi zddané slozky (i-té slozky) definujeme pomoci aktivity

(12.9)

Po
ktera je dana podilem celkového tlaku py a parcialniho tlaku p; dané slozky, coz kore-
sponduje s rovnici [1.65] Diky témto poznatkiim se muzeme vratit k rovnici [12.5 kterou

prepiseme do tvaru

OéHQ + 602 — ’)/HQO, (1211)
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kde « , 5 a v oznacuji stechiometrické koeficienty, které obecné popiseme jako v;, podobné
jako v piipadé obecného vztahu [I.46] Pti pohledu na rovnici [12.5] je zfejmé, Ze hodnota
koeficientn bude

1
2 )
Ke stanoveni poklesu Gibbsovy volné energie vyuzijeme chemického potencialu

vztazeného k jednomu molu reaktantu (vodiku, tedy o = 1). Odpovidajici chemicky po-
tencial bude mit fyzikalni rozmér j, [Jmol™']. Zména chemického potencidlu je dana

a=1 A= v =1. (12.12)

Agy = Py(ﬂHQO + RTlan20> - a(ﬁH2 + RTlanQ) — (12.13)

”
x
~ B(fio, + RTnzpo,) = Ag)+ RTIn — 29
THaL O,
S ohledem na teoretické elektromotorické napéti, tlak pracovnich plynt a jejich aktivitu
(To ~ aq) muzeme vztah pro skutecné elektromotorické napéti prepsat do tvaru

2F 2F a?b ag2

(12.14)

kde je standardné oznacena univerzalni plynovéd konstanta, R = 8,314J- K 'mol™!, a
teplota T [1], [3]. Protoze koeficienty «, 3 a 7 jiz zndme, po dosazeni ziskdvame findlni
tvar, a sice

0
U, = 289 BTy amo (12.15)
2F 2F AHy+/ Q04
Tim jsme odvodili tvar Nernstovy rovnice, pricemz obecny zapis vyjadiuje vliv fak-
tort ovliviujicich teoretické napéti, které je vzdy vyssi, nez je skuteénd hodnota.

U vSech premén energie lze vypocitat i¢innost premény. U jednoduchych konverzi ener-
gie neni vypocet nijak slozity, v pripadé palivového ¢lanku ovSsem vstupuji do vypoctu
mnohé, obtizné kvantifikovatelné vlivy [165]. Je také potfeba urcit, jaké procesy do vypo-
¢tu zahrneme. Rozumné 1ze vypocitat ucinnost elektrochemickych reakci, ale ty jsou zavislé
na mnozstvi paliva, které ke katalytickym vrstvam projde skrz vrstvy difizni. Distribuci
paliva ovlivnuji bipolarni desky, kde se pri vysokych vykonech muize objevit voda blokujici
nekteré z kanalki. Palivo samotné miize byt pred vstupem do palivového ¢lanku ohiivano
a filtrovano od necistot. Maji se tyto procesy do celkové tic¢innosti zapocitat? A pokud ano,
jak kvantifikujeme napriklad vliv teploty okolo palivového ¢lanky, kterd se miize v priubéhu
¢innosti ménit? Zjevneé se tedy nejedna o trividlni situaci. V zakladnim priblizeni se musime
omezit na néktera zjednoduseni. Komplexnéjsi modely se pak pochopitelné snazi o daleko
presnéjsi popis situace.

Pokud by doslo k dokonalé preméné chemické energie paliva na elektrickou energii, pak
by byla vSechna molarni Gibbsova volna energie v rovnici konvertovana na elektrickou
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energii. Protoze je vsak do palivového ¢lanku neustale dodavano palivo, je vhodné vyuzit
entalpie — tedy tepelnou energii, kterou mizeme z paliva ziskat. V tomto priblizeni (vzta-
zeném na 1 mol) pak ucinnost definujeme jako podil ziskané elektrické energie a zmény
molarni entalpie

Ag?c

T AR

Toto priblizeni trpi nedostatky, pricemz i v ptripadé realizace jediné reakce podle rovnice
muzeme dojit ke dvéma vysledktim. Pri¢inou je produkce vody ve formé vodni pary
(LHV — lower heating value) ¢i kapaliny (HHV — higher heating value). Zména molarni

entalpie musi reflektovat molarni skupenské teplo, které latce dodavame ¢i odebirame v
souvislosti se zménou skupenstvi. Konkrétni hodnoty zmény molarni entalpie pak jsou

(12.16)

ARS(LHV) = —241,73kJ mol ', (12.17)

ARG (HHV) = —285,84kJmol . (12.18)

Ziskédvame tedy teoretickou ic¢innost palivového ¢lanku (n ~ 80%), které ovSem v redlnych
podminkach nikdy nedosahneme. Pokud bychom vypocet provedli pro realny palivovy ¢la-
nek ziskdme hodnotu nizsi (n ~ 50%), pficemz se stale pohybujeme nad téinnosti spalo-
vactho motoru [I66]. Opét je tfeba upozornit, ze ziskané hodnoty jsou pouze orientacéni a
popisovana situace je idealizovana.

Realné palivové clanky jsou diagnostikovany pomoci polarizacni krivky, coz je termin
pouzivany pro voltampérovou charakteristiku daného zarizeni. V literature je polarizacni
kiivka udavana jako zavislost elektromotorického napéti a proudové hustoty vztazené na
jednotku plochy membrany. Typicka polarizac¢ni kfivka je zndzornéna na Obr.

Tvar polarizac¢ni kiivky definuje vykonnost dané membrany, katalytickych vrstev a di-
faznich vrstev. Pokud pouzivame stale stejné bipolarni desky, muzeme mezi sebou porov-
navat jednotlivé komponenty. Toho se vyuziva pri vyvoji novych material. Polarizac¢ni
kiivku mtizeme rozdélit do tii hlavnich oblasti. Zvysime-li produkovany elektricky proud,
dojde k poklesu elektromotorického napéti. Pokles ovSem neni linearni. Pti malych vy-
konech je pokles strmy — jedna se o pokles zptusobeny aktivac¢nimi ztratami. Aktivacéni
ztraty souvisi s nizkou kinetikou elektrochemickych reakci na povrchu katalytickych vrstev
a disociaci molekularniho vodiku na vodik atomérni. Tyto ztraty se primarné uplatnuji pti
generovani nizkych vykont, nasledné je z polarizacni kiivky zirejmé, Ze se pokles napéti
stava linedrnim. Pravé linearni oblast je charakterizovana ohmickymi ztratami, které tzce
souvisi s odporem elektrolytu vici priuchodu ionti [I]. Déale jsou ohmické ztraty zptso-
beny elektrickym odporem dalsich komponent (bipoldrni desky, difizni vrstvy a podobné)
a prechodovymi odpory mezi témito komponentami.

Zvysime-li generovany elektricky proud jesté vice, ohmické ztraty prestanou dominovat.
Polarizacni ktivka zacne strmé klesat a tento pokles je zpiisoben obtiZznym transportem
hmoty jednotlivymi vrstvami. Palivo nestac¢i dostatecné rychle difundovat ke katalytickym
vrstvam, kde je tak nedostatek reaktant.
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Obrazek 38: Typicka polarizacni kiivka palivového ¢lanku.

P1i nizkych vykonech je na povrchu katalytickych vrstev nizka koncentrace reaktanti,
coz vede k aktivacnim ztratam. Pii vysokych vykonech koncentrace reaktanti opét klesa,
protoze je palivo rychle spotfebovano. Pri vysettovani poklesu koncentrace 1ze nalézt ma-
ximalni produkovany proud, ktery odpovida nulové koncentraci na povrchu katalytické
vrstvy. Tento zavér tedy vede k interpretaci, ze palivo je spotiebovano jesté pred dosahnu-
tim katodické katalytické vrstvy [I].

12.3 Zakladni komponenty palivového clanku

Pro ¢innost palivového ¢lanku je nutné vytvorit homogenni plosnou distribuci paliva. Tento
pozadavek souvisi s membranou, ktera je vyrabéna ve formé tenkého filmu. Na povrchu
membrany je pak katalyticky material, kde probihaji zasadni elektrochemické reakce. Pa-
livo je vSsak od zdroje obvykle distribuovano hadicemi ¢i trubicemi. Piisun reaktantii tak
musime pred vlastnimi reakcemi upravit, aby doslo k rozprostieni paliva do maximélné
vyuzitelné plochy dané membréanou. Standardni membranou v oblasti palivovych ¢lanki je
membrana Nafion, coz je kopolymer PTFE a perfluorovaného 4-metyl-3,6-dioxa-7-okten-
fluorosulfonylu, pricemz fluorosulfonylova skupina je chemicky modifikovana do formy sul-
fonylové kyseliny. Do struktury membrén se casto zafazuje antioxidant, jako je cer nebo
mangan.

Prvnim stupném tdpravy distribuce paliva jsou bipolarni desky. Obvykle jsou konstruo-
vany z kovovych materiali nebo z uhlikovych kompozitu (smés polypropylénu a uhlikového
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prachu). Do desky se nasledné vytezava vzor kanélku, které rozvadéji palivo po plose dalsi
vrstvy. Smyslem je zadrzet palivo v blizkosti difuzni vrstvy (GDL) po co nejdelsi dobu, a
tak umoznit efektivni difizi do aktivni oblasti katalytickych vrstev.

Palivu se tak do cesty stavi komplikovany vzor kanalk, kterym musi projit. Zpisob,
jakym zadrzet palivo po dlouhou dobu v zadouci oblasti, je klasickou tilohou mechaniky
kontinua. Za timto tcelem bylo vytvoreno velké mnozstvi vzori, které se casto radikalné
lisi [167]. Nékteré vzory se snazi pomoci pravothlych smycek vyplnit co nejhustéji celou
plochu, na kterou ptiléha membrana. Jiné vzory se inspirovaly v prirodé a vysledny kana-
lek pripomina zilkovani listu [I68]. Pfi navrhu kandlkt bipolarni desky je tfeba uvazovat
pokles tlaku, ktery se projevi u komplikovanych vzori. Plyn je tak v kandlcich zadrzen
velice efektivné, ale na vystupu ze vzoru je jeho tlak nizky. V dusledku toho neprochazi
dostatek paliva diftizni vrstvou, coz snizuje vykon poskytovany témito oblastmi. Vytvaii se
tak nerovnovaha, kdy oblasti na vstupu jsou enormné zatézovany a jiné oblasti se do kon-
verze energie zapojuji jen minimalné. V urcitych mistech dochazi k urychleni degradacnich
procest, coz se negativné podepisuje na zivotnosti palivového c¢lanku.

Bipoldrni desky (BP) tvori klicovou soucést palivového clanku [169]. Konstrukce bi-
polarnich desek (Obr. vyrazné ovliviiuje vyslednou cenu palivového ¢lanku (az 60%
celkové ceny). Proto je vyzkum BP zaméfen na levné materidly s vysokou chemickou sta-
bilitou. Do materialu je také potieba vytezat zadouci vzor kandlkl, coz limituje vyuziti
prilis komplikovanych vzort, které by netimérné zvysily cenu palivového c¢lanku.

Voda produkovana elektrochemickymi reakcemi je vypuzovana hydrofébnimi vrstvami,
jako je GDL. Voda se hromadi v kanélcich BP, a tak dochazi k odriznuti nékterych c¢asti
membréany od prisunu paliva (flooding). Palivo je tedy vedeno skrz vzor kandlku BP pod
tlakem, takze je produkovana voda vypuzena mimo palivovy ¢lanek. Kazdy palivovy ¢lanek
ma ovsem néjakou horni mez, protoze prilisny tlak reaktanttt miize zptsobit mechanické
poskozeni membrany — fatalni selhdani palivového ¢lanku. Déle je také tfeba respektovat
fakt, ze suchd polymerni membrana dosahuje jen mizivych hodnot iontové vodivosti. Pro
spravnou funkei palivového ¢lanku je tak potreba zachovat vlhké prostiedi uvnitt mem-
bréany a pro tento problém se vzil termin ,vodni hospodéistvi® (water management).

Na BP tésné priléha GDL, kterd zajistuje jesté vice homogenni plosnou distribuci reak-
tantl. Tato vrstva je slozena z uhlikovych vldken a uhlikového prachu s urc¢itym podilem
teflonu, ktery pravé vytvari hydrofobni charakter vrstvy. Na strané priléhajici ke kataly-
tickym vrstvam je GDL tvorena drobnymi zrnky uhlikového prachu, mezi kterymi jsou jen
malé mezery mikroskopického rozméru. Palivo tak v idedlnim pripadé prichézi na vSechna
mista katalytické vrstvy ve stejném mnozstvi a zadné oblast neni preferovana ¢i zanedbana.
Polymerni membrana navic nedosahuje prilis dobrych mechanickych vlastnosti, takze GDL
tvori i mechanickou oporu membrané a katalytickym vrstvam.

Efektivita elektrochemickych reakci silné zavisi na kvalité katalytické vrstvy. Skvélym
katalytickym materidlem jsou ¢astice platiny vazané na uhlikovy substrat. Vyhody platiny,
jako je chemicka stabilita, si uveédomili konstruktéii palivovych ¢lankt jiz v 60. letech
minulého stoleti. NASA pro tcely kosmického programu vyuzila palivovy c¢lanek, ktery
obsahoval velké mnozstvi platiny (desitky miligrami na centimetr ¢tverecni). V soucasnosti
se vyuzivd daleko mensi mnoZstvi platiny, které dosahuje hodnot 0,5 mgcm™=2 [170]. T toto
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radikalni snizeni mnozstvi pouzité platiny neni dostatecné, protoze tento uslechtily kov
patri mezi strategické suroviny. Snizeni mnozstvi platiny o jeden fad by ovsem zcela zménilo
situaci a vytvorilo pro palivové élanky velkou konkurenéni vyhodu. Rozsiteni palivovych
clankd by tak nabralo zasadni dynamiku.

Na konci zivotnosti palivového ¢lanku lze platinu z katalytickych vrstev zpétné ziskat.
Pomoci standardnich chemickych metod miZzeme opétovné vyuzit az 95% pouzité platiny.
Presto je vyzkum v oblasti katalytickych vrstev zaméren na tvorbu novych materiali, které
by umoznily srovnatelnou kinetiku chemickych reakci a jejichz cena by byla nizsi. Mnozstvi
platiny je mozné snizit tvorbou slitiny platiny s jinym kovem [I70], [I71]. Problematicka je
ovsem chemicka stabilita vzniklého kovu, kdy dochézi k uvoliovani méné uslechtilé slozky
slitiny. Presto jsou zkoumany mnohé materialy na bazi platiny a dalsiho kovu, jako je zelezo,
mangan, chrom, kobalt, nikl, molybden a titan [I70], [I72]. Stabilita téchto materiali ovsem
stale zustava problémem [173].

Zivotnost a vykonnost palivového ¢lanku tzce souvisi s Gistotou vstupnich reaktanti.
Pokud je na katodu privadén stlaceny okolni vzduch, zavisi ¢istota paliva na prostredi, ve
kterém je palivovy ¢lanek provozovan. Palivovy ¢lanek jako alternativa spalovacitho motoru
v automobilovém prumyslu je tak vystaven velkému mnozstvi kontaminant, které vzni-
kaji ¢innosti spalovacich motora v jeho blizkosti. Vzduch v okoli rusnych ktizovatek ¢i v
pripadé dopravni zacpy obsahuje nezanedbatelné mnozstvi oxidi dusiku, oxidu uhelnatého
a uhli¢itého. Molekuly téchto oxidl se vazi na castice platiny a blokuji tak pristup paliva.
Tento problém je principidlni a lze jej odstranit pouze vycisténim paliva nebo volbou ji-
ného katalytického materialu. Pro tyto ucely se tedy vyuziva slitiny platiny s rhodiem nebo
palladiem. Vyuzitim zminénych slitin ziska palivovy ¢lanek vyssi toleranci k necistotam v
palivu. Na druhou stranu, tyto slitiny mohou rychleji degradovat, takze dochazi ke snizeni
zivotnosti palivového ¢lanku.

12.4 Vyuziti palivovych c¢lanku

V soucasné dobé se palivové élanky etablovaly v oblasti zaloznich zdroju elektrické energie.
Jsou vyuzivany v provozech, které nutné potrebuji konstantni dodavku elektrické energie
i v pripadé, ze dojde k neoc¢ekdvané udélosti typu blackout (rozsahlé pretizeni sité trvajici
i nékolik dni). Palivové ¢lanky tak najdeme v nemocnicich ¢i v telekomunikacénich aplika-
cich. Tyto stacionarni aplikace jsou vysoce uc¢inné a projevuje se zde nékolik vyhod oproti
spalovacim motorum [I74]. ProtoZe palivovy ¢ldnek neobsahuje pohyblivé ¢asti, je vyrazné
ti88{ nez spalovaci motory [166]. Navic béhem provozu palivovy ¢lanek neprodukuje zadné
emise kromé vody se stopovym mnozstvim fluoridi. Palivové ¢lanky jsou znamy svou spo-
rovnéz produkovany béhem provozu, ale vyroba jednotlivych komponent je zna¢né emisné
narocna. Jen vyroba membrany typu Nafion je vysoce nebezpecna a béhem procesu vzni-
kaji latky jedovatéjsi nez fosgen.

Daleko narocnéjsi je prosazeni palivovych ¢lankt v oblasti automobilového pramyslu.
V tomto typu aplikaci je totiz nutné uvazovat i design palivového clanku. Ve vysledku
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Obrazek 39: Piiklad bipolarni desky se zakladnim vzorem kanalkii.

klademe vyrazné naroky na hmotnost zarizeni, coz se projevuje v materidlovém vyzkumu
bipolarnich desek. Pro automobilovy primysl je navic nezbytné vytvorit palivovy c¢lanek,
ktery bude generovat elektricky proud v sirokém rozsahu. Vykon palivového ¢lanku musi
byt velmi variabilni, aby dokazal pti rozumnych nakladech konkurovat spalovacimu motoru.
Nizkoteplotni vodikové palivové ¢lanky a metanolové ¢lanky s polymerni membranou to-
muto zadani odpovidaji. Jako perspektivni se pak jevi spojeni baterie a palivového ¢lanku,
pricemz baterie vykryva vykonové Spicky. Problémem je nedostupnost vodikovych stanic,
kde by uzivatel dotankoval vodik do nadrze. Je vsak mozné, ze v budoucnu bude vyuzita
stavajici sit pro zemni plyn.

Casto je diskutovana moznost vybuchu nadrze s vodikem. Bezpeénost provozu palivo-
vého ¢lanku v automobilech je s uskladnénim vodiku dzce spojena. Pro potfeby automo-
bilového primyslu jsou konstruovany specidlni naddrze na vodik s deformacénimi zénami,
které v pripadé havarie umozni tnik vodiku bezpeénym smérem. Vodik nemé tendenci se
v nadrzi zdrzovat, spise okamzité odchazi do atmosféry. Situaci muze komplikovat ohen
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v blizkosti tniku, ktery zpusobi vzplanuti unikajiciho plynu. I v pfipadé takové havarie
vodik vyhori béhem velice kratké doby a v definovaném sméru. Vysledkem je nebezpecnost
vodiku jen po kratkou dobu, coz je rozdilné od standardnich paliv, jako je benzin. Kapalna
paliva maji pii poruseni nadrze tendenci setrvavat pod automobilem a ptisobit jako inici-
ator pozaru celého stroje. Vyse zminény vyklad ovsem nemad za cil pfesvédc¢it o naprosté
bezpecnosti vodiku. Spis jde o popis problémi, které jsou odlisné od kapalnych paliv.

Velmi zajimavou aplikaci jsou sobéstacné budovy. Tyto objekty jsou osazeny fotovol-
taickymi panely, které generuji elektricky proud v ptipadé vhodného pocasi [175], [176].
Panely jsou vyuzity pro uspokojeni aktualni poptavky po elektrické energii v budové. Pre-
bytky jsou smérovany do elektrolyzéru, ktery produkuje pracovni plyny (vodik, kyslik)
nutné k provozu palivového ¢lanku, nebo jsou kratkodobé ulozeny v baterii. V noci ¢i za
nevhodného pocasi pak poptavku uspokojuje praveé palivovy clanek a baterie. V nasich
podminkach je mozné produkovat relativné velké mnozstvi vodiku diky slunec¢nimu zareni.
Béhem letniho dne bez obla¢nosti je mozné vyrobit vodik na tfi tydny provozu sobéstacné
budovy velikosti rodinného domu. S tim vsSak vyvstava dalsi problém, a tim je uskladnéni
vodiku, které je pomérné naro¢né. Pro celoro¢ni provoz palivového élanku (v sobéstacéné
budové) by bylo nutné zkonstruovat nadrz o velikosti priblizné 10 krychlovych metri a vo-
dik zde uskladnit pod tlakem 300 bar. Tak rozsahlé zarizeni je znacné nebezpecné. Proto je
tfeba uskladnit produkovany vodik pribézné. Vyhodou palivového ¢lanku je produkované
teplo, které lze upotiebit pro vytapéni sobéstacné budovy. Pracovni teplota okolo 90°C
je pro tyto ucely idealni. Problémem je také systémové fizeni, které cely systém ovlada a
umoznuje uzivateli ménit vykonové parametry palivového ¢lanku. V soucasnosti je v této
oblasti jen nékolik subjekti, které takové tizeni vyvijeji. O komplexnosti daného systému
si ¢tenal muze udélat predstavu prohlédnutim Obr.

Dalsi vyuziti palivového ¢lanku mtizeme najit v ilozistich energie. Do rozvodné sité se
v soucasné dobé zatazuji fluktuujici zdroje, které poskytuji elektricky vykon v dobé, kdy
to neni vyhodné napriklad kvili snizené poptavce po elektrické energii. Konverzi elektrické
energie do vodiku ziskdvdme moznost odlozit spotiebu do vhodnéjsitho obdobi. Kombi-
naci s dalsimi zatrizenimi, jako jsou vanadové baterie, 1ze konstruovat jednotky prakticky
libovolného poskytovaného vykonu s velmi rychlou odezvou a bezemisnim provozem. Pri
konstrukei téchto typu energetickych ulozist je vsak nutné vhodné rozdélit (optimalizovat),
kolik elektrické energie z fotovoltaickych paneli je tfeba ulozit do baterie pro kratkodo-
bou spotfebu (t¢innost priblizné 80%) a kolik pres elektrolyzér do vodiku (ic¢innost okolo
25%). Opét je tieba zduraznit, ze bezemisni je pouze provoz zafizeni. Vyroba komponent
je z ekologického hlediska problematicka.
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Obrézek 40: Schéma syst



13. Termodynamicky popis
palivového clanku

Preménu chemické energie na energii elektrickou v palivovém c¢lanku popiseme na zakladé
principu miniméalni produkce entropie, jak je naznaceno v kapitole Princip miniméalni pro-
dukce entropie (kapitola . Postup je analogicky popisu transformace tepelné energie na
energii mechanickou, tedy vyuzijeme popisu expanzivni prace z kapitoly o konceptu endo-
reverzibility (kapitola . Ptijeti principu minimalni produkce entropie indukuje vedle
podminky extrému [6.29]i podminku minima Teoretické zaklady tohoto piistupu byly
polozeny v 70. letech (jako odpovéd na ropnou krizi [I77], [I78]) na zdkladé predpokladu
endoreverzibility, ktery vSak neni dobte fyzikalné interpretovatelnyﬂ. V soucasné dobé je
tento obor termodynamiky bézné vyuzivan a v nékterych oblastech poskytuje lepsi pred-
povédi, nez standardni nastroje termodynamiky [70], [179]. Koncept je mozné vyuzit pro
popis tepelnych i elektrochemickych jednotek [I80], [181]. Zakladni myslenkou endoreverzi-
bilni termodynamiky je rozdéleni systému na reverzibilni elementy propojené vzajemnymi
vazbami. Tyto elementy vzajemné interaguji nevratnymi procesy [71]. Pocet vazeb a jejich
charakter pak urcuji vyvoj systému. Motivaci pro rozvoj této discipliny byl rozpor mezi
teoretickou tuc¢innosti podle Carnota [I82] a redlnou uéinnosti, kterd v piipadé tepelnych
strojui dosahuje hodnoty vyrazné nizsi (v nékterych pripadech az o 50% [183]). Endorever-
zibilni termodynamiky lze uzit pro popis chemickych reakei [I80], [184], a tak lze tvofit i
modely chemickych reaktoru, jako je palivovy ¢lanek [I85], [I86]. Objevuji se ovSem nézory
[187], Ze se endoreverzibilni termodynamika dopousti pfilisnych zjednoduseni komplexnich
jevif]

Pro popis palivového ¢lanku vyuzijeme 1. zdkon termodynamiky ve tvaru [1.126] kde je
stavovou proménnou entalpie H [I86]. Tato formulace je vyhodné pro systémy, které ge-
neruji neexpanzivni praci, naptiklad tlakovou, elektrickou ¢i chemickou energii a podobné.
Vyjdeme z rovnice bilance energie ve tvaru

'Kazdy redlny systém, ktery neni v termodynamické rovnovaze, produkuje kladnou entropii. Piedpo-
klad reverzibilnich procesii uvniti systému je proto nereilny. Jak je ukdzdno na prikladu transformace
tepelné energie na energii mechanickou v kapitole [6.2.1] je mozné zdkladni predpoklad endoreverzibilni
termodynamiky nahradit podminkou nulového toku entropie ze systému, ktery se nachézi ve stavu
minima produkce entropie.

20becné oblibenéjsi je piistup, ktery vyuziva analyzu exergie [188] a anergie [189].
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Jy+Jpn = H — Prewp(U) — Pyis(U) (13.1)
= H+ Wnexp — Pys(U) pro H= / phdv,
v

kde Wewp = —Preap(U) ~ —Vp je neexpanzivni prace. Expanzivni prace je nyni skryta v
entalpii H = U + p)V. Toky a produkce maji stejné hodnoty jako v pripadé bilance vnitini
energie [[.126] Pro tok tepla a difizni tok entalpie komponenty « obecné plati

Jy=— [ d.da, (13.2)

Jpn = — /8 S Jpahada, (13.3)
v (07

kde OV je plocha hranice systému (obecné i ¢asové proménnd, jak je ziejmé ze vztaht
a a h, je specifickd entalpie komponenty «. Tok ¢isté diftzni Jp, musi byt v
pripadé pevného objemu V' s povrchem 0V nahrazen tokem Jj, ktery zahrnuje i konvektivni
tok pvh, coz popisuje vztah [I.8 V piipadé pevného objemu je materidlova derivace [L.5
nahrazena derivaci parcialni 1.6

a)

Palivoyy .
. 6’ének W]_ e
WQ// Ql out
Q2 out
b) Jg1 Jph1
Th
Jgz ~ —ag(Th —13) Jpns ~ Bu(T1 — T5)
T3
JDgg—JDg4:G W, w—
T}
Jga ~ —ap(Ty — T2) | Jppa ~ Br(Ty — T)
15
Jy2 JDh2

Obrazek 41: Schematické znazornéni konverze energie na neexpanzivni praci (a). Jednotlivé
toky jsou naznaceny v dolni ¢asti obrazku (b), horni ¢ast predstavuje prehled zékladnich
procesu.
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Predpokladejme, ze palivovy ¢lanek ma pevny objem V' s povrchem 0V = A. Tok tepla
[13.2] a diftzni tok entalpie [I3.3] do palivového ¢lanku pak budou dény vztahy

Jg = — / j,da,  Jpy = — / S Jorahada (13.4)
Ainl Ainl @
a podobné toky z palivového ¢lanku
T = / j,da,  Jpu = / S G pnalada, (13.5)
Aoth Aoth @

pricemz meze integralu jsou ziejmé z Obr. [A2] Vstupujici tok energie je roven souctu

Qin = Jo + Jom (13.6)

a analogicky vystupujici tok energie bude

Qout - Jq2 + JDh2- (137)

Bilance celkové energie (disipaci vnitini energie Py;s(U) zanedbame) ma konecny tvar

Qin - Qout = Jql + JDhl - (Jq2 + JDhQ) == H + Wnexp> (138)

kde symbol Wi, znaéf neexpanzivni vikon (nékdy oznacovany jako technicky vykon).
Tuto rovnici miZeme porovnat s rovnici bilance energie klasické termodynamiky [I.127] do
které zavedeme Gibbsovu volnou energii ve tvaru G = H — T'S. Pro ¢asové zmeény
plati G = H — T'S — ST. Je t¥eba vzit v tvahu, Ze palivovy ¢lanek je otevieny systém
a doddvand energie zahrnuje teplo i entalpii reaktanti, tedy plati Q = T'S = Jg —
Jpo + (Jpm — Jpn2) = AQ;or. Celkové dodané teplo a entalpii do systému jsme oznadili
AQyo:. Uvniti palivového ¢lanku je entalpie konstantni a chemické procesy probihaji témét
izotermicky, pak miizeme rovnici porovnat s rovnici energie pouzivanou v elektrochemii
pro izotermické procesy, AQyor = H — G [1], [17]. Vzhledem k tomu, Ze se uvnit¥ palivového
¢lanku entalpie neméni, H = 0, mtzeme ¢len Wnexp v bilanci energie m primo ztotoznit
s generovanym elektrickym vykonem, tedy

Wewp = Weo = —G. (13.9)

Jak bylo zminéno vyse, palivovy ¢lanek je otevieny systém, do kterého prichazi plynule
reaktanty (palivo) a odvadéna je elektrickd energie. Palivovy clanek pracuje v ustaleném
stavu s minimalni produkei entropie. Mimo to lze konverzi energie v palivovém c¢lanku a
elektrolyzéru povazovat za uzavieny cyklus. Potom je stavova veli¢ina — entalpie — funkci,
ktera ma totalni diferencial, tedy po uzavrené krivce se neméni a plati tak

%Hdt =0, pro stacionarni procesy H = 0. (13.10)
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Generovany neexpanzivni vykon je za téchto predpokladi (tento stav se nékdy nazyva
steady-state) roven

Qin - Qout = Wnea:p~ (1311)

Analogickym vztahem pro generaci expanzivniho vykonu u tepelnych stroju je vztah
Pro celkovou ucinnost transformace této formy energie plati

W, . W,

—F 5 Q= — (13.12)
Budeme opét hledat souvislost mezi t¢innosti a celkovym generovanym vykonem. Energii
vystupujici ze systému také vyjadrime pomoci ac¢innosti jako

77:

. 1—n_.
Qout = anexp- (1313)
Ui

Uvazujeme-li palivovy c¢lanek, vstupni energie je prevazné obsazena v entalpii privadénych
reaktant

Qin = Hin (13.14)
a vstupni tepelny tok je priblizné nulovy, tedy J,; = 0. Jak je patrno ze vztahu|13.9} souvisi
celkova ¢innost se zménou Gibbsovy volné energie, takze ji prepiseme do tvaru

Wnexp G'm We
= — = | = : 13.15
= e () () 1319

kde jsme s ohledem na [13.9 pouzili pfimo definici elektrického vykonu.
Na hranicich jednotlivych komponent palivového ¢lanku se tepelné a diftzni toky ne-
méni

Jp=Jg  Ju=Jp, (13.16)

Jpnt = Jpns;  Jpns = Jpn2, (13.17)

ale tok Gibbsovy volné energie se na hranicich A,,s3, A,.4 lisi o velikost spotfebovanou na
transformaci elektrické energie, tedy plati

JDg3 - JDg4 = _Gm (1318)

Konkrétni situaci v palivovém ¢ldanku zndzortiuje Obr. A2 Protoze nés zajima jen Gibbsova
energie spotfebovand pti reakci v palivovém ¢lanku, vztah muzeme uvazovat Jpgz = 0
a referencni chemicky potencidl reaktantd normujeme k nule. Podminka Jpg = Gin <0
vyjadiuje, ze Gibbsova energie spontanni chemické reakce klesla. Timto postupem dosah-
neme toho, ze pokles Gibbsovy volné energie bude generovat elektrickou energii.
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Ain1 Ty
nT qul ~ (0 JDhll
DV - anoda
y || Vin KV - anoda Ty
1y Ains JDg3

IS qug Ams JDhBl
v.  MEMBRANA

Ty
A ||y Jqa Ama  JIpha '
n lIl Aout 4 JDg4
v.: KV - katoda
T2

DV - katoda
e Tonz|

Aout 2

Obrazek 42: Znazornéni tokl v palivovém c¢lanku. Difizni (DV) a katalytické vrstvy (KV)
v palivovém ¢lanku jsou oddéleny membranou. Jsou naznaceny i normaly n a teploty v
jednotlivych oblastech, které zaujimaji objem V' a jsou oddéleny plochou A. Spodni index
m znac¢i membranu.

Vyuzijeme podminky extrémum (minima produkce entropie) pro toky entropie uvnitt

systému. Tok entropie se obecné sklada ze tii ¢asti, a to toku generovaného privodem tepla,
tokem entalpie a tokem Gibbsovy energie [[.140] tudiz zapiSeme

52Jp(S) = Jua(S) + Jpns(S) — [Jq4(5) 4 Tona(9)| = Tgs(S) + Jpga(S) = 0. (13.19)

Protoze jde o toky uvnitt systému, musime k jejich vyjadreni pouzit vnitini teploty T3, T}
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(Obr. [42)). Podminka extrému [13.19 m4 tedy tvaf]

Jiz  Jons Jgu Jpna JIpgs . JIpga
- — = — = 0. 13.21
T3 T3 T4 T4 T3 + T4 ( )

S ohledem na predchozi podminky [13.6] a [I3.7] muzZeme sestavit vztah

Qin . Qout B JDg3 + JDg3 + Gzn
T3 T T3 T
Za predpokladu, Ze Jpgg = 0, prechdzi podminka extrému [I3.22 na tvar, kde vystupuji
vnejsi toky energie. Plati pak

=0. (13.22)

Qin Qout Gzn
— =0 13.23
T; T, + T, ( )
a s vyuzitim vztahu [13.11] ziskavame
Qin an Wnexp Gin
— = 0. 13.24
T Ty * T, + T, ( )

V této podmince vystupuji neznamé vnitini teploty 73 a Ty. Pro pfipad termodynamické
rovnovahy (proces by byl reverzibilni) by v systému (palivovém ¢lanku) existovala jen
jedind teplota, naptiklad 75 = Tj. Potom by konverze energie chemické na elektrickou a
naopak odpovidala idealnimu procesu Wnexp = —Gm = 0, jak je zfejmé ze vztahu a
[13.29] Zajimé nas redlny nerovnovazny proces, a proto musime tyto teploty stanovit tak,
aby byla podminka splnéna. Volime jednoduché linearni vztahy

Qin = Jy3 + Jons = —yu(Ty — Ts), (13.25)
Qout = o + Jpnz = 7.(Ty — Tp), (13.26)
kde
Ye = ag + Bu, (13.27)
YL =arL + 6L (13.28)

jsou zatim neznamé transportni koeficienty. Koeficienty oy, ap, jsou vztazeny k toku tepla
Jq a koeficienty By, B souvisi s difiznim tokem entalpie Jpp. S vyuzitim rovnice bilance

3Skutecénost, Ze je produkce entropie uvniti systému s teplotami T3 a Ty nulové, vede k mylné interpretaci
o vnitini reverzibilité procest, tedy k endoreverzibilite, ktera je v tomto pojeti chdpana jako podminka
extrému, ptipadné jako podminka stability ustdleného termodynamicky nerovnovazného stavu [6.30]

d

0 s2 _
2dt5 Seq — 62P(S) = 0. (13.20)
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celkové energie[13.11]a s ohledem na vztahy [13.25] [13.26| miizeme pomér neznamych teplot
T3, T, explicitné vyjadrit jako

T4 YH [’YLUTQ + (1 - n)Wnexp]

T = . ) (13.29)
3 YL <7H77T1 + Wne:):p)
Podminku extrému [13.17] mtiZeme formulovat ve tvaru
T, . . .
74@1’71 - Qout + Gzn = 07 (1330)
T3
neboli
T Wnew ]. - Wnem .
it Y21 To & Weap(1 =) (1- 77)] L e ) (13.31)
YL ’7H77T1 + Wnemp n
Vztah [13.31| 1ze pak prepsat do tvaru
—1)(1 - Wr%ex Gzn - .
=D =) Woeep [7' Yt ] Wieap + 1Cin = 0. (13.32)
n Wnewp, ref nexp, ref

Z divodu dalsiho zprehlednéni této rovnice zavedeme nasledujici zjednodusujici parametry.
Vztahy

Wnexp

(13.33)
Wnexp, ref

Wnexp, ref — "YHTla wnexp =
definujeme pevnou referencni hodnotu neexpanzivniho vykonu a normovany vykon tezp.
Jak bude uvedeno dale, veli¢ina Wnexpyref je rovna rychlosti spotfeby Gibbsovy energie
—Gin, pro kterou v idedlnim procesu plati rovnost . Pokles Gibbsovy volné energie,
Gin < 0, popisuje preménu chemické energie na neexpanzivni vykon, Wnexp > 0, ktera
probihéa s termodynamickou tc¢innosti definovanou pomeérem

Wnexp
=P 13.34
= e (13.34)
Celkova ucinnost premény je s ohledem na vztah a podle definice [13.12 rovna
Wnexp _Gin Wnexp
A = . : = , 13.35
=g ( A, )(—Gm> ot (13.35)
kde jsme tc¢innost transportu paliva oznacili jako
~Gin , AG
ny = ———, obvykle definovano jako 1y = N2 (13.36)

in
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Tato definice je disledkem vztahu [13.14} ktery vyjadiuje pritok celkové energie do palivo-
vého clanku, a plati tedy H;, > 0. Dalsi parametry se vztahuji k materidlovym vlastnostem
a konstrukei konkrétniho palivového ¢lanku. Jde o pomér

y=1T > (13.37)
YL
a bezrozmérny rozdil teplot
T:
r=—2_-1<1 (13.38)
T
S vyuzitim uvedenych parametri lze rovnici [13.32] prepsat do koneéného tvaru
—1)(1— Une
(= 1) ”)wnm by S M (13.39)
n NI NI

Z této rovnice plyne explicitni vztah pro bezrozmérny (normovany) vykon palivového
clanku

n| (1 —n)n — 7—7711} NoNir {(1 — N1r)No — T}

wnez = - .
(=D = —n (v = DL = noner) =m0
Pro palivové clanky predpokladdme, Ze neexpanzivni prace je rovna generované elek-

trické praci, tedy Wyesp = We > 0. Z obecného vztahu pro vykon [13.40| plyne podminka

(13.40)

T
% —1>no(1 = nir). (13.41)
1

Ukéazeme, ze palivovy ¢lanek je v dynamické rovnovéaze (otevieny systém produkujici klad-
nou entropii(6.3) a produkce entropie je kompenzovana zdpornym tokem entropie —Ji(.S),
ktery je tmérny produkovanému vykonu W,,.,, tedy

T =

_ an Qout - Wnexp
JM(S) B Ty T N nTi

_ wnexanemp,ref (7] + T) _

1— = (13.42)

N1y 1+7

_ Wezp, ref {(1 = 111)7o — T] (77 + 7')
7|y =D =m)—m| \1T7/

V idealnich podminkach, tedy za konstantni teploty 77 = T, a nulovych aktivacnich a
diftznich ztratach na elektrodach, je maximalni — teoretickd — Ui¢innost premény energie
rovna

We _ =G

AG
AH’

=
T=konst.

(13.43)
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kde AG a AH jsou postupné Gibbsova energie a entalpie rovnovazné chemické reakce. Za
téchto idedlnich podminek plati, ze n;; — 1 a 99 — n,. Pak se generovany vykon i celkovy
tok entropie blizi k nule. Produkce entropie souvisi pouze s transportem hmoty a ener-
gie, chemickymi reakcemi, pripadné s fazovymi prechody. Velikost prislusné formy energie,
naptiklad chemické ¢i elektrické, se pii pfeméné nezméni, proces je tedy isentropicky a
termodynamickd c¢innost procesu je 100%.

Ukazeme souvislost neznamych hypotetickych teplot 753 a Ty s uc¢innosti palivového
¢lanku. Pomér teplot [13.29] prepiSeme do bezrozmérného vztahu

Ty 0(1+7) + Yinmeap(l — 1) N —7—1
a0 T) ¥ 1 Wnexp il , Nebo ey = B S B = (13.44)
13 N+ Wneap (1 —mn) - Ty
a porovnanim s obecnym vztahem pro vykon dostavame dulezitou relaci
T
?4 =1+ no(1 = nr1), (13.45)
3

z které plyne, ze pomér teplot zavisi jen na aktivacnich ztratach prostrednictvim tcinnosti
7o a na termodynamické i¢innosti n;;. Pro termodynamickou ti¢innost, ktera je uréena pte-
devsim kvalitou membrany, je pomér roven jedné. Jak bylo diskutovano vyse, vztah
k zadné redlné preméné energie pak nedochazi. Z pohledu endoreverzibilni termodynamiky
jsou subsystémy v termodynamické rovnovaze, coz ovSem vede k podmince pro vnitini
teploty ve tvaru T3 = Ty. Vztah pak plati pouze v pripadé, ze n;; = 1, neboli pouze
tehdy, kdy je generovan nulovy vykon (stejné jako v pripadé expanzivni prace). Shodné
teploty T5 a T vedou navic k nerealistické relaci mezi generovanym vykonem a uc¢innosti
i v pripadé generace expanzivni prace [6.45 Jednoduchou tpravou totiz ziskdme

aragTin(ne —n) Ty=T aragTin(ne —n)

Wer = (o —an) (1 —n) (o — o)

(13.46)

13.1 Maximalni Gt¢innost palivového ¢lanku

V hypotetickém pripadé se vSechna prichazejici Gibbsova energie, —G);,,, preméni na neex-
panzivni (elektrickou) praci Wi,e.,. Navic pro nip — 1 a 1y — n, spliuje teplotni rozdil 7
nerovnici . Z této nerovnice plyne, Ze 7 > n,(1 — nip) > no(1 — nip) a 7 = 0. Obecné
teplotni rozdil zavisi na vykonu palivového ¢lanku a jeho aktudlni tc¢innosti. Vzhledem k
tomu, ze jsou zmény teplot pti standardnim provozu velmi nizké, mazeme pouzit nasledujici
empiricky ovérenou interpolaci

15 (204 + 10, min) (1 — M11,0)

T=—-1=

Ty 3

V tomto vztahu vystupuje maximalni hodnota 7y, ., kterou stanovime z podminky ma-
ximalniho vykonu, dw/dn = 0. Za predpokladu, ze uc¢innost prenosu paliva (transportni

(13.47)
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ucinnost) [13.36| zavisi na termodynamické ti¢innosti [13.34} plati

dw (o, 7711)] dno [010(770, 7711)]
( [ 8770 st d77H 87711 70 o ( )

takze

[3“7(770, 7711)]

d770 87711
—— . . 13.49
dnn [0w(no7 7711)] ( )
8770 I

Potom podminka extrému drny/dn; = 0 s ohledem na vztah [13.41| vede k relaci pro maxi-
malni vykon palivového c¢lanku, tedy zapiseme
[ max 2 'maz -1
gy = To00mas)2m1(rnaz) 1) 7 (13.50)
v—1
Pfi odvozeni jsme pouzili derivace explicitniho vztahu pro vykon

_ , 13.51
oo (v = D1 = nuno) — mo ( )

[310(770, 7711)1 _ mol(y = D)@ +no — 2nenu — 7]
O |, (v = DA = nuro) = 1o

[5’60(770,?711)] mul(y — 1) + 2no(1 — nor) — 7] + 1

Tyto vztahy vedou ke stanoveni extremalnich hodnot transportni t¢innosti 7 i termody-
namické Géinnosti 7. Jejich hodnoty plynou z podminek (9ng/0w),, = (Onu/0w),, = 0.
Potom miniméalni hodnota transportni t¢innosti nabyva tvaru

v—1

v—1 1
- =1-—, 13.52
L+ (v = Dnu(tmas) ( )

Wimaz—0 N 1 + (’}/ o 1)1711’0 7711,0_>1 ’Y

N0, min =

kde 1,0 je hodnota termodynamické ic¢innosti pti nulovém vykonu. Nalezli jsme explicitni
vztah mezi minimdlni transportni ic¢innosti 1o, ., a prenosovym koeficientem + pro idedlni
stav (idedlni elektrolytickou membrénu) 7o = 1. Pravé minimdlni transportni i¢innost
je pouzita v interpola¢nim vztahu pro stanoveni explicitni zavislosti i¢innosti na
vykonu, Obr. 43

Ze vztahu [13.51] odvodime rovnéz vztah pro termodynamickou tc¢innost

1 1
nO(wm(m) Y — 1 W—0
kterd je rovna termodynamické tic¢innosti pii nulovém vykonu v rovnici [13.52, Vyse od-

hadnuté uc¢innosti[13.52| a [13.53| pouzijeme k vypoctu explicitni zavislosti celkové tc¢innosti
n(w) na vykonu w, jak bude ukazdno nize.

™I, maz = = M1, 0, (1353)
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13.2 Porovnani termodynamického modelu vodikového
palivového c¢lanku s experimentem

Celkovou uéinnost palivového ¢lanku [13.15] budeme analyzovat jako podil elektrického vy-
konu W, > 0 a velikosti toku pfivadéné energie H;, > 0, tedy zapiSeme

W,
=2 13.54
"= (13.54)
piicemz pro elektricky vykon W, vztazeny na jednotku plochy MEA, plati
dW, .
ATl W, =VI, (13.55)

kde V' je napéti na palivovém ¢lanku a I je generovany elektricky proud. Pii zatézi se
redlnd velikost elektrického vykonu méni. Oznacime skutecny elektricky vykon W, . a pro
celkovou tc¢innost piseme

We,act o _Gzn We,act - o V NHg,m - 1 I
Hip, Hiy, =G Vin Nu, . act Vin 2eF Nu,, act

n= , (13.56)

kde Vi, je teoretické napéti palivového ¢lanku, Nu, in & Nu,, qc Predstavuji toky entalpie
vstupujici do clanku (spodni index in) a skutecné spotiebované entalpie (spodni index
act), ¢len z.F Ny, . pak predstavuje vyuziti paliva (z. je pocet elektroni uvolnénych na
molekulu paliva a I je Faradayova konstanta). S ohledem na —Gin > 0 plynou z rovnice
[13.56] konkrétni definice i¢innosti

—G.m o We, act
Hm ) nir = — Gm .

Nizkoteplotni vodikovy palivovy ¢lanek obvykle provozujeme za teploty 353 K a tlaku
101,325 kPa. Po ustédleni v rovnovazného stavu je napéti naprazdno (OCV) ddno pomérem

AG

Vin =~ = 1184V, (13.58)

Teoretickd ic¢innost je rovna podilu rovnovazného napéti a teoretického napéti (predpokla-
dejme HHV u vodiku), takze zapiSeme

n="MnNi, Mo = (13.57)

Vi
= ~ 13.
= T 4gp = 07989 = 0,8, (13.59)

coz koresponduje se vztahem [12.16] Zékladnim ndstrojem diagnostiky palivového clanku
je méreni polarizacni kiivky, coz je zavislost generované plosné proudové hustoty i. a
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elektrického napéti V,.;. Vykon palivového c¢lanku je pak soucin W = V_icen. Nyni vyset-
rime zavislost generovaného vykonu a tc¢innosti palivového ¢élanku. Pro popis nezatizeného
palivového ¢lanku dosadime za jednotlivé ic¢innosti

n=mnonr =0,8 nu~1 ny,>0,8 (13.60)

za predpokladu, ze ny ~ 1. Je tfeba si uvédomit, ze n;; zavisi na generovaném vykonu,
transportnich jevech (diftze) a parametrech typu elektrické ¢i tepelné vodivosti. Trans-
portni jevy navic souvisi i s uc¢innosti 79. Model nyni porovname s redlnym palivovym
¢lankem obsahujici MEA od firmy ElectroChem. Zavislost ti¢innosti na vykonu palivo-
vého ¢lanku znazornénou na Obr. 43| vypocteme z obecného vztahu pro nasledujici
konkrétni vstupni hodnoty

1. teplota T} = 353 K,

2. moldrni tok vodiku 7y, = 1,561 - 10~* mol s,

3. zména entalpie AH = —284, 18 kJ mol ™,

4. zména Gibbsovy energie AG = —231,63kJ mol ™",

5. teoreticka uc¢innost 1y = 0,8,

6. neexpanzivni vykon Wnemp,ref =gl = —Gip = —AGryg, = 0,723 Wcem™2
Model vysetiime néasledujicim postupem.

e Pro dané 7, odhadneme koeficient z intervalu v € (1,5;1/(1 — nw,)) a ter-
modynamickou ué¢innost z intervalu n o € (1;0,8). Pro zvolené hodnoty 7, ni o a
minimalni pfenosovou G¢innost 7y ., podle @, pouzijeme aproximaci pro tep-
lotn{ diferenci 7, vztah [13.47} Pfenosovy koeficient v, minimdln{ pfenosova t¢innost
Mo, min & Nasledné i teplotni diference 7 jsou v této aproximaci povazovany za kon-
stantni. Obecné jsou tyto parametry zavislé na generovaném vykonu ..

Pro takto zvolené hodnoty je vypoctena termodynamickd tcinnost podle rovnice
13.40L Vysledkem je kvadraticka rovnice, jejiz reSeni je

—by £ /b3 — dayc
Mr12(We) = 1 1 T (13.61)

26LH

pro amn = 77(2), min’
bH = 7o, min |:T - (’Y - 1)we — o, mzn:|

i1 = we(’y - 1) — 1o, min-
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Obrazek 43: Vykon a uc¢innost predikované modelem palivového ¢lanku a namérena data
(¢erné body) ziskand pro nizkoteplotni MEA ElectroChem 50 cm™2. Pouzité parametry
jsou e = 0,798, 0o, min = 0,513, Nir.o = 0,89, Wheap.rer = yaTi = 0,723 Wem ™2, Ty =
353 K, vg = 0,00205 Wem 2K, v =1,95, 7 =0,074.

o Nasledné je z obecného vztahu [13.40] vypoctena prenosova tcinnost, kterd je resena
pro stejné parametry

—bQ + \/bg — 4@060 (13 62)

2&0
pro ay = nmo(l —nmo),

No12(We) =

by = w. [7711,0(’7 —-1)+ 1} — TN,0
co = —we(y—1).
« Celkova ucinnost [13.35] je definovana jako soucin n = n(w.) = no(we)n(w.), tedy
pomoci vztaht [I3.61] a [13.62] jak je zfejmé z Obr. 43| K fitovani celé kiivky postaci
jen nékolik malo experimentalnich bodii, teoreticky pouze tii. Je nutné stanovit tii

nezndmé parametry v, Mo & 7o, min, interpolaci 7 a vztah je mozné upresnit s
pouzitim nékteré z metod optimélniho fizeni.

Porovnani tohoto modelu s experimentem ukazuje na stabilni funkci palivového ¢lanku
v prislusném rozsahu vykont. Maximalni vykon je vedle kvality elektrod (vyjadiené pomoci

210



MODEL PALIVOVEHO CLANKU M. Tom4s

prenosového koeficientu ) a kvality membrany (vyjadiené pomoci parametri ni o & 7o, min)
urcen predevsim mnozstvim privadéného paliva, tedy parametrem Wiepp rer = yuTi =

—Gin = —AGrig,.
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14. Polymerni materialy

Zvlastni skupinu materialt tvori polymery. Tato Siroka skupina obsahuje mnoho materialt
z naseho kazdodenniho zivota. Jedna se napriklad o teflon, pryz, kaucuk, PVC ¢ PMMA
(polymetylmetakrylat - plexisklo). Teoreticky popis téchto materidli byl vytvoren az ve
20. stoleti [190]. Takto pozdni teoreticky tspéch je zpusoben slozitou strukturou, kterd
stoji na predélu mezi krystalickymi a amorfnimi latkami. Setkavame se tak s terminy, jako
je ,stupen krystalinity“, které z hlediska klasické fyziky pevnych latek nedavaji smysl. Z
téchto diivodl je popis polymertt mirné odlisny od popisu krystalickych latek, napriklad
diamantu. Polymery obsahuji urcitou ¢ast objemu v krystalické fazi, ale kazdy polymer
zaroven obsahuje i amorfni ¢ast. Krystalizace probiha procesem nukleace, kde je zacatek
krystalizace omezen na nukleac¢ni jadra. Proces lze ¢astecné ridit vyuzitim nukleac¢niho
¢inidla.

Zajimavou problematikou jsou fazové prechody polymert. Velmi dilezitym prechodem
je takzvany skelny prechod [191]. Jednd se o pozvolnou zménu ve viskozité polymeru, kterd
silné ovlivnuje mechanické vlastnosti materidlu. Pfechod probiha v urcitém intervalu teplot,
coz je odlisné od presné dané teploty fazové premény u krystalickych latek. Existence
teplotniho intervalu souvisi se slozitou strukturou polymert, ktera se mirné méni vzorek
od vzorku. I pri velmi presném zopakovani vyrobniho procesu, vysledny material mize
vykazovat mirné odlisné vlastnosti. Skelny prechod je pak fazovym prechodem 2. druhu a
teplotu skelného piechodu znacime 7;,. Hodnoty T}, jsou pouze orientacni a zavisi napiiklad
na distribuci molekulové hmotnosti, rychlosti zahrivani ¢i dokonce na predchozi historii
materidlu (zda byl tepelné namahén). Materidl ochlazeny pod teplotu skelného prechodu
muze dosahovat skvélych mechanickych vlastnosti. Prikladem muze byt PMMA, ktery pod
teplotou T, ~ 100°C vykazuje relativné dobré mechanické vlastnosti. Jinym prikladem
muze byt polyisobutylen pouzivany jako soucast pneumatik nebo zZvykacek. Protoze je
teplota skelného prechodu T, ~ —75°C, jedna se za pokojové teploty za mékky a poddajny
material.

Polymery se dale vyuzivaji v mnoha technickych procesech, kde potfebujeme oddélit
jednotlivé slozky smési. Typickym prikladem muze byt odstranéni alkoholu z piva pri vy-
robé nealkoholického napoje [192]. Polymer tvoif tistFedni komponentu jednotek pro sepa-
raci plyn ¢i filtraci. Obecné lze konstatovat, ze polymer (polymerni membrana) umoziuje
transport pouze urcité slozky, zatimco pro jinou slozku tvori neprostupnou bariéru. Cely
proces muze byt umoznén prilozenim elektrického pole, pak mluvime o elektromembrano-
vych procesech. Konkrétni polymery pouzivané pro tyto tcely mohou byt napiiklad PVA,
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PSFA, ¢i experimentalni PIM-1. Dobte etablovanou membrénou je prikladné Ralex.

Na konci 60. let byl syntetizovan polymer, ktery je z hlediska elektrické vodivosti dielek-
trikum (nevodic), ale umoznuje transport kladné nabitych ionti. Dodnes vyrabény polymer
ziskal oznaceni Nafion. Tento pozoruhodny material je tvoren slozitou strukturou obsahu-
jici mnoho kanalkt. Z chemického hlediska se jedna o polymer na bazi teflonu s bo¢nimi
fetézci zakoncenymi skupinou SO3 . Povrch kanalkt uvniti polymeru obsahuje velké mnoz-
stvi téchto skupin a pokud jsou kanalky zaplnény vodou, kladné nabité castice snadno
migruji skrz material. Pfesny mechanismus migrace neni zcela precizné popsan. Je disku-
tovana moznost, ze kladny iont (napriklad proton) neputuje samostatné materialem, ale ze
dochézi k vytvoreni nestabilniho stavu (napriiklad H3O%), ktery je pfendsen jednotlivymi
molekulami. Pro tento zptisob migrace se vzilo oznaceni Grotthufiitv mechanismus.

Polymery tvoii vysoce variabilni skupinu materialt. Z hlediska elektrické vodivosti mui-
zeme syntetizovat polymer, ktery bude faméznim dielektrikem — napiiklad teflon (podrobny
popis polymeru jako dielektrika je uveden v ptiloze . Pro jiné aplikace muze byt zadouci
vysoka elektricka vodivost. Pak vyuzijeme vlastnosti polymerii, jako je polypyrrol ¢i polya-
nilin (Tab. [7). Pomoci dopovani polymeru vhodnou ldtkou mizeme Fidit zddouci vlastnosti
materialu tak, aby byl pro danou aplikaci vyhodnym. Tato tvorba materialt ,na miru*
patii mezi nejperspektivnéjsi obory védecké ¢innosti.

Latka Elektrick4 vodivost / Scm™!
polyetylén 10720
teflon (PTFE) 10718
polystyrén 10716
polyvinylchlorid 10~
polyanilin 10
polypyrrol 100

Tabulka 7: Orienta¢ni hodnoty mérné elektrické vodivosti vybranych polymeru [193], [194],
[195).

14.1 Polarizace a difiize v polymerech

V nékterych aplikacich vyzadujeme po polymernich materidlech, aby tvorily nepropustnou
bariéru pro zaporné nabité ¢astice a propustné prostredi pro kladné nabité ionty. Napriklad
ve vodikovych palivovych clancich je potfeba elektrony odvést do vnéjsiho okruhu, kde
mohou konat praci, a vodikové ionty (protony) smérovat do oblasti opacné elektrody, kde
rekombinuji do molekul vody [3]. Schopnost vést ionty oznac¢ujeme jako iontovou vodivost.
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Naroky na polymerni materidly jsou tedy spojeny s nizkou elektrickou vodivosti a vysokou
iontovou vodivosti. K teoretickému popisu je vyuzivin Macdonalduv model [196], ktery byl
postupem casu nékolikrat modifikovan pro presnéjsi popis polymernich membran s vysokou
iontovou vodivosti [197], [19§].

Podstatnym predpokladem teoretického popisu je charakter elektrod. Budeme popiso-
vat situaci tak, ze elektrody blokuji pohyb iont1, respektive injekci elektronti, do materialu.
Vzorek ve formé tenkého filmu je tak uzavien mezi elektrodami a nosice naboje se mohou
pohybovat pouze v materidlu samotném — nevstupuji do elektrod, ani z nich nejsou uvolno-
vany. Tento predpoklad je opravnény u vysokych frekvenci, nizké frekvence mohou zptisobit
prispévek ionti k elektrickému proudu, coz je v rozporu s predstavou perfektné blokujicich
elektrod. Uvazujme navic pouze pohyb jednoho druhu néboje, opacny naboj bude tvorit
nehybnou matrici. Model pak obvykle zanedbava rekombinaci iontt a predpoklada stejny
difizni koeficient pro kladné i zdporné naboje. Porucha zptisobend vnéjsim polem je tak
mala, ze umoznuje linearizaci Poissonovy rovnice, kterd popisuje skutec¢né elektrické pole
napri¢ vzorkem. Zjednoduseny model popsany v této kapitole predstavil Coelho [199].

Budeme popisovat pohyb iontii v matrici o permitivité e a tloustce 2d, ve které je bez
prilozeného elektrického pole stala, homogenni koncentrace ionizac¢nich center ngy a stala
koncentrace elektronti o pohyblivosti ¢!} Schematicky je situace zndzornéna na Obr. 44l Z
obrazku je vidét, ze pri prilozeni elektrického pole se nosice naboje hromadi u elektrod s
opacnym nabojem, tento proces ovsem neprobiha okamzité, ale je potfeba urcitého relaxac-
niho casu 7, aby doslo k nastoleni rovnovaznému stavu. Difize c¢astic zpusobuje zpomaleni

'Pro driftovou rychlost elektronti plati jednoduchy vztah vy = uE, kde u je pohyblivost iontt. Pohybli-
vost iontt je spojena s difuzivitou D takzvanym Einsteinovym vztahem. Termodynamicka sila vyvolavajici
diftzni tok je podle nerovnovazné termodynamiky, vztah rovna

]:D:_a'u:_RTalnn:_RTan[ N }’ (14.1)

ox ox n OJx |molm

kde pro chemicky potencidl plati vztah (pfedpoklddame izotermicky proces). Sila v elektrickém poli
E, pusobici na jeden mol elektricky nabitych ¢astic s po¢tem elementdrnich nédboju z je pak rovna

A N ] : (14.2)

Fp=zFE, |—— =
molm  molm
Souvislost difizniho koeficientu a driftové rychlosti plyne z Fickova zdkona a vztahu vy = uE, za predpo-

kladu, ze difazni sila [I4.1] je nahrazena silou elektrického pole [[4.2] tudiz

on Fp mol
ingy = —-D— =D>2p= - 14.3
D Ox rT" " [mQ s] (143)
F FE, 1
Jex = vgn = DR—En = DZRT n=ukl;n Lr;l;b]
Porovnanim odpovidajicich vyrazi v posledni rovnici dostavame Einsteintiv vztah
RT kgT
D= u—F, pro jednu ¢astici D = UEBZ (14.4)

z e
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celého déje, protoze brani rychlému preskupeni iontt i elektront.

Obréazek 44: Koncentrace nosic¢ii naboje v polymerni matrici o permitivité e. Na obrazku
je znazornéna zména koncentrace nosi¢li naboje vlivem prepolovani elektrického pole E.
Povsimnéme si zavedeni osy .

Predpokladejme velmi slabé stridavé elektrické pole E = Ejexp(iwt) s amplitudou
elektrického pole F;. V tomto poli je energie dipélu rovna 2edFE; a je mnohem mensi nez
energie tepelného pohybu, tedy

kgT
E —_— . 14.5
1< 2de ( )

Aplikované elektrické pole vyjadiime pomoci elektrického potencialu

o(z,t) = ¢1(x) exp(iwt), (14.6)

kde velikost tohoto pole neprevysi pri pokojovych teplotich hodnotu ¢ < kgT'/e ~
0,025V, e je ndboj jednoho elektronu (e = 1,602177 - 107'°C) a kp je Boltzmannova
konstanta. Slabé stridavé pole ovlivni koncentraci nosi¢ti naboje jen minimélné (nedojde
k dodatecné ionizaci), takze aktudlni koncentrace bude témér identickd s koncentraci ng.
Velikost této odchylky (n — ng) hleddme ve tvaru harmonické poruchy n,(x)exp(iwt) za
predpokladu, ze ni(x) < ng. Okamzitou koncentraci nosic¢i volného naboje vyjadiime ve
tvaru

n(x,t) = ng + ni(x) exp(iwt). (14.7)
Vyjdeme ze zdkona zachovani elektrického ndboje [2.2) formulovaného pro koncentraci nosi¢t
n [199]
on  0Oje
o ox’

(14.8)
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kde je proudova hustota j. dana souc¢tem konduktivniho toku unFE a diftzniho toku

. 0o on
Je = —unz = D%. (14.9)
Po dosazeni dostavame
on B 0 0o 9’*n B 0%¢ 0 0¢ 9’n

Vzhledem k tomu, Ze pro koncentraci plati vztah ny < ng, druhy ¢len ve vysledku na pravé
strané rovnice je zanedbatelné maly a rovnice zachovani naboje se tak redukuje na tvar

2 2

8711 0 ¢ 4 D@ nq

ot dx? dx?’

Reseni hledame ve tvaru casové zavislé harmonické poruchy a pro kterou se
rovnice [[4.11] zjednodusi na linedrni rovnici pro zménu koncentrace

(14.11)

d27’L1 . d2¢
2w unog o = (14.12)
eun
= (iw+ —2)ny.
€0

Pfi ipravé jsme pouzili definici intenzity elektrické indukce ve vakuu[2.31] tedy pro ng = 0.
Superponované stridavé pole je ovlivnéno pouze volnymi naboji n;. Tudiz mtzeme psat

d?¢  eny
divE = — > = T2, (14.13)
dx €0
V rovnici [14.12 m4 ¢élen €y/(ueng) = 7 rozmér Casu a souvisi s relaxaci vyrovnavani kon-
centrace n;. Tvar rovnice za predpokladu harmonickych poruch je

d’ny 1 4dwr 1+ iwT 1+ dwt
da? D T ekgT M Lp " ( )
e2ng

Pri tpravé jsme pouzili vedle vyse uvedeného vztahu pro relaxacni cas jesté Einsteintuv
vztah pro difuzivitu Veli¢ina Lp ve jmenovateli je takzvand Debyeova délka, pro

kterou plati
1 kT
Lp=-y/258 (14.15)
€ o
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a fyzikdlné vyjadiuje vzdalenost, ve které poklesne potencial néboje ¢(ze) (napiiklad iontu
s ndbojem ze) vlivem stinén{ okolnich ndboji opacného znaménka na hodnotu e '¢(ze).
Soutradnici  nahradime bezrozmérnou proménou

X="Vitiwr, po 7= (14.16)

Lp ueng
Rovnice pro koncentraci volnych nabojua tak dostava jednoduchy tvar

d?ny

dX?
a jeji integraci ziskdme distribuci volnych naboji n(x) vyvolanou slabym vnéjsim elek-
trickym polem [14.6] [200]. Obecné feSen rovnice ma tvar

—ny =0 (14.17)

n1(z) = nye™ 4+ nppe =, (14.18)
kde konstanty ni1, nis uréime z podminky elektroneutrality

d
/ nl(x)dx =0 = Nnig = —N11, (1419)
—d

takze
ni(x) = 2ny;sinh X. (14.20)
Integraci rovnice [14.13| dostaneme intenzitu elektrického pole ve sméru souradnice x

. 27L11LD
N GOX.,-
Neznamou integracni konstantu Ey urc¢ime z velikosti aplikovaného elektrického potencidlu
jako

E(z) coshX + Fy, pro X, =+V1+iwr. (14.21)

d de, d
= E = — ¢o(—d) = 2dFE, 14.22
[ Ztda = [ Bl@)dz = ¢u(d) = 6u(~d) = 24E,, (14.22)
kde E, je aplikované elektrické pole. Integraci [14.21| nalezneme velikost Ej, tedy piSeme
2 Lp\’ d
Eod = Eyd — —1 (D> sinhY, pro Y = X(d) = —X,. (14.23)
€0 XT LD

Dosazenim do rovnice pro elektrické pole [14.21] dostavame jeho prubéh po celé tloustce
studovaného materidlu, jak je naznaceno na Obr. 4] tedy

2ed inhY
E(X)=E, — 660;11 (coshX - S”; ) . (14.24)
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Neznamou koncentraci nq; uréime z podminky izolace elektrod, predpokladame tedy, ze
pres elektrody netece zadny proud [14.9] Tudiz plati

X dm

nuB(Y)—- D-"——

(¥) LpdX

Za prijatelného predpokladu, ze n ~ ng, a s vyuzitim vyse uvedenych vztahti mezi Lp, D, u

a n nalezneme souvislost mezi nezndmou konstantou ny; a aplikovanym elektrickym polem,
takze

=0, mnebo-lipro z = =+d. (14.25)
X=y

2 L LpsinhY 2 L inhY
E, = egzn [(LDXT — X?) coshY + lesn;/ ] = e:;;(TD [iWTCOShY + SH;/

(14.26)
Dosazenim za nq; do rovnice dostavdme hledané feseni rovnice [14.17] Integraci rov-
nice [14.17] jsme nalezli zévislost n;(z) na amplitudé aplikovaného elektrického pole a jeho
frekvenci, coz zapiseme jako
X, E, inh X d
ni(zr,w) = il S v Dbro Y =Xd)=—X, (14.27)

inh
eLp iwTcoshY + s Lp

a tento vysledek mizeme vyuzit pro vypocet distribuce hustoty naboje p.(x) = zeni(x),
kde pocet elementérnich ndboju kazdého nosice (iontu) znac¢ime z. Polarizace materiélu je
definovana jako soucet elementarnich dipdlu, jak bude zfejmé ze vztahu V jednoroz-
mérném pripadé (ve sméru ) pak plati

d
ze zeo B,

sinhY
= ?dfd axny (z)de = TG .

P

Y ~
/ XsinhXdX, kde ¥V = iwrcoshY + (14.28)
-Y

Integrand je sudd funkce, takZe miZzeme integrovat jen na intervalu X € (0,Y), a uZitim
metody per partes dostavame koneény vztah pro polarizaci polymeru

coshY — SH;EY
P(w) = zeo B, . Sy |- (14.29)
iwTcoshY + v

Polarizaci vyjadiujeme pomoci permitivity, piipadné elektrické susceptibility [2.25)]
V jednorozmérném priblizeni mizeme celkovou permitivitu € = €.¢g materidlu vyjadrit
jako

(14.30)
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Po dosazeni ze vztahu [14.29| a po tpravé (volime z = 1) dostavame konecény tvar

.
€ = T (14.31)

tanhY
WT +

Vidime, ze je permitivita obecné komplexni funkce frekvence, pricemz redlnd c¢ast vyja-
dfuje disperzi signélu (testovaciho pole [14.6)) a imagindrni ¢ast jeho tlumeni. Pro relativni
permitivitu pak plati

€ ., Y 4(wr)? wr(Y —1) — tanhY
== r —|— r = — + = y kde Y - . 1432
€ ” € tie == @) i3 )’ % ( )

Po porovnédni s permitivitou v plynech, jak bude zfejmé ze vztahu [B.75] vidime souvislost
utlumu s parametrem 7, ktery koresponduje s pohyblivosti iontl a tudiz i s difuzivitou
Pti méreni elektrickych vlastnosti ovSsem nemétrime relativni permitivitu, ale obvykle jinou
veli¢inu, ze které permitivitu mizeme urcit. Tato nepfima méreni jsou zaloZena na urceni
frekvencné zavislého odporu — elektrické impedance Z. Impedance je komplexni veli¢ina s
redlnou a imaginarni slozkou. Pro pfepocet na permitivitu muzeme vyuzit relace [201]

d A

elr = wSey 212 + 7" (14.33)
d A

€ = (14.34)

" wSey 22 + 2’

kde S je plocha elektrod, Z’ je realna slozka impedance a Z” je imaginarni slozka impe-
dance. Pro thel mezi redlnou a imaginarni slozkou (ztratovy thel §) mizeme zapsat znamy
vztah

6//

tand = —. (14.35)

!/
r

M

Z méteni impedance tedy urcime slozky permitivity a thel mezi nimi. Ve frekvenénim
prubéhu ztratového thlu nalezneme maximum tan d,,,, a prislusnou frekvenci wpay, jak je
naznaceno na Obr. [45]

Po ziskédni hodnot tan 0y & Wmax Muzeme vyuzit vztahu pro diftizni koeficient [202]

D S TWimax
32(tan dyay )
Zajimavosti tohoto pristupu je moznost urceni koeficientu charakterizujicitho transport
hmoty z vysledkti méreni elektrickych velicin. V pripadé vyuziti jednotky elektrochemické
impedanéni spektroskopie (EIS) je navic takové méfeni rychlé, levné a nedestruktivni.

(14.36)
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Obrézek 45: Frekvenéni priibéh ztratového thlu u membrany Nafion® NR212. Frekvencéni
osa je vynesena v logaritmickém méritku, tan o znaci ztratovy thel.

14.2 Vyuziti polymeri v oblasti vyroby elektrické ener-
gie

Polymerni materidly vyuzivime v nasem kazdodennim zivoté. Mezi tyto materidly patii
napiiklad teflon, polyetylén (PET), polystyrén a podobné latky, se kterymi se setkavame
prakticky na kazdém kroku. Pro nékteré aplikace si jiz ani nedokdzeme predstavit al-
ternativu, ktera by polymerni materidl nahradila. Protoze jsme témito materidly doslova
obklopeni, je nutné dbat na vyzkum zdravotnich rizik a bezpecéného uzivani danych poly-
mert. Vyuzivané latky jsou vétSinou velmi stabilni a nepredstavuji problém, pri zahiati na
vyssi teploty ovsem mohou tyto materidly uvolnovat nebezpecné jedy. Vyhodou polymeri
je moznost jejich upravy tak, aby perfektné vyhovovaly dané aplikaci a aby bylo béhem
uzivani minimalizovano riziko vzniku nezadoucich latek.

Polymerni membrany jsou vyuzivany pro separaci plynu [203], filtraci [204] ¢ odsolo-
vani vody [205]. Jejich aplikace jsou velmi siroké. Umoznuji oddéleni nezaddoucich latek z
média, které mize byt pro spolecnost nenahraditelné. V Izraeli je nedostatek vody fesen
pravé odsolovanim motské vody. Polymerni membrany tak predstavuji vysoce perspektivni
materidl pravé v oblasti odsolovani a ¢isténi vody. Voda je béhem priimyslovych procesi
znecistovana, coz lze opét Tesit filtraci pomoci polymerni membrany, ktera dokaze filtrovat
i velmi obtizné odstranitelné latky vznikajici béhem tézby uranu a podobné. Odpadni vody
z nebezpecnych provozil, jako jsou nemocnice, obsahuji bakterie a viry, které nelze jedno-
duse likvidovat. Opét je mozné vyuzit polymernich membran a vhodnych katalytickych
materiali k odstranéni tohoto typu zatéze. Totéz plati pro vyskyt zbytku antikoncepce v
odpadnich vodach.
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Potravinarsky primysl vyuziva polymerni membrany v mnoha procesech. Jednim z
produktii je détska vyziva, ktera se ziskava zpracovanim mléka. Pro tyto aplikace je nutné
zpracovat obrovské objemy mléka, takze membrana musi efektivné oddélit zadouci slozky
od nezajimavych latek. I malé zlepseni vlastnosti membrany mize usetiit velké mnozstvi
finan¢nich prosttedki. Totéz plati o filtrovani piva, kde je potfeba odstranit kvasinky ¢i
jiné slozky, jako je alkohol. V provozech o rozmérech plzenského pivovaru Pilsner Urquell
mluvime o produkei stovek tisic litrt denné, které je treba filtrovat. Naroky na polymerni
membranu jsou tedy enormni. Nicméné je zfejmé, Ze polymerni membrany jsou na trhu
dobte etablovany a jejich vyuziti je bézné.

Obecné lze polymery vyuzit v procesech, ve kterych potiebujeme oddélit dvé slozky.
Proces muze byt rizen napriklad tlakem, kdy je vytvoren tlakovy gradient strhavajici mé-
dium skrz membranu. Nezidouci slozka je na membrané zachycena a odfiltrovana. Cisté
médium (tfeba pivo bez alkoholu) pak pokracuje do dalsich ¢4sti procesu. Rizeni procesu
muzeme realizovat i prilozenim elektrického pole. Dle sméru pole putuji nabité castice skrz
membranu a opacné nabité ¢astice zustavaji v oblasti, odkud je lze odstranit. Proces mi-
zeme nastavit na prichod pro nas zajimavych iontl, které se pak hromadi v oblasti za
membranou. Dalsim typem fizeni procesu je vytvofeni koncentra¢niho gradientu, ktery
zajisti pohyb latky membranou.

V oblasti obnovitelnych zdroji energie hleddme polymery s unikédtnimi vlastnostmi
[206]. V palivovém ¢lanku musi polymer umoziiovat pohyb kladné nabitych iont a naopak
zamezit prichodu zaporné nabitych elektronti. Navic oddéluje oblasti, kde dochazi k oxidaci
a redukci. To vse pri tloustce pouhych desitek mikrometri. Na material jsou tak kladeny
vyrazné naroky z hlediska chemické stability:.

Pohyb kladnych ionti je v polymerni membrané umoznén diky sulfonovym skupinam
na povrchu péru nebo dopovanim kyselinou fosfore¢nou [207]. Po zvlhéeni se do vody v pé-
rech uvolni velké mnozstvi protonti a dalsi protony z katalytickych vrstev jsou vedeny skrz
membranu ke katodé, kde vznika molekula vody. Polymerni membrana je tvorena teflono-
vym fetézcem a jeji modifikace do podoby Nafionu a podobnych materiala prilis neovliviiuje
jeji elektrické vlastnosti. Jednd se o dielektrikum, které pohyb elektronii umoznuje jen ve-
lice neochotné. Vznika tedy vybérovy efekt, kdy kladné nabité ¢astice materidlem snadno
prostupuji a naopak, pro zaporné nabité ¢astice tvori material neprostupnou bariéru.

Vodikové palivové ¢lanky potrebuji ke své ¢innosti velmi cisty vodik. I malé mnozstvi
necistot negativné ovliviiuje vykonové charakteristiky (nékdy i nevratné). Vysokoteplotni
palivové Clanky jsou vici necistotam tolerantnéjsi [208]. Pro vyrobu vodiku se vyuziva
zemniho plynu, vysledny vodik ovSem obsahuje malé mnozstvi latek, jako je oxid uhlicity
a oxid uhelnaty. Tyto latky jsou pro palivovy ¢lanek kriticky nezadouci [209]. Uvazuje se
tak o vyrobé vodiku elektrolyzou, protoze vysledkem tohoto procesu je velmi ¢isty vodik
okamzité vyuzitelny v palivovém ¢lanku. Nevyhodou elektrolyzy je jeji energeticka bilance.
Vyroba vodiku timto zptsobem je neefektivni a elektricka energie potiebna k reakci mtze
byt vyuzita jinak.

Jind je situace v pripadé, kdy mame nadbytek elektrické energie. V extrémnim pripadé
muze byt takovy nadbytek i divodem selhani elektrické rozvodné sité. Nemluvime o hypote-
tickém pripadé, s rostoucim poc¢tem nepredvidatelnych zdroj energie v rozvodné siti roste
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i riziko ndhlého pretizeni sité. Tento problém miizeme pozorovat na severu Némecka, kde
bylo do rozvodné sité zapojeno velké mnozstvi solarnich a vétrnych elektraren. Nadbytky
generované elektrické energie lze odvadét do okolnich oblasti (Polsko, Ceské republika),
ale v pripadé saturované sité mohou okolni oblasti pretoky elektrické energie odmitnout.
Pak némecka sit zkolabuje, ¢emuz se pochopitelné némecka strana snazi zabranit. Situaci
navic silné zkomplikovalo odpojeni jadernych elektraren, at uz realizované nebo planované
v blizké budoucnosti. Vyhroceni problému navic souvisi s extrémné pomalou vystavbou
paterni sité, ktera by umoznila odvedeni elektrické energie ze severu Némecka do Bavorska
a Badenska - Wiirttembernska, kde sidli vyznamné primyslové podniky véetné automo-
bilek. Zatimco vyroba elektrické energie je tak soustfedéna na severu Némecka, nejvyssi
spotfeba je na jihu, kam ovSem nevede dostatecné masivni rozvodna sif.

Prestoze je tedy elektrolyza vody nepftilis efektivnim procesem k vyrobé vodiku, mu-
zeme prebytecénou elektrickou energii vyuzit pravé pro tento proces, abychom ochrénili
rozvodnou sit pred kolapsem. Vodik je navic vyuzitelny v palivovém ¢lanku, takze mi-
zeme do rozvodné sité elektrickou energii vratit zpétnou konverzi vodiku. Tato smycka je
pri masivnéjsi vyuziti velmi ztratova a neni vhodna pro jiné icely, nez je zabranéni vétsim
skodam nebo odlozeni spotteby. V malém méritku mohou byt ztraty snesitelné, pokud jsou
kompenzovany efektem, jako je ostrovni rezim sobéstacné budovy. Pak lze i za cenu ztrat
systém naladit tak, aby byl uzivatelsky zajimavy.

Samotny princip elektrolyzy je obdobny principu vodikového palivového ¢lanku [210].
Cely systém jen funguje obracené (Obr. . Do zarizeni je privedena voda a elektricky
proud; diky zvlhéené membrané prochazi protony opét od anody ke katodé na které se
vylucuje ¢isty vodik. Na anodé se vylucuje ¢isty kyslik. Uvolnéné plyny mutzeme v dobie
oddélenych ¢astech jimat. Cistota obou plynt je vysoka, ale k efektivnimu pritbéhu reakei
potiebujeme vysoké proudové hustoty [211]. Pro konstrukei jednotek k elektrolyze vody
jsou uzivany stejné materialy jako v pripadé vodikovych palivovych clank. Technologicky
se tedy jedna o relativné zavedené vyrobni metody, které jsou vyuzivany i v jinych oborech.

Pro specifické ucely byl vytvoren i takzvany regenerativni palivovy cldnek, ktery kombi-
nuje elektrolyzér a vodikovy palivovy ¢lanek [213]. Do zafizeni jsou bud privadény pracovni
plyny, nebo je ptripojen ke zdroji elektrického proudu. V jednom médu élanek produkuje
elektricky proud, v druhém médu jsou elektrolyticky rozkladdny molekuly vody do plynné
formy vodiku respektive kysliku. Regenerativni ¢lanek je povazovan za vysoce perspek-
tivni, bohuzel dosud nejsou prekonany problémy, které brani konstrukci vykonnéjsich za-
Fizeni [214]. Pro elektrolyzéry se totiz jako katalytického materidlu vyuziva slitin platiny s
jinymi prvky, coz nemusi byt vzdy nejefektivnéjsi v pripadé palivovych ¢lankt. Namahéani
membrany a katalytickych vrstev navic vede ke zrychlené degradaci, takze se regenera-
tivni palivové clanky potykaji s kratkou zivotnosti. Momentalné tak nejsou tato zarizeni
vyvinuta na dostatecné trovni, aby se o né intenzivné zajimala komerc¢ni sféra. Z hlediska
zivotnosti je totiz stale vyhodnéjsi vyuziti dvou oddélenych jednotek — elektrolyzéru a
palivového c¢lanku.

V oblasti jaderné energetiky jsou momentalné diskutovany reaktory IV. generace, které
v sekundarnim okruhu produkuji vodu o teploté kolem 800°C. Takova voda je vhodna
pro vysokoteplotni elektrolyzu. Proces je reverzni k vysokoteplotnim palivovym c¢lanktum
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2H,0—2H* +2e + O,

Obréazek 46: Schematicky popis PEM elektrolyzy [212].

typu SOFC a umoznuje produkci vodiku v priamyslovém méritku jako vedlejsi produkt
¢innosti jaderného reaktoru. Pokud by byl takovy reaktor provozovan na tizemi CR, otézka
vodikovych technologii by se stala aktualni. Zasadnim problémem by ovSsem byla chybéjici
infrastruktura pro transport vodiku k uzivateltim.

Spojeni elektrolyzéru, palivového ¢lanku a fotovoltaickych paneltt miize byt zakladem
sobéstacné budovy [215]. Systém lze nastavit tak, aby byl ve slune¢né dny produkovan vodik
do zésobniku, ktery se pomalu vyprazdnuje béhem vecera a noci [216]. Spotieba bézné
domécnosti kulminuje odpoledne a vecer, kdy sluneéni zareni nemuze primo uspokojovat
poptavku po elektrické energii. Spotfeba béhem dopoledne a brzy po poledni neni tak
vyznamna, ale slunecni zareni poskytuje nejvyssi vykon. Spotfebu generované elektrické
energie 1ze odlozit na pozdéjsi dobu konverzi energie do vodiku s vyuzitim elektrolyzéru.
Nasledné je zvysena poptavka uspokojena palivovym clankem.

Vodik je tak nutné skladovat. K tomu je potireba tlakovych nadob, které uchovaji dosta-
tecné mnozstvi vodiku pro vsechny funkce sobésta¢né budovy. V soucasnosti se nejcastéji
vyuzivaji mechanické kompresory. Je vsak mozné vyvinout vodikovy kompresor fungujici na
stejném principu, jaky vyuziva palivovy c¢lanek. Prilozené elektrické napéti vyvola zménu
Gibbsovy volné energie [12.8] ktera se podle vztahu transformuje na tlak. Zakladni
myslenkou je konstrukce zatizeni, které bude dvouatomovou molekulu vodiku rozkladat
na protony (Obr. . Tyto protony nasledné putuji skrz membranu do tlakové nadoby.
Na strané tlakové nadoby se protony opét slouc¢i do dvouatomovych molekul vodiku. Do
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zatizeni je nutné dodéavat elektricky proud a jediné zafizeni nevytvoii ptilis velky tlakovy
gradient. Pokud je ovsem nékolik takovych jednotek zarazeno do série, pak mizeme vodik
uskladnit az do tlaku okolo 850 bar [217]. Vyhodou je, Ze zafizeni neobsahuje pohyblivé
¢asti a cely princip je zalozZen na elektrochemickych reakcich. Jednotka je tedy velmi ticha,
coz zvysuje komfort sobéstacné budovy. Absence pohyblivych ¢asti zaroven vylucuje me-
chanickou degradaci. S jinymi typy degradace, jako je chemickéd degradace, ovSem musime
pocitat.

—_———————

Obrazek 47: Schéma vodikového kompresoru [212].

Polymerni membrany jsou také centralni ¢asti vanadovych prutoénych baterii (Obr.
48]). Tyto baterie vyuzivaji riznych oxida¢nich stavii vanadu a nabijeni ¢i vybijeni baterie
predstavuje prechody mezi témito stavy [218]. Vyhodou je, Ze vanadové baterie muzeme
konstruovat v témér libovolnych rozmérech. Lze tak navrhnout baterii presné splnujici
sirokou skalu pozadovanych parametrii. Jsou planovany baterie o skutec¢né gigantickych
parametrech 200MW / 800 MWh. Zaroven je mozné konstruovat baterie pro potfeby malé
domécnosti. Variabilita této technologie je pritazliva pro komercni sféru.

Principem vanadové baterie je oddéleni dvou oxidac¢nich stavii vanadu polymerni mem-
branou. V oddélenych zasobnicich se nachézi vanad ve formé kapaliny. Tento elektrolyt
(anolyt a katolyt) pak proudi do elektrochemicky aktivni oblasti s polymerni membranou.
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Obréazek 48: Vanadova baterie se zluté naznacenymi Cerpadly [212].

Jednotlivé oxidacni stavy pak ptislusi nabijeni a vybijeni. Poskytovany vykon je tmérny
plose membrany. Membréna tedy urcuje generovany elektricky vykon, objem zasobnikt je
pak imérny dobé, po jakou mize byt vykon poskytovan (kapacita baterie).

Béhem c¢innosti baterie nemtize dojit k explozi ¢i jinému nebezpeénému chovani zarizeni,
které obcas vykazuji naptiklad lithiové ¢lanky. Je to z divodu oddélenych elektrolytii,
které jsou tvoreny jedinou latkou v rtznych oxidacnich stavech. Pti styku téchto stavi
nedochézi k dramatickym reakcim. Oproti palivovym c¢lanktim lze navic pozorovat velmi
rychlou reakci na pozadovany vykon. V pripadé potteby maximélniho vykonu jej vanadova
baterie poskytne témér okamzité. Je nasnadé zapojeni tohoto prvku do sobésta¢né budovy,
kde by bylo mozné vanadovou baterii vyuzit pro pokryti vykonovych spicek.

Chemické reakce probihajici ve vanadové baterii miizeme zapsat ve tvaru

VO?*' + H,O — e — VOF +2HT  E° = 0,99V vs. SHE, (14.37)

V3 pem = VP E% = 0,26V vs. SHE. (14.38)
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Zde Ej predstavuje standardni elektrodovy potencial a SHE je standardni vodikova elek-
troda. Potencidl Ey popisuje elektrické napéti mezi elektrodou umisténou v elektrolytu a
definovanym etalonem, kterym je SHE [219]. Béhem téchto reakei se zfejmé uvoliuji a
spotfebovavaji protony respektive elektrony. Proces tak lze fidit membranou propustnou
pro protony a vnéjsim okruhem, kde se pohybuji elektrony [220]. Uvolnéni nebo spotfeba
¢astic pak odpovida nabijeni a vybijeni baterie. Obecné lze tyto prechody zapsat jako

A" e —» AT anoda, nabijeni, (14.39)
A= A 4 e anoda, vybijeni, (14.40)
B™ — yem — Bmtut katoda, nabijeni, (14.41)
Bm+u)+ _ B _ e katoda, vybijeni, (14.42)

kde A a B pfedstavuji oxidacni stavy vanadu. P¥ikladem mfize byt A" = V3,

Polymerni membrany mtizeme vyuzit i pro ¢isténi vody od biologickych polutant. Od-
padni vody z nemocnic a dalSich provozii mohou obsahovat velmi nebezpecné bakterie
a viry. Tyto polutanty jsou obvykle zredény tak, ze nehrozi primé nebezpeci. Pro uplné
vylouceni rizika nechténé nakazy je ovSem nutné odstranit i tyto druhy kontaminace. Do-
dejme, Ze kvalita vody v rozvodné siti Ceské republiky je na velmi vysoké trovni a vyse
uvedené riziko je spise hypotetické. Totéz plati pro ¢isténou odpadni vodu. Situace v jinych
statech muze byt ovsem znacné odliSna.

Biologické polutanty mtzeme z vody odstranit mnoha zptsoby. Pro polutanty vétsich
rozmeért vyuzijeme filtraci. Rovnéz lze vyuzit chloru, ktery ovsem ve vodé v malém mnoz-
stvi zlustava. Neprijemnymi dusledky jsou paleni oc¢i a zapach. Pro dokonalejsi zptisob
¢isténi bychom tedy potfebovali vyuzit latku, kterd se po urcitém case rozpadne na ne-
skodné produkty. Takovou latkou je ozén, ktery se rozpada na volné radikaly velmi ochotné
reagujici s bunéénymi sténami biologickych polutanti [221]. Navic se 0zén rozpadd béhem
20 — 90 minut, takze po této dobé neni ve vycisténé vodé pritomen [222].

Vyroba ozénu je obvykle realizovana tichym vybojem v kyslikové atmosfére. Méné efek-
tivni je stejny proces ve vzduchu. Koncentrace ozénu ve vzduchu po vyboji je jen okolo 2%,
zatimco v kyslikové atmosfére dosahuje koncentrace 15%. Problémem je také energeticka
narocnost tohoto procesu, takze jsou uvazovany alternativy, které by umoznily vyrobu
ozénu pri nizsi spotiebé elektrické energie. Pokud je navic 0zén vyrabén v kyslikové atmo-
sfére, musi byt pak do vody priveden v plynné formé. Daleko vyhodnéjsi je ovsem vyroba
ozénu primo ve vodé, protoze je pak mnozstvi ozénu rozpusténého ve vodé vyrazné vyssi,
coz ma pozitivni dopad na efektivitu procesu. Nékterym problémtm se lze vyhnout vy-
uzitim UV absorpce. Ve vysokych koncentracich je ovsem ozon extrémné nebezpecny a
vybusny. Nelze jej tedy jednoduse prumyslové vyrobit a transportovat na misto urceni.
Ozo6m se tak vyrabi prfimo na misté, kde bude spotfebovan.
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Elektrochemicka vyroba ozonu je analogicka elektrolyze. Vyroba kysliku a vodiku z
vody probih4 za nizsich anodickych potencidli, reakce[14.43] se zvySujicim se elektrodovym
potencidlem ovSem zacne prevladat reakce [14.44]

2H,0 — Oy +4H' + 4~ E° =1,229V, (14.43)

3H,0 — O34+ 6H" 4+ 6e~  E° =1,511V. (14.44)

Elektrody ve styku s polymerni membranou jsou obvykle kovové [223]. V prvnich pokusech
byla vyuzivana platina, dalsi vyzkum se soustiedil na o — PbOy (ortorombickéd forma) a
S — PbOy (tetragondlni forma). Pro Sirsi rozsiteni elektrochemické ozonolyzy je platina
nevhodna z divodu vysoké ceny. Skvélé vlastnosti oxidi olova zastinuje zjisténé stopové
mnozstvi olova ve vycisténé vodé, coz diskvalifikuje tento zplisob cisténi k ziskani pitné
vody. V soucasnosti se tedy vyuzivaji méné bézné materidly jako skelny uhlik ¢i borem
dopovany diamant [224].
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15. Polymerni membrany

Membrana Nafion je v soucasnosti povazovana za skvély polymerni material pro vodikové
palivové clanky. Nékteré charakteristiky budou jinym materidlem jen obtizné prekonatelné.
Nicméné, i Nafion je mozné modifikovat a vyladit tak jeho vlastnosti pro konkrétni pouziti
[225]. Usili mnoha védeckych tymi je navic zaméfeno na vyvoj polymerniho materidlu,
ktery by vykonové charakteristiky palivového clanku vylepsil. Prestoze se jedna o dlouho-
dobé usili, nebyl v této oblasti zaznamenan zasadni prulom. Nékteré materidly vykazuji
kratkodobé lepsi vlastnosti nez Nafion, ale pri dlouhodobém provozovani nedokazi odolavat
chemické degradaci uvniti palivového ¢lanku. Jiné materidly jsou chemicky velmi stabilni,
ale jejich iontova vodivost neni zavratna. Perspektivni design iontové vodivych polymert
je navrhovan pomoci DFT vypoctu [226].

V 80. letech 20. stoleti byl Nafion (Obr. povazovan za idealni membranu pro pali-
vové ¢lanky [227]. Spoleénosti jako DuPont, Asahi ¢i Dow povazovaly perfluorované mem-
brany za optimalni a investovaly velké mnozstvi financi do jejich vyvoje. V oblasti vyroby
téchto membran vsak nedoslo k vyraznéjsimu pokroku a proces syntetizace Nafionu tak
dodnes ziistava finanéné velmi nakladnym. Vyroba je zalozena na hydrolyze fluorsulfonylu
a nasledném proplachovani organickymi rozpoustédly. Vzhledem k pouzitym chemikaliim
a metodam je tento proces i nebezpecnym, coz dale vyrazné zvysuje cenu vysledného pro-
duktu.

Polymerni membrany pro palivové c¢lanky jsou charakterizovany ekvivalentni hmot-
nosti (equivalent weight — EW), coz je podil hmotnosti suchého polymeru na jeden mol
sulfonovych skupin. Piikladem miize byt membrana Nafion 117 s ekvivalentni hmotnosti
EW=1100, coz znamen4d, ze 1100 gramii suchého polymeru obsahuje jeden mol sulfonovych
skupin. Nazev Nafion 117 je vyjadrenim ekvivalentni hmotnosti a tloustky membrany, ktera
je 7 tisicin palce (ptiblizné 180 pm).

Membrany Nafion vykazuji vysokou absorpci vody [22§]. V plné hydratovaném stavu
dosahuje podil vody az 30% hmotnosti. Navic lze pozorovat i vysokou selektivitu, kterd
dovoluje prichod materidlem pouze kladnym iontiim. V oblasti vodikovych palivovych
clankd ovSsem miuzeme pozorovat nezadouci prichod kysliku z katody na anodu, nizkou
iontovou vodivost pii nizkém zvlhéeni membrany a nestabilni strukturu pii teplotach nad
100°C. Pro zlepseni kinetiky reakci je vyhodné zvysit teplotu nad 120°C. Pro tyto ucely se
tedy pouzivaji membrany jiné a ptikladem miize byt PBI (Obr.

Syntéza Nafionu predstavuje dosti naro¢ny proces, béhem kterého vznikaji, nebo jsou
pouzity, znacné nebezpecné latky [229]. Protoze je vyroba materidlu velmi problematicka,
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hlavni teflonovy fetézec
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bocéni fetézec

proton podilejici se na iontové vodivosti

Obrézek 49: Cast hlavniho fetézce a) Nafionu b) polybenzimidazolu.
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cena vysledné membrany dosahuje tisice dolarti za metr ¢tverecni. To se samoziejmé po-
depisuje na cené palivovych c¢lankd.

Prvnim krokem syntézy je priprava tetrafluoretylénu z chloroformu. Ten nasledné rea-
guje s oxidem sifi¢itym a vytvari se tak sulfonova smycka (Obr. . Pyrolyzou tetrafluo-
retylénu muzeme ziskat dalsi dulezitou latku - hexafluoropropylén (HFP). Pii styku HFP
s kyslikem vznika oxidovany HFP (OHFP), coz je latka, kterd se pouziva v dalsi syntéze
Nafionu. Sulfonovou smycku narusime katalyticky vyuzitim iontu fluoru. Vysledny ace-
tylfluorid nechdme reagovat s OHFP a ziskdme tak 2-fluorosulfonyl-difluoroacetyl fluorid.
Abychom vytvorili zddouci vinyl éter, nechame material reagovat s uhli¢itanem sodnym.
Béhem reakce dojde k odstranéni nékterych atomii fluoru a ke vzniku oxidu uhli¢itého. Vy-
sledkem je monomer Nafionu, ktery je treba déle polymerizovat. Vyuzijeme kopolymerace
s tetrafluoretylénem a hydrolyzou vznika findlni slouc¢enina (Obr. .

Je tfeba poznamenat, zZe jednotlivé kroky jsou obvykle doprovazeny exotermni reakci
a nékteré vedlejsi produkty, jako je karbonylfluorid, jsou extrémné toxické [229]. Samotny
tetrafluoretylén je pfi styku s oxidem siric¢itym vybusny. Syntézu tak lze provadét pouze
v dobfe vybavené laboratori se zkuSenym persondlem. Na primyslové drovni jsou pak
nezbytné stavebni tpravy zajistujici bezpec¢nost pri mozném uniku jedovatych latek.

15.1 Modifikace Nafionu

Béhem vyvoje polymernich membran byly vytvoreny stovky modifikaci Nafionu. Jen né-
kolik z nich bylo tuspésnych v dlouhodobém provozu.

Modifikace molekuly Nafionu se soustreduji, napriklad, na boc¢ni fetézec. Protoze jsou
pro provoz palivovych ¢lankt vyhodné vyssi teploty, zkraceni boéniho fetézce muze zvysit
teplotni stabilitu membrany. Obvykle ovsem toto zkraceni fetézce vede k mensimu poctu
sulfonovych skupin, coz negativné ovliviiuje iontovou vodivost membrany.

Jiny zpusob modifikace spoc¢iva v navazani dalsich latek na boc¢ni fetézec Nafionu. Jako
vyhodné se jevi navazani furfurylalkoholu na sulfonovou skupinu [230]. Furfurylalkohol
muze polymerizovat a tak tvorit dlouhé fetézce (polyfurfurylalkohol — PFA). Diky tomu
je mozné provazat makromolekuly Nafionu a zvysit odolnost vici teploté. Ve strukture
Nafionu se mohou navic kumulovat skupiny OH- a tento proces zvysi iontovou vodivost
membrany.

Modifikace Nafionu pomoci PFA probiha jednoduse ponorenim komercéné dostupné
membrany do roztoku furfurylalkoholu, isopropylalkoholu a vody. Poté, co membrana roz-
tok absorbuje, je material zahtivan v kyselém prostiedi, aby doslo k polymerizaci furfury-
lalkoholu. Vysledkem je membréana s PFA pevné zakomponovanym do struktury.

Strukturalni modifikace spo¢iva ve zméné poréznosti materialu — dochazi tedy ke zméné
tvaru nebo prumeéru kanalkl se sulfonovymi skupinami na povrchu. Pokud jsou do roztoku
Nafionu pridana vlakna vhodného materialu, 1ze poréznost vysledné membrany jemné ladit
[231]. Pozadavkem na vldkna materidlu je rozpustnost ve vodé nebo jiném rozpoustédle.
Po vytvoreni membrany se pak jednoduse polymer vystavi vlivu rozpoustédla, coz vede
k odstranéni vlaken. Membrana tak ziskd pozadovany tvar kanalki a lze fidit i jejich
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Obrézek 50: Schematické zndzornéni hlavnich krokt syntézy Nafionu.
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Obrézek 51: Findlni reakce pfi syntéze Nafionu.

distribuci, coz je velmi vyhodné pri navrhovani membrany pro separaci plynt a podobné
procesy.

Teplotni stabilita vytvorené membrany se zkouma pomoci termogravimetrickych metod
(TGA). Ty spocivaji v Fizeném zahiivani a sledovdni hmotnosti vzorku. Vysledné kiivka
popisujici zavislost hmotnosti na teploté se dale vyhodnocuje. Nékteré poklesy hmotnosti
nemusi souviset s rozkladem molekul, nybrz jsou zptisobeny odtrzenim slabé vazanych mo-
lekul vody. Jiné poklesy hmotnosti pak souvisi s degradaci bo¢niho fetézce. Hlavni teflo-
novy tetézec Nafionu odoldva zahrivani az do priblizné 600°C. Pak dochazi k prudkému
poklesu hmotnosti, ktery naznacuje totalni destrukci materialu. Tvar kiivky, prudky pokles
za vysokych teplot a mnozstvi rezidui, které odolavaji i takto zvySenym teplotam, charak-
terizuje teplotni stabilitu materidlu. Experiment lze provadét v riznych atmosférach, a
tak muzeme urcit chovani vzorku v oxida¢nim prostredi nebo v dusikové atmosfére. Od-
vadény plyn je mozné dale analyzovat pomoci plynné chromatografie ¢i spektroskopickymi
metodami. Vysledkem takové analyzy je i presnd identifikace latek, které v pribéhu degra-
dace materialu vznikaji. Naslednou rekonstrukci chemickych reakci probihajicich béhem
degradace muzeme urcit slaba mista materialu.

15.2 Alternativy Nafionu

Béhem vyvoje polymernich membran bylo vytvoreno enormni mnozstvi materiali, které se
od Nafionu vyrazné odlisuji. Nasledujici vycet obsahuje pouze zlomek zajimavych myslenek.
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Nékteré materialy jsou zminény spise z historickych diavodu. Vétsinou vsak jde o membrany,
které jsou predmétem intenzivniho vyzkumu.

1.

Sulfonovany poly(a, «, 5) trifluorostyrén - S timto materidlem je spojena obtizna
polymerizace a naro¢né sulfonovani vysledného polymeru. Vykazuje ovsem vybornou
chemickou stabilitu a jeho vykonové charakteristiky pti vyuziti v palivovém ¢lanku
jsou porovnatelné s Nafionem [232].

Perfluorované nebo casteéné fluorované polymery - Tyto materidly jsou tvoreny uhli-
kovym Tetézcem s obsahem fluoru, ktery je obohacen o perfluorosulfonovou kyselinu
(PFSA). Jedn4 se tedy o polymery, které svou strukturou pripominaji komeréni mem-
branu Nafion. Byly vyvinuty materialy (Flemion, Aciplex), jejichz vlastnosti mohou
Nafionu konkurovat [233]. Obvykle se od Nafionu lis{ kratsim bo¢nim fetézcem, coz
vede k lepsim vykonovym charakteristikdm pti nizké relativni vlhkosti reaktantia —
nizsitho objemu vody v membrané. Vyroba téchto materialt je ovsem casto financné
srovhatelna s vyrobou Nafionu, a proto bylo mnoho slibnych alternativ zavrzeno.

Ozarované ionomery - perfluorovany polymer je ozaren « nebo [ zarenim, které
vytvori radikély v zddoucich mistech [234]. Nésledné je polymer ponofen do roztoku
obsahujiciho styrén nebo divinylbenzen, coz jsou latky fungujici jako sifovaci ¢inidlo.
Poté probéhne sulfonovani. Navazané sulfonové skupiny jsou bohuzel nestabilni a
pri zvysené teploté se odtrhavaji od polymeru. Jako vychozi polymer je vsak mozné
vyuzit komeréné bézné dostupné polymerni filmy, coz vede k nizké cené vysledného
produktu.

Sulfonovany polystyrén - Pomérné jednoduché syntéza [235] i dobré vlastnosti za
nizkych teplot jsou zastinény nestabilni vazbou a—C—H, kterd se rozpada pri napadeni
radikaly [236]. Tomuto jevu se nelze pii provozovani palivového ¢lanku vyhnout, a
proto jsou tyto materidly povazovany az na vyjimky [237] za neperspektivni.

3M ionomer - Polymer vyvinuty jako nahrada Nafionu lisici se strukturou bo¢niho
fetézce [238]. Vyhodou ionomeru je vysoka iontova vodivost za nizkého zvlhéeni mem-
brany. To umoznuje provoz palivového ¢lanku bez vyrazného namahani dalsich kom-
ponent produkovanou ¢i privaidénou vodou, ktera mize zpusobit zaplaveni katalytic-
kych vrstev. Ionomery 3M s nizsim obsahem boc¢nich fetézct vykazuji za zvysenych
teplot rozpustnost ve vodé. To limituje jejich Sirsi vyuziti v palivovych ¢lancich.

Polyaryly - Jedné se o rozsahlou skupinu polymerii, mezi které patii zajimavé ma-
teridly jako podrobné zkoumany sulfonovany poly-éter-éter-keton (sPEEK) [239],
polyamidy ¢i polyimidy. Prvnim studovanym materidlem byla sulfonovana fenol-
formaldehydova pryskytice [I70]. V nékterych ohledech jsou tyto materidly vyhod-
néjsi, nez klasické perfluorované ionomery. Mnohdy ale selhévaji z hlediska chemické
odolnosti vici relativné agresivnimu prostiedi uvnitt palivového ¢lanku. Materidly
casto velmi ochotné prijimaji vodu, coz se negativné projevuje na jejich strukture pri
dlouhodobém provozu v palivovém ¢lanku. Polymerni membrany na béazi uhlovodikt
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s aromatickymi jednotkami vykazuji skvélé mechanické vlastnosti a vyssi teplotu
skelného prechodu (napiiklad sulfonovany perfluorocyklobutan smiseny s polyvinyli-
denchloridem) [240]. ProtoZe tyto membréany odoldvaji mechanickému naméahani 1épe
nez membrany typu Nafion, je mozné tvorit tendci filmy, které zvysuji vykonnost pali-
vového ¢lanku. Membrany na bazi uhlovodiki, jako je sulfonovany benzofenon poly-
arylen-éter-keton, velmi dobre zabranuji nechténému priichodu reaktantii z oxidacni
nebo redukéni ¢asti palivového ¢lanku [241]. Bohuzel jsou tyto membrany nachylné k
chemické degradaci [242)] a jejich Zivotnost nedosahuje dostateénych hodnot [241]. Bé-
hem ¢innosti palivového ¢lanku tak material ztraci své pivodné vyborné mechanické
vlastnosti [240].

7. Anorganické kompozity - Polymerni membrany typu Nafion obtizné odolavaji vyssim
teplotam [243], které ovSem zlepsuji chemickou kinetiku a odolnost vuci necistotam.
Proto bylo vytvoteno velké mnozstvi kompozitnich materiald, které jsou zalozeny na
ionomerni matrici a anorganickém plnivu, které polymer stabilizuje za vyssich teplot.
Jako plnivo se vyuziva SiOy, Al,O3, TiO9, ZrOy ¢i rizné typy zeolitt.

15.3 Protonova vodivost

Ptesny mechanismus protonové vodivosti ve vodikovém palivovém clanku je stale predmeé-
tem vyzkumu. Existuji dva hlavni pristupy, které se v palivovém clanku urcité uplatnuji,
ale stale nelze urcit, ktery z nich je dominantni. Aktualné se vyzkum priklani k dilezité
roli GrotthuBova mechanismu, ktery spoc¢iva v Tetézové zméné klastrii slozenych z mole-
kul vody vazanych vodikovymi mistky. Podstatna je také mobilita protonu, ktera je az
o Tad vyssi nez v pripadé jinych kladnych iontd typu K™ nebo Nat. Druhy mechanismus
(vehikularni) je zaloZen na myslence pohybu vodni molekuly napii¢ membranou, pficemz
proton se na tuto molekulu navaze tak, ze vytvoii iont hydronia HsO.

Vyznamnou roli v mechanismu protonové vodivosti polymernich membran hraje sulfo-
nové zakonceni boc¢niho fetézce makromolekuly (—SO3H). U sulfonové skupiny dochazi v
piftomnosti vody k disociaci, kterd vede k uvolnéni protonu H* a vytvoreni zadporné na-
bitého zakoncenf fetézce SO; (Obr. 49)). Uvolnéné protony umozituji vznik iontu hydronia
(¢ komplikovanéjsich struktur) a jejich pohyb je klicem k vysoké protonové vodivosti po-
lymernich membran [244]. Predpoklada se, Ze molekuly vody okolo zapornych sulfonovych
skupin vytvari nukleacni centra vazana vodikovymi mistky. Pocet molekul vody, A, nava-
zanych na sulfonovou skupinu dosahuje az hodnot A = 10 [245]. Se zvySujicim se poc¢tem
navazanych molekul klesa energie jednotlivych vazeb a pri urcité limitni hodnoté neni sul-
fonova skupina schopna navazat dalsi molekulu vody. V blizkém okoli sulfonové skupiny
tedy najdeme slabé vazanou vodu, ve vétsich vzdalenostech jen volné molekuly vody.

Vodikové mistky umoznuji tvorbu shluku (klastrii) molekul vody. Existuje nékolik kom-
binaci molekul, které jsou stabilnéjsi nez jiné, a tyto kombinace lze urcit ab initio vypocty.
Jednim moznym klastrem je takzvany Zundeliiv kation [246], ktery je kombinaci H503 .
Mohutnéjsim shlukem je pak Eigeniiv kation HoOJ [247], pficem? jsou mozné i dalsi kom-
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binace [248]. Pohyb protont v polymerni membréané je realizovan zformovéanim Zundelova
iontu, ktery navaze dalsi molekuly vody do podoby Eigenova iontu. Novy Eigentv iont
se nasledné rozpada a vznika opét Zundeliv iont. Volny proton tak pres tyto mezikroky
putuje napii¢ materidlem [I70]. Nejedné se vSak o pohyb jednotlivého protonu, prendsen
je stav s jednim protonem navic — Eigentv ¢i Zundeltv iont.

Iontova vodivost je pak dana vztahem

o = Fau, (15.1)

kde F' je Faradayova konstanta, a je aktivita iontu (protonu) a w je pohyblivost iontu.
Tento vztah vychazi z rovnice a zohlednuje i morfologii materialti a chemické slozeni.
Je totiz zfejmé, ze protonova vodivost v polymerni membrané bude odlisna pro kompli-
kovany systém péra s mnoha slepymi rameny a pro jednoduchy systém rovnych poru.
Struktura polymeru typu Nafion je tvorena dvéma fazemi — hydrofilni a hydrofébni. Teflo-
novy fetézec v molekule Nafionu je hydrofébni ¢asti molekuly, naopak, bocni fetézce se
sulfonovym zakoncenim maji tendenci poutat vodu. Hydrofébni ¢ast (¢astecné krystali-
zovand perfluorovand matrice) tedy predstavuje mechanickou, nereaktivni oporu, zatimco
hydrofilni faze kumuluje vodu do formy kanalkt, pora.

Déle je vodivost ovlivnéna i zaporné nabitymi skupinami, kterymi jsou zakonc¢eny bocni
fetézce makromolekul polymeru typu Nafion. Vysoky pocet téchto skupin silné zvysuje
iontovou vodivost, protoze pohyb kladného iontu v elektrickém poli vytvoreném témito
skupinami je energeticky méné naroc¢ny, nez v pripadé nizké koncentrace zaporné nabitych
skupin.

15.4 PVA membrany

Membrany typu Nafion vykazuji skuteéné skvélé vlastnosti v nizkoteplotnich vodikovych
palivovych clancich. Vyssim teplotam odolavaji tyto membrany jen omezené, coz limituje
moznosti zvyseni ucinnosti palivového ¢lanku vyuzitim odpadniho tepla. Za nizsich teplot
pracuji i metanolové palivové ¢lanky, takze se prirozené predpokladalo vyuziti Nafionu i
v téchto zatizenich. V. DMFC je na anodu privadén metanol a na katodu kyslik, mem-
brana funguje jako bariéra, kterd nepropousti reaktanty, ale pouze zadouci ionty. Trhlina
v membrané vede k piimé reakci reaktanti a brzkému konci zivotnosti palivového ¢lanku.
V pripadé Nafionu muzeme pozorovat prichod metanolu ke katodé zpusobeny struktu-
rou membrany. Takovému prichodu nelze zabranit a jedna se o principialni nedostatek
materidlu. Problém lze vytesit nahrazenim Nafionu jinym polymerem.

Membrany na bazi polyvinylalkoholu (PVA) nevykazuji prichod metanolu v tak zé-
sadni mife jako Nafion. Jejich elektrické vlastnosti se ovsem Nafionu ani zdaleka nepri-
blizuji. Elektricka vodivost PVA je sice velmi nizka, nicméné iontova vodivost nedosahuje
zajimavych hodnot. Navic je PVA silné hydrofilni a pii vystaveni vlhkému prostiedi se
material rozpada. Vlhké prostiedi palivového ¢lanku by tedy brzy membranu poskodilo a
vyuziti PVA v téchto zafizenich je ¢isté teoretické.
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Membrany zalozené pouze na PVA je tedy tfeba chemicky modifikovat, aby nedochazelo
k jejich rozkladu ve vodnim prostiedi. Toho lze dosahnout sitovanim tetraethylortosilikatem
(TEOS), které propoji jednotlivé makromolekuly PVA (Obr. a tim snizi hydrofilni cha-
rakter materialu. Dlouhé tetézce PVA pak budou tvorit kompaktnéjsi celek, ktery nebude
podléhat rychlé degradaci absorpci vody. Ziskanim stabilniho materialu ovsem neovlivnime
iontovou vodivost, kterd ani zdaleka nedosahuje vyuzitelnych hodnot.

Elektrické vlastnosti PVA lze zlepsit jingm vhodnym sifovacim ¢inidlem. Pomoci kyse-
liny sulfojantarové (SSA) muzeme do struktury membrany zakomponovat sulfonové sku-
piny (Obr. , které iontovou vodivost ovliviuji podobné jako v pripadé Nafionu. Po zvlh-
¢eni materialu dojde k uvolnéni protonti ze sulfonovych skupin a timto ,mofem* protonti
jsou snadno vedeny kladné nabité ionty. Vysledkem je vyrazné zvyseni iontové vodivosti.

Kyselina sulfojantarova ovsem neovliviiuje odolnost vii¢i vodni vlhkosti. Je tedy potieba
pristoupit ke kompromisu, kdy sitovani PVA probéhne pomoci TEOS i SSA. Vysledkem
by mél byt materidl, ktery dosahuje vysoké iontové vodivosti a jeho hydrofilni charakter je
potlacen na tinosnou mez. Diky obsahu PVA navic miuzeme ocekavat jen minimalni pru-
chod metanolu membranou, a tak mutze vysledny material tvorit perspektivni alternativu
Nafionu v aplikacich typu DMFC.

Priprava PVA membran probiha obvykle s vyuzitim solution casting method, coz je
metoda spocivajici v naneseni roztoku na hladky povrch a nasledném vysuseni materialu
za vhodné teploty. Vstupni roztok je mozné obohatit o slouceniny, které chemicky modi-
fikuji vysledny materidl. Membrany zalozené na PVA se syntetizuji z krystalického PVA
rozpusténého ve vodé. Néasledné je do roztoku primichana kyselina sulfojantarova nebo
tetraethylortosilikat, aby doslo k sifovani polymeru. Pro sifovani pomoci TEOS je nutné
membrana vznika kombinaci vSech krokt, kdy je do roztoku PVA pridana SSA a poté i
TEOS. Vysuseni probiha ve vakuové susic¢ce za teplot okolo 40°C po dobu nékolika hodin.
Vznika transparentni film s dobrymi mechanickymi vlastnostmi v suchém prostiedi. Pokud
je do syntézy zarazen i TEOS, film dobte odolava i vlhkému prostredi.

Vzorek ve formé filmu je mozné charakterizovat pomoci elektrochemické impedancni
spektroskopie [249]. Film je umistén mezi vhodné elektrody a nasledné je elektricky nama-
han. Elektrody mohou byt tvoreny rtuti, aby doslo k dobrému styku vzorku s elektrodou.
Pripadné se na vzorek prilozi hlinikova félie a vzorek se stlac¢i pozlacenymi médénymi
elektrodami. Pasobenim elektrického pole ruzné frekvence dochézi ke zméné impedance,
vysledna data tedy maji formu frekvencéniho spektra. Impedanci v riznych frekvencénich
oborech lze ztotoznit s rtznymi vlastnostmi vzorku — schopnost diftize iontu ¢i prenos
elektrického naboje.

Impedancni spektra se obvykle zaznamenavaji v rozsahu od desitek MHz do desetin Hz.
Nizsi frekvence jsou pro rychlé méreni nevhodné, protoze neiimérné zvysuji dobu méreni.
Pri vyssich frekvencich se do mérenych dat silné promita vliv méfici aparatury — prede-
vsim prechodové odpory, pouzité vodice a podobné. Méfeni je mozné provadét pomoci dvou
elektrod, nicméné sofistikovanéjsi experimenty vyuzivaji dalsich dvou referenc¢nich elektrod
s definovanou odezvou. Pak hovorime o ¢tyrbodovém uspotadani s dvéma referenénimi
elektrodami, pracovni elektrodou a protielektrodou. Referen¢ni elektroda (naptiklad kalo-
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Obrazek 52: Stavba molekul a) polyvinylalkohol b) kyselina sulfojantarova c) tetraetylor-
tosilikat.
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Obrazek 53: Sitovani PVA ruznymi ¢inidly a) kyselinou sulfojantarovou b) tetraetylortosi-
likdtem.
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melova elektroda) umoznuje sledovani elektrického napéti napfi¢ vzorkem, dvouelektrodové

usporadani predpokladéd homogenni elektrické pole v celém méteném vzorku, coz nemusi
vzdy odpovidat realité.

Vysledné spektrum mé obvykle tvar polokruznice s linedrni éasti u nizsich frekvenci
(Obr. . Tvar polokruznice koreluje se schopnosti materialu prenaset nabité castice, li-

nedarni oblast podava informaci o pfenosu hmoty (diftize).
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Obréazek 54: Impedanc¢ni spektrum kompozitni PVA membrany ve vlhkém stavu.
Deformace kruznice je zptisobena nerovnostmi povrchu membrany a elektrod. Vlivem

minovat. Proto se nékdy vyuziva elektrod tvorenych rtuti, kterd zajistuje homogenni a
obnovitelné rozhrani mezi elektrodou a mérenym materialem. Na vsech rozhranich se na-
vic formuje elektricka dvojvrstva, kterou je tfeba do pripadného modelu zakomponovat.
Frekvencné zavisly elektricky odpor — impedance — je komplexni velicina. Mizeme tedy
rozlisit imagindrni a redlnou cdst impedance. Jedné se o vektory se spole¢nym pocatkem,
jejichz soudet je absolutni hodnota impedance. Uhel mezi vektory oznacujeme jako ztrdtovy
thel. Redlnd slozka impedance, Z’, vyjadiuje obtiznost pruchodu elektrického proudu, ima-
ginarni slozka, Z”, je odpor vuéi zméné elektrického pole. Pro vypocet iontové vodivosti
se tak vyuziva takové misto impedancniho spektra, kde je imaginarni slozka impedance

nulovd. Na znézornéném priubéhu (Obr. [54)) je to oblast v blizkosti pocatku souradnic. Po
zjisténi prisec¢iku namérenych dat s osou z miizeme urcit redlnou slozku impedance, kterou
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pouzijeme ve vztahu pro iontovou vodivost

l
- Z'(mr?)’
kde [ je vzdalenost elektrod (tloustka membrény) a r je polomér elektrody v piipadé, ze
vyuzijeme usporadani s kruhovymi elektrodami.

Iontovou vodivost mizeme mérit i primo. Obvykle se vyuziva nadoby s dvéma roz-
toky, které oddéluje polymerni membrana. Roztoky maji odlisné koncentrace iontt, které
v tomto usporadani hraji roli testovaci ¢astice. Polymerni membrana umoznuje vyménu
iontl mezi obéma oblastmi tak, aby bylo dosazeno rovnovazného stavu — vyrovnani kon-
centraci. Cas potiebny k vyrovnani koncentraci je dmérny iontové vodivosti membrany.
Vyhodou takového méfeni je moznost tvorby libovolného roztoku, kde jako testovaci cas-
tici mizeme presné definovat pro nés zajimavy iont. Nevyhodou je ¢asova narocnost a vyssi
finan¢ni naklady oproti rychlému a levnému méteni pomoci impedancni spektroskopie.

o (15.2)

15.5 Ekvivalentni obvody

Realné elektrické vlastnosti materialu lze simulovat pomoci obvodu, ktery se skladé ze za-
kladnich elektrotechnickych prvki, jako je rezistor, kondenzator ¢i civka. Obvod poskytuje
stejnou odezvu, jako redlny systém typu palivového ¢lanku, a proto mluvime o ekvivalent-
nim okruhu. V elektrochemii se setkavame s jevy, které neni mozné jednoduse simulovat,
takze byly definovany pokrocilé elementy téchto obvodi (prikladem muze byt CPE — con-
stant phase element). Setkdvame se tedy s duvérné znamymi prvky a zaroven s prvky, které

Jevy uvniti palivového ¢lanku je mozné rozdélit do nékolika kategorii. Patii mezi né
iontova vodivost, elektronova vodivost, prenos hmoty a prenos naboje. Vsechny tyto kate-
gorie je mozné charakterizovat vhodnym usporadanim ekvivalentniho obvodu. Podstatné je
nalezeni kompromisu, ktery umozni presné modelovani readlnych dat a pritom vyrazné ne-
zkomplikuje interpretaci jednotlivych element ekvivalentniho obvodu. Teoreticky je totiz
mozné ziskat skvélou shodu s namérenymi daty pouzitim mnoha elementt, jejich presna
interpretace vSsak muze byt nesnadna. Diilezité je i zvoleni vhodného obvodu s ohledem na
vypocetni vykon, protoze nékteré typy simulaci mohou diky své komplikovanosti zatézovat
pristrojovy cas daného pocitace.

Pro sestaveni ekvivalentniho obvodu je nutné znat frekvencni zavislost impedance jed-
notlivych prvki. Nejjednodussi situace nastava v pripadé rezistoru, kde je impedance,
Z(w), pfimo umérnd elektrickému odporu prvku

Z(w) = R. (15.3)

V daném frekvencénim spektru pak ekvivalentni obvod slozeny pouze z rezistoru modeluje
jen jediny bod dany hodnotou R. Zatazeni kondenzatoru C do série s rezistorem ziskame
linearni pribéh kolmy na osu realné impedance. Vidime tedy, ze kombinaci dvou prvki jiz
dokazeme primitivnim zptisobem simulovat jednoducha impedancni spektra. Pro paralelni
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kombinaci rezistoru a kondenzéatoru pak pribéh dostane tvar polokruznice (Obr. . Tento
prubéh jiz pripomind redlnéd data.

R

Z"" [ohm]

Z’ [ohm]

Obrézek 55: Prubéhy riznych ekvivalentnich obvodl s ndhodné zvolenymi hodnotami pa-
rametril.

Naméirime-li redlna data, jen vyjimecné se setkdvame se pritbéhem, ktery by odpovi-
dal kruznici. Takovy pribéh predpoklada dokonaly styk elektrody a nevodivého materialu,
ktery je mezi elektrodami uzavien a diky kterému vznika kondenzator. V praxi se snazime
takové rozhrani napodobit, kdyz vkladame mezi vodivé komponenty, jako jsou bipolarni
desky ¢i diftzni vrstvy, nevodivy polymerni elektrolyt typu PVA. Povrchy polymeru a di-
fazni vrstvy nejsou ovSem zcela rovné a bipolarni desky i pfi vysokém vynalozeném usili
nebudou dokonale kopirovat pripadné nerovnosti. Vznikaji mista se vzduchovymi kapsami,
ktera se na méreném pribéhu nutné projevi. Kruznice se tak zplosti a tento efekt modelu-
jeme pomoci prvku CPE (Obr. [56). Impedance CPE je dédna

1
Qiw)™’
kde 7 je imaginarni jednotka, @) a n jsou volné parametry elementu, které ziskame fitovanim

realnych dat. Pokud se n blizi jedné, prvek CPE popisuje idealni kondenzator s admitanci
Q. Naopak, pokud se n rovna nule, prvek CPE ziskava charakter rezistoru.

vvvvvv

Z(w) = (15.4)

rizovat diftzi pri nizkych frekvencich. Impedance tohoto prvku je dana vztahem

Z(w) = thzﬁigw) 7

kde R,, T" a P jsou volné parametry elementu a ziskame je opét fitovanim redlnych dat.

(15.5)
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R
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N — >
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Obréazek 56: Rozdilnost priubéhii pro CPE a kondenzator, pribéh pro CPE a rezistor v
Sérii.

Diftize je pak charakterizovana pomoci vztahu

d2

D.s’
kde d je vzdalenost elektrod a D,y je efektivni diftizni koeficient pro volnou ¢astici. Difizni
koeficient hraje klicovou roli ve Fickové zakonu diftize, ktery piseme ve tvaru

T =

(15.6)

dc
ef dxa
kde J znaci diftzni tok a zlomek na pravé strané rovnice vyjadiuje zménu koncentrace
vzhledem k souradnici.

Sestavenim elementt do formy tzv. Randlesova obvodu ziska ekvivalentni obvod vlast-
nosti vhodné k prokladani impedance namétrené u polymernich membréan. Randlesiiv obvod
je slozen ze dvou rezistort, jednoho prvku CPE a jednoho Warburgova elementu. Nasledné
fitovani tedy predpoklada sedm volnych parametrii, které je treba vypocitat tak, aby mode-
lovany pribéh co nejvérnéji kopiroval namérend data. Obvykle se vyuziva iteracni vypocet,
ktery ovsem nemusi konvergovat. Proto je vhodné nékteré parametry alespon ptiblizné od-
hadnout. Pocet iteraci je dobré omezit na nékolik set az tisic, aby vypocet probéhl béhem
kratké doby. Zkraceni doby vypoctu je mozné dale dosahnout omezenim hodnot parametrii
na kladn4 ¢isla, protoze zéporné hodnoty by vedly k nefyzikdlnim vysledkim (napriklad
zéaporny elektricky odpor).

Ktivka simulujici chovani ekvivalentniho obvodu s konkrétnimi parametry predstavuje
jen Usp&ny ¢ netispésny pokus o napodobeni realnych dat. Uspésnost prolozeni je evalu-
ovana statistickymi metodami. Priubéh fitované krivky je aproximaci vyuzivajici metodu
nejmensich ¢tverct — ¢tvercem je myslen kvadrat odchylky. Soucet téchto ¢tvercu by byl

J=-D (15.7)
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Obrazek 57: Impedanéni spektrum kompozitni PVA membrany (¢ervené) prolozené zna-
zornénym Randlesovym obvodem (&erné).

v pripadé dokonalého fitu nulovy. Realné fitovani (Obr. vede k nenulovému souctu
téchto ¢tvercl a velikost tohoto souctu je parametrem, ktery vyjadiuje kvalitu fitu. Dale
je mozné vyuzit standardnich statistickych metod, jako je x?-distribuce, kterd piepocitava
soucet ctvercu vzhledem k poctu volnych parametri. Kvalitu prolozeni tak muzeme hodno-
tit podle ¢iselného vyjadreni odchylky prokladané kiivky a namérenych dat. Pro vyrazeni
nekvalitnich fit je tfeba stanovit mez statistické signifikance. Tato mez neni obecné urcena
a autor fitu by mél byt schopen obhdjit jim zvolenou hodnotu.
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16. Katalytické vrstvy

Ve vodikovych palivovych ¢lancich se obvykle setkdvame s katalytickou vrstvou ve formé
¢astic platiny rozprostfenych na povrchu uhlikovych zrn [250]. Prestoze je vyuZivan ob-
dobny materidl, pozadavky na anodickou a katodickou stranu palivového ¢lanku se lisi.
Princip elektrochemickych reakci v zobecnéné podobé miizeme vyjadrit jako

oxidace + e~ «— redukce. (16.1)

Je tfeba zduraznit, Ze se jednd o elektrochemické reakce. K jejich pribéhu je tak nutny
rozdil elektrickych potencialti — elektrické napéti. Zména tohoto napéti jen o desetiny voltu
muze zpusobovat rozdily v efektivité reakei (generovani produkti) az o velikosti nékolika
radla. Protoze je vétsina elektrochemickych reakci doprovazena uvolnénim ¢i prijmutim
elektronu, je nutna jista elektricka vodivost materialu. Elektronova struktura daného prvku
tak vyznamné ovliviiuje jeho chovani a efektivitu reakci. Pro materidly pouzivané v pali-
vovych ¢lancich je zasadni obsazeni d-orbitalu, protoze elektronova struktura v této slupce
urcuje adsorpci reaktanti. Elektrochemické reakce jsou pochopitelné v centru zdjmu DFT
a prubéhy reakci jsou peclivé pocitany [251].

Anodické katalytické vrstvy maji mnohé rezervy, ale rozklad molekul vodiku je relativné
uspésné zvladnuty. Jakykoliv posun ve vyzkumu katalytického materidlu na katodé, ktery
by vedl k efektivnéjsimu rozkladu molekul kysliku, mtize znamenat mohutny impuls pro
palivové ¢lanky [252]. Jejich vysoce uspésnd komercializace by tak byla jen otazkou casu.
Zakladni pozadavky na katalytickou vrstvu jsou [253]

1. vysoka elektricka vodivost a specificky povrch,
2. dostatecna poréznost usnadnujici prichod reaktanti,
3. odolnost vii¢i chemické degradaci — chemicka stabilita,

4. odolnost vuci podminkam panujicich v palivovém c¢lanku béhem jeho ¢innosti.

Nanocéstice platiny poskytuji velky specificky povrch, S, ktery je pro sférické ¢astice o
pruméru d dan pribliznym vztahem [254]

[ (16.2)
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S vyuzitim tohoto vztahu ziskavame pro castice platiny o priméru 2,2 nm specificky povrch
127 m? /g, coZ je nejvétsi specificky povrch dosaZeny pro nanocdstice platiny bez inertniho
jadérka. Disperze ¢astic platiny v soucasnych palivovych ¢lancich tak dosahuje perfektnich
hodnot — p¥i dopovani katalytické vrstvy 0,1 mgcm™2 je vysledny celkovy povrch ¢éstic na
centimetru ¢étvereénim membrany az 1500 cm?. Je tak moZné konstruovat palivové ¢élanky,
které ke generovani 1 kW elektrického vykonu vyzaduji pouze 0,2 g platiny. Je zfejmé, ze
platina pfestava byt financéni bariérou pro rozsiteni palivovych ¢lankt. Daleko vyznamné;jsi
polozkou jsou tak bipolarni desky (cca 60% celkové ceny).

Pro nizkoteplotni palivové clanky nebyla vyvinuta katalyticka vrstva, kterda by dlouho-
dobé prekonavala platinu [255], [256]. Jedna se o materidl vysoce elektricky vodivy, velmi
stabilni — odolavajici jak kyselému, tak zasaditému prostredi — a poskytujici skvélé kata-
lytické vlastnosti v Sirokém intervalu elektrickych napéti. Nékteré jiné materidly dokazi
poskytovat slibné vysledky, nicméné v dlouhodobém provozu pak selhévaji [257], nebo je
jejich vykon v porovnani s platinou slaby [258]. Vysokoteplotni palivové ¢lanky nejsou z
hlediska elektrochemickych reakci tak choulostiva zarizeni, a proto lze pii jejich konstrukei
vyuzit i jinych materidli, nez je platina [259]. Vliv teploty na pribéh reakei 1ze uré¢it s po-
moci Arrheniovy rovnice pro vyménnou proudovou hustotu. Pro anodu a katodu zapiseme
rovnice pro vyménnou proudovou hustotu, ¢, ve tvaru

-0 0 E/(C)
7102 = 102 eXxp| — ﬁ 3 (163)
| £
it, = If), exp ( — RT)’ (16.4)

kde 182 a II(_]I2 jsou vyménné proudové hustoty za nekonecné velké teploty a EP, E? jsou
aktivacni energie reakci na katodé ¢i anodé. Vyménné proudové hustoty charakterizuji
rychlosti reakci na anodé a katodé. V redlném palivovém clanku, kde na katodé dochézi k
rozkladu kysliku, se vyménné proudové hustoty lisi o t¥i rady [260].

Aktivacni energie je nutna k priubéhu reakce — reaktant musi ziskat aktivacni energii,
aby se z ného stal produkt. Kinetika reakci je pak imérné pravdépodobnosti, Ze se reaktant
nachazi v aktivovaném stavu [261]. Pro tuto pravdépodobnost, P, plati

AEaciv
Pocexp(— RTt ),

kde AFE,.;, je energie nutna k prechodu do aktivovaného stavu. Pokud je tedy k dosazeni
aktivovaného stavu nutné velké mnozstvi energie, pravdépodobnost jeho dosazeni rychle
klesa k nule.

Katalyticky material je obvykle naprasen primo na membranu, takze vznika tzv. CCM —
catalyst coated membrane [262]. Pfipadné se materidl umisti na diftizni vrstvu, pak mluvime
o GDE — gas diffusion electrode [263]. Obé varianty jsou velmi ¢asté ve vyzkumu palivovych
¢lankd, kdy se od komeréniho vyrobce (napiiklad E-Tek nebo Johnson Matthey) ziska
pripravend CCM nebo GDE a zkoumé se vyvinutd membrana respektive diftizni vrstva.
Diky komer¢nim materidliim je tak zachovana reprodukovatelnost experimentii.

(16.5)
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V palivovém ¢lanku dochazi k priichodu reaktantt kanalky bipolarni desky. Slozitym
vzorem kanalki je palivo vedeno po celé plose katalytické vrstvy. V misté vstupu je logicky
nejvyssi koncentrace paliva, naopak, v misté nejvzdalenéjsim koncentrace klesa. Je proto
vhodné vytvorit katalytickou vrstvu obsahujici rizné mnozstvi platiny v rozdilnych oblas-
tech. Na misté vstupu paliva nemusi byt katalyticka vrstva tak bohata na platinu jako v
misté s nizsi koncentraci.

Vyzkum katalytickych vrstev je zaméfen na slitiny platiny s jinymi (levnéjsimi) kovy
pripadné na slitiny méné vzacnych kovi. Byly vytvoreny slitiny platiny s molybdenem,
niklem ¢i Zelezem. Jednou z velmi zajimavych slitin je naptiklad slitina paladia a zeleza.
Agresivni chemické prostredi panujici uvnitt palivového c¢lanku vede k degradaci méné
uslechtilé slozky slitiny, kterd posléze unika do nezadoucich oblasti. Kovy navic urychluji
degradaci i dalsich komponent, protoze pti styku s radikdly tvori peroxid vodiku, ktery
namaha membréanu i diftzni vrstvy. Nékteré slitiny, jako je slitina platiny a ruthenia [264],
lépe odolavaji kontaminaci paliva oxidem uhelnatym a uhli¢itym [265]. Z tohoto divodu
je mozné slitiny vyuzivat ve specidlnich aplikacich, jejich naro¢na vyroba ovsem vyrazné

zvysuje cenu katalytické vrstvy.

H2
H+ H+

Obrazek 58: Oxidace vodiku na anodické vrstvé platiny - elektrony se stavaji soucasti
vodivostniho pasu platiny, protony se usazuji na povrchu vrstvy. Pfesny prubéh procesu
zavisi na mnoha faktorech.

Samotny mechanismus rozkladu vodiku (oxidace vodiku) na atomech platiny je stéle
predmeétem vyzkumu [266]. Mozny pribéh procesu je naznacen na Obr Rozklad mole-
kuly vodiku muze probihat bez pienosu elektroni [267], pak jej popiseme Tafelovou reakci
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jako

Ho + 2% +— 2Had7 (166)

kde * oznacuje oblast na vrstvé katalytické platiny, kde k reakci dochazi, a na tento povrch
se molekuly vazi. Symbol H,4 pak znaci vodik adsorbovany na povrch platiny. Proces miize
ovsem probéhnout s prenosem elektront [267], kdy dojde ke dvéma kroktim. Prvnim z nich
je Heyrovského reakce

Hy + % «— Hog + HY + e~ (16.7)

a tento krok je nésledovan Volmerovou reakci

Hog «— s+ H" + e, (16.8)
Na katodé dochéazi k tvorbé molekuly vody podle mechanismu [268]

Og + % < Ogx, (16.9)

Oq x +(H' +€7) +— HOyx, (16.10)
HOy * +(H" +e7) +— Hy0 + Ox, (16.11)
O x+(H" +e7) +— HOx, (16.12)
HO « +(H" + e7) +— Hy0 + =. (16.13)

Kovy jako stiibro ¢i rtut ovliviiuji dominanci reakci na katodické strané palivového
¢lanku. U platiny je vyrazné vyssi pravdépodobnost, Ze slou¢enim elektronii a molekul kys-
liku a vodiku vznikne molekula vody. Pokud je pouzit jiny kov, vyrazné roste podil reakei,
kdy je vyslednych produktem molekula peroxidu vodiku. Katalytické materialy na bazi
oxidti — spinelu ¢i perovskitu — bohuzel nevykazuji vyraznou aktivitu v kyselém prostredi,
které je pro palivové clanky charakteristické. Dalsi typické latky, které byly zkoumany z
hlediska jejich vyuziti v palivovych ¢lancich, jsou chalkogeny. Jedné se o slouéeniny siry,
selenu ¢i telluru (obecné prvky ze VIA skupiny periodické tabulky) s dalsimi prvky. Velmi
slibné se jevi predevsim slouceniny siry a kobaltu. Pii tvorbé tenké vrstvy sulfidu kobaltu
byla na povrchu vrstvy pozorovana zvysena koncentrace siry, ktera funguje jako ochranna
vrstva hloubéji umisténého kobaltu. Diky tomuto efektu pak materidl nedegraduje tak
rychle, jako v pripadé ¢istého kobaltu.

Mnozstvi drahé platiny mtze byt snizeno vytvorenim vhodného substratu, na ktery
je platina nanesena v tenké vrstvé. Standardnim materidlem jsou zrnka uhliku, ktera jsou
dostupna pod obchodnim nazvem Vulcan XC72. Na tato uhlikova zrnka s vysokym specific-
kym povrchem se obvykle nanési malé mnozstvi dalsiho kovu (¢dstice o typickém priméru
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2,5-3 nm), ktery funguje jako katalyticky materidl — pouziva se napriklad méd, rhenium,
zelezo ¢ vanad. Casto se vyuziva kovového jadérka potazeného vrstvou atomi platiny. Pro-
blémem je ovlivnéni vlastnosti platiny kovovym jadrem a také vzajemné ovlivnéni blizkych
jader [269]. Slupka atomu platiny je ovlivnéna jadérky mmnoha prvku, jako jsou Ir(111),
Au(111), Rh(111) nebo napriklad Pd(111). Vyuziti jadérka z ruthenia ¢i palladia a vytvo-
feni platinové slupky snizuje mnozstvi pouzité platiny az desetindsobné, coz se pochopi-
telné projevuje na cené katalytického materialu [270]. Vétsina zminénych materialt dokéze
konkurovat platiné na anodické strané palivového ¢lanku. Na katodé je ovSsem platina bez-
konkuren¢né nejefektivnéjsim kovem pro katalytické vrstvy.

Jako vysoce perspektivni se jevi vyuziti porfyrinti s kovovym centralnim iontem [271].
Do stfedu porfyrinu lze umistit iont zeleza ¢i kobaltu, ktery je katalyticky aktivni a pritom
je vazan dostatecné silné, aby neunikl do jinych ¢dsti palivového ¢lanku [272].

Obréazek 59: Molekula porfyrinu s iontem kobaltu jako centralnim atomem.

Velké usili bylo vénovano vyzkumu uhlikovych nanotrubi¢ek dopovanych platinou. Tyto
materialy vykazuji vysoky specificky povrch a mnozstvi pouzité platiny je nizké (priblizné
0,1 mgcm™2). Elektricka vodivost uhlikovych nanotrubi¢ek dosahuje skvélych hodnot. Pfi-
pravené nanotrubicky se modifikuji tak, aby obsahovaly platinu, a tento material se nanasi
pomoci metod chemické depozice z plynné faze.

Dalsi formy uhliku predstavuji centralni bod materidlového vyzkumu katalytickych vrs-
tev. Mnoho vyzkumnych skupin se vénuje tvorbé grafenu, fullerenu ¢i uhlikovych vlaken
a prouzkia (nanoribbons — nanoprouzky). Variabilita chemickych modifikaci uhliku vede k
obrovskému mnozstvi zkoumanych materialii. Uhlik je tak dopovan naptiklad bérem, kys-
likem, sirou ¢i fosforem. Dopovanim bérem zpusobuje tvorbu tenké vrstvy oxidu boritého
na povrchu uhlikovych vlaken, coz vede k vysoké chemické stabilité. Takovy material pak
lépe odolava chemické degradaci.

Uhlik mtze byt dopovan i dusikem, coz vede k preméné benzenového jadra v pyridin ¢i
pyrrol. V disledku modifikace je ovlivnéna elektronova struktura a ptivodné inertni alotrop
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uhliku ziskédva nové chemické i fyzikdlni vlastnosti (reaktivita, specificky povrch ¢i elek-
trickd vodivost). Pro pripravu modifikovaného uhliku se vyuziva laserové ablace, chemické
depozice z plynné faze a dalSich metod, jako je napiiklad pyrolyza. Vysledny material je
nasledné testovan spektroskopicky (XPS - rentgenova fotoelektronova spektroskopie), aby
bylo ztejmé, zda k modifikaci opravdu doslo.

Vlastnosti srovnatelné s ¢istou platinou vykazuje karbid wolframu (WC) [273]. Tento
material je daleko odolnéjsi viiéi necistotam typu oxidu uhelnatého. Vysledné vlastnosti
katalytického prasku ovsem silné zavisi na zpusobu vyroby [274]. Pokud je navic materidl
potazen platinou, katalytickd aktivita vzroste ke skutecné zajimavym hodnotam. DFT
simulace ukazuji, ze energetickd bariéra pro vznik radikalu OHe je v pripadé karbidu
WC(100) vyssi nez pro klasickou platinu Pt(111). Material tak lépe odolava chemické
degradaci béhem c¢innosti palivového ¢lanku.

Potencidlné zajimavym materidlem pro alkalické ¢lanky je Raneytv nikl [275]. Jedna
se o slitinu niklu a hliniku, ktera v krystalické mrfiZzce obsahuje velké mmnozstvi poruch.
Vysledny prasek tak dosahuje vysoké poréznosti a specifického povrchu. Ve vodikovych pa-
livovych ¢lancich se tento materidl vyuzival ziidka predevsim z divodu mozné kontaminace
prostiredi kovovymi ionty. Pro snizeni tohoto rizika byl pripraven Raneytv nikl potazeny
médi [276]. Presto je Raneyuv nikl zndm nizkou elektrickou vodivosti a nevhodnym polomé-
rem poru pro transport hmoty. Tyto nedostatky nedovoluji vyraznéjsi rozsiteni Raneyova
niklu v oblasti palivovych ¢lanki.

16.1 Otrava katalytické vrstvy

Pro provoz palivového ¢lanku v laboratori jsou vyuzivany velmi ¢isté plyny bez nezadoucich
kontaminantl. Existuji také zadouci kontaminanty, jako je ozén, ktery pozitivné ovliviiuje
kinetiku reakci na katodé. V realnych aplikacich jsou vyuzivany plyny, které se nacha-
zeji primo v misté provozovani palivového ¢lanku. Na katodu je tedy privadén vzdusny
kyslik pomoci kompresoru. Pro anodu ziskavame vodik nékolika cestami. Nejjednodussi je
reforming zemniho plynu, vysledny produkt ale obsahuje velké mnozstvi oxidu uhli¢itého
(20%), oxidu uhelnatého (1-2%) a sirovodiku. VSechny tyto kontaminanty negativné ovliv-
nujf katalytické vrstvy (Obr. [60), pfedevsim pak kinetiku reakef a aktivitu vrstvy [277].
Pro znatelné ovlivnéni vykonu nizkoteplotniho vodikového palivového ¢lanku s ¢istou pla-
tinou v katalytické vrstvé pritom staci pouhych 25 ppm oxidu uhelnatého (CO) ve vodiku
privadéného na anodu za teplot okolo 80°C [278]. Tolerance vucéi CO je silné zavisld na
teploté, protoze zvysenim pracovni teploty palivového ¢lanku na 130°C dokaze palivovy
¢lanek odolévat bez signifikantni ztraty vykonu koncentracim i v blizkosti 1000 ppm [279].
Dalsim zvysenim teploty na 200°C pak ziskame toleranci i vii¢i koncentracim ptiblizné 30
000 ppm. Pokud je v prividéném vodiku 20% oxidu uhli¢itého, vykon zafizeni poklesne
priblizné na polovinu. Vliv oxidu uhli¢itého lze popsat jako reakci s vodikem navazanym
na platinu

COq 4 2Pt — Hyagany — Pt — COyazany + H2O + Pt. (16.14)
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Prichazejici oxid uhli¢ity se na platiné s navazanym vodikem rozkladd za vzniku oxidu
uhelnatého a vody. Platina se uvolnuje a oxid uhelnaty zlistava navazany na zbylém atomu
platiny. Tak je zamezeno dalsimu rozkladu dvouatomovych molekul vodiku a platina tak
prestava plnit svou funkci. Pokud na platinu vodik navazany neni, probiha reakce

2Pt + COy + HY + €7 — Pt — COvagany + Pt — OHyazany- (16.15)

I v tomto pripadé vznikaji vazané struktury, které zamezi zadoucim reakcim.

Obrazek 60: Blokace katalytické vrstvy molekulami oxidu uhelnatého. Navazany oxid uh-
licity neumoznuje rozklad dvouatomovych molekul vodiku.

Pritomnost sirovodiku v palivu z reformovaného zemniho plynu zptsobuje jesté inten-
zivnéjsi degradaci katalytickych vrstev nez oxid uhli¢ity. Jiz nékolik desitek ppm sirovodiku
snizuje vykon palivového ¢lanky mimo vyuzitelné hodnoty v fadu hodin od zacatku de-
gradace. Sirovodik se na atomy platiny vaze obdobné jako oxid uhlic¢ity a také zpusobuje
rozpad struktur nutnych k elektrochemickym reakcim ve vodikovém palivovém c¢lanku.

Stejné negativni vliv na vykon palivového c¢lanku pozorujeme, pokud je v palivu pri-
tomen amoniak. Pii pripravé paliva reformingem zemniho plynu se opét nevyhneme sto-
povému mnozstvi amoniaku ve findlnim produktu. Amoniak se vaze na protony vzniklé
rozkladem vodiku v katalytickych vrstvach. Tim se snizuje iontova vodivost membrany,
coz vede k poklesu vykonu palivového ¢lanku. Diskutuje se i moznost navazani amoniaku
pri nékolika jednotkach ppm znehodnoti vykonové charakteristiky palivového ¢lanku. Na-
vazanim na platinu a naslednou redukei se vytvori vazba mezi platinou a sirou. Pii provozu
palivového ¢lanku naprazdno (open circuit voltage — OCV) lze katalytické vrstvy kontami-
novang sirou regenerovat. Pti styku s molekulou kysliku totiz sira reaguje za vzniku oxidu
sirového, ktery se dale ve vodném prostredi méni na kyselinu sirovou. Tim se odpouta od
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platiny v katalytickych vrstvach, ale kyselina sirova opét silné degraduje jiné komponenty;,
jako je diftizni vrstva.

Vyuziti palivovych ¢lank v automobilovém primyslu predpokladé, ze tato zafizeni
budou vyuzivat stlaceny vzduch ze svého okoli. Ten ovsem v blizkosti komunikaci obsahuje
oxidy dusiku, které opét ovliviiuji vykon palivového ¢lanku. Koncentrace oxidt dusiku je
navic vysoce fluktuujici a zavisi na poc¢tu automobili v okoli palivového ¢lanku. Jina je
koncentrace na osamocené cesté mezi dvéma vesnicemi a odlisSnou koncentraci namérime
béhem dopravni Spicky v centru mést. Do vykonovych charakteristik palivového ¢lanku
se tak zanasi faktor, ktery nelze uspésné predikovat. Oxidy dusiku se vazi na katalytické
vrstvy, kde blokuji rozklad molekul vodiku podobné jako oxid uhelnaty. V pripadé malych
kontaminaci je tato blokace nevratnd a oxidy dusiku na platiné pretrvavaji. Pri vyssich
koncentracich se oxidy dusiku vazi na platinu vratnym procesem, takze po odstranéni
zdroje kontaminace mizeme palivovy ¢lanek regenerovat ¢istym palivem. Navazané oxidy
dusiku se pri styku s molekulou vody mohou pfeménit na kyselinu dusi¢nou. Tato silna
kyselina opét degraduje komponenty palivového ¢lanku.
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17. Difazni vrstvy

Diftzni vrstva (GDL) je sloZzena z mikroporézni ¢asti [281], makroporézni ¢asti a pojiva.
Makroporézni ¢ast (Obr. priléha na bipolarni desku. Mikroporézni ¢ast je v primém
styku s katalytickou vrstvou. Diftzni vrstvy tvori mechanickou oporu membréané a ka-
talytické vrstvé. Jejich hlavnim tucelem je vSak homogenni plosna distribuce reaktanti.
Makroporézni ¢ast je tvorena uhlikovymi vlakny potazenymi vétSinou polytetrafluoretylé-
nem (PTFE). Mikroporézni ¢ast pak tvoii uhlikovy prach s podilem PTFE. Obsah PTFE v
mikroporézni ¢asti a pojivu je dulezity pro zajisténi hydrofébniho charakteru vrstvy [282],
[283]. Od diftizni vrstvy tedy pozadujeme

1. hydrofébni chovani [284],

2. porézni strukturu (vrstvy uhlikového papiru nebo tkaniny) [285],
3. vysokou elektrickou vodivost [286],

4. vysokou teplotni vodivost [287],

5. vhodné mechanické vlastnosti [288].

Obsah PTFE ovliviiuje vykonové charakteristiky diftzni vrstvy. Prilis nizky podil PTFE
zpusobuje zaplavovani vrstvy vodou — produktem elektrochemickych reakci. Vysoky podil
nedovoli pruchod vody vrstvou, ta se pak hromadi v aktivni oblasti katalytické vrstvy.
Horni hranice podilu PTFE je tak priblizné 30 wt. %. Prilisné mnozstvi vody muze od-
trhnout ¢éastice katalytické vrstvy a vyplavit tento materidl mimo aktivni zénu palivového
¢lanku [289]. Obdobné jako u katalytickych vrstev neni vyhodna homogenni vrstva platiny,
difazni vrstvy poskytuji lepsi vykonové charakteristiky v pripadé, ze je PTFE ve vrstve
vhodné distribuovano.

K vytvoreni hydrofébniho charakteru GDL se vyuzivai PTFE v uhlikovém pojivu,
nicméné byly vyuzity i jiné latky. Mezi potencidlné zajimavé materialy patii polyviny-
lidenfluorid ¢ perfluorovany etylén-propylén [290]. Déle se vyuziva napriklad plazmaticky
nastiik tetrafluormetanu na povrch difizni vrstvy [291], perfluoropolyéter, tenka vrstva
kiemiku nebo funkcionalizace povrchu GDL diazoniovou soli [292].

Material GDL musi dobre odvadét teplo z aktivni oblasti, ve které probihaji exotermni
reakce. Prilis vysoké teploty se totiz neblaze projevuji na ostatnich komponentéach, jako
je polymerni membréana. Tepelnd vodivost GDL tak musi byt co nejvyssi, aby doslo k
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Obrazek 61: Makroporézni ¢ast diftzni vrstvy GDS Av Carb 3250. Na obrazku jsou velmi
dobtre patrnad uhlikova vldkna a pojivo obsahujici PTFE.

prenosu tepla smérem k bipoldrnim deskdm, za kterymi je obvykle umisténo chlazeni [293].
Tepelnou vodivost znac¢né ovliviiuje mnozstvi PTFE v pojivu GDL, coz bylo prokazano
mnoha studiemi [294]. Napiiklad difizni vrstva Toray s obsahem 0 a 60% PTFE v pojivu
dosahuje tepelné vodivosti 1,2 — 1,8 WK~ m~! respektive 0,8 — 1,6 WK ! m~?! pfi silném
stlaceni [295].

Poréznost GDL vyrazné ovliviiuje transport hmoty ke katalytickym vrstvam. Pokud
je GDL prilis porézni, reaktanty snadno prochazeji ke katalytickym vrstvam, ale mem-
bréana prichazi o vodu a jeji zvlhéeni klesa. Pokud GDL obsahuje velmi malé pory, zvlhéeni
membréany je vysoké, ale reaktanty nemohou snadno dosdhnout katalytickych vrstev [296].

Elektrické vlastnosti GDL se obvykle stanovuji za definovaného pritlaku. Timto zpiiso-
bem se situace blizi redlnému stlaceni GDL v palivovém c¢lanku. Pri stlaceni GDL se snizuje
objem port a tim i objem vzduchu v materialu. Elektricky odpor dané GDL velmi rychle
klesd se zvétsujicim se tlakem [297). Elektrické vlastnosti se urcuji ve dvou smérech — napric
materidlem (ve sméru toku k membrané) a podél materidlu (ve sméru toku reaktanti v
kanalku bipolarni desky). Tyto sméry pak oznacujeme jako through — plane respektive in
— plane.

Dal$im dulezitym parametrem je stlacitelnost diftzni vrstvy [298]. Materidl musi byt
po stlaceni homogenni, protoze v opacném pripadé by nerovnosti mohly zptsobit zavazné

253



DISTRIBUCE REAKTANTU M. Tomas

uniky reaktant. Diftzni vrstva po stlaceni v palivovém ¢lanku ¢astecné vyplnuje kanalky
bipolarni desky. Tim dochazi k poklesu tlaku pri prichodu reaktanti clankem ke kataly-
tickym vrstvam [293]. P1i stlaceni vrstvy dochézi k novému usporadani uhlikovych vldken,
pricemz tento proces je ¢astecné vratny. Po zhruba péti stlaceni se ovsem usporadani jiz do
ptuvodniho stavu nenavrati [288]. Vztah mezi stlacenim a nartustem vodivosti je priblizné
linearni. Samotné stlaceni ma ovsem zasadni dopad na zivotnost palivového clanku, kte-
rou lze prodlouzit vhodnym tésnénim. Pii vlozeni tésnéni mezi bipolarni desky tak, aby
se ulevilo diftzni vrstvé a membrané, lze vyrazné zvysit dobu, po kterou palivovy c¢lanek
spolehlivé pracuje [299]. Mechanické napéti v GDL, o, je dano tlakem vytvarenym deskami
a lze popsat vztahem [288]

> 1057 Epuly(1 4+ 6CF)(1 + 6C3)
16457114,
kde € je deformace diftzni vrstvy, F je modul pruznosti uhlikového vldkna v podélném
sméru, p je poréznost GDL, d je pramér uhlikového vldkna, [ je vzajemna vzdalenost mezi
vlakny v dané roviné a A, je plocha péru. Model vyzaduje volné parametry p a C, které
souviseji s geometrii dané situace.

Uhlikovy prach pouzivany pro mikroporézni vrstvu je tvoren zrnky o prumeéru néko-
lika desitek nanometri. Mikroporézni vrstva obsahujici zrnka zhruba sférického tvaru o
pruméru nizkych desitek nanometri vykazuje nejlepsi vykonové charakteristiky [293]. Nej-
castéji je vyuzivan Vulcan XC-72, ktery je snadno vyrobitelny a tvori v této oblasti stan-
dardni materiél. Uhlikovy prach se obvykle ziskava rozkladem acetylenu (acetylene black)
a prodava se napriklad pod obchodnim nazvem Shawinigan acetylene black. Dalsi znacky
uhlikového prachu jsou Mogul L, Asbury Graphite 850 ¢i Ketjenblack EC-600JD [300].
Kromé uhliku jsou vyuzivany i dalsi materidly, jako je povlak uhlikovych vldken oxidy
titanu, zirkonu, wolframu ¢ kiemiku. Casto se téZ vyuzivaji karbidy wolframu & kfemiku
[296].

Diftizni vrstvy jsou kupodivu v pozadi vyzkumu palivovych ¢lankt. Jejich vlastnosti
jsou zkoumdny [301], ale pocet zajimavych studii nedosahuje ani zdaleka takovych ¢isel,
jako v ptipadé polymernich membran (Obr. .

Komeréné vyrabéné GDL maji PTFE rozprostfené homogenné. Je tedy potreba vy-
vinout reprodukovatelnou metodu pro vytvoreni gradientu PTFE. Jednou z moznosti je
chemicka tprava vrstvy [302]. Nékteré ¢asti GDL se ponechaji bez zésahu, jiné se vystavi
pusobeni chemické latky, kterda mnozstvi PTFE ve vrstvé ovlivni. Prikladem muze byt
vystaveni GDL kyseliné sirové, peroxidu vodiku nebo kyseliné peroxosirové. VSechny tyto
latky narusuji vazbu PTFE na uhlikova vldkna nebo molekulu PTFE jako takovou a vzni-
kaji pfirozené béhem ¢innosti palivového ¢lanku [303], [304]. Podil PTFE v miste, které
bylo témto latkdm vystaveno, se tak snizi [305].

Hydrofébni charakter vrstvy je vhodné zachovat v miste, kde k vrstvé priléha zebro
bipolarni desky. V misté kanalku je pak naopak vhodna hydrofilni oblast, ktera usnadnuje
odvod vody mimo MEA. Expozice GDL chemickym latkdm v presné definovanych oblas-
tech je narocnym procesem, kterym je cela metoda zbytecné komplikovana. Proto je tieba

€, (17.1)
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Obrazek 62: Cetnost ¢lanki podle Web of Science pro hledand hesla fuel cell membrane a
fuel cell gas diffusion layer.

vyvinout pristup, kterym se GDL modifikuje jednoduseji.

Obsah PTFE je mozné ovlivnit tepelnym namahanim. Laserovy paprsek o vhodném
vykonu muze velmi presné modifikovat mnozstvi PTFE ve vrstvé. Plusobeni paprsku je
mozné snadno regulovat zménou vykonu a dobou expozice. Laserovy paprsek miize navic
ovlivnit jen ptresné definované oblasti GDL (Obr. . Laser lze snadno pripojit k pohyb-
livému rameni, které miize opisovat zvoleny vzor. Tim se zajisti ovlivnéni GDL jen na
zadoucich mistech — tedy napriklad v oblasti kanalk bipolarni desky. Pohyb ramena je
navic reprodukovatelny, takze muzeme tvorit stejné modifikované GDL ve velkém mnozstvi.

Pro ucely ozareni GDL laserovym paprskem je dilezité zvolit spravny vykon laseru. Pri
nizkych vykonech je mnozstvi PTFE ovlivnéno jen mirné. Vysoké vykony vedou k propaleni
GDL a znehodnoceni vrstvy. Stejnou roli pak hraje rychlost, se kterou se paprsek po vrstvée
pohybuje. V pripadé vrstvy Sigracet 24BC se jako nejlepsi kombinace ukazalo vyuziti laseru
(zeleny laser, 532 nm) o vykonu 300 mW a rychlost posunu paprsku okolo hodnoty 1 cms™*.

Ovlivnéni vrstvy je tfeba analyzovat. Mnozstvi PTFE snadno urc¢ime ze spektroskopic-
kého méfeni pomoci infracervené spektroskopie s Fourierovou transformaci (FTIR) [306].
Infracervené zareni riznych vlnovych délek dopada na vzorek a je odrazeno zpét do detek-
toru (existuje i transmisni rezim). Vysledné zafeni vykazuje pokles ¢i narist u vlnovych
délek, které odpovidajf riiznym typtim chemickych vazeb (Obr. [64). Ve spektru se déle
projevuje i pohyb atomil v ramci molekul.

Analyzou FTIR spektra tak ziskavame prehled o chemickém slozeni materialu. Pri
porovnani intenzity spekter u ¢istého vzorku a modifikovaného vzorku pak zjistime, zda
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Obréazek 63: Laserem ozarena difuzni vrstva Sigracet 24BC.

je PTFE v materidlu stejné mnozstvi ¢i méné. Méreni lze provadét v jediném bodé na
povrchu vzorku, nebo je mozné urcit sit mnoha bodu, které po softwarovém zpracovani
vytvori mapu povrchového slozeni zkoumaného materialu.

P1i ozareni GDL laserem dochézi k rozpadu PTFE a odpareni vzniklych produktii.
Koncentrace PTFE je pfimo v misté ozafeni velmi nizka (Obr. . V tésné blizkosti vypa-
lenych kanalkl je ovSem mozné sledovat nartust koncentrace PTFE. Presny proces vzniku
tohoto nartstu neni znam. Je mozné, ze se jedna o redepozici uvolnénych molekul PTFE
na uhlikova vldkna v blizkém okoli vypalovanych mist. Zda se uvolnuji jednotlivé molekuly,
nebo zda se odlupuji shluky PTFE neni vyfeseno. Ozareni laserem tak vede k vytvoreni
gradientu PTFE jiz v tésném okoli vypalenych kanalki.

Pokud je GDL vystavena teplotdm pod bodem mrazu, dochézi k poskozeni materialu,
které je zpusobeno ledovymi krystalky [307]. Jednou z hlavnich funkei GDL je odvod vody
z aktivni oblasti, a proto je v diftizni vrstvé voda obvykle pritomna. Teplotnim cyklovanim
muzeme degradaci ledovymi krystalky sledovat. Po nékolika desitkach cykli mezi teplotami
-30°C az 70°C dochézi k signifikantnimu narastu elektrického odporu [308]. Difazni vrstva
téz koroduje samotnym tokem vzduchu v kanalcich bipolarni desky. Tento typ degradace
lze snadno simulovat pomoci testovaci desky z plexiskla s vhodnym systémem kanalk®. Do
kanalkt nasledné privedeme vzduch, ktery nechame proudit nékolik dni. Po testu méfime
kontaktni ithel mezi kapkou vody a povrchem GDL, nebo jednoduse porovname hmotnost
GDL pred a po testu. Vysledkem je méritelnd zména vlastnosti GDL, ktera nesouvisi s
elektrochemickymi reakcemi. Slabymi misty GDL jsou pukliny a nerovnosti na povrchu
mikroporézni vrstvy, kde se zadrzuje vlhkost z ptividéného vzduchu [308].

Uhlikova tkanina (naptiklad Ballard 1071HCB) je vyrazné drazsi nez uhlikovy papir, vy-
kazuje ovSem lepsi vykonové charakteristiky [309]. V nékterych ptipadech (vysoké objemy
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Obrazek 64: Spektroskopickd analyza (FTIR) laserem ozafené a ¢isté difuzni vrstvy Sigra-
cet GDL 24BC.

vyroby) je uhlikova tkanina drazsi az desetindsobné [293]. Pramér uhlikovych vldken v pii-
padé tkaniny i papiru je zhruba stejny a dosahuje hodnot 5 — 10 gm. Vlakna jinych primeéria
snizuji vykon palivového clanku [310]. Velké pruméry vldken zpusobuji vznik mohutnych
porii, ve kterych se mize hromadit voda odolavajici kapilarnim silam. Malé praméry vlaken
predstavuji nizsi poréznost, takze takové GDL brani pruchodu reaktanti. Pohyb tekutiny
rovnobéznymi valcovymi kapildrami popisuje Washburnova rovnice ve tvaru [311]

hn dh dh dh d2h
274 cOs O = Rghpg—n— ! )

TRz, L ossR ( Rhpolt 17.2
R o4t gt Pae ThEehegp ) T e (17.2)

kde © je kontaktni thel mezi kapalnou faz{ a sténou kapilary, v, je povrchové napéti mezi
plynnou a kapalnou fazi, pricemz uvazujeme kapalinu o hustoté p a viskozité n. Kapalina
pronikd materidlem do hloubky h v case t. Volnym parametrem je R, ktery fitujeme v
zavislosti na velikosti péri. Pro GDL publikoval nékteré z téchto parametri napriklad
Friess [312].

Diftizni vrstva predstavuje komponentu, kterd i pri skvélé funkci limituje maximalni
dosazitelny vykon palivového ¢lanku. GDL ovliviiuje tok paliva na katodé a diftze kysliku
tak predstavuje parametr, ktery determinuje vykonové charakteristiky palivového ¢lanku
[293]. Limitni proud, 7, je pak dan vztahem

 4F D,
1 = ﬁ l pOz; (173)

kde Dg, je efektivni difuzivita kysliku, [ je tloustka GDL a po, je parcialni tlak kys-
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Obrazek 65: Spektrum v blizkosti vypalenych kanalki s viditelnym nartstem zpusobenym
pravdépodobné redepozici PTFE.

liku na katodé. Modelovani diftize reaktantt difizni vrstvou je obvykle zalozeno na dusty
gas modelu, ktery obsahuje t¥i parametry urc¢ené fyzikalnimi vlastnostmi GDL. Jedna se
o koeficient Knudsenovy difuze, koeficient normalni difize a koeficient d’Arcyho perme-
ability. Jednotlivé koeficienty se pak pocitaji ze stfedniho priméru poéra diftzni vrstvy,
poréznosti vrstvy a také jeji tortuozity, coz je parametr, ktery spociva v zaktiveni péru a
jejich meandrovitém tvaru [313]. Obvykle se definuje jako pomeér délky péru k délce nej-
kratsiho péru [314], coz je velmi nepraktické, takze se v prislusnych vypoctech vyuziva
nejruznéjsich aproximaci. Poréznost, €, se definuje jako podil objemu péra vaci objemu
pevné faze. Tortuozita, 7 > 1, i poréznost ovliviiuji efektivni difdzni koeficient, D., coZ je
dano vztahem
Dej = — 17.4

ef — D’ (17.4)
kde D je binarni diftizni koeficient kysliku a vodiku [315]. Mnozstvi PTFE silné ovliviiuje
tortuozitu, coz se muze projevit snizenim vykonu palivového ¢lanku pti pouziti GDL s
vysokym obsahem PTFE [295].
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18. Degradace komponent palivového
clanku

Degrada¢ni mechanismy popsané v této kapitole se podileji na postupném snizeni vykon-
nosti palivového ¢lanku. Nékteré z téchto mechanismi je pomérné snadné potlacit vyuzitim
vhodnych materiali, ale vzdy je potieba volit feSeni tak, aby nedoslo k markantnimu zvy-
seni celkové ceny palivového ¢lanku. Korozi lze napriklad potlac¢it povrchovou tupravou
materidlu (pozlacenim), vysledny materidl ovsem nebude konkurenceschopny.

Kapitola je zaméfena na zasadni ¢asti palivového clanku a mechanismy, které zkra-
cuji jejich zivotnost. Béhem cinnosti palivového ¢lanku dochazi k opotirebeni a degradaci
vsech komponent véetné vnéjsich ¢asti, ve kterych elektrochemické reakce neprobihaji. Ve
vyzkumu degradacnich procest nas ovsem primarné zajimaji komponenty, které maji vliv
na vykon generovany palivovym ¢lankem. Soustifedime se tak na bipolarni desky, difizni
vrstvy, katalytické vrstvy a protonové vodivou membranu. Princip téchto komponent byl
popsan v predchozich kapitolach.

Degradaci palivového ¢lanku pozorujeme na vykonové kifivce — polarizacni kiivce. Po-
kud dochézi k poklesu napéti pri stejné zatézi a dalsich podminkach, jako jsou toky paliva
a jejich cistota, pak muzeme tento pokles ztotoznit s degradaci jednotlivych komponent.
Volba pracovniho bodu je rozdilnd pro riizné testovaci protokoly. Mizeme naptiklad sledo-
vat napéti jediné MEA o ploSe 50 cm? pii produkei 20 A. Nebo lze pozorovat produkovany
elektricky proud pti napéti 0,6 V. Napétové nebo proudové urceni pracovniho bodu je
ekvivalentni, po dlouhodobé zatézi ovsem vzdy dochézi k poklesu generovaného vykonu.

Degradaci muzeme z pohledu opera¢nich podminek rozdélit do tii kategorii [225].

1. Kontinuélni, pomald degradace pri dlouhodobém provozu, kterou muzeme sledovat
naptiklad mérenim OCV.

2. Kratkodoba, rychla degradace zptisobena generovanim vysokého vykonu nebo vyko-
novym cyklovanim — AST.

3. Degradace zptusobena vnéjsimi vlivy, jako jsou nahla zvyseni teploty, tlaku reaktanti
¢i vlhkosti paliva. Tato kategorie zahrnuje i tniky plynii ¢i vznik kontaminantti uvnitt
systému, poruchy systémového Tizeni a podobné.

Na jednotlivé komponenty jsou kladeny rozdilné naroky. U bipolarnich desek, difizni
vrstvy a katalytické vrstvy ocekdvame vysokou elektrickou vodivost [3]. Elektricky proud
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generovany palivovym c¢lankem je totiz tfeba odvadét s minimalnimi ztratami. Pokud by
se elektricky proud jiz v palivovém ¢lanku ménil na teplo z divodu vysokého elektric-
kého odporu komponent, tézko bychom mohli mluvit o efektivnim zarizeni. Proto jsou
tyto komponenty vyrdabény z kovu (bipolarni desky) nebo uhlikovych kompoziti (diftzni
a katalytické vrstvy) [316].

Membréana naopak elektrony nesmi propoustét, protoze by doslo k vnitinimu zkratu

a palivovy ¢lanek by neprodukoval ocekavany vykon. Pozadavkem na membranu je tak
vysoky elektricky odpor (Obr. [66).
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Obrézek 66: Impedancni spektra vybranych membran na bazi PVA sitovaného tetraetylor-
tosilikatem a Nafionu [317].

Membrany na bazi Nafionu dosahuji uspokojivych hodnot elektrického odporu. Jejich
vlastnosti jsou ovsem prekonany materialy, jako jsou kompozitni membrany na bazi PVA a
TEOS (Obr. . Membrany rovnéz nesmi umoznovat proniknuti paliva z anody na katodu
a obracené. Pokud by k tomu doslo, vysledkem by byla nezadouci reakce paliva mimo
aktivni oblast s neblahymi diisledky na vykonové charakteristiky. Produktem téchto reakci
jsou navic casto latky, které vyrazné chemicky zatézuji komponenty. Priniku paliva se tak
snazime za kazdou cenu zabranit. U membran Nafion byl pozorovan silny priinik metanolu,
ktery tak limituje jejich vyuziti v metanolovych palivovych ¢lancich. Tento problém lze resit
vyuzitim PVA membran, které ovSem vykazuji nestabilni chovani ve vlhkém prosttedi.
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Problematicka je tedy i produkovana voda. Polymerni membrany obvykle vyzaduji ur-
¢ity stupen zvlhceni, aby se zvysila jejich iontova vodivost. Suché membrany, jako je Nafion
bez pottebného zvlhceni, kladné nabité ¢astice vedou jen obtizné. Proto je pti startu pa-
livového ¢lanku vyuzivano vlhkych plynt, které polymer zvlhéi a pripravi na dalsi pribéh
elektrochemickych reakci. Palivovy ¢lanek pracujici za vysokych vykont ovsem produkuje
nadmérné mnozstvi vody [282]. Dochazi k nepfijemnym jevim, kdy voda odnési Castice
katalytické vrstvy a teflonu z vrstvy diftizni. Pory diftzni vrstvy se navic zaplavuji a ucpa-
vaji [282]. Palivo nem& moznost proniknout ke katalytickym vrstvam a palivovy ¢lanek trpi
nedostatkem paliva. Protoze je palivovy ¢lanek pod velkou zatézi a zaroven je ,hladovy*
(fuel starvation), komponenty degraduji zrychlené a pri dlouhodobém provozu dochazi k
uplnému zniceni membrany a katalytickych vrstev. Moznym fesenim je hydrofébni cha-
rakter difizni vrstvy [318]. Objem vody v palivovém ¢lanku je tedy potieba kontrolovat a
udrzovat tak, aby doslo ke kompromisu — membrana poskytuje vysokou iontovou vodivost
a zaroven nedochazi k zaplaveni aktivnich oblasti.

18.1 Degradace bipolarnich desek

Béhem c¢innosti palivového ¢lanku dochazi pisobenim degradacnich mechanismt ke korozi
bipolarnich desek. Pokud jsou desky tvoreny uhlikovym kompozitem, mtze dochazet i k
mechanickému poskozeni desek. Kirehké desky z uhlikového kompozitu totiz mohou byt
poskozeny nesetrnym zachazenim, adery ¢i otfesy. V pripadé stacionarnich aplikaci je pri-
padné mechanické poskozeni ojedinélé, ale u mobilnich aplikaci jiz mtze hrat dulezitou
roli. Pro vyuziti v automobilech se proto uvazuje o konstrukeci kovovych bipolarnich desek,
které svou hmotnosti mohou snizit efektivitu celého systému. Kovové desky ovsem dosahuji
perfektnich mechanickych vlastnosti a jejich vyroba mize byt snazsi.

Problém s kovovymi bipolarnimi deskami nastava v aplikacich, jako jsou vysokoteplotni
vodikové palivové ¢lanky. Pro zajisténi vysoké iontové vodivosti je membrana PBI dopovana
kyselinou fosforecnou. Za pokojové teploty je tato kyselina nete¢nou olejovitou tekutinou s
kovy reagujici jen neochotné. Pokud dojde ke zvyseni teploty, kyselina fosforecna degraduje
i velmi stabilni oceli (Obr. . To se pochopitelné podepisuje na vybéru materidlu pro
bipolarni desky pro vysokoteplotni palivové ¢lanky.

Bipolarni desky se konstruuji z materialti, které odolavaji silné agresivnimu prostredi
uvnitt palivového ¢lanku. Jednou z moznosti je vyroba desky primo z uslechtilého materidlu
[319]. Pak ovSem musime pocitat s velmi vysokou cenou. Pro experimentélni tcely jsou
takové desky vhodné, protoze jejich stalost neovliviiuje experimenty po dlouhou dobu.
Experiment tak probiha za stale stejnych podminek. Pro komeréni ticely jsou takové desky
zcela nevhodné, protoze komercni feseni vyzaduje nizkou cenu jednotlivych komponent.
Moznosti, kterd kombinuje uslechtily material s levnéjsim fesenim, je potazeni ocelovych
desek zlatem ¢i jinym kovem. Tenkd vrstva uslechtilého kovu zvysi cenu desky jen mirné. S
takovou deskou je tfeba opatrné manipulovat, aby nedoslo k poskozeni povrchové tpravy.
Deska je obvykle potazena oxidy cinu ¢i olova nebo nitridy chromu & titanu [320], [321].
Pokud je palivovy ¢lanek namahan i mechanicky, coz je pripad mobilnich aplikaci, pak jsou
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Obrazek 67: Chrom—niklova ocel X5CrNil8-10 s povlakem CrN tloustky 5um; a) disty
vzorek b) vzorek vystaveny pusobeni 85% HyPOj pii teploté 130°C po dobu 24 hodin
317).

obvykle voleny slitiny oceli s molybdenem a dalsimi prvky (chrom, nikl apod.) [319].

Obecné jsou kovové desky vyhleddvanym resenim, protoze neni potteba drahého vyba-
veni pro vyrobu desek i se slozitym vzorem kandalk. V pramyslové vyspélych statech tak
bipolarni desky mohou vyrabét i malé firmy. Konkurenc¢ni prostfedi pomaha snizit cenu
desek, kterd tvori priblizné 60% celkové ceny palivového clanku. Nevyhodou téchto desek
je moznost uvolnovani kovovych ionti do polymerni membrany [322]. Jak ostatné doklada
prubéh Fentonova testu, kovové ¢astice mohou radikalné zkratit zivotnost membrany typu
Nafion. A protoze jsou desky v primém kontaktu s MEA, pritomnosti kovovych iontl se
nelze rozumné vyhnout. Alternativou jsou tak desky, které sice obsahuji ocelové jadro, ale
jejich povrch je potazen vodivym polymerem [321]. Pro tyto tcely se vyuziva polypyrrol
nebo polyanilin. Piipadné je mozné se zcela vyhnout kovovym materialim a desky kon-
struovat z uhlikového kompozitu. Jako matrice se vyuziva polymer [323], ktery se nésledné
dopuje uhlikovym prachem (piikladem mohou byt desky od firmy ShinEtzu). Jemny uh-
likovy prach se micha s polypropylenem a vysledny kompozit dosahuje relativné dobrych
mechanickych vlastnosti. Nevyhodou je kiehkost materidlu. Procentualni podil uhliku se
pohybuje v rozmezi 30 — 80 vahovych procent. Je tedy zfejmé, ze slozenim materidlu lze
silné ovliviiovat elektrické vlastnosti bipolarni desky. Vyhodou je také nizsi hmotnost bi-
polarni desky, coz u mobilnich aplikaci mize hrat dalezitou roli.

18.2 Degradace difiznich vrstev

Diftizni vrstvy jsou tvoreny nahodile poskladanymi uhlikovymi vlakny nebo vlakny uspo-
rfadanymi do tkaniny. Vyznamnymi vyrobci jsou ELAT, Sigracet ¢i Toray. Uhlikova vldkna
jsou potazena vrstvou teflonu a dosedaji na bipolarni desky. Mezery mezi péry dosahuji
desitek mikrometri. Proto se tato cast diftzni vrstvy oznacuje jako makroporézni. Na
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katalytickou vrstvu ptiléha mikroporézni vrstva, coz je smés uhlikového prachu a teflonu

(Obr.

20 pm 000034

Vac-Low PC-Std. 10kV x54 — 500 M 000435

Obrazek 68: Difuzni vrstva Sigracet 24BC; a) makroporézni vrstva b) detail makroporézni
vrstvy ¢) mikroporézni vrstva [317].

Ze slozeni vrstvy je zfejmé, Ze se jedna o relativné stabilni materidl. Navic dosahuje
lepsich mechanickych vlastnosti nez vrstva katalytickd a polymerni membrana. Difizni
vrstva tedy tvori i mechanickou oporu membrané. Chemické slouceniny vznikajici v pali-
vovém ¢lanku mohou tuto vrstvu poskodit [324]. Jedna se predevsim o nechténé produkty
nékterych reakei [325]. V aktivni oblasti mtuze vzniknout molekula kyseliny sirové jako
produkt po odstépeni sulfonové skupiny z boc¢niho fetézce polymeru. Dalsi slouceninou je
peroxid vodiku, ktery vznika jako nechtény produkt elektrochemickych reakci v palivovém
clanku. Diftizni vrstva je napadana i volnymi radikaly, které ochotné reaguji s materialem
vrstvy [326]. Na povrchu uhlikovych vldken tak vznikaji vrstvy oxidu, ktery snizuje elek-
trickou vodivost diftizni vrstvy. Generovany elektricky proud tedy opousti palivovy ¢lanek
se ztratami, coz se negativné projevuje na jeho vykonovych charakteristikach. Pisobenim
chemickych latek se na povrch diftzni vrstvy vazi karboxylové skupiny a fenoly [316]. Tep-
lotni stabilita diftiznich vrstev je ptusobenim chemickych ldtek vyrazné snizena [324], jak
je zfejmé pomoci vySetifeni materidlu termogravimetrii (Obr. .

Diftizni vrstva je pomérné kiehka a pri nesetrné manipulaci se v materidlu mohou
objevit trhliny a diry. Témito otvory proudi na katalytické vrstvy velké mnozstvi paliva, coz
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Obrazek 69: Termogravimetrické kiivky difazni vrstvy Sigracet 34BC (¢isty vzorek a vzorky
vystavené pusobeni 1M roztoku kyseliny sirové a peroxidu vodiku po dobu 24 hodin pri
teploté 80 °C.

lokalné zatézuje dalsi komponenty palivového ¢lanku. Nehomogenni distribuce generované
proudové hustoty vede k tvorbé mist, kde jsou katalytické vrstvy a polymerni membrana
extrémné zatézovany. Timto procesem je vyrazné snizovana zivotnost palivového c¢lanku.

Tvorba dér neni jen vysledkem neobratné manipulace s MEA pfi kompletaci palivového
¢lanku. Diry mohou vznikat jiz pii vyrobé MEA. Casto je totiz MEA vyrabéna stla¢enim
diftznich vrstev a polymerni membrany osazené katalytickymi vrstvami (CCM) za zvySené
teploty (hot pressing) [298]. Typicky je MEA kompletovdna za tlaku okolo 10 atmosfér
a teploté 200°C. Membrana typu Nafion béhem tohoto procesu prekona skelny prechod
(ptiblizné 130°C [327]) a vytvoii pevné spojeni s dalsimi komponentami. Vyrobend MEA
je tak velmi kompaktni, proces je nicméné citlivy na necistoty mezi membranou a diftiznimi
vrstvami. Drobna zrnka uhliku mohou pii stlaceni protrhnout polymerni membranu, coz
vede k rychlému snizeni zivotnosti palivového ¢lanku. Pri protrzeni diftizni vrstvy nejsou
dusledky tak zasadni, zivotnost je ovSsem také snizena. Je tfeba zduraznit, ze negativné se
na charakteristikich MEA projevuje samotny hot pressing. Pokud jsou tedy zjistény néjaké
parametry membrany a dalsich vrstev mimo palivovy c¢lanek v ¢istém stavu, jejich hodnota
po hot pressingu muze byt dramaticky odlisna. Tato informace muze byt velmi dilezita pro
kohokoliv, kdo modeluje chovani materialt jen na zakladé vysledki idealizovanych ex—situ
meéteni [328].
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18.3 Degradace katalytickych vrstev

Katalytické vrstvy jsou tvoreny uhlikovym prachem, pricemz na povrchu zrnek prachu je
malé mnozstvi platiny. Preferovana je samoziejmé co nejvétsi plocha platiny, protoze do-
chézi ke zlepseni efektivity katalytickych reakci. Uhlikovy prach zajistuje dobrou elektric-
kou vodivost materialu, takze nedochazi ke ztratam béhem odvodu generovaného elektric-
kého proudu. Uhlikovy prach lze nicméné nahradit jinym materidlem, napiiklad vodivym
polymerem [329]. Podobné lze volbou sprdvného materialu ovlivnit povrch platiny, ktery
je pro vykonové charakteristiky zasadni. Proto se intenzivné zkoumaji uhlikové nanotru-
bicky, které by pri vyuziti minimélniho mnozstvi platiny dokazaly zajistit obstojny vykon
palivového ¢lanku.

Degradace katalytické vrstvy spoc¢iva ve znehodnoceni platiny nebo v napadeni uhliko-
vého substratu. Pro uplnost dodejme, ze platina je v oblasti katalytickych vrstev standar-
dem, ale jako katalyticky material se tispésné pouzivaji i jiné kovy. Problémem katalytic-
kych vrstev jsou necistoty v palivu, které se na katalyticky material vazi a zamezuji ptistup
reaktanttim, jako je vodik. Velmi ochotné se na platinu vazi oxid uhlicity, oxid uhelnaty
[330], sirovodik a amoniak. Jejich odstranéni z katalytické vrstvy mize byt problematické.
V nékterych pripadech postaci zvysSeni teploty palivového ¢élanku a katalyticka vrstva se
regeneruje. Jindy je potfeba palivovy ¢lanek proplachnout ¢istym kyslikem. Zatazenim kys-
likové lahve ¢i ohfevu do systému palivového clanku pochopitelné snizuje tc¢innost. Je tedy
otazka, zda se takové regenerativni systémy vyplati komeréné vyrabét.

Voda produkovana v palivovém ¢lanku méa tendenci vyplavovat uhlikova zrnka s plati-
nou mimo katalytické vrstvy [331]. Dochazi tak k redepozici platiny v oblastech, kde nejsou
jeji katalytické vlastnosti zajimavé — napiiklad v makroporézni ¢asti diftzni vrstvy. Cas-
tice platiny se navic mohou odtrhavat od uhlikového substratu, takze migruji palivovym
¢lankem mimo katalytické vrstvy. Pokud se redeponuji do mist, kde jsou ve styku s pa-
livem, mohou vytvaret nechténé produkty, které degraduji dalsi komponenty. Velmi casto
se Castice platiny vnori do membrany. Jakékoliv kovové ¢astice v membrané jsou ovsem
nezadouci. Migrujici platina tedy predstavuje problém ve vSech moznych smérech pohybu
castic.

Migrace [332] a redepozice platiny neni jedinym problémem. Drobné ¢astice platiny se
béhem ¢innosti palivového ¢lanku shlukuji — tvori aglomeraty. Timto procesem dochéazi
ke zmenseni povrchu platiny, coz negativné ovliviiuje tc¢innost elektrochemickych reakei.
Uhlikovy substrat je také poskozovan volnymi radikdly, coz vede k jeho rozpadu a uvolnéni
castic platiny. Pokud jsou ¢astice platiny stéle v katalytické vrstveé, mohou se koncentrovat
do vétsich celkli. Obecné lze rozlisit nékolik zakladnich mechanismi, pricemz dochézi k
uplatnéni vsech téchto procesii. V urcitych podminkach zavislych na aktualnich provoznich
parametrech palivového ¢élanku se nékteré mechanismy projevi jako dominantni [333].

1. Ostwaldovo zrani (Ostwald ripening) je proces, béhem kterého se z ptivodné homo-
genni smési zrn podobné velikosti tvori vétsi celky. Néktera zrnka se zmensuji a
dochézi k prenosu hmoty na vétsi zrna. Proces souvisi se snizenim povrchové energie
ptvodni smési [334], [335].
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2. Pohyb c¢astic platiny na samotnych zrnech uhlikového substratu je zptisoben opét
Ostwaldovym zranim. V tomto pripadé probiha proces na povrchu zrn, oznacuje se
tedy jako 2D Ostwald ripening [336].

3. Koroze uhlikového substratu vede k uvolnéni ¢astic platiny. Céstice se shlukuji do
vétsich celktt — aglomeratt. Vysledkem jsou struktury platiny s nizsim povrchem a
tedy i nizsi efektivitou katalytickych reakei [337].

4. Céstice platiny jsou redukovany vodikem a opoustéji katalytickou vrstvu. V mem-
brané ¢i v difizni vrstvé platina nasledné rekrystalizuje a na c¢innosti palivového
¢lanku se jiz nepodili [338].

18.4 Degradace polymerni membrany

Polymerni membrana tvori zasadni c¢ast palivového ¢lanku. Pokud je funkce membrany
jakkoliv omezena, vykonové charakteristiky ¢lanku strmé klesaji. Pravé z tohoto dtivodu se
vyzkumu degradace polymerni membrany vénovalo velké mnozstvi védeckych tymi z celého
svéta [322], [339]. Odolnost vidéi chemickym kontaminanttim ¢i teplotnimu namahéani patii
mezi zasadni vlastnosti jakékoliv polymerni membrany s ambicemi k vyuziti v palivovych
¢lancich [41].

Pro polymerni membranu je zasadni homogenni rozprostieni tlaku béhem kompletace
palivového ¢lanku a pti vyrobé MEA. Jakékoliv nerovnosti zptisobi napéti uvnit materialu,
které dale snizuje zivotnost membrana. Trhliny maji fatalni disledky na ¢innost palivového
¢lanku. Pri styku reaktantt, jako je vodik a kyslik, dochazi k exotermické reakci, ktera
lavinovitym efektem rozsifuje otvor v membrané. Po vytvoreni trhliny tak v kratkém case
membrana prestava plnit funkci nevodivého oddéleni anody a katody.

Jak jiz bylo feceno, pro svou ¢innost musi byt polymerni membrana zvlhéena. Zcela
sucha membrana neumoznuje transport ionti. Pti spousténi palivového ¢lanku je tak vy-
uzivano vlhkych reaktanti, které membranu dostateéné zvlhéi. ZvysSeni objemu vody v
membrané (Obr. se ovSem projevi zménou rozméru membrany (swelling). Méni se
vSechny tii rozméry membrany, pricemz zména tloustky je svazana se vznikem dodatec-
ného mechanického napéti, které lokalné méni vlastnosti membrany. Vysledkem muize byt
vznik trhlin, odtrzeni membrany od dalSich vrstev ¢i ohybani MEA. Opét tedy fesime
kompromis, kdy se snazime sestavu membran a elektrod (MEA) utésnit bipolarnimi des-
kami a zaroven nemuzeme vyvinout prilisny tlak, protoze by se membrana potrhala béhem
¢innosti palivového ¢lanku. Utésnéni MEA je pritom zasadni z hlediska bezpecné ¢innosti
palivového ¢lanku, tiniky vodiku jsou béhem provozu krajné nebezpecné.

Provoz palivového clanku za vyssich teplot (nad 100°C) pfinasi mnoho vyhod, jako je
jednodussi vodni hospodarstvi ¢i zvySeni ti¢innosti systému diky vyraznéjsimu teplotnimu
gradientu (rekuperace). Bohuzel, membrany na bézi Nafionu nesnaseji dobte teploty nad
priblizné 130°C. Z hlediska jejich mechanickych vlastnosti se jiz pohybujeme v blizkosti
skelného prechodu. Po zvyseni teploty nad 280°C se navic projevuje nestabilita molekuly
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Obréazek 70: Sorpce a desorpce vodni pary membranou Nafion N115 mérena pomoci DVS.

polymeru, kdy dochdzi k odtrhavani sulfonovych skupin [209]. Sulfonova skupina vytvari

Pokud chceme palivovy ¢lanek provozovat mimo laboratorni prostredi, musime pocitat
z teplotnim namahanim. I v nasich podminkéach si snadno predstavime nizké zimni teploty
pod bodem mrazu a naopak vysoké teploty v letnich mésicich. Membrana musi byt schopna
témto teplotnim zménam odolavat. Zasadni jsou nizké teploty, které mohou membranu
poskodit kvili vodé obsazené v jeji strukture. Ledové krystalky mohou ponicit strukturu
membrany a cely palivovy c¢lanek znehodnotit. Tento problém je mozné fesit provozem
palivového ¢lanku se suchym dusikem namisto reaktanti. Privadény plyn snizi objem vody
v membrané a za nizkych teplot jiz nedojde k tvorbé ledovych krystalii, protoze zbyla
voda je vazana ve strukture polymeru. Vyzkum v této oblasti potvrdil zhorseni vlastnosti
membrany pri teplotnim cyklovani v rozsahu -40 az 80°C. Zajimavé je, ze nedoslo k tplnému
znehodnoceni membrany, ale jen k vyraznému zhorseni vlastnosti [209]. I pfes optimistické
vysledky patri voda v membrané za nizkych teplot k jednomu z hlavnich problému aplikaci
palivovych ¢lanki v automobilovém primyslu.

U dlouhodobé provozovaného palivového ¢lanku se vyrazné projevuje chemicka degra-
dace polymerni membrany [340], [341]. Béhem ¢innosti palivového clanku vznika malé
mnozstvi volnych radikali, jako jsou hydroxylovy radikal OHe a hydroperoxylovy radikél
OOHe [326]. Dlouhodobym ptsobenim téchto radikalu dochézi k poskozeni makromolekul
polymeru a degradaci bo¢niho fetézce. V palivovém c¢lanku vznika tristupnovym procesem
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i peroxid vodiku. Nejdrive je v anodické katalytické vrstveé rozlozen vodik na protony

H, — 2He, (18.1)

které nasledné putuji skrz membranu na katodickou stranu. Zde protony reaguji s kyslikem

He + Oy — OOHe (18.2)

za vzniku hydroperoxylového radikalu. Dalsi prichazejici proton se k radikalu navaze

He + OOHe — H202 (183)

a vysledkem je nezaddouci peroxid vodiku. Opét je treba zdlraznit, ze mnozstvi takto
vzniklého peroxidu je velmi malé. Dlouhodobé se ovSem vliv této latky projevi pomalou
degradaci membrany a dalsich komponent. Pokud se navic v blizkosti membrany vyskytnou
kovové ionty (napiiklad ionty zeleza), dochazi k sérii reakei [342]

H,0, + Fe?* — HOe + OH™ + Fe3t, (18.4)
Fe*" + HOe — Fe?™ + OH™, (18.5)
H,0, + HOe — OOHe + H,O, (18.6)
Fe** + OOHe — Fe*™ + HOS, (18.7)
Fe** + OOHe — Fe*™ + H" + O, (18.8)
Fe*t + Hy05 — Fe?t 4+ H' 4+ OOHe. (18.9)

Vysledkem je tvorba vysoce reaktivnich radikalii a peroxidu vodiku, coz znac¢né snizuje Zi-
votnost polymerni membrany. Kovové ionty pochazeji primarné z bipolarnich desek, pokud
jsou tyto vyrobeny z oceli a podobnych materiali. Pritomnosti kovovych iontt se ovSem
nevyhneme i v pripadé pouziti uhlikovych kompoziti. Mnoho ¢asti vnéjsiho okruhu palivo-
vého c¢lanku je totiz z kovu. Prikladem mohou byt koncové desky, sbérné desky, podptirna
konstrukce palivového ¢lanku, spojky, redukce, propojky a dalsi soucastky, které slouzi k
vedeni reaktanti do palivového ¢lanku. Navic lze snadno kontaminovat polymerni mem-
branu béhem kompletace MEA, protoze lisovani probiha obvykle v zafizeni s kovovymi
castmi. Vyse zminéné procesy lze tedy uspésné potlacit, ale jejich realizaci nikdy zcela
neeliminujeme.
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19. Testovani a diagnostika
palivovych clankt

Po sestaveni palivového c¢lanku je nutné jeho zprovoznéni. V dalsim textu bude proces
popséan pro jedinou MEA (single cell). Proces obvykle za¢ind proplachovanim ¢lanku du-
sikem o vhodné vlhkosti. Tim se membrana zvlhéi a poskytuje dobrou iontovou vodivost.
Pti laboratornim testovani se palivovy c¢lanek zahtiva na pracovni teplotu. Pro nizkotep-
lotni variantu neni vyuzivano externi zahtivani, nybrz se ¢lanek prohtiva pracovnimi plyny
respektive dusikem. V této fazi je také upraveno stlaceni. Jednodussi konstrukce jsou stlaco-

vvvvvv

kého stlaceni. Pro zajisténi tésnosti palivového ¢lanku je vhodné stlac¢eni okolo 1 N mm™2,

Tésnéni a vlastni konstrukce clanku pak zajistuji, Ze do okoli neunikne nebezpecny vodik.
Presto je nutné opatrit testovaci aparaturu cidly, ktera budou pripadny tinik monitorovat.

Bezpecnost béhem testovani palivovych clankt spociva pravé v detekci pripadného
uniku pracovnich ¢i testovacich plyni. Pro vodikové palivové ¢lanky je logicky nutné za-
jistit bezpecnost pii manipulaci s vodikem. Nicméné, testovani palivovych c¢lanki spociva
i ve vystaveni komponent ¢lanku necistotam v palivu, coz vede k vyuzivani oxidu uhel-
natého a uhli¢itého ¢i sirovodiku. Nebezpecnost téchto plynt je zfejméa. Laborator tak
musi byt opatfena neustalym odvétravanim, protoze pti akumulaci nékterych plynt hrozi
vybuch. Nékteré c¢asti palivového clanku dosahuji teplot, které mohou pri dotyku zranit.
Déle je obvykle vyuziviano vybaveni (testovaci stanice, dalsi pristroje), které pri neopatrné
manipulaci mize zpusobit uraz elektrickym proudem. Testovani a diagnostiku tak mohou
provadét pouze pouceni experimentatori.

Palivovy ¢lanek je po této uvodni fazi zvlhéen (v pripadé nizkoteplotni varianty) a
aktivni oblast dosahuje pracovni teploty. Aby bylo zafizeni v teplotni rovnovaze a vlhkost
membrany dostateénda, prvotni faze trva i 24 hodin. Pro vysokoteplotni palivové clanky
neni tfeba vyrazného zvlhceni pracovnich plynt, ustaveni teplotni rovnovahy muze ovsem
trvat nékolik hodin. Pro laboratorni testy se tak palivovy ¢lanek uklada do teplotni komory;,
ktera zajistuje rovnomeérné zahtrati vsech komponent.

Jak vyznamny je vliv zvlhéeni je zfejmé, pokud na katodu pfivedeme suchy vzduch
a na anodu plné zvlhéeny vodik. V této konfiguraci byly pozorovany vykonové oscilace,
které svédéi o periodickém zvlhéeni a vysouseni membréany [343]. Palivovy ¢lanek se v
této konfiguraci dostava do silné nestabilniho rezimu, kde vykon velmi vyrazné ovliviiuje
rozlozeni vlhkosti v MEA.
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Testovaci aparatura je silné zavisla na velikosti palivového ¢lanku, tedy na predpokla-
daném produkovaném vykonu. Materidlovy vyzkum obvykle vyuziva miniaturni testovaci
palivové ¢lanky, které nevyzaduji velké mnozstvi vyvijeného materidlu. Aktivni plocha
téchto zarizeni mize byt jen nékolik centimetrii ¢tverecnich. Pokud je tedy syntetizovana
nova membrana, nemusi byt vysledny produkt vétsi nez dana plocha testovaciho palivo-
vého ¢lanku. Navic se tak omezi vyuziti dalsich komponent. Polymerni membrana je pred
testovanim osazena komerénimi komponentami, jako jsou diftzni a katalytické vrstvy. Je-
jich vlastnosti jsou dobie zndmy a byly mnohokrat testovany. Generovany vykon se tedy
snadno porovna s jiz ziskanymi vysledky. Finanéni naklady na tyto testy nejsou vysoké,
protoze vyzaduji jen malé mnozstvi komercnich materidli. Vysledky tak mohou slouzit
jako prvotni informace o vlastnostech vyvinutého materialu a perspektivni materidly jsou
dale testovany ve vétsim métitku (a tedy nakladnéji).

Do palivového ¢lanku v rovnovazném stavu je priveden vodik a kyslik. Pro zvyseni
produkovaného vykonu muze byt vyuzit ¢isty kyslik (kyslikovy boost), standardné je vSak
vyuzivan okolni vzduch. S ur¢itym zpozdénim zacnou reakce na katalytickych vrstvach,
coz vede ke zvysSeni elektrického napéti na sbérnych deskach. Jiz toto napéti naprazdno
(OCV) poskytuje prvni informaci o nizkoteplotnim vodikovém palivovém ¢lanku. Pokud se
pohybuje v hodnotach 0,7 - 0,8 V pro jednu membranu, palivovy ¢lanek nebude generovat
zavratny vykon. Pii pouziti kvalitnich materidli se setkdvame s vysSimi hodnotami. Je
tfeba poznamenat, ze OCV postupné nartistd spolecné s tim, jak se aktivuje katalyticka
vrstva a méni morfologie membrany. Postupné tak dochézi k nartstu OCV, a proto je opét
nutné vyckat na rovnovazny stav. Obvykle se palivovy ¢lanek necha bézet naprazdno po
dobu 24 hodin a podle pribéhu OCV se voli dalsi postup. Pokud se jiz OCV pfilis neméni,
je mozné pristoupit k dalsimu kroku, kdy je palivovy clanek zatizen.

Zatéz volime podle aktivni plochy palivového c¢lanku. Typickda MEA méa plochu okolo
50 cm?, takZe pii proudové hustoté 200 mA cm=? generuje elektricky proud 10 A. Pokud
palivovy clanek ridime proudové, tato proudova hustota je vhodna pro aktivaci katalytic-
kych vrstev a dosazeni optimalnich podminek pro provoz palivového ¢lanku. Trvani této
faze dosahuje radové nékolik hodin az jeden den. Po skonceni této faze je palivovy clanek
pripraven k testovani. Nachézi se v teplotni rovnovaze, katalytické vrstvy a membrana jsou
aktivovany, podstatné komponenty jsou zvlhceny.

Prvotnim diagnostickym testem je samoziejmé méreni polarizacni kiivky. Vysledkem
je charakterizace dané MEA pro nizké i vysoké vykony. Pri testu dojde navic k prvnimu
vysokému zatizeni membrany a dalsich komponent. Pripadny nedostatek, jako je napriklad
otvor v membrané, se v tomto testu projevi. Ziskana data nam dévaji informaci, kterou mi-
zeme ihned porovnat s hodnotami v literatuie. Tim se opét identifikuji zajimavé materialy
a naopak, MEA s nizkymi provoznimi hodnotami miize byt okamzité vyjmuta. Po namé-
feni polariza¢ni krivky je provedeno meéreni impedancéniho spektra. Elektricka impedance
nam charakterizuje jednotlivé komponenty, takze z vysledkt zjistime, zda jsou elektrické
veli¢iny diftznich vrstev ¢i membrany v normélnich hodnotach. Podstatné je, ze polarizacni
kiivka i impedancni spektrum tvori zakladni idaj, ktery mizeme porovnavat se stejnymi
daty ziskanymi po skonceni méreni. Na prubéhu dat se projevi degradacni procesy, které
tak lze nejenom identifikovat, ale i kvantifikovat.
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Tésné po zatizeni palivového c¢lanku je vhodné zacit odvadét produkovanou vodu do
zvlastni nadoby. Tato produkovana voda nese vyznamnou informaci o chemické degradaci
membrany. Obsahuje totiz stopové mnozstvi fluoridii, které se uvolnuji pti provozu pali-
vového ¢lanku z makromolekuly polymerni membrany. Jejich dalsi analyza miize byt pro-
vedena kapildrni elektroforézou, diky které je uréeno mnozstvi uvolnénych fluoridu (FER
— fluoride emission rate). Mnozstvi fluoridu je pak imérné stupni degradace membréany a
miuze byt vyuzito k predikci zivotnosti daného materidlu nebo k urceni vhodného pracov-
niho bodu MEA.

19.1 Orientacni testovani (mikrocela)

Nové syntetizované polymerni membréany ¢i modifikované komponenty mohou byt relativné
malych rozmeérii. V zavislosti na narocnosti syntézy ¢i modifikace tak musime charakterizo-
vat materidl o velikosti nékolika centimetrii. Pfesto mtze byt jeho vykonova charakteristika
zajimava a budouci syntéza ve vétsim mnozstvi vyhodna. To vede k tvorbé testovacich cel,
které vyuzivaji pouze malé aktivni plochy (Obr. . Tyto testy jsou ovsem zatizeny chy-
bou, kterou nelze odstranit. Na okrajich aktivni plochy probihaji elektrochemické reakce s
nizsi kinetikou, a proto v pripadé malé plochy membrany za¢nou dominovat. Vysledky jsou
tedy pouze orientac¢ni, protoze nedokazeme odstranit vliv okrajovych jevi. Takto je tieba
pristupovat k vysledktim konkrétnich méreni, které predstavuji jen informaci o pripadném
uspokojivém vykonu nebo o slepé ulicce vyvoje dané komponenty. Jednim z problému to-
hoto miniaturniho uspotradani je napriklad vodni hospodarstvi. Pti nizkém poctu kanalkt
bipolarni desky stac¢i vytvoreni jediné kapky k zamezeni privodu paliva a naslednému po-
klesu vykonu. Vyvijené komponenty tak nelze testovat dlouhodobé pri generovani vysokych
vykonii. Testy také predstavuji vyzvu pro pouzité vybaveni, protoze nizké vykony vyzaduji
presné meéreni nizkého elektrického proudu a napéti. Zarizeni tak obvykle nelze jednoduse
pripojit k testovaci stanici, ktera je dimenzovana na realnéjsi hodnoty elektrickych velicin.

19.2 Nizkoteplotni a vysokoteplotni palivové clanky

Vodikové palivové ¢lanky rozliSujeme z hlediska pracovni teploty ve dvou variantach. Niz-
koteplotni palivové ¢lanky (90°C) obsahuji polymerni membrénu obvykle na bézi Nafionu
(Obr. [71)). Vysokoteplotni varianta (180°C) vyuziva jako elektrolyt PBI [344]. Pro mobilni
aplikace je vhodnéjsi nizkoteplotni palivovy c¢lanek, ktery snadno odolava vykonovému
cyklovani a poskytuje rychlou odezvu. Jeho nevyhodou je mozné kumulovani produkované
vody, které vede ke snizeni generovaného vykonu. Vysokoteplotni varianta je odolnéjsi vici
necistotam v palivu. Vykonové cyklovani ovSem vede ke zrychlené degradaci, coz snizuje
zivotnost daného zafizeni [208].

Obé varianty se lisi pribéhem, jakym je dosazeno optimdlnich pracovnich podminek.
Nizkoteplotni varianta brzy po ptivedeni paliva dosahuje vysokych hodnot OCV a v na-
sledujicich 24 hodinach pomalu stoupa k maximélni hodnoté. Jedna se o souvisly narust
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Obrazek 71: Cistd membrana Nafion NR212 v roli dodévané vyrobcem (vlevo) a v detailu
(vpravo).

elektrického napéti, které se ustali na hodnoté dané kvalitou MEA a dalsich parametri.
Vysokoteplotni varianta se brzy po privedeni paliva ustali na konstantni hodnoté OCV, na
které setrvava i nékolik hodin. Nasledné se OCV rozkmita a po nékolika minutach znovu
ustali, tentokrat na vyssi hodnoté. Na maximalni hodnotu OCV se palivovy ¢lanek dostane
po zhruba stejné dobé jako nizkoteplotni varianta, nartust ovSsem neni konstantni, nybrz
probiha v nékolika krocich, které pozorujeme jako charakteristické nestability v OCV.

Dosazeni pracovni teploty nizkoteplotni varianty vodikovych palivovych ¢lanki neni za-
vaznym technologickym problémem. Obvykle plné dostacuje predehtev pracovnich plynt
na teploty blizké 80 — 90°C. V tvodnich fazich, kdy jsou v palivovém c¢lanku nastarto-
vany elektrochemické reakce, je chemickéd energie paliva pomalu konvertovana do energie
elektrické. Tato konverze je exotermni, coz vede k postupnému dosazeni optimalni teploty.
Palivovy c¢lanek si tak sam vytvari optimélni prostfedi pro svou ¢innost.

Vysokoteplotni varianta predpoklada start elektrochemickych reakci az pri teplotach
okolo 140°C. Palivovy ¢lanek je tedy nutno na tuto teplotu zahtat, coz oproti nizkotep-
lotni varianté komplikuje situaci. V laboratornich podminkach je nejjednodussim fesenim
umisténi palivového ¢lanku do teplotni komory, ktera vytvari idealni prostiredni pro zahrati
palivového ¢lanku na pracovni teplotu. Komora presné reguluje teplotu okolniho vzduchu a
miize byt naprogramovana tak, aby zahiati palivového ¢lanku probéhlo setrné bez prudkych
zmeén. Dalsi moznosti je osazeni palivového ¢lanku odporovou tkaninou, kterou prilepime
ke koncovym deskam palivového ¢lanku. Tato moznost je redlna u palivovych ¢lankt tvore-
nych jednou nebo nékolika membranami. PTi vySsim poc¢tu membran by stredni ¢ast svazku
nebyla dostateéné zahtivana. Vyhodou je moznost rychlé regulace teploty odporové tka-
niny a jeji pripojeni k fidici jednotce, kterd mize presné snimat teplotu v riznych partiich
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Obrazek 72: Systém kanalku pro pfivadéné palivo (flowfield) u nizkoteplotniho palivového
¢lanku (vlevo), deska s kandlky pro chladici médium (uprostied) a miniaturni cela pro
testovani vyvijenych komponent (vpravo).

palivového clanku. Teplotu palivového clanku tak 1ze pomérné presné ladit na miru kon-
krétniho experimentu. Pii testovani v otevieném prosttedni laboratore je nutné palivovy
¢lanek teplotné izolovat od okoli. Vyhodné je vyuziti skelné vaty, ktera poskytuje dobré
izola¢ni vlastnosti a pritom neni finanéné narocna. Jakmile palivovy c¢lanek dosahne tep-
loty okolo 140°C, je mozné ptivést palivo, které nastartuje elektrochemické reakce. Palivovy
clanek tak opét dosahne pracovni teploty pomoci vlastni ¢innosti.

V laboratornich podminkach je mozné vytvorit externi systém, ktery umozni velice
presné nastaveni teploty palivového clanku. Mezi bipolarni desky se vlozi dalsi deska s
kanalky (Obr. , které jsou vétsiho primeéru a hrubsiho vzoru, aby nekladly danému
médiu prilisny odpor. Tyto desky jsou pripojeny k rozvodu silikonového oleje ¢i inertniho
plynu. Externi jednotka zajistuje tlak média a jeho teplotu. Médium proudi deskami v
palivovém c¢lanku, takze je ¢lanek zahtivan homogenné v celém objemu bez moznosti vzniku
teplotniho gradientu. Pokud jsou navic na bipolarni desky umisténa teplotni cidla, 1ze
systém automatizovat pro zajisténi idedlni teploty. Systém pak jemné upravuje teplotu
podle generovaného vykonu a zajistuje minimalni degradaci vlivem teploty.

19.3 Akcelerované testovani
Vykonové testy a testy zivotnosti jsou obvykle dlouhodobé experimenty, které jsou financné

naroéné. Zivotnost palivovych élanki dosahuje hodnot, které predstavuji znacnou zatéz pro
experimentalni aparaturu a persondal [345]. Pokud bychom chtéli zjistit, zda palivovy ¢lanek
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vydrzi produkovat elektrickou energii po dobu své predpokladané zivotnosti ve stacionarni
aplikaci, museli bychom jej provozovat neptetrzité po dobu ptiblizné 4,5 roku, protoze se
pro tyto aplikace predpoklada provoz po dobu 40 000 hodin bez nutnosti vymény hlavnich
komponent. Tim se enormné blokuje experimentalni aparatura a prislusny experimentator,
nemluvé o spotrebé vodiku.

7 téchto duvodu byly vytvoreny testovaci protokoly standardizujici zkracené testovani,
ze kterého je mozné velmi presné odhadnout chovani a zivotnost palivovych ¢lankt béhem
realného, dlouhodobého provozu [339]. Doba testovani se vyuzitim téchto protokola (AST
— accelerated stress test) zkrati na nékolik dni, coz ¢ini testovani snadnéji realizovatelné.
Test obvykle obsahuje vykonovou smycku, které je palivovy ¢lanek podroben [346]. Toto
vykonové cyklovani silné zatézuje predevsim vysokoteplotni vodikové palivové ¢lanky, které
rychleji degraduji. Z poklesu vykonovych charakteristik béhem testu pak 1ze odvodit, jaka
je zivotnost dané MEA. Dalsi moznosti je snadnd komparace MEA jednotlivych vyrobc,
coz mize byt velmi cenné informace pro vyvoj a konstrukei palivovych ¢lanku [347].

AST sestavaji z vykonovych smycek, béhem kterych je vykon ménén. Na dané hodnoté
vykonu zustava palivovy clanek radové desitky sekund. Nasledné je odlehéen na nulovy
vykon, nebo dochéazi ke zvyseni vykonu. V zavéru smycky je pak palivovy ¢lanek kratce
uveden do stavu 100 % vykonu, coZ je hodnota vypodcitand z mnozstvi doddvaného paliva
a predpoklddd maximdalni mozné vyuziti paliva. Celou smycku absolvuje palivovy ¢lanek
béhem nékolika minut (okolo 15 minut). Pro testovani tak zbyva zvolit vhodny pocet
opakovani (obvykle nékolik set), nebo testovat dany palivovy ¢lanek, dokud nedojde k
poklesu elektrického napéti pod zvolenou hodnotu.

AST se vyhodnocuje na zakladé ziskanych dat a dalsi analyzou vlastnosti komponent,
které testem prosly. Vyznamnym zdrojem informaci je pak i produkovana voda. Pred AST
a po testu se méri polarizacni krivka a ze zmény této voltampérové zavislosti miizeme
uvazovat pokles vykonu zptsobeny degradaci. Impedanc¢ni spektrum pak podava infor-
maci o elektrickém odporu difiznich vrstev a membrany s katalytickymi vrstvami. Lze tak
kvantifikovat odpor prenosu naboje v membrané ¢i odpor prenosu hmoty. Dalsi analyza
se provadi ekvivalentnimi okruhy, které nam jednotlivé parametry z impedanc¢niho spektra
separuji. Pokud je vyuzita testovaci stanice, je mozné monitorovat i dalsi parametry, jako
je rozlozeni teploty v plose MEA, nebo distribuce proudové hustoty ¢i tlak plyni na vstupu
a vystupu z palivového c¢lanku.

Plosné rozlozeni proudové hustoty mtize byt méreno segmentovanou deskou, kterou pri-
lozime k zadni strané bipolarni desky [348]. Segmentovand deska obsahuje velké mnozstvi
nezéavislych plosek, které monitoruji generovany elektricky proud [349]. Prvni prototyp seg-
mentované desky byl vyvinut v DLR Stuttgart. Zasadni je velmi nizké ovlivnéni palivového
clanku, takze je pro konstrukci desky potieba vyuzit stabilni a vysoce vodivé materidly.
Tyto limity nejlépe splnuji drahé kovy, takze jsou segmenty desky obvykle pozlaceny. Seg-
menty desky jsou svedeny do sbérnice, ktera je pripojena k pocitaci s prislusnym software.
Segmentovanou desku muzeme ovladat pres aplikaci a stanovit tak zptisob odecitani dat a
jejich vyslednou formu. Presnost desky je dana hustotou segmentti, které byvaji doplnény
o meéreni teploty. Vyslednymi daty jsou tak teplotni pole a plosna distribuce proudové hus-
toty generované palivovym clankem. Je treba pocitat s okrajovymi jevy, jako je odlisna
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proudova hustota v blizkosti vstupu paliva a naopak v misté vystupu paliva z bipolarni
desky. Obecné je vsak mozné snadno identifikovat oblast, ve které je generovano nejvétsi
mnozstvi elektrické energie. Tato mista pak podléhaji nejrychleji degradaci, coz mize byt
zajimavé v nasledné er—situ analyze.

V této souvislosti je vhodné zminit, ze vodikovy palivovy ¢lanek mutze byt provozovan
ve dvou konfiguracich. Membrana s elektrodami je umisténa mezi dvé bipolarni desky
se symetricky vytvorenym vzorem kanalka. Pokud je vstup vodiku ve stejné pozici jako
vstup kysliku, jednd se o takzvanou co—flow konfiguraci. Oba reaktanty putuji bipolarni
deskou obdobnou trasou a nejvyssi proudova hustota je generovana v misté vstupu obou
plynti, protoze je zde nejvyssi koncentrace vodiku respektive kysliku. Druhou variantou je
takzvana counter—flow konfigurace. V této konfiguraci je vstup vodiku na opacné strané,
nez je vstup kysliku. V zavislosti na tlaku a dalsich parametrech je pak misto s nejvyssi
proudovou hustotou umisténo uprostied dané MEA (v idedlni pfipadé). Situaci ovSem silné
ovliviiuji dalsi parametry, jako jsou toky paliva nebo generovany vykon.

Dalsim krokem je vySetfeni materialli, které byly testu podrobeny. Jejich povrchové
vlastnosti mizeme urcit z méreni metodami, jako je inverzni plynova chromatografie a dy-
namicka sorpce vodnich par. Morfologii povrchu uré¢ime mikroskopy — SEM, TEM a AFM.
Vnitini strukturu pak evaluujeme napriklad pocitacovou tomografii. Detailni informaci o
mozné zméné chemického slozeni ziskdme spektroskopickymi méfenimi (XRD, XPS, FTIR,
Ramanova spektroskopie a dalsi). Na strukturdlni zmény muze upozornit termickd ana-
Iyza, takze vzorky charakterizujeme pomoci DSC, TGA, TMA ¢&i v nékterych ojedinélych
pripadech reometrem. S vyuzitim téchto exr—situ metod komplexné vysetiime membranu,
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clanku a mizeme urcit slaba mista a nevyhody danych materiali.

19.4 Priklad testovani palivového ¢lanku

Jednotlivé faze testovani nyni popiseme na konkrétnim pripadé. Testovanym materidlem
byly MEA od vyrobctit FuMA-Tech a Danish Power Systems. Tyto MEA byly symetrické
— obsah platiny na anodické i katodické strané byl shodny. Jedna se o MEA pro vysoko-
teplotni palivové ¢lanky, test byl proveden za teploty 160°C. Membranou byl polymer na
béazi PBI vyvinuty obéma spolecnostmi a jeho presné slozeni je utajovano. Jako testovaci
stanice bylo vyuzito pristroje Greenlight G20 rozsiteného o qCf (quick connect fixture), coz
je zarizeni umoznujici regulaci pritlaku, teploty vstupnich plynti a méteni vlhkosti. Toto
zalizeni navic obsahuje segmentovanou desku — current scan. Béhem experimentu tak byl
meéren generovany proud a jeho rozlozeni v plose MEA.

V tvodni fazi testu byl ¢lanek uveden do provoznich podminek. Po 24 hodinach kon-
stantni zatéze (Obr. probéhlo zméreni polarizacni kiivky, které je v grafu zrejmé z
postupného zvysovani generovaného proudu a souvisejiciho poklesu elektrického napéti.
Poté bylo zméfeno impedancni spektrum MEA. Vysledna krivka byla ulozena a nasledoval
vlastni akcelerovany test, ktery v grafu (Obr. [73)) zndzortiuje kmitajici ¢ernd respektive
cervena cara. Test byl slozen ze 100 cykli, které pti tomto zptisobu zobrazeni vytvori spo-
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Obrézek 73: Prubéh akcelerovaného testu u MEA Dapozol (Danish Power Systems). Kiivka
oznacend jako V prislusi napéti, ¢ je elektricky proud, w je vykon, T' je teplota a @ je tok
paliva.

jité pole dané barvy. Po ukonceni akcelerovaného testu — tedy po 100 cyklech — byla opét
zmérena polarizacni kiivka. Na zaver testu bylo opét zméreno impedancni spektrum.
Jeden cyklus akcelerovaného testu sestava z ¢tyr narustti vykonu a naslednych poklesii.
Poté je kratkodobé palivovy clanek zatiZzen maximélné — dle toki paliva a jejich uplného
vyuziti. To v nasem piipadé znamen4 zatizeni ¢lanku na 200 mA cm~2 po dobu 25 sekund.
Béhem tohoto kroku je navic zméreno rozlozeni proudové hustoty a teplotni pole. Tento
cyklus je standardizovan, jedna se o vyuzivany design cyklu vychazejici z testovacich pro-
tokoli vyznamnych instituci [350]. Grafické zpracovani testu je zndzornéno na Obr.
Jiz 100 cykli akcelerovaného testu poskytuje cennou informaci o kvalité materiald MEA
a jejich zivotnosti. Testy ovSem byly zopakovany a pocet cykli byl zvysen na 500. Tim je
dosazeno vyssi koncentrace fluoridii v odpadni vodé a experiment tak vérné reprodukuje
opravdu silné zatizeni MEA. V pripadé vice cykli je navic mozné 1épe rozlisit materialy
od rtaznych vyrobci. Na Obr. [75] je znazornén pribéh prodlouzeného testu pro membranu
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Obrazek 74: Jediny cyklus (v ¢ase 50,45 — 50,80 h) akcelerovaného testu, ktery byl mno-
hokrat opakovan.

od firmy FuMA-Tech.

Degradace zptusobend AST je velmi dobfe patrnd na prubéhu polarizacni kiivky. V
oblasti testovani zarizeni, jako jsou palivové clanky, se vyuziva oznaceni kfivek BoL (Be-
ginning of Life) a EoL (End of Life), coz prislusi polarizacni kiivce na poc¢atku testu a po
jeho skonceni. Z Obr. [76|je patrné, ze po skonceni testu MEA generovala stejny elektricky
proud pfi nizsim napéti. To je jasnym znakem snizeni poskytovaného vykonu. Poklesem na-
péti tak lze kvantifikovat degradacni procesy probéhlé standardizovanym zpusobem béhem
AST.

Dodatecnou informaci muze prinést méreni rozlozeni proudové hustoty na plose MEA.
Tato data byla ziskdna pii proudo<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>