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Nazev prace:

Chovani metody sdruzenych gradientu v kone¢né aritmetice

Abstrakt:

Vysledky spoc¢tené metodou sdruzenych gradientu (CG) v konecné aritmetice pocitace
se casto vyrazné lisi od idedlnich (pfesnych) hodnot. Vlivem koneéné aritmetiky dochdzi ke
ztraté ortogonality, zpozdéni konvergence, ptipadné k zastaveni metody na hladiné maximalni
dosazitelné presnosti feSeni. Analyza chovéani metody sdruzenych gradientu v kone¢né aritme-
tice byla pfedmétem mnoha praci. Napf. Greenbaum a Strakos ve svych ¢lancich vysvétluji,
ze na vypocty CG aplikované na systém Ax = b v konecné aritmetice lze hledét jako na
vypoéty presné CG aplikované na jinou soustavu Ak = b, ktera zdvisi na itera¢nim kroku.
Také ukazuji, ze vypocty v koneéné aritmetice jsou podobné presnym vypocétum aplikovanym
na soustavi AX = b, kterd na itera¢nim kroku nezévisi. Jinak feceno, nékteré teoretické
vlastnosti CG zustavaji zachovany i v koneéné aritmetice.

Hlavnim cilem diplomové prace bude shrnuti poznatkt o chovani CG v kone¢né aritmetice
pocitace. Soucdsti prace budou numerické experimenty ukazujici vyse zminéné jevy (ztrata
ortogonality, zpozdéni konvergence, maximalni dosazitelnd piesnost, podobnost FP vypocétu
aplikovanych na Ax = b a pfesnych vypoc¢tu aplikovanych na A% = b nebo na Ax = b) a
dalsi. Budou zkoumény vlastnosti simulace FP vypoc¢tu (tlohy Ax = f)) a problémy spojené

s matematickym modelem FP vypocti (s ilohou Ax = b).

Klicova slova:
Metoda sdruzenych gradientti, Gaussova kvadratura, Lanczosuv algoritmus, kone¢na aritme-

tika pocitace, ztrata ortogonality, zpozdéni konvergence, maximalni dosazitelnd piesnost
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Title:

The conjugate gradient method and its behavior in finite precision arithmetic

Abstract:

Results of finite precision conjugate gradient computations can dramatically differ from
their ideally (exact) counterparts. When computing in finite precision aritjmetic, orthogo-
nality is usually lost, convergence is delayed and there is a limitation on the accuracy of
the computed solution (ultimate attainable accuracy). Behavior of finite precision conjugate
gradient computations was object in several papers. In their papers Greenbaum and Strakos
explain, that finite precision conjugate gradient computations applied to Ax = b correspond
to exact computations applied to another system Ax = f), which depends on number of iterati-
ons. They also explain, that finite precision computations are similar to exact computations
applied to system AX = b, which doesn’t depend on number of iterations. In other words,
some theoretical properties CG hold in finite precison computations.

The main aim of this diploma thesis will be summary of results on behavior of conjugate
gradient method in finite precision arithemtic. We will present numerical experiments showing
above-mentioned phenomena, thus loss of orthogonality, delay of convergence, ultimate at-
tainable accuracy, resemblance between FP computations Ax = b and exact computations
Ax=b (AX =b) and others. Properties of the system that simulates FP computations
(Afc = B) and properties of the system associated with the mathematical model of FP com-

putations (AX = b) will be investigated too.

Key words:
Conjugate Gradient method, Gauss-quadrature, Lanczos algorithm, finite precision arithme-

tic, loss of orthogonality, delay of convergence, ultimate attainable accuracy
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Seznam pouzitych symboli a zkratek

symbol vyznam

{ay,a9,...,an} mnozina prvki ai,as,...,ayN

A= [Aij]%-:l matice dana vyctem prvka A;;

A = diag[ai,ag,...,ay] diagonalni matice, jejiz nenulové prvky jsou dény ¢isly a;
A =[aj,ag,...,ap] matice, jejiz sloupce jsou vektory aj, ag, ..., ay

e(;) -ty sloupec jednotkové matice

f(z) funkce f zavisla na proménné z

F(x) funkcional F' zdvisly na proménné x

Kr(A,ro) k-ty Kryloviv prostor generovany matici A a vektorem rg
o nulovy vektor

O(k) ¢islo blizké hodnote k

Pk polynom stupné k

rand niahodné redlné cislo

rank(A) hodnost matice A

RN*N N x N rozmérny prostor realnych ¢isel
span{aj,as,...,an} linedrni obal vektoru aj,as,...,ay

X = [z1,22,...,2n]7 sloupcovy vektor dany vyctem prvku x1,xs,...,2TN
xT transponovany vektor k vektoru x

X vektor generovany v k-tém kroce algoritmu

€ strojové presnost

Kk(A) ¢islo podminénosti matice A

zkratka vyznam

CG Metoda sdruzenych gradientt (Conjugate Gradient method)

FP vypocty vypocty provedené v koneéné aritmetice (finite precision)

GQ Gaussova kvadratura (Gauss quadrature)
HS verze Hestenesova-Stiefelova verze
HY verze Hagemanova-Youngova verze

R verze Rutishauserova verze




Uvod

Resenim soustavy linearnich algebraickych rovnic
Ax =D,

kde A € RV*N je ¢tvercova matice, x € RV oznacuje hledany vektor a b € RV je vektor
pravé strany, se zabyvaji metody, které lze obecné rozdélit na metody piimé a iteracni.

Pro pfimé metody je charakteristické, ze naleznou feSeni soustavy po koneéném poctu
kroku. Jejich principem je eliminace neznamych a jsou vhodné, pokud matice A je mald a
plné. Jejich nevyhodou je, Ze jsou pamétové naroéné a jejich algoritmus musi byt spustén po
stejny pocet kroku i v piipadé, Ze chceme pouze piiblizné feSeni.

Iteraéni metody jsou efektivni predevsim pro velké fidké matice. Zakladni myslenkou je
vyuziti nasobeni matice vektorem ke konstrukci posloupnosti aproximaci feSeni. Jednotlivé
iteraéni metody se od sebe lis{ tim, jakym zpusobem se urc¢uji nové aproximace feSeni.

Je-li matice A symetrickd a pozitivné definitni je vhodné k feSeni soustavy pouzit tf¥idu
metod nazvanych gradientni metody. Témito metodami se zabyva ¢ast 1.2, kde je ukazana
jejich souvislost s minimalizaci kvadratického funkciondlu. Mezi tyto metody patii i metoda
sdruzenych gradientu, kterd je zde oznacena zkratkou CG (CG = Conjugate Gradient).

Kapitola 1 je vénovand metodé sdruzenych gradienti a ruznym zpusobum jeji algoritmické
realizace. Je rozdélena na nékolik ¢asti. Prvni z nich pfedstavuje metodu stejné jako byla
predstavena v roce 1952 jejimi autory, tedy algoritmem A1l. Dalsi ¢asti se vénuji matematické
podstaté CG. Nejprve jeji souvislosti s minimalizaci funkcionélu, jak bylo uvedeno vyse, poté
jejim vztahem s Krylovovymi metodami a nakonec souvislosti s Gaussovou kvadraturou.

Vztah mezi CG a Gaussovou kvadraturou je velmi dulezity, protoze na zakladé této sou-
vislosti vznikla myslenka matematického modelu vypoctu CG v koneéné aritmetice, viz. [4, 6].
Teorii zalozenou na této myslence se zabyva podstatnd ¢ast prace. Déle je zde predstaveno
nékolik zpusobu realizace CG a dtikazy jejich ekvivalence. Na zavér kapitoly jsou zde uvedeny
a dokdzany nejdulezitéjsi algebraické vlastnosti algoritmu.

Kapitola 2 popisuje chovani CG v konecné aritmetice. Je zde prezentovan vliv zaokrouh-
lovacich chyb na nékteré vlastnosti CG, napiiklad na zachovani ortogonality reziduovych

vektort nebo na konvergenci rezidua k nulovému vektoru. Je zde ukézan i vliv na Gaussovu
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kvadraturu a také vliv na CG z pohledu Gaussovy kvadratury. Druhd ¢ast této kapitoly po-
rovnava ruzné algoritmické realizace metody. Je zde vybrano nékolik vlastnosti a ukazino
jejich zachovéni v koneéné aritmetice pro t¥i ruzné verze algoritmu CG.

Kapitola 3 se zabyva simulaci vypoctu provedenych v koneéné aritmetice (FP vypocty)
pomoci presnych vypoctu aplikovanych na pomocny systém. Je zalozena na ¢lanku [4], kde
je dokéazano, ze vypocty v koneéné aritmetice odpovidaji pfesnym vypocétum aplikovanym
na vétsi systém rovnic A% = b, kde A m4 viechna vlastn{ ¢fsla umisténa ve shlucich okolo
vlastnich ¢isel matice A a je sestrojena zpusobem uvedenym v ¢lanku [4]. Jsou zde experi-
menty potvrzujici vysledky tohoto ¢lanku a také nédvrh jiného postupu sestrojeni matice A,
ktery je zjednodusenim postupu ptivodniho. Prestoze tato matice A nespliiuje predpoklddané
vlastnosti, pfesné vypocty aplikované na ni simuluji FP vypocty déle.

Matice A je sestrojena na zdkladé dat ziskanych pomoci vypoétl provedenych v koneéné
aritmetice. Jde tedy o aposteriorni konstrukci systému. Kapitola 4 se zabyvé apriorni kon-
strukei systému, pomoci néhoz Ize modelovat FP vypocty. Narozdil od simulace se zde tedy
vypocty modeluji pouze pomoci znalosti spektralnich vlastnosti matice A a znalosti pro-
jekel pravé strany do ortonormaélni béze vlastnich vektoru matice A. Kapitola je zalozena na
myslence uvedené v ¢ldnku [6]. Jsou zde prezentovény experimenty inspirované timto ¢lankem
a navic je zde uveden jiny model, ktery muze, ale i nemusi lépe aproximovat FP vypocty,
viz. sekce 4.2. V téchto experimentech pouzivame specidlni matice, které jsou oznacené jako
StrakoSovy matice a jejichz dulezité vlastnosti jsou popsany v kapitole 2.

Kromé vyse zminéného jsou v praci uvedeny i jiné grafy, které jsou inspirované raznymi
¢lanky. V téchto piipadech je vzdy v popisu obrazku napséno, jakym ¢lankem je experi-
ment inspirovan. VSechny vypocty byly uskuteénény pomoci programu Matlab 7.11.0 a jejich
zdrojové kody jsou na prilozeném CD spolu s navodem, jak se orientovat v jeho adresaifové

struktute.



Kapitola 1

Metoda sdruzenych gradientt (CG)

1.1 Klasicky algoritmus

Jak bylo uvedeno v ivodu, metoda sdruzenych gradientu je itera¢ni metoda fesici soustavy

linedrnich algebraickych rovnic
Ax =b, (1.1)

kde vektor x je neznamad, A je symetrickd pozitivné definitni matice typu N x N a b je
vektor pravé strany. Takové soustavy vznikaji napiiklad pfi numerickém fFeSeni eliptickych
parcidlnich diferencidlnich rovnic metodou koneénych prvku ¢i kone¢nych diferenci.

Metoda sdruzenych gradientu byla predstavena Hestenesem a Stiefelem v roce 1952 v
¢lanku [9]. Byla zde vysvétlena bez odvozeni pomoci algoritmu Al, a proto i tato prace bude
zacinat timto algoritmem. Princip odvozeni metody pomoci minimalizace funkcionalu bude

popsén az v nasledujici podkapitole a je zalozen na pracech [3, 24].

Algoritmus A1 Hestenes-Stiefel

. vstup A, b, xp

g = b“'ﬁkxo
. Po =T
cfork=1,2...
rf v
pg_lApkfl

Xf = Xgp—1 + Vk—1Pk—1

rp i=Tp_1 — Vk—1APr_1
I‘Tl‘k

6]43 —— k

T
T 1Tk—1

1
2
3
4
5 Vg—1 =
6
7
8
9

: Pk =Tk + 0pPr—1
10: end

Algoritmus Al je nejpouzivanéjsi realizaci metody sdruzenych gradientu, ale existuji i jiné
algoritmické realizace, kterym bude vénovéna ¢ést 1.5.1.

Z matematického hlediska existuje nékolik pfistupt, kterymi lze popsat tuto metodu. V
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nasledujicich sekcich budou uvedeny nékteré z nich, konkrétné:

e CG jako minimalizace funkcionalu,
e CG jako projektivni metoda,

e CG jako Gaussova kvadratura.

1.2 Sowuvislost s minimalizaci funkcionalu

Na gradientni metody lze nahlizet jako na optimaliza¢ni metody, které hledaji minimum

funkciondlu

1
J(x) = ixTAx —xTb. (1.2)

Ekvivalence hleddni feseni rovnice (1.1) a hledani minima tohoto funkcionélu je zfejmé. Gra-
dient tohoto funkcionélu je totiz tvaru VJ(x) = Ax — b, a protoze tento funkciondl je kvad-
raticky, musi pro jeho globalni minimum x,, platit V.J(x,,) = 0.

Diky tomuto pfistupu ke gradientnim metoddm vime, jak nejlépe mérit vzdalenost mezi

pfesnym a pfibliznym feSenim soustavy. Z vyjadfeni funkciondlu pro aproximaci feseni xj,

1

J(xg) = §X£Axk —xFAx =
1 T T 1 T 1 T
= ixkAxk —x, Ax + TR Ax — TR Ax =
1 1
= i(x —xp)TA(x —xp) — ixTAx

totiz plyne, ze ke globalnimu minimu funkciondlu se muzeme priblizit pouze pokud minima-

lizujeme élen (x — x)T A(x — x;), jehoz velikost je ddna energetickou normou chyby:

lexlla = llx —xklla = \/(X*Xk)TA(X*Xk)- (1.3)

Minimalizaci této chyby se tedy minimalizuje i funkciondl (1.2).
Jak bylo fec¢eno v ivodu, viechny itera¢ni metody se po zvoleni poc¢atetniho odhadu feseni
postupné priblizuji pfesnému feSeni. V iteraci k tedy metody predpokladdaji znalost x;_1 a

lis{ se tim, jakym zpusobem voli x;. Gradientni metody hledaji x; pomoci predpisu

Xf = Xg—1 + Vk—1Pk—1-

Vyse uvedeny tvar aproximace feSeni x; se tedy objevuje i v algoritmu Al. Princip gradi-
entnich metod spoc¢iva v nalezeni nové aproximace feSeni x; na pfimce dané bodem xXj_1 a

smérovym vektorem py_1. Tato aproximace je poté vybrana tak, aby J(x) bylo co nejmensi,
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to znamena

J(Xg—1 + Ve—1Pk—1) = Hgn J(Xp—1 + VPr—1)-

Konkrétni tvar parametru + je tedy urcen tak, aby derivace J(xx—1 + ypr—1) podle v byla

nulova

oJ 0 [1
2 (Xp1 +Pr1) = = | = (ko1 +1Pr-1)” A (X1 +Pr-1) — (Xk_1 +Pr_1) b| =
oy oy |2
1 1
- 5x;‘f_lAp,ﬁ_l + ipquxk—l +P}_1AP)_| — Pj_1b =

= P;}Ffl (Axp_1 —b) + ’)’P;}FflAPka =0.

Odvodili jsme tedy parametr tvaru

T
Yoot = =R (1.4)

a daldimi algebraickymi upravami lze ziskat tvar Al:(5).
Jednotlivé gradientni metody se 1isi tim, jak voli smérové vektory pj. Pokud jsou zvoleny

tak, aby byly sdruzené (A-ortogonalni)

vznikne metoda sdruzenych sméru. Tato vlastnost smérovych vektoru je dulezitd, protoze z

ni vyplyva A-ortogonalita chyby e; ke smérovym vektorum p;, tj.
(er,pi)a =0, i=0,1,....k—1,

coz je podminkou minimality A-normy chyby |lex|/a. Princip odvozeni spociva ve vyjadieni

chyby ve tvaru
k
er =€) — > _7iPi
i=1

a lze ho nalézt v [24]. Dalsim dulezitym dusledkem (1.5) je, ze algoritmy téchto metod naleznou
feseni soustavy rovnic (minimum funkcionalu) nejvyse po N krocich, kde N je velikost matice
A.

Uchovéavat viechny smérové vektory ale miZe byt paméfové naroéné. Proto byla metoda
sdruzenych gradientt navrzena tak, aby A-ortogonalitu pi ke vSem predchozim smérovym

vektorum zajistila pouze pomoci px_1 a ri. CG novy smérovy vektor pocitd pomoci predpisu

Pk 1= T} + 0xPi—1,
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kde tvar koeficientu 6, zajistuje lokalni A-ortogonalitu. Musi tedy platit

Pi_1Ap), = Pi_1 A(rk + 0kPr—1) = Pj_ Aty + 0pi_1Apy_; =0, (1.6)
T
Pi_1 Aty
P e L (17)
Pk_lAPk—l

Globalni A-ortogonalitu smérovych vektort lze pak dokazat pomoci indukce, viz. podkapitola
1.6. Jak ziskat rovnice urcujici parametry vx_1 a dx, které se objevuji v algoritmu A1, lze najit

napi. v [22].

1.3 CG jako projektivni metoda

CG lze chéapat i jako projektivni metodu. Algoritmus totiz ve svém prubéhu vytvaii po-
sloupnost Krylovovych podprostori, ve kterych hledd nejlepsi aproximace feseni. To znamena,
ze v téchto prostorech najde vektory, pro néz je A-norma chyby nejmensi. Aproximace feSeni
je projekci presného FeSeni do prostoru, ktery algoritmus vytvari. VySe zminény prostor je

k-ty Krylovav podprostor generovany matici A a vektorem rg
Ki(A,rg) = span{rg, Arg, A%rg,..., A* Iry}. (1.8)

Tento prostor se béhem vypocti CG zvétsuje, dokud algoritmus nenalezne piesné feseni.
Nejvétsi mozna dimenze podprostoru (1.8) tizce souvisi s po¢tem nenulovych slozek rezidua ro,
ktery je vyjadfeny v ortogonalni bazi vlastnich vektorti matice A. Plati, ze s rostoucim poctem
nulovych slozek rg klesa pocet iteraci algoritmu potiebnych k dosazeni presného feseni a tedy
i nejvetsi dimenze, které muze posloupnost Krylovovych podprostora dosahnout. Nejvyse pak
ale hodnoty N.

Metoda sdruzenych gradientii je z pohledu projektivnich metod popsdna nasledujicim

zpusobem
k-1
Xk = X0+ »_7iPi € X0+ Ki(A, 1),
=0
[x =xplla=___ min fx—yla. (1.9)

yexo+Ki (A ro)

Tyto vztahy jsou v podstaté matematickd interpretace vyse zminéné myslenky o minimalizaci

A-normy chyby pfes vektory Krylovova prostoru. Podminka (1.9) je ekvivalentni podmince
X — Xk LA ,Ck(A, I‘Q)7
ktera 1ika, ze vektor x — x; je A-ortogonalni k prostoru Kr(A,rp), tzn.

(x—x)TAd; =0, i=1,2,... k,
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kde d; tvori bazi tohoto prostoru.
Jednou z dulezitych vlastnosti prostoru (1.8) je, Ze jeho ortogondlni bazi tvoii vektory
{ro,r1,...,rx_1} a jeho A-ortogondlni bazi tvoii {pog,p1,-..,Pk—1} Princip dukazu tohoto

tvrzeni lze nalézt napt. v [22]. Plati proto dulezity vztah

span{rg,ry,...,rp_1} = Kr(A,rg) = span{po, P1,---, Pk_1}-

Metodami Krylovovych podprostoru se podrobné zabyvé [23].

1.4 CG a Gaussova kvadratura

1.4.1 Lanczosuv algoritmus

Lanczosova metoda slouzi k vypoctu vlastnich ¢isel symetrické matice A € RV*XN a je
zalozena na Lanczosové algoritmu. Vstupem algoritmu je pravé tato matice a poc¢atecni vektor

v € RV, Lanczostv algoritmus je zde oznacen A2.

Algoritmus A2 Lanczostuv algoritmus

: vstup A, v

W =W — VL
Brt1 := ||w]|
Vi1t
. end

© ® NPT w
=h
)
=
oy
|
—_
Do

N A
Br+1

e
—= o

Vektory generované timto algoritmem v k-té iteraci splnuji vztah

AV, =V,.T, + ﬁkﬂvkﬂea), (1.10)

kde matice T}, je slozena z koeficientu «; a f;

ap B
oy .
T, = | 2 , (1.11)
i B o |
matice Vi = [vi,Vva,...,Vi] je sloZena z vektoru vy, resp. sloupce této matice se rovnaji

jednotlivym vektortm, a ey = [0,0,...,0, 17 € R,
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Po rozepsani (1.10) vyplyvé, ze novy smérovy vektor viy; se poc¢itd pomoci tiiclenné
rekurence

Br41Viy1 = Avy — agpVvi — Brvi—1. (1.12)

Béhem chodu tohoto algoritmu vzniké ortonormélni baze Krylovovych podprostoru
Ki(A,v) =span{v,Av, Av, ... AF1ly} (1.13)

Tyto podprostory se budou zvétsovat az do iterace m < NN, pro kterou bude ¢len ﬁm+1vm+1e(Tm)

rovnice (1.10) roven nule, tzn. bude platit
AV,, =V, Tp. (1.14)

Vlastni ¢isla T, se pak budou rovnat vlastnim ¢éislaim matice A a vlastni vektory T,
budou urcovat vlastni vektory A pomoci sou¢inu V,,Q, kde Q je matice vlastnich vektoru
T,,. Toto tvrzeni plyne z nasledujici ipravy vyrazu (1.14). Necht T,, = QAQT je spektralni
rozklad matice T,,. Pak plati

AV,, =V,,QAQ7,
AV,,Q =V,,QA.

V [22] je ukdzano, ze pokud nebude splnéna rovnice (1.14), pro vlastni éisla pq, po, . . ., g
a vlastni vektory qi,qo, ..., qr matice T} plati
HAZz_,UzZZH :Bk+l‘e%;c)(11‘7 L= 1727ak7 (115)

kde z; = Viq;. Na tomto vztahu je zalozen princip Lanczosovy metody, ktery spociva v
urceni aproximaci vlastnich ¢isel matice A jako vlastnich ¢isel matice Ty (Ritzova ¢isla). A
za aproximace vlastnich vektoru A povazuje vektory z; (Ritzovy vektory).

Navic pomoci pravé strany (1.15) lze kontrolovat, jak moc jsou Ritzova ¢isla vzdélena od

skute¢nych vlastnich ¢isel A1, Ao, ..., Ay matice A. Plati totiz

j:{nQiIlNP\j*,ui’ §Bk+1|ea)qi|, ’L':1,2,...,k‘.

Dukaz tohoto tvrzeni lze opét nalézt v [22].

1.4.2 Vztah Lanczosova algoritmu s CG

Lanczosova metoda souvisi s metodou sdruzenych gradientu velmi tzce. Plati totiz, ze

pokud jako pocateéni vektor Lanczosova algoritmu zvolime
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o
= (1.16)
[[zoll

oba algoritmy budou ve svém pribéhu vytvaret stejné Krylovovy podprostory, to znamena

Kr(A,v) =Kr(A,rg), k=1,2...,m,

kde Kr(A,v) je ddno predpisem (1.13) a Kx(A,rg) (1.8). Parametr m je stejné jako v
predchozi ¢asti urcen iteraci, ve které Lanczosova metoda nalezne vSechna vlastni ¢isla nebo
CG nalezne presné feSeni.

Kryloviv podprostor (1.8) lze kromé jiz zminénych bézi (viz. podkapitola 1.3) uréit i

ortonormalni bézi {vi,va,...,vg}. Proto aproximace feSeni xj musi jit vyjadfit pomoct
X = X0+ Viyk. (1.17)
Protoze reziduum ry, je ortogondlni k prostoru (1.8), viz. sekce 1.3, plati

0=Vir,=V]I(b-Ax;) =V} [b—A(xo+ Viyr)] = Virg— VI AV,y, =
= [lrolleq) = Trys- (1.18)

Z toho plyne, ze aproximaci feSeni xj, ulohy (1.1) s po¢atecnim odhadem x¢ a pfislusnym re-
ziduem ry muzeme ziskat pomoci Lanczosova algoritmu s pocateénim vektorem (1.16) pomoci
vztahu (1.17), kde yj, je ddno rovnici (1.18).

A naopak, matici Ty 1ze ziskat z algoritmu metody sdruzenych gradienti porovnanim

rekurencnich koeficientu z Al a A2:

1 O
Qg1 = — + £ (1.19)
Te o Tk—1
V0
B2 = —— (1.20)
Yk
s pocéatecnimi koeficienty 6_1 = 0 a y_; = 1. Matici Vi = [vq, Ve, ..., Vi pak uréuji norma-
lizovana rezidua
LTS .
Vil = (—1)Jm, j=0,1,....k—1. (1.21)
j

Odvozeni téchto vztahu lze nalézt napt. v [13, 22] a je zaloZeno na vyjadieni rezidua ry, pomoci
tficlenné rekurence (eliminaci smérového vektoru pg) a jejim srovnénim s tii¢lennou rekurenci
(1.12). Z tohoto odvozeni také vyplyvd, ze metoda sdruzenych gradientu pomoci koeficientu

~; a &; pocita Choleského rozklad matice Ty, tedy

Ty = L;LT,
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kde

3 g‘*

Vk—2 Ve—1

1.4.3 Gaussova kvadratura (GQ)

Nejprve je potieba naznacit, co to Gaussova kvadratura (GQ) vlastné je (GQ = Gauss
Quadrature). Jde o matematicky nastroj slouzici k numerické aproximaci hodnoty integralu.

V této préaci budeme aproximovat Riemannuv-Stieltjesuv integral spojité funkce f(&).

Definice 1. Riemanniv-Stieltjesiv integrdl redlné funkce f(€) na intervalu {a,b) vzhledem k

redlné distribucni funkci w(§) je oznacen

b
[ reawe (122)
a definovan ndsledugici limitou (pokud existugje)

ngnioz flep)w(&r1) —w(&)l, (1.23)
j=1
kde D = {&o,&1,...,&n ) je délend intervalu (a,b), kde a = & < & < ... < &, = b,

¢j € (&5,&+1) a norma D je definovdna predpisem

ID|f = max (& —¢&-1).
J=144,...,m
Tento integral existuje, pokud f(£) je spojitd funkce a pro funkei w(&) existuje konstanta

M takova, ze pro libovolné déleni D intervalu (a, b) plati:

> lw(ée) — w(ée—1)| < M.

k=1

Funkce splnujici tuto vlastnost se oznacuje jako funkce s omezenou wariaci. Pro existenci
integralu ale staci i opa¢nd podminka, tzn. funkce f(£) ma omezenou variaci a funkce w(§) je
spojité. Je tedy patrné, ze integral (1.22) je obecnéjsi nez klasicky Riemannuv integral. Navic

za podminky hladkosti funkce w(§) plati
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Nés ale budou zajimat piipady, kdy funkce w(§) je po ¢astech konstantni, viz. obr. 1.1.
Vyraz (1.23) definujici integrél se diky tomu zredukuje na

> wif (&),
=1

kde &; je hodnota, ve které ma funkce w(§) skok a w; je vyska tohoto skoku.

Obrazek 1.1: Néaért distribuéni funkce w(§).

Gaussova kvadratura aproximuje integral (1.22) pomoci sumy
k
> wiFED,
i=1

kde a < 5{“ < £§ < ... < 5’,;’ < b jsou tzv. uzly a wf jsou tzv. vahy Gaussovy kvadratury.

Podrobné informace o Gaussové kvadratufe lze nalézt napi. v [1, 19].

1.4.4 Souvislost mezi GQ a CG

Vztah mezi GQ a CG je dulezity, protoze v dalsich kapitoldch budeme na problém chovani
CG v konec¢né aritmetice nahlizet z pohledu Gaussovy kvadratury. Tento vztah byl popsén
uz v puvodni praci [9] z roku 1952. Odvozeni souvislosti 1ze nalézt v [13, 22] a jeho nédznak je

uveden nize.
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Necht je ddn skaldrni soucin

b
PO, 9N = / FNg(N)dw(N), (1.24)

kde w(\) je neklesajici a nezdpornd funkce. Z teorie ortogonélnich polynomu (viz. [2]) a GQ
vyplyva, ze pomoci tficlenné rekurence lze sestrojit posloupnost polynomt, které jsou vuci
tomuto skalarnimu soucinu ortogonalni. Z koeficient této rekurence lze sestavit tridiagondlni
matici O, jejiz vlastni ¢isla a prvni komponenty vlastnich vektori uréuji uzly a vahy Gaussovy
kvadratury aproximujici integral, pomoci néhoz byl skdlarni sou¢in urcen.

Necht je dédna symetrickd pozitivné definitni matice A. Tuto matici muzeme vyjadiit ve

tvaru

A =UAUT, uvu”=v'u-=1,
kde U = [uy,...,uy] je unitdrni matice se sloupci odpovidajicimi vlastnim vektorim A a A
je diagondlni matice, jejiz prvky {A1, Ae,..., An} jsou vlastni &isla A.

Pii vypoétu metodou sdruzenych gradientu ziskdme reziduum ry, které lze diky (1.8)

napsat ve tvaru polynomu s proménnou A
ri = pr(A)ro,

kde px(A) je polynom stupné k. Ze vzajemné ortogonality rezidui vyplyvé ortogonalita poly-

nomu pg vuci skaldrnimu sou¢inu

N
(F), 9N} =D wif(A)g(N). (1.25)
i=1
Vahy w; jsou urceny
wi = (v, ;)% (1.26)

kde u; jsou sloupce vyse zminéné matice U a v = ro.|ro|| 1.

Posloupnost polynomii ortogonalnich vici tomuto skaldrnimu soucinu lze ziskat i Lanczo-
sovym algoritmem aplikovanym na matici A a vektor v.

Skalarni souc¢in (1.25) lze chapat jako skaldrni soucin ve tvaru (1.24), pokud jako dis-

tribuéni funkei w(A) uvazujeme funkei definovanou

0 A< A
J
w()\) = Z wj /\j <AL )‘j-I—l . (1.27)
i=1
1 AN <A

Tato funkce je navic nezdporna a neklesajici, a proto vime, ze polynomy px(A) vzniklé
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béhem chodu algoritmu CG (Lanczosova algoritmu) urcuji uzly a vdhy Gaussovy kvadra-
tury aproximujici integral (1.22), kde w(A) je ddna (1.27). Nyni zbyva doplnit, jak se tyto
parametry urcuji.

Necht Ty je tridiagondlni matice (1.11) ziskand Lanczosovym algoritmem v iteraci k.
Tuto matici lze ziskat i algoritmem CG pomoci vztahu (1.19) a (1.20). T odpovidd matici
O zminéné na zacatku této sekce.

Nyni je potfeba provést spektralni rozklad matice
T, = UpA UL, UUL =UlU, =1 (1.28)

a diky nému spoéitat uzly a vahy GQ. Uzly A¥ se budou rovnat vlastnim &fslim matice Ay, a

pro koeficienty wf bude platit

wr = (e1),uf)?, (1.29)

kde u¥ jsou sloupce Uy, a eqy =1[1,0,...0] € RF.
Gaussovu kvadraturu aproximujici Riemannuv-Stieltjesuv integral spojité funkce f(\)

vuci funkei w(A) lze tedy zapsat ve tvaru

b k
/ FOdw(N) & 3wk D), (1.30)
a i=1

kde navic prava strana rovnice definuje integral spojité funkce f(\)

vzhledem k vahové funkci

0 A< AF
i
S =4 Wk M<a<ab, (1.31)
=1
1 AP <A

Plati tedy
b b k
| 10 = [ ronaeto) = Sk r o).
a a i=1

Z toho plyne, Ze metoda sdruzenych gradientu jednoznacéné uréuje Gaussovu kvadraturu in-
tegralu (1.22). Dalsi informace o souvislosti CG a GQ lze nalézt v [12, 14, 21, 23].
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1.5 Dalsi algoritmické realizace CG

1.5.1 Rutishauserova a Hagemanova-Youngova verze

Algoritmus A1 je nejzndméjsi algoritmické verze metody sdruzenych gradientti. Neni ale
jedind mozné. Uz v ¢asti 1.4.1 je piiklad jiné realizace metody sdruzenych gradientt. K
vypoCtu aproximace feSeni se totiz muze pouzit Lanczosuv algoritmus A2 aplikovany na

matici A a startovaci vektor (1.16) spole¢né se vztahy (1.17) a (1.18).

Algoritmus A3 Rutishauser

1: vstup A, b, xg
2: rg:=b — Axg
3: Ar_1:=o0
4: Ax_1:=o0
5 n—1:=0
6: for k=1,2...
rl Ar,_q
7 Th_1 := — — Nie—
k—1 AT Nk—2
Ar o TArg_1+Arp_onk_o
k=1 - Thk—1
9 Axp_ g = Tho1TAXkomk—2
' k—1 - Th—1

10: ry :=rg_1+ Arg_q
11: Xp = Xp_1 + Axp_1

rlr,
120 Mp—1 = Th—1 72

i 1Tk—1
13: end

Algoritmus A4 Hageman - Young

1: vstup A, b, xg
2: rg:=b — Axg
3: T_1:=0
4: X_1:=0

N . Tgro
5: Ao = T Aro
6: po:=1

7. fork=1,2...
8 1= pp_1(—Ap—1ATE_1 + 1) + (1 — pr—1)Ti—2
9 Xp = pr—1(Me—1Th—1 +Xp—1) + (1 — pr—1)Xp—2
10 A= E

’ k= rgArk

-1

. . .Y rirg 1

o pe = <1 Ae—1 1l ey Pkl)

12: end

Dalsimi moznostmi jsou napf. verze zalozena na tficlennych rekurencich nebo tzv. Ru-
tishauserova (R) verze. Algoritmus zalozeny na t¥iclennych rekurencich lze nalézt napi. v knize

[8], a proto zde tato verze bude oznatena podle jmen autoru této knihy, tedy Hagemanova-
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Youngova (HY). Jeji algoritmus je zde oznac¢en A4. Rutishauserova varianta dand algoritmem
A3 byla publikovdna uz v roce 1959 v [18].

Dikazy, ze tyto verze jsou ekvivalentni s ptivodn{ verzi CG jsou tézko k nalezeni, a proto
jsou v nasledujici ¢asti prace uvedeny. Otdzkou ruzné realizace metody sdruzenych gradientu

se zabyva i ¢ldnek [17].

1.5.2 Dukazy ekvivalence algoritmiu

Nez zacneme s dukazy ekvivalence jednotlivych algoritmu, upravime vyraz pZApk do

vhodného tvaru. Uprava je zaloZena na rovnicich A1:(9) a (1.7):

Pt Api = (r) + 0kpr—1)” A (i + 0ppr_1) =

= r{Ark + 26kp£_1Ark + 5,%p£_1Apk,1 =

= rj Ary. — 26;pj_ 1 APj_1 + 0}Pi_1APy_1 =

= rj. At — 6ipj_1Ap)_;. (1.32)
Vztah (1.32) bude pouzit v obou nésledujicich dukazech.
Véta 1. Rutishauserova verze metody sdruZenych gradientu dand algoritmem A3 je ekviva-
lentni Hestenesové-Stiefelové verzi dané algoritmem Al.
Drikaz: Dukaz spo¢iva nejprve v odvozeni algoritmu A3 z algoritmu Al a to vyfFazenim

smérovych vektoru.

i) Odvozeni reziduovych vektoru ry vychézi z rovnice A1:(9):

Ap;. = Ar;, + Sk Ap,_,

Yk Ye—1

O
Tpt1 =Tk + Yk | —Arg + o (rp —rp_1)| = (1.33)
=r; + Arg, (1.34)

[N |
Tk = r)/k )

Me—1 = Ok Yy 1



KAPITOLA 1. METODA SDRUZENYCH GRADIENTU (CG) 16

1
Arj, = - [—Ar, + np—1 (v —Tp—1)] =

1
= TTC (—Al‘k + nkflAI‘kfl) . (135)
Nyni jiz rovnice (1.34) a (1.35) odpovidaji tém uvedenym v algoritmu. K odvozeni bylo zatim

potieba jen algebraickych tprav zalozenych na rovnicich z Al a definovéni novych koeficientu

Tk & Mk—1-

ii) Odvozeni aproximace feseni xy je velmi podobné predchozimu odvozeni ry. Dosazenim
A1:(6) do A1:(9) a algebraickou upravou vzniknou vztahy, které po dosazeni nové definovanych
koeficientu ziskaji tvar A3:(11) a A3:(9).

iii) Nyni je potieba dokézat, ze pomoci vztahu z Al je mozné koeficienty i a ni_1 vyjadiit
ve tvaru A3:(7) a A3:(12):

T T
- 771 pZAPk rgArk 62pk71Apk71 I‘ZAI‘k 5 Pi_1APr_1
k=" = . T =T — 9% T = 1. Y% T =

r, Ik r,. Tk r, Tk r, Ik r, (Tg—-1
rZArk _1 I{Ark
— 0k V1 = — Mk—1
rlr K k-1 rlr ’
ktk k
_ -1 _ rfrk
M1 =0k V1 = 77— Th—1-
Ty 1Tk—1

Tato uprava koeficientu byla kromé vztahu z obou algoritmu zaloZena je$té na rovnici
(1.32). Je tedy ukézano, ze Rutishauserovu verzi lze odvodit z klasické verze. HS verze lze z

R verze odvodit presné opa¢nym postupem. Obé verze jsou tedy ekvivalentni. O

Véta 2. Hagemanova- Youngova verze metody sdruZenych gradienti dand algoritmem Aj je

ekvivalenitni Hestenesové-Stiefelové verzi dané algoritmem Al.

Diikaz: Odvozeni HY varianty metody sdruzenych gradientt z HS verze spo¢iva v podobném
postupu pouzitym v predchozim dukazu, a proto jeho prvni ¢ast bude z tohoto dikazu

vychazet.

i) Lehce upravena rovnice (1.33)

YOk YOk
re — 1

Iyl = —VpArg + <1 +—
Yk—1 Vk—1

po definovani koeficientt
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ziskd vysledny tvar A4:(8).
ii) Postupem popsanym v druhé ¢ésti predchoziho dikazu lze ziskat rovnici

1) )
Xk4+1 = Vilk + <1+% k>X Tk
Yk—1

ktera po dosazeni novych koeficientti odpovida A4:(9).

iii) Nyni je potieba dokézat, ze koeficienty A\ a py jdou vyjadiit ve tvaru A4:(10) a A4:(11):

YeOk . 8 TiT) :’ka1P£APk+5kr£rk

Ve—1 Vk-1 Pt Apy, Yk—1P} Apy,
-1
_ Vi—1T% ATy — Ve—167Pt_1 APy + OkriTy _ Yk—1T} Aty _ (P;;FAPk> _
’Yk—lpzApk ’Yk—lpgAPk T;QFAI'k
1 1
B o Pi—13Pr—1 rpr; Pp_1 APy
r; Aty r, (Tp—1 TpArg
-1 —1
_ <1 B 57k rgrk > (- Ak rgrk 1
k-1 1} Ary, PYERE A JNR ’
S\ TA rlir
Ak:7k<1+7k k) _ kpgApk: TkAkz ‘
Yk— r, Arg r, ATy
Dokazani opa¢né implikace, tj. odvozeni HS verze z HY verze, je ziejmé. O

Pokud tedy pocitame piesné, algoritmy jsou ekvivalenti. Pfi poc¢itani v kone¢né aritmetice
ale tato vlastnost neplati. Experimentim porovnéavajicim chovani téchto variant v konetné

aritmetice je vénovana sekce 2.7.

1.6 Vybrané vlastnosti algoritmu

vvvvvv

algoritmu CG. Na nésledujici véty se budou dalsi kapitoly prace odkazovat a jejich dukazy
jsou zde uvedeny pravé z duvodu jejich dulezitosti pro zkoumaéni vlastnosti CG v konecéné
aritmetice. V pfedchozi ¢asti je dokazano, ze algoritmy HS, R a HY jsou ekvivalentni, a
proto nasledujici vlastnosti CG budou dokazany jen pro puvodni HS variantu. V sekci 1.2
bylo napsano, ze metoda byla odvozena tak, aby smérové vektory byly A-ortogondlni. Je
tedy potieba ukazat, ze algoritmus tuto vlastnost spliiuje. Spolu s tim zde bude dokédzana i
ortogonalita reziduovych vektori, monotonie A-normy chyby a monotonie euklidovské normy

chyby.
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Véta 3. Predpoklidejme, e A € RV*N je symetrickd pozitivné definitni matice a vektory
ri a pr jsou generované algoritmem A1l. Pak vektory ry jsou ortogondlni a vektory py jsou

A -ortogondint, tj.

rjr; =0, p/Ap;=0, i,j=0,1,....k i#j.

Dikaz: Jde o dukaz indukeci.
i) Prok = 1:

rgro

POTAPO

rirg = (rg — 'yoApO)Tro = rgro — yopOTAro = rgro — pE‘)FArO =0.

K dikazu ortogonality nultého a prvniho rezidua bylo potfeba pouze vztahu z algoritmu,
konkrétne (3), (5) a (7) a dale symetrie matice A. A-ortogonalita vektoru
p1TAPo =0

plati, protoze tvar d byl odvozen tak, aby dva po sobé jdouci smérové vektory byly A-
ortogonalni, viz. (1.6) a (1.7).
ii) Predpokladejme, ze smérové vektory jsou A-ortogondlni a reziduové vektory jsou orto-

gonalni az do kroku k (pokud rgyq1 # 0), tzn.
r/r; =0, p/Ap;=0, i,j=12...k i#j
iii) Chceme ovérit, ze

rjr; =0, pi,Ap; =0, j=0,1,... k.

K tomu bude potieba vztahu Al:(7), Al:(9), symetrie matice A a samoziejmé indukénich
predpokladu. Pro j =1,2,...,k — 1 plati

ri vy = (re — mApg) 15 = rir; — 7 (Apy) 1 = —pi A(pj — 6;pj-1) =0,
P;}FHAPJ‘ = (T + 5k+1pk)TAPj = I‘;%FHAPJ' = 1'£+17j_1(1'j —1j11) =0
a pro j = k plati

rfrk

T
———pr Ap, = 0.
p{Apk

rp 1t = (rp — APy) 1 = rf 1) — Y6PE A(PK — OkPr—1) = ThT) —

Proc pf_HApk = 0 je popséno v podkapitole 1.2 v (1.6) a (1.7).
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Véta 4. Predpoklddejme, ze A € RN*N je symetrickd pozitivné definitni matice, vektory x;,

jsou generovdny algoritmem Al a x je presné feSeni rovnice Ax = b. Pak plati
% —xla — 1% = xkq1lfa = wlerll* >0,

tj. A-norma chyby je klesajict.
Dukaz: Dukaz vychézi z rovnice Al:(6), ze které vyplyva vztah

I = xkrlfa = lIx = x5 — wprla-

Nyni, protoze vektor x — xj41 je A-ortogondlni k vektoru py (viz. podkapitola 1.3) lze pouzit
Pythagorovu vétu

Il = 3 = prla = Ix — xilla +7illprla-

Odsud jiz vyplyva dokazovany vztah

rx?
A

e = xkl[a — [l = xk4ala = 7EllPrlla =

O]

Nejen A-norma chyby je klesajici. I klasicka euklidovskd norma chyby je klesajici. K

dikazu monotonie této normy je potieba uvést a dokdzat nédsledujici lemmas:

Lemma 1. Predpoklddejme, ze A € RV*N je symetrickd pozitivné definitni matice a vektory

Pk jsou generovdny algoritmem Al. Pak plati:
T .
pzpj207 z7]_0717"‘7]\['
Diikaz: Dukaz je zalozen na indukci.
i) Prok = 1:
Pi Po = (r1 + 61p0)  Po = r{ Po + 61P) Po = I o + 61p) Po = 01P; Po > 0.

ii) Indukén{ predpoklad: pI'p; >0, i,j=1,2,... k.
iii) K dokdzanf: pi,p; >0, j=1,2,...,k+1:
I{Hrkﬂ T

Pj = Ti11Pj + 0k 1PLPj = —5——PLPj > 0.
I'k, I

Pr1Pj = (ki1 + Opr1Pk)”
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Véta 5. Predpoklddejme, ze A € RN*N je symetrickd pozitivné definitni matice, vektory x;,

jsou generované algoritmem Al a x je presné rFeSeni rovnice Ax = b. Pak plati:
2 2
[ = xp[|” =[x = Xp41 (|7 > 0.

Diikaz. Dukaz je postaven na stejném principu jako v piedchozi vété:

% = xk* = I = xe 1 = 29k(x —xk) pr — illpkl® =
n
= 2% ) P, — ekl =
=k

n
= 2% Y %P pi > 0.
j=k+1

Protoze koeficienty «; a vyrazy p?pk jsou kladné, celd prava strana tohoto vyrazu je kladna.
O



Kapitola 2

Chovani CG v konecné aritmetice

2.1 Ztrata ortogonality

Uz v puvodni préci Hestense a Stiefela [9] je uvedeno, ze algoritmus CG v koneéné arit-
metice ztraci vlastnosti, diky nimz najde feSeni nejvyse po N krocich. Zaokrouhlovaci chyby
totiz v algoritmu A1 hraji vyznamnou roli. Diky nim se velmi rychle ztraci ortogonalita mezi
reziduovymi vektory a A-ortogonalita mezi smérovymi vektory.

7, predchozi kapitoly vyplyva, ze podminka A-ortogonality smérovych vektoru je velmi
dulezitd. Algoritmus si vynucuje tuto podminku v rovnici A1l:(9). Je zde patrné, ze novy
smérovy vektor se poc¢itd pouze pomoci vektoru ziskanych z minulé iterace. Zajisti tak piimo
A-ortogonalitu k minulému smérovému vektoru a pak pomoci indukce lze dokazat, ze je
A-ortogondlni i ke vSéem minulym smérovym vektorum (viz. podkapitola 1.6, véta 3).

I tato vlastnost, tzn. ziskdvani smérového vektoru pouze pomoci vektoru vypoctenych v
minulé iteraci, pfispiva k rychlému S§iteni zaokrouhlovacich chyb. Ztratu ortogonality rezi-
duovych vektoru lze vysvétlit podobnym zpusobem.

Na obr. 2.1 demonstrujeme ztratu ortogonality i dalsi jevy zpusobené zaokrouhlovacimi
chybami. Porovnavaji se zde dvé veliciny ziskané bud algoritmem A1l pocitajicim v koneéné
aritmetice nebo algoritmem, ktery simuluje poé¢itani v presné aritmetice, viz. [6]. Tento algo-
ritmus se od Al li§{ tim, ze v kazdém kroku se reziduum dvakrat reortogonalizuje proti vSem

predchozim reziduim pomoci

rp =1, — Vi(Virg),

ry =1, — Vi(Virg),

kde Vi je matice Lanczosovych vektoru (1.21).
FP vypocty tohoto pozménéného algoritmu odpovidaji presnym vypoctim algoritmu Al s
relativni chybou fadu 10~1°. Proto zde bude oznacovan jako piesny. Algoritmu A1l poéitajicim

v konecné aritmetice budeme fikat FP algoritmus (FP = Finite Precision).
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Obrézek 2.1: A-norma chyby ||x—xj||a vypoCtend pfesnym algoritmem (modie) a FP algorit-
mem (modie pierusované), ztrata ortogonality ||[I— VI V| r vypoétend presnym algoritmem
(Cerné) a FP algoritmem (¢erné prerusované). Hodnota d predstavuje zpozdéni konvergence.
Inspirovano [22].

Vstupni hodnoty algoritmu pro tento vypocet jsou dany rovnicemi
xg = [0,0,...,0]7, b=Ax,, x.=][1,1,...,1]7 (2.1)

a matici A (LF10.mtx) lze najit na CD pfilozeném k préci a také na webové adrese [10].
Kiivka ||T — VngH F reprezentuje ztratu ortogonality reziduovych vektoru a je vykres-

lena cerné. Jde o Frobeniovu normu rozdilu jednotkové matice a matice V;{Vk, ktera by pii

presném vypoctu byla jednotkova. Modfe je zobrazena A-norma chyby (1.3). Pferusované

jsou znaceny vysledky FP vypoctu a plnou ¢arou jsou vykresleny vysledky presnych vypoctu.

2.2 Limitni presnost

V sekci 1.2 bylo ukdzano, ze vhodny zpusob jak méfit rozdil mezi presnym feSenim a
aproximaci feSeni je pomoci A-normy chyby (1.3). Ale to neni jediny zpusob. K pozorovéni

konvergence metody lze pouzit i normu skutecného rezidua r,(:) (t = true):

e = b — Axy ), (2.2)

prestoze narozdil od A-normy a euklidovské normy chyby pro normu rezidua neplati, ze klesa
v kazdém kroku (viz. sekce 1.6, véty 4 a 5).
Zajimavé je, ze normu rezidua lze pomoci A-normy chyby odhadnout shora i zdola (a také

naopak). Plat{
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VAl = xilla < [Ie7] < VN lx = %,

1 1
et

()
r <|x —xilla <

kde A; (An) je nejmensi (nejvétsi) vlastni ¢islo matice A. Princip odvozeni jednotlivych

)

nerovnosti je velmi podobny, a proto zde bude uvedeno pouze jedno odvozeni:

I501 = A% — Axl| = [AY2AM? (x = x0) | <
< [AMYPIAY2 (x = xp) || = VAN ]Ix = %3] A
Analyzou konvergence metody pomoci rezidui se zabyvala A. Greenbaum ve svém ¢lanku
[5]. Ukézala zde, Ze nelze ocekéavat, ze norma skutecného rezidua klesne pod uréitou hodnotu,

tzv. hladinu limitni presnosti.

Tato hladina byla odvozena na zékladé rozdilu mezi skute¢nymi a rekurzivnims rezidui
fk =b-— AXk — I, (23)

kde rekurzivni reziduum ry, je to objevujici se v algoritmu, tedy A1l:(7). Bylo zde dokézano,

ze plati:

1
.|| <ellA Ok) (1 24
6 < <Al o) (1-+max ], (2.4)

kde ¢ je strojova presnost a O(k) je ¢islo blizké hodnoté k.

Také zde bylo numericky ukdzano, ze v prubéhu algoritmu rekurzivni rezidua CG kon-
verguji k nulovému vektoru, nebo alespon jejich norma bude mnohem mensi nez je strojova
presnost €. Za urc¢itych podminek (napt. malé ¢islo podminénosti) a pro nékteré varianty CG
lze tato vlastnost i dokazat.

V téchto piipadech pravé strana (2.4) dava rozumny odhad nejmensich moznych hodnot
skute¢nych rezidui, tzn. hladinu limitni pfesnosti. Tento jev lze pozorovat i pii vypoctu A-

normy chyby v kone¢né aritmetice, jak ukazuje obr. 2.1.

2.3 Vliv konec¢né aritmetiky na Gaussovu kvadraturu

7 ¢ésti 1.4.3 vyplyvé, ze metoda sdruzenych gradient a Gaussova kvadratura spolu tzce
souvisi. Je tedy ocekavatelné, ze vliv kone¢né aritmetiky bude patrny i pfi pocitani Gaussovy
kvadratury.

Nésledujici experiment je inspirovany ¢lankem [15]. Obrézek 2.2 byl vytvoren pomoci
presného i FP algoritmu metody sdruzenych gradientu aplikovaného na matici A, kterd se

jmenuje besstkOl.mtx a lze ji najit na pfilozeném CD nebo v [11] a vstupni vektory byly
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zvoleny nasledujicim zptusobem:

T T
b=11,1,...,17, x¢=10,0,...,0]. (2.5)
10"
_______ -
_5 = ~ -
10 F === i
S -
= \
~ 6 1
| 10 F \ E
~ AN
- \
_ ‘o
10k -
1
1
10*3 L L L L L L L L L
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Obrazek 2.2: Chyba E = |I — Ii| pro pfesny algoritmus (modie) a FP algoritmus (modfe
prerusované). Inspirovéno [15].

V grafu je vykreslena chyba Gaussovy kvadratury integralu (1.22), tedy rozdil levé a pravé
strany rovnice (1.30), pro funkci f(\) = A~! v zdvislosti na poctu iteraci k. Tato chyba je zde

oznacend E a pocitd se pomoci vztahu

N k
E=|I-1I, I:Z%, IR:Z)\
i=1 " i=1

(S

k
%
)

S

kde v pifpadé presnych vypocti jsou AF a wk dény vztahy (1.28) a (1.29) prok = 1,2,..., N—1
a A; a w; jsou dany stejnymi vztahy pro k = N, kde N je velikost matice A. V piipadé FP
vypoctu se )\f a wf pocitda pro k=1,2,...,2N —1 a \; a w; jsou dény koeficientem k = 2N.

Na obrazku je patrné, ze kone¢na aritmetika ovlivnila chybu Gaussovy kvadratury in-

tegralu (1.22) funkce f(\) = A~! podobné jako A-normu chyby metody sdruzenych gradientii.

2.4 Vliv na CG z pohledu Gaussovy kvadratury

Bylo pozorovano, ze Lanczosuv algoritmus provedeny v konecné aritmetice ¢asto nena-
lezne viechna vlastni ¢isla matice A € RV*N do kroku N. Lanczosovy FP rekurence totiz v
nékterych iteracich misto nové aproximace vlastniho &isla naleznou aproximaci velmi blizkou

jiz nalezenému Ritzovu ¢&islu, tzv. kopii Ritzova ¢isla. Vlivem koneéné aritmetiky na vypocty



KAPITOLA 2. CHOVANI CG V KONECNE ARITMETICE 25

Lanczosova algoritmu se zabyva ¢lanek [6]. Jsou zde prehledné grafy ukazujici napiiklad kolik
Ritzovych cisel FP algoritmus naSel v kroku k a jaké kopie do tohoto kroku vygeneroval.

V ¢ésti 1.4.4 bylo naznaceno, ze pii presném pocitdni Lanczosuv algoritmus generuje
posloupnost polynomii, které jsou ortogonalni vzhledem ke skalarnimu souc¢inu, ktery je dan
vztahem (1.25) s vahami (1.26) (nebo vztahem (1.24) s distribuéni funkei (1.27)). Plati, ze
kofeny téchto polynomu odpovidaji Ritzovym ¢islim ziskanym Lancosovym algoritmem, viz.
[2].

Pokud by se tedy aproximace vlastnich ¢isel A uréovaly jako kofeny polynomu ziskanych
pomoci pfesného vypoctu CG, kopie Ritzovych ¢isel by se neobjevovaly. Na druhou stranu
vyskyt kopii je otekavatelny, pokud bychom Ritzova ¢isla ziskdvali jako kofeny polynomt,
které jsou ortogonalni vii¢i skalarnimu souéinu, ktery by byl dén jinym systémem vah. Tento
systém by byl vétsi a jeho vahy by vzdy byly rozprostfeny okolo vlastnich ¢isel A. Velikost
téchto vah by byla dana tak, aby soucet vah blizkych jednomu vlastnimu éislu odpovidal
puvodni vdze v tomto vlastnim éisle, tedy w;. Piiklad distribu¢ni funkce sestavené z téchto

vah je ukdzan na obr. 2.3. Dochdzi k rozmazani funkce.

E

A1 s Ai - AN

Obrézek 2.3: Nacrt distribuéni funkce odpovidajici vypoctim CG v konetné aritmetice

Posloupnost polynomt ortogonalnich vié¢i skalarnimu souc¢inu daném novym systémem
vah @; nebo novou distribuéni funkei w(\) 1ze ziskat aplikovdnim pfesného Lanczosova algo-
ritmu na matici A, kterd je vétsf nez puvodn{ matice a jejiz vlastni ¢fsla lezf uvnité malych
intervalu okolo vlastnich ¢isel puvodni matice A.

Polynom p;. této posloupnosti pak muze mit nékolik kofenu blizkych jednomu vlastnimu
¢islu A a pritom nemit kofeny odpovidajici ostatnim vlastnim &islim A. Tato vlastnost tedy
odpovidé vzniku kopii Ritzovych ¢isel u Lanczosova FP algoritmu, a protoze téchto polynomiu

je vice nez N, nelze od algoritmu CG ocekédvat, ze nalezne feSeni po N krocich.
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7 téchto uvah vyplyva, ze na vypocty FP algoritmu metody sdruzenych gradienta apli-
kovaného na soustavu rovnic Ax = b Ize hledét jako na vypocty presného algoritmu apliko-
vaného na vétsi systém rovnic A% = b a také jako na Gaussovu kvadraturu Riemannova-

Stieltjesova integralu
b

/f()\)dd)()\). (2.6)

2.5 Konvergence

2.5.1 Zpozdéni

Dulezitym dusledkem ztraty linedarni nezavislosti rezidui je zpozdéni konvergence metody
sdruzenych gradientu, které je patrné na obr. 2.1. Toto zpozdéni reprezentuje hodnota d
predstavujici pocet iteraci, které FP algoritmus potiebuje navic, aby dosahl stejné trovné

poklesu A-normy chyby ziskané pfesnym vypoctem. Plati:
d ~m — rank(Vy,), (2.7)

kde m je pocet kroku, ktery potiebuje FP algoritmus, aby dosdhl dané A-normy chyby a
rank(V,,) je hodnost (pocet linearné nezdvislych sloupcti) matice V,,, vystupujici v (1.10).
Odvozeni tohoto vztahu lze nalézt v [13, 23] a jeho princip je nésledujici.

Rychlost konvergence v pfesné aritmetice mizeme napsat ve tvaru

k

k
w.
leolld — llexld = lIroll Y =%,
i=1 )‘i

kde suma na pravé strané odpovida k-té Gaussové kvadratuie integrdlu (1.22) pro f(A) = A71.

V konecné aritmetice lze tento vztah vyjadrit pomoci

kK
W

leolfa — llexla = llrol* ) ;\Z +0(e),
i=1 "\

7

kde suma predstavuje k-tou Gaussovou kvadraturu integralu (2.6) a O(e) je ¢islo imérné
strojové presnosti.

Hodnoty téchto k-tych kvadratur se ale mohou podstatné ligit, protoze Gaussova kvad-
ratura integralu (2.6) muze urc¢it nékolik uzlu, které jsou velmi blizké jiz nalezenym uzlum
(kopie uzlu). Pokud se tak stane v kroku j, GQ nedavé lepsi aproximaci integralu nez tu
urc¢enou v kroku j — 1. Z toho vyplyva, ze aby si Gaussovy kvadratury integralu (1.22) a (2.6)
odpovidaly, musi GQ integralu (2.6) udélat d kroku navic. Hodnota d je uréena poctem kopii

uzla.
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Necht m = d + k a matice V,, je matice Lanczosovych vektort ziskand algoritmem prove-
denym v kone¢né aritmetice. Pak d muzeme urcit jako rozdil po¢tu sloupcu matice a hodnosti

matice, viz. (2.7).

2.5.2 Odhad

Existuje nékolik praci zabyvajicich se odhadovanim konvergence metody v koneéné arit-

metice. Napf. v [21] je dokdzano, Ze pokles chyby v koneéné aritmetice spliuje vztah

lexlfa — llex1lla = vellexl® + o, (2.8)

kde velikost ¢ zavisi na kvalité zachovani ortogonality mezi rip41 a pg. Vztah odpovidajici
(2.8) pro presné vypocty je dokézan vétou 4 v ¢asti 1.6.

Diky tomuto vztahu muzeme vyjadfit dolnf odhad |le[% ve tvaru

k+r—1

> Al

=k

Ptijde o dobry odhad, pokud |lex;.||3 < |lex||4- Tato hranice je médlo ovlivnéna zaokrouhlo-
vacimi chybami pro |lex||a/|leolla > ¢, viz. [13].

Pokud tedy v kroku k chceme uréit odhad A-normy chyby, musime udélat r iteraci al-
goritmu navic. Pocet kroka r potfebnych k ziskani dobrého odhadu zavisi na tom, jak moc

A-norma chyby kolem kroku k klesi. Volba hodnoty r tedy ztstava otazkou.

2.5.3 Strakosovy matice

Nyni se budeme vénovat urc¢itym typum matic, na kterych lze dobie demonstrovat mozny
vliv koneéné aritmetiky na chovani CG. Tyto matice jsou zavislé na parametru ¢, ktery urcuje
rozlozeni vlastnich ¢isel v matici. Zajimavé je, ze malou zménou tohoto parametru ziskame
velké zmény v zaokrouhlovacich chybach algoritmu CG v koneéné aritmetice.

V nésledujicich pokusech bude matice A sestavena takto:

— 1
Aii:)\iz)\l-f-h()\]v—)\l)c]vfl, 1=2,3,...,N —1. (2.9)

Nejprve se musi zvolit parametry N, A1, Ay a (, kde N urcuje velikost matice, A1 a Ay urcuji
nejmensi a nejvétsi vlastni ¢islo matice a parametr ¢ reprezentuje rozlozeni vlastnich ¢isel v
pozadované matici. Z téchto vstupnich hodnot a ptredpisu (2.9) lze ziskat celou matici A.
Parametr ¢ se voli z intervalu (0, 1). Plati, ze pro ( = 1 je rozlozeni vlastnich ¢isel uni-
formni, tedy vlastni ¢isla jsou rovnomérné rozlozena v intervalu (A, Ay). S klesajicim ¢ se

tato vlastnost ztraci a vlastni ¢isla se pfesouvaji smérem k A1, jak ukazuje obr. 2.4. Vstupni
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parametry tohoto grafu jsou dany rovnicemi: N = 24,
A1 =01, Ay =100 (2.10)

a je zde vykresleno rozlozeni vlastnich ¢isel pro ruzné hodnoty parametru (.

1(.\ T T ~ T T F
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velikost vlastnich ¢isel matice

Obrazek 2.4: Rozlozeni vlastnich ¢isel matic sestavenych pomoci (2.9) pro ruzné hodnoty
paramteru (. Inspirovéno ¢lankem [6].

2.5.4 Vliv rozlozeni vlastnich ¢isel

Na obr. 2.5 je naznaceno, jak rozlozeni vlastnich ¢isel ovliviiuje konvergenci CG. Matice
A, pro kterou je vypocet realizovédn, je sestrojena pomoci (2.9, 2.10) a N = 40. Vstupni
vektory pro algoritmus CG jsou ddny (2.1). Je zde vykreslena A-norma chyby v zavislosti na
poctu iteraci pro ruzné hodnoty (. Obrazek vlevo je vytvofen pomoci pfesného algoritmu CG
a vpravo pomoci FP algoritmu.

Je patrné, ze zatimco pro nékteré hodnoty ( se odpovidajici kiivky velmi lisi, pro ¢ =1
je kfivka vpravo a vlevo obrazku 2.5 stejnd. To znamend, Ze parametr ¢ ovliviiuje vyskyt
zaokrouhlovacich chyb ve vypoctech algoritmu CG.

V élanku [20] bylo ukazéno, ze existuje kritickd hodnota ¢ (oznacena (*), ve které jsou
zaokrouhlovaci chyby maximélni. Jev patrny na obr. 2.5 ukazuje z trochu jiného thlu pohledu
i obr. 2.6, kde je v zavislosti na parametru ¢ vykreslen pocet iteraci algoritmu CG, kterych
bylo potieba k dosdhnuti urcité blizkosti aproximace feSeni a skutecného feseni. Ta je dana

zastavovaci podminkou

lex]la
leola

< 10712, (2.11)
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Obréazek 2.5: A-norma chyby ||x — xx||a vypoctend piesnym algoritmem CG (vlevo) a FP
algoritmem (vpravo) v zavislosti na kroku k a pro ruzné rozlozeni vlastnich ¢isel ¢. Inspirovano
¢lankem [6].

Vypocty algoritmu byly provedeny v koneéné aritmetice se vstupnimi hodnotami (2.5) a
matice A byla ziskand z (2.9) pomoci (2.10) a N = 24,48, 96.

250
— N =24
200F | N — 48
\g — N=096
S 150-
Q
=
3 100
Q
o
o
50
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

parametr ¢

Obrézek 2.6: Pocet iteraci k algoritmu CG potiebnych k ziskéni zastavovaci podminky (2.11)
v zévislosti na ¢ a pro N = 24,48,96. Inspirovéno ¢lankem [20].

Nyni jiz je patrné, ze mala zména ¢ v okoli jeho kritické hodnoty vyvola velkou zménu v
zaokrouhlovacich chybach algoritmu CG, jak bylo napsano v za¢atku podkapitoly 2.5.3.

K dalsimu zkouméni tohoto jevu poslouzi dva grafy v obr. 2.7. Oba grafy byly sestrojeny
pomoci vstupnich hodnot pouzitych jiz v pfedchozim pripadé. Tentokrat zde ale bylo poc¢itano
s N € (0,100). Graf vlevo ukazuje, jak se vyviji kritickd hodnota (* v zavislosti na poctu

vlastnich ¢isel N a druhy (vpravo) ukazuje, kolik iteraci je potfeba k dosazeni podminky
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Obréazek 2.7: Kritickd hodnota (* v zavislosti na N (vlevo) a pocet iteraci potfebnych k
dosazeni podminky (2.11) pro kritické ¢* odpovidajici hodnoté N.

(2.11) pro kritické ¢* dané poétem vlastnich ¢isel N.
Je patrné, ze ¢* globalné roste, ale muze i lokalné klesat. Stejné tak i pocet iteraci, ale

lokalni pokles je zde méné znatelny.

2.6 Pouziti nasobné aritmetiky

V sekci 2.1 bylo popsano, jak lze v kone¢né aritmetice az na malou nepiesnost simulovat
presné vypocty. Tomuto zpusobu simulace budeme fikat dvojita reortogonalizace. Z obr. 2.1
je patrné, Ze ztrata ortogonality ||[I — VI V|| r vypoctend pomoci dvojité reortogonalizace je
fadu 10715,

Pfesngjsi vypoéty muzeme ziskat pomoci nasobné aritmetiky (Matlab: Symbolic Math
Toolbox), kde muzeme zvolit, na kolik platnych desetinnych mist bude program zaokrouh-
lovat. Samotnd implementace algoritmu Al pomoci ndsobné aritmetiky ale nedava dobré
vysledky ani pro velky pocet platnych desetinnych mist. Pokud tedy chceme zptesnit vypocet,
musime v nasobné aritmetice aplikovat algoritmus, ktery v kazdém kroku dvakrat reortogo-
nalizuje reziduovy vektor proti predchozim reziduim. Vysledky vypoctené timto zpusobem
budeme oznacovat jako vysledky vypoctené nasobnou aritmetikou.

Obr. 2.8 slouzi k demonstrovani téchto simulaci. Pro vstupni hodnoty stejné jako v piipadé
obr. 2.1 je zde vykreslena ztrita ortogonality v zévislosti na iteraci k. Cerné pierusované jsou
zobrazeny hodnoty vypoctené FP algoritmem. Simulace pomoci dvojité reortogonalizace je
zobrazena ¢erné a zbylé kiivky jsou vypocteny nasobnou aritmetikou. V prubéhu vypocétu
program zaokrouhloval na 30, 40 nebo 50 platnych desetinnych mist (zobrazeno cervené,

modfe nebo zelené).
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Obrazek 2.8: Ztréta ortogonality vypoctend pomoci FP algoritmu (¢erné prerusované), pomoci
dvojité reortogonalizace (¢erné) a pomoci ndsobné aritmetiky s 30 platnymi desetinnymi ¢isly
(Gervene), 40 platnymi desetinnymi ¢isly (modie) a 50 platnymi desetinnymi ¢isly (zelené).

2.7 Ruzné varianty CG

2.7.1 Zaokrouhlovaci chyby pfi vypocétu rozdilu rezidui

Lokalnimi zaokrouhlovacimi chybami dvouclennych rekurenci a tfi¢lennych rekurenci se
zabyvali napf. Martin Gutknecht a Zdenék Strakos ve své praci [7], ktefi se zde ¢asto odka-
zovali na praci Anne Greenbaum [5], kde analyzovala lokalni chyby dvouclennych rekurenci.
V ¢ldnku [7] 1ze tedy najit odvozeni lokalnich zaokrouhlovacich chyb pro tficlenné rekurence
a v ¢lanku [5] odvozeni téhoz pro dvouclenné rekurence. Oba ¢clanky pouzivaji k této analyze
rozdil mezi skutecnymi a rekurzivnimi rezidui.

Vysledky jednotlivych analyz pro dvouclenné a tficlenné rekurence se velmi lisi. Rozdil

mezi rezidui spoc¢tenymi dvouclennymi rekurencemi je dan:
k
fk+1 =fy— le, lj = Amj + nj, (212)
j=0

kde m; predstavuje lokdlni zaokrouhlovaci chybu vzniklou implementaci A1:(6) v konecné

aritmetice a n; je chyba vznikld implementaci A1:(7), tzn.
Xk41 i= Xg + VkPk + My,

Tyl i= Tk — Ve APy + Dy

Tento rozdil fx, 1 je ve skute¢nosti pouze soucet lokédlnich chyb.
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odvozeni v [7] autofi predpokladali, ze t¥iclenné rekurence objevujici se v algoritmu vypadaji
v konecéné aritmetice nasledovné

rir1 = (Arp — rpon — rp—1Bp—1 + 8k) /s

Xp1 = — (Cp + Xpou + X1 8k—1 — hy) /.

Koeficient ¢y je zdmérné vybran tak, aby ¢p = —(ax + Sx—1). Vysledkem jejich analyzy
je tedy tvar rozdilu fy41 mezi skutecnymi a rekurzivnimi rezidui pro algoritmy zalozené na

tticlennych rekurencich:

frr1 =1%o —1lo

_10@ -1
Qaq
1 Bob1 1 B1
— I —hLh— -1
[65Ke %] (%)
Bob1 - Br—1 Br—1
g — . =1 — 1,
a1 - A ag

kde 1z = (—bep + Ahy + gk)é a € je zaokrouhlovaci chyba vznikld poc¢itanim koeficientu
¢k v konecné aritmetice, tj. o = — (g + Br_1) + €k

Na prvni pohled je patrné, ze tvar této mezery je mnohem slozitéjsi. Velikost fy 1 zalezi
na vice proménnych nez u (2.12), a proto je mozné, ze bude mnohem vétsi. Jak bylo napsano
v Casti 2.2, vétsi rozdil muze znamenat, ze je algoritmus vice poznamenédn zaokrouhlovacimi
chybami a maximalni dosazitelna piesnost feseni je horsi. Tento jev je patrny na obr. 2.9.

Oba grafy obr. 2.9 jsou vytvofeny pomoci FP algoritmu Al, A3 a A4. Je zde tedy
porovnéna Hestenesova-Stiefelova, Rutishauserova a Hagemanova-Youngova verze metody

sdruzenych gradientu. Vstupni parametry byly nastaveny nésledujicim zptisobem:
A=VTVT x;=[0,0,...,0f, b=Ax,

kde x. = [1,1,...,1]T, V je unitarni matice ziskand pomoci QR rozkladu matice ndhodné a

T je tridiagonalni matice s koeficienty
Ty =10"", Tyn =107,

Ty =10°, T 1;=Ti;1=10"% i=23,...N—1.

Prvni z grafu vykresluje euklidovskou normu skute¢ného rezidua ||r,(€t)|] danou (2.2) v
zavislosti na iteraci k& a druhy euklidovskou normu rozdilu (2.3) také v zavislosti na poctu

iteraci k.
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Obrazek 2.9: Norma skuteéného rezidua ||r,(:)|| (vlevo) a norma rozdilu rezidui ||fx|| (vpravo).
Oba grafy byly vypocteny tfemi riznymi algoritmy: Hestenesovym-Stiefelovym algoritmem
(zelené), Rutishauserovym algoritmem (modie) a Hagemanovym-Youngovym algoritmem
(Cervené). Inspirovéno ¢lankem [7].

Z obrazku je patrné, ze algoritmy CG zalozené na dvouclennych rekurencich (tedy HS a R
verze) maji oproti algoritmu zalozeném na t¥i¢lennych rekurencich (HY verze) mnohem mensi
normu rozdilu ||fx| i normu skute¢nych rezidui Hr,(f) |l. To tedy znamen4, Ze tyto varianty jsou
méné poznamenany zaokrouhlovacimi chybami a také, ze jejich hladiny limitni pfesnosti jsou

mensi.

2.7.2 Vliv zaokrouhlovacich chyb pfi analyze zachovani ortogonality

Dalsi jev, diky kterému lze porovnavat ruzné varianty metody sdruzenych gradientt, je

zachovani ortogonality. Pro HS variantu byla totiz v [23] dokédzana vlastnost

-2
b | < ellrj|*VR(A)O(jn + ‘75) +0(e%), j=12...,N—1, (2.13)

kde ¢ je strojova presnost a k(A) je ¢islo podminénosti matice A.
Obr. 2.10 ale ukazuje, ze tato vlastnost pro ostatni verze CG neplati. Graf je vytvofen

opét pomoci FP algoritmt Al, A3 a A4. Tentokrat se vstupnimi parametry

b=—, b=[1,1,...,1]7 (2.14)

I b
ol

XQZ[O,O,...,O

a matice A (besstkOl.mtx) je na prilozeném CD a v [11]. V grafu je vykreslena lokalni or-
togonalita mezi normalizovanymi vektory p; a r;i1, kde pro algoritmy R a HY je vektor

p; nahrazen vektorem x;;1 — x;. Plati totiz, Ze normalizované vektory odpovidajici témto
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vektorum jsou si rovny, viz. A1:(6). V grafu jsou tedy vykresleny hodnoty vyrazu

T
1pjllllrj4all” [1%j+1 = %[l
v zavislosti na hodnoté iterace j.
10*107 n
=3
e
CE Wf\/‘\/\/w\/\/\/\/ ’
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Obréazek 2.10: Lokélni ortogonalita (2.15) vypoctend Hestenesovym-Stiefelovym algoritmem
(zelené), Rutishauserovym algoritmem (modie) a Hagemanovym-Youngovym algoritmem
(Cervené).

V grafu je kromé samotnych skaldrnich souc¢inu (2.15) vykreslena i hranice
eVr(A),

kterd je odvozend z hranice (2.13). Je patrné, ze ani jedna z kiivek odpovidajicich verzi R
nebo HY nelezi celd pod touto hranici a také, ze jejich lokalni ortogonalita se ztraci velmi
rychle.

Kiivka odpovidajici HS algoritmu neni souvisla. Plati, ze v mistech preruseni se hodnota
(2.15) rovna nule. V presné aritmetice by se vzdy tato hodnota rovnala nule. Dikaz se opira

o vyjadfeni parametru v; ve tvaru (1.4), tedy

P;
p; Ap;

T T T T
P rj+1 = Pp; (rj —7jAp;) =P, Ij — p; Ap; =0.
Obr. 2.11 se opét zabyva ztratou ortogonality mezi reziduovymi a smérovymi vektory.
Tentokrét ale vyvojem ztraty ortogonality, tedy pocita se vyraz ]r{pil, 1=1,2,...,k—1pro

predem dany pocet kroku k a normalizované vektory ry a p;. Vstupni hodnoty jsou zvoleny



KAPITOLA 2. CHOVANI CG V KONECNE ARITMETICE 35

stejné jako v predchozim piipadé. Vykresleny jsou tedy hodnoty vyrazi

ri pil ] (xi41 — x3)|
— R resp.
ekl lp:l ekl — x|

(2.16)

pro k = N, kde N je velikost matice A, v zavislosti na parametru 3.
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Obrézek 2.11: Vyvoj ztréty ortogonality (2.16) vypocteny Hestenesovym-Stiefelovym algorit-
mem (zelené), Rutishauserovym algoritmem (modfe) a Hagemanovym-Youngovym algorit-
mem (Cerveneé).

Zachovani ortogonality vektoru rp a p; je pro algoritmy dulezité, protoze pokud tato
vlastnost je zachovana, metoda sdruzenych gradienti konverguje rychleji. Vyraz rgpi totiz
méii kvalitu zachovani A-ortogonality chyby e k pfedchozim smérovym vektorum (tj. ke

korespondujicimu Krylovovu podprostoru):
ripi = (b— Ax) p; = (x — xz)" Ap;.

A pokud je tato vlastnost ortogonality zachovéna, znamend to, ze A-norma chyby je mi-
nimalni, viz. sekce 1.2.

Dalsi obrazek (obr. 2.12) byl vykreslen opét se stejnymi vstupnimi hodnotami, tedy matice
A je ddna [11] a vektory jsou dény (2.14). Ukazuje A-normu chyby v zavislosti na kroku k
pro vSechny tfi algoritmy.

Lze zde pozorovat, ze aproximace feSeni ziskané HS algoritmem konverguji rychleji nez
ty ziskané ostatnimi algoritmy, coz odpovida tomu, ze algoritmus lépe zachovava podminku
A-ortogonality chyby k prostoru danému smérovymi vektory p;, tj. ke Krylovovym podpro-
storum (1.8). Tento jev tedy potvrzuje vysledek naseho piredchoziho experimentu.

Na obrazku je patrny i jev popsany v podkapitole 2.2, tzn. A-norma chyby neklesne
pod urcitou hladinu piesnosti, ktera je pro R a HS algoritmus mnohem mensi nez pro HY

algoritmus.
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Obréazek 2.12: A-norma chyby [|x — xi||a vypocCtend Hestenesovym-Stiefelovym algoritmem
(zelené), Rutishauserovym algoritmem (modie) a Hagemanovym-Youngovym algoritmem
(Cervené).

2.7.3 VIiv na skalarni souc¢in smérovych vektoru

N4&s dalsi experiment se zabyva zachovanim vlastnosti
pip; >0, 4,j=0,1,...,N (2.17)

pri vypoctech v konecné aritmetice. Tato vlastnost je pro presné vypocty dokdzana v lemmatu 1
uvedeném v ¢asti 1.6. Nejprve se budeme vénovat piipadu se dvéma po sobé jdoucimi smérovymi
vektory, tj.

P/ Pj+1 >0, j=01,... N—-1 (2.18)

Myslenka dukazu zachovéni (2.18) v koneéné aritmetice by mohla byt nasledujici. Rovnice

A1:(9) pocitand v kone¢né aritmetice je ddna predpisem
Pj+1 =Tj41 + 0j41P; + Qj+1,

kde q;41 je vektor obsahujici zaokrouhlovaci chyby. Pfendsobenim této rovnice zleva smérovym

vektorem p}r ziskame
PJTP]‘H = p]TI“jH + 5j+1pijj + p]TQj+1-

Vyrazy pjTrj+1 a p?qj+1 jsou velmi malé (imérné strojové presnosti). Vektor q;j;1 totiz

odpovidé zaokrouhlovaci chybé a absolutni hodnota p]Ter je shora omezena pravou stranou
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nerovnice (2.13). Zanedbame-li pro jednoduchost obé ¢isla imérné e, dostaneme

T rJT+1PJ'+1 T
0j+1P; Pj = ij pj > 0.
Obréazek 2.13 byl vypocten pro vstupni hodnoty opét danymi [11] a (2.14). Vlevo je graf
vykreslujici hodnotu skalarniho sou¢inu po sobé jdoucich normalizovanych smérovych vektoru.
V piipadé R a HY algoritmu se normalizované smérové vektory urcuji stéjné jako v pfedchozim

piipadé. Pocitame tedy

T
PPt (O %) (G2 — %)
17 s+l %01 — %5112 — xj41]|

j=1,2,...,N—1. (2.19)

Vpravo je vykreslen skaldrni sou¢in normalizovaného k-tého a i-tého smérového vektoru (ana-
logicky k obrézku 2.11), tedy

T, _ Ty 1 — ~:
PP B X)) (KX)o, (2.20)
[Pl |pe] 1xkt1 = xe[lIxir1 — x|
kde k je urceno jako velikost matice A.
1 1
k & v i! & 0.9
0.95 1
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Obrazek 2.13: Skaldrni soucin dany vztahem (2.19) (vlevo) v zdvislosti na iteraci j a skaldrni
souc¢in dany (2.20) (vpravo) v zdvislosti na iteraci ¢ pro k = N. Kfivky byly vypocteny Hes-
tenesovym-Stiefelovym algoritmem (zelené), Rutishauserovym algoritmem (modfe) a Hage-
manovym-Youngovym algoritmem (Cervene).

Diilkaz zachovani vlastnosti pfpi > 0 v konecné aritmetice vyzaduje fadnou analyzu
zaokrouhlovacich chyb, kterd je nad ramec této prace. Pfesto obrazek naznacuje, ze vlastnost

(2.17) muze byt pro vechny tii verze CG zachovana.



Kapitola 3

Simulace vypoctu CG v konecné

aritmetice

3.1 Uvod do problému

V sekci 2.4 bylo naznaceno, pro¢ lze na FP vypocty Lanczosova algoritmu hledét jako na
vypocty presného algoritmu aplikovaného na vétsi matici A. Touto myslenkou se podrobné
zabyvala Anne Greenbaum ve své praci [4].

Jednim z cilt jeji prace bylo dokédzat, ze vypocty pomoci jakychkoliv trochu perturbo-
vanych rekurenci Lanczosova algoritmu jsou ekvivalentni (az na malou nepfesnost) presnym
vypoétum s vhodnou matici A a startovacim vektorem ¥. Matice A je urcena tak, aby
v8echna jeji vlastni ¢isla lezela v malych intervalech okolo vlastnich ¢isel puvodni matice,
tzv. shlucich vlastnich Cisel, a vektor v je zvolen tak, aby jeho prvni komponenta byla rovna
normé puvodniho vektoru v a ostatni komponenty byly nulové.

K tomu bylo potifeba dokazat, ze pro kazdou iteraci k se matice T} generovana Lan-
czosovym FP algoritmem aplikovanym na A rovna matici, kterd je generovana presnymi
rekurencemi aplikovanymi na A. Nejprve bylo nutno ukézat, ze kazdd T muze byt rozsifena
na matici Tx .y, jejiz vlastni ¢isla jsou rozprostfena okolo vlastnich ¢isel A.

Z toho duvodu navrhla metodu, jak z matice T} ziskat Tgi.,.- Tato metoda spociva
v rozsiteni Ty o koeficienty vypoctené Lanczosovym algoritmem, ktery bude nové vektory
reortogonalizovat navzajem a také vici nezkonvergovanym Ritzovym vektorim. Dokéazala, ze
pro tuto matici do kroku N + m, kde N je velikost matice A a m je pocet zkonvergovanych
vektoru, bude 8 rovna nule. Za predpokladu, Ze tato skute¢nost nastane v nejhorsim piipadé,
tedy v kroku N 4+ m, bude Bn4m+1 rovna nule a matice Ty, bude odpovidat matici A.

Postup sestrojeni matice T, a tedy i postup sestrojeni systému, jehoz pfesné vypocty
odpovidaji perturbovanym vypocétum puvodniho systému, byl v [4] popsan peclivé. V dalsim

budeme o presnych vypoctech tohoto systému uvazovat jako o simulaci FP vypoctu.
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3.2 Sestrojeni simula¢éni soustavy rovnic

Piiklad simulace FP vypoctu, ktery vychazi z postupu uvedeného v [4] a ktery byl pouzit
pro experimenty zde uvedené, je nésledujici.

Nejprve se pomoci porusenych Lanczosovych rekurenci (FP algoritmus) aplikovanych na
matici A a vektor v vytvoil matice Vi, = [v1,va,...,vi] a Tk, viz. (1.10). Z téchto matic a

také z hodnoty fSi11 se zjisti, jaké vektory nejsou zkonvergované nasledujicim zpusobem.
e Vypocte se spektralni rozklad matice TY:
T; = STes,

kde matice ® ma na své diagonale uloZena Ritzova ¢isla a matice S mé ve svych

sloupcich ulozeny ortogonalni vlastni vektory matice T}.

e Provede se takovéa normalizace, aby posledni komponenty vlastnich vektora byly kladné

a pomoci této upravené matice S se vypocitaji Ritzovy vektory

Z =V,;S.

e Nisleduje posouzeni, zda Ritzova ¢isla jsou dobie oddélena nebo zda se nachazi v shluku.
Plati, ze Ritzovo ¢islo 6; je soucasti shluku, pokud
min M M
iz Al T
kde p je vhodnd tolerance. Vlastni ¢isla, kterd tuto vlastnost nespliiuji, jsou oznacena

jako dobte oddélend.

e Ritzovy vektory z; odpovidajici dobte oddélenému Ritzovu &islu se nazyvaji zkonvergo-

vané, pokud
Bk-‘rlS}c S ’197

kde siz je i-t4 komponenta k-tého vlastniho vektoru matice Ty a ¥ je opét vhodna
tolerance, ovSem obecné jina nez p. Ostatni vektory odpovidajici oddélenym Ritzovym

¢islum jsou oznaceny jako nezkonvergované.

e Pro vlastni ¢isla, kterd jsou soucasti jednoho shluku, se urci tzv. vektor shluku, ktery

je linedrni kombinaci vSech Ritzovych vektori odpovidajicich témto Ritzovym ¢&islim,

tedy
1 2
" El: skzl, v = Z (sfk) ,

zZ
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kde [ je koeficient Ritzovych ¢éisel patficich do shluku. Zda je vektor shluku zkonvergo-

vany, se kontroluje pomoci podminky
Brt1v < V.

e Hodnoty parametru p a ¢ mohou byt zvoleny ruzné. Zde jsou uréeny pomoci strojové

presnosti a v pripadé ¥ také pomoci normy matice A:
pi=+e, 0:=+e|A].

Od k-tého kroku spustime pozménény Lanczosuv algoritmus, tj. aplikujeme pozménény
algoritmus na matici A a vektor v = vi. Tento algoritmus v kazdé iteraci reortogonalizuje
nové vznikly vektor proti vSem vektorum jiz spoctenym timto algoritmem a také proti ne-
zkonvergovanym vektorim z a z. Koeficienty 34, a oy vznikajici béhem toho vypoctu se

postupné uklddaji do matice

Ty Bry1
Br+1 k41 Bra2
Thyj = Br+2
Bt
L Brri  OCktj |

od indexu k. Pokud B4 41 = 0, tato matice bude odpovidat matici A uvazované v predchozi
podkapitole. V [4] je dokazano, ze vlastni ¢isla T}y  jsou vSechna umisténa ve shlucich okolo
vlastnich ¢isel puvodni matice A. Zde je tedy ukéazéno, jak matici T} rozsifit na matici A.

V [4] je také dokédzano, ze vypocty Lanczosovym algoritmem aplikovanym na matici A a
vektor v v kone¢né aritmetice je mozné simulovat pomoci piesnych vypoctu aplikovanych na
matici A = Ty, (za piedpokladu By 11 = 0) a startovaci vektor ¥ = [vlleq)-

Podobné vlastnost lze dokédzat i pro vypocéty provedené algoritmem metody sdruzenych
gradientu. Pomoci FP algoritmu a rovnic (1.19) a (1.20) se sestroji matice Ty, najdou se
nezkonvergované vektory a pak se pokracuje v sestavovani matice Ty, ; pozménénym algo-
ritmem (reortogonalizace rezidui proti nezkonvergovanym Ritzovym vektorum a vzdjemna
reortogonalizace), dokud f4 ;41 nebude rovno nule.

Plati, ze vypocty FP algoritmu aplikovaného na soustavu Ax = b odpovidaji (az na malou

nepfesnost) vypoctum presného algoritmu aplikovaného na soustavu

~ -~

Ax=b, kde A=Ty; a b=|bley). (3.1)
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3.3 Srovnani simulace se skutec¢nosti

3.3.1 Experimenty

Tato sekce se bude zabyvat experimenty srovnavajicimi FP vypocty algoritmu metody
sdruzenych gradientu s jejich simulacemi.

Nasledujici experiment ukazuje, ze pokud pfesny algoritmus je urcen algoritmem po-
psanym v sekci 2.1, simulace odpovidd skuteénosti az na relativni chybu fadu 10719, Jako
matice A je zde vybrdna opét matice besstkOl.mtx (viz. [11]), jejiz velikost oznac¢ime N a
vstupni vektory jsou dany (2.5).

V grafu vlevo obrazku 3.1 je ¢ernou barvou vykreslena A-norma chyby vypoctena po-
moci algoritmu CG v koneéné aritmetice a ¢ervené a modfe jsou vykresleny A—normy chyby
vypoctené pomoci presného algoritmu aplikovaného na soustavu rovnic (3.1). Matice A vznikla
postupem popsanym v podkapitole 3.2 pro hodnotu parametru k = N (zobrazeno modie) a
pro k = 2N (zobrazeno ¢ervené). Pferusované kiivky urcuji iteraci k pro obé simulace FP
algoritmu. Modra urcuje hodnotu N a cervena 2N.

Graf vpravo obrazku 3.1 vykresluje relativni rozdil A-normy chyby vypoctené FP algorit-

mem s A-normou chyby vypoctenou simulaci, tedy

1% —xklla —[1% — Rillz

D=
[x — x|la

(3.2)

Modie je vykreslen relativni rozdil odpovidajici modré a ¢erné kiivce grafu vlevo a Gervené

relativni rozdil odpovidajici ¢ervené a ¢erné kiivce grafu vlevo.

norma chyby

| | | |
10° | 10° | |
| | |
| | |
| | |
| | |
\ 10" ! \
| | |
[ Q [ \
| | |
| | |
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| | |
-10
| 10 | |
|
| ] |
|, 1 . , . | A A | .
50 100 150 20 40 60 80 100 120
k-t4 iterace k-t4 iterace

Obrazek 3.1: Vlevo je vykreslena A-norma chyby ||x—xg||a vypoctend FP algoritmem (Gerné)
a A-norma chyby % —X|| 4 vypoctend piesnym algoritmem pro matici A danou parametrem
k = N (modfe) a k = 2N (Cervené). Vpravo je relativni rozdil chyb urceny vztahem (3.2)
odpovidajici stejnym simulacim.
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7 predchozich uvah vyplyva, ze do kroku oznac¢eném prerusovanou ¢arou by kiivka uréena
presnym algoritmem aplikovanym na (3.1) méla odpovidat kiivce uréené FP algoritmem pro
(1.1), coz tento obrazek potvrzuje. Déle by mélo platit, ze Si4;41 odpovidajici matici A=
T4, se rovnd nule. Pro matici A ziskanou prechozim experimentem a danou parametrem
k = N plati Bytjr1 = 3.9 10733 a pro k = 2N plat{ Brtj+1 = 3.0 x 10729, takze i tato

vlastnost simulace plati.

3.3.2 Presnéjsi vypocty pomoci nasobné aritmetiky

Pomoci ndsobné aritmetiky lze matici A urcit piesnéji. Pokud vypocty algoritmu, pomoci
néhoz sestavujeme druhou ¢ast matice A provedeme nésobnou aritmetikou, ziskdme mnohem
mens{ hodnotu By ;41. Napiiklad pokud program zaokrouhluje na 50 platnych desetinnych
mist, v pfedchozim experimentu pro k = N vyjde Sy yj41 = 3.1 % 10790,

Lepsi aproximace FP feSeni ale pomoci nasobné aritmetiky nedostaneme. Relativni rozdil
chyb (3.2) v tomto pifpadé totiz neklesne pod hranici 10712, piestoze i vypocet Ax=5b

provadime nasobnou aritmetikou.

3.4 Jiné varianty simulace

Podobné vysledky pfi vypoctu A-normy chyby FP algoritmem davé i presny algoritmus
aplikovany na soustavu (3.1), kde matice A vznikla nésledujicim postupem. Nejprve se vytvori
matice T} pomoci FP algoritmu a poté se pokracuje v sestaveni Tj; pomoci piesného
algoritmu. Tento algoritmus bude reortogonalizovat nové vznikld rezidua vuci predchozim
reziduim (vzniklym az pfi pocitdni presného algoritmu), ale nebude reortogonalizovat vuci
nezkonvergovanym Ritzovym vektorim Tj. Za matici A pak bude povazovand matice Tt
pro kterou plati 8411 = 0, kde parametr j bude obecné jiny nez v ptredchozim piipadé.
Vektor b bude opét dan vztahem b = [blle;), kde velikost matice e(;) je déna velikosti
matice A.

Matici A, kterd vznikla postupem popsanym v ¢asti 3.2, budeme znacit Ac (G = Gre-
enbaum) a matici, kterd vznikla timto postupem, budeme znacit App (FE = Finite-Exact).

Obrazek ¢. 3.2 byl vykreslen pro stejné vstupni hodnoty jako v pfedchozim piipadé. Graf
vlevo ukazuje A-normu chyby vypoc¢tenou pomoci FP algoritmu aplikovaného na soustavu
(1.1) (¢erne), A pp-normu chyby vypoétenou presnym algoritmem (modfe) a A g-normu chyby
vypoctenou presnym algoritmem (éervené). Parametr k byl tentokrét pro obé simulace zvolen
stejné a jeho hodnota je zobrazena ¢erné pieruSovaneé.

Graf vpravo je zavislosti relativniho rozdilu norem chyb spocteného stejnym zptusobem
jako v pfedchozim pfipadé, tj. pomoci (3.2) na poctu iteraci. Cervené je vykreslen relativni
rozdil A-normy chyby a Ag-normy chyby a modfe rozdil A-normy chyby s A pg-normou
chyby.
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Obréazek 3.2: Vlevo je vykreslena A-norma chyby vypoctend FP algoritmem (Gerné), Apg-
norma chyby vypoc¢tend presnym algoritmem (modie) a A -norma chyby vypoctend presnym
algoritmem (Cervené). Vpravo je relativni rozdil chyb uréeny vztahem (3.2) pro odpovidajici
ktivky z grafu vlevo.

Je patrné, ze A pp-norma chyby odpovidda A-normé chyby déle nez A -norma chyby.
Matice A pp ale nespliuje vlastnost, ktera byla pro matici A predpokladana. V matici App
totiz existuji vlastni ¢isla, kterd nejsou blizkd zadnému vlastnimu ¢islu matice A. V ¢lanku [4]
je dokdazano, ze velikost shluki matice A neptresdhne ur¢itou hranici a nasledujici obrazek
ukazuje, ze pro Arg je tato hranice pfekrocena.

Obr. 3.3 je vypocten pro stejné vstupni hodnoty jako v predchozich ptipadech. Je zde pro
kazdé ¢islo matice App (modie) a Ag (Cervend) vykreslena jeho vzdalenost k nejblizsimu

vlastnimu ¢islu matice A, tedy

{HQiani—)\j’, 1=1,2,...,k+ 7,

kde 6; jsou vlastni ¢isla matice AG (resp. AFE) a A; jsou vlastni ¢isla matice A. Cerné je
vykreslena hranice
10e[|A[],

kterd byla odvozena z ¢lanku [4] a kterd udava odhad velikosti shluku matice Ag.

Je patrné, ze vzdalenost vlastnich &fsel matice App od vlastnich éisel A prevysuje tuto
hranici o 15 fada. Jinak feceno, vlastni ¢isla této matice nelezi ve shlucich okolo vlastnich
Cisel A.

Hlavnim piinosem ¢lanku [4] bylo ukdzéni, ze rekurence CG implementované v konecéné
aritmetice se stale chovaji jako rekurence CG (aplikované na jiny systém rovnic). Z toho plyne,

ze nékteré vlastnosti metody sdruzenych gradientt v konetné aritmetice muzeme urcit jako
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Obrézek 3.3: Vzdélenost 0; od nejblizsiho vlastniho ¢isla A; vykreslend pro hodnoty parametru
1=1,2,...,k+ j. Cervené jsou vykresleny vzdélenosti pro vlastni ¢isla matice Ag a modré
znacky odpovidaji vzdalenostem vlastnich ¢isel Arpg od A;.

vlastnosti metody pocitajici Acx =b.

Tuto myslenku ukazuje i nas experiment, tedy nékteré vlastnosti vypoctu aplikovanych na
App odpovidaji vlastnostem FP vypoctu aplikovanych na A. Otazkou ale je, zda matice Apg
je uzitecnd pro dalsf experimenty ¢ teoretické ticely. Matice A totiz diky svym vlastnostem
umoznuje dalsi zamysleni nad problémem.

Této otazce se vénuje i ¢lanek [16], jehoz vysledky pfipominaji zpétnou analyzu zaokrouh-

lovacich chyb, pfestoze se o standardni analyzu nejedna. Je zde ukézano, ze aplikovanim

T
g 0]+sza 0:[()])
o A v

kde Hj, je matice ur¢end perturbacemi, ziskdme po k krocich matici T}, 41, kterd odpovida

presného Lanczosova algoritmu na

~

A=

matici ziskané FP algoritmem aplikovanym na A a vektor v. Sami autofi ovSsem naznacuji,
Ze neni ziejmé, jak tento vysledek chépat a interpretovat. Jeho dalsi pouziti bude vyzadovat

hlubsi zamysleni.



Kapitola 4

Model CG v konec¢né aritmetice

4.1 Model FP vypocta

4.1.1 Konstrukce modelu

V kapitole 3 bylo ukazano, ze FP vypocty algoritmu metody sdruzenych gradientii az
na malou nepiesnost odpovidaji pfesnym vypoctum aplikovanym na soustavu A% = b danou
(3.1). Bylo ukézéno, ze matice A m4 viechna vlastni ¢isla umisténa ve shlucich okolo vlastnich
¢isel A. Slo o simulaci FP vypoctu, kterd vznikla aposteriorni konstrukei systému, tedy na
zakladé dat spoctenych prii FP vipoétu se sestrojila matice A, pomoci niz simulujeme vypoéty
CG v konecné aritmetice.

Tato ¢ast prace se zabyva modelem vypoc¢tu provedenych v kone¢né aritmetice. Tento
model je vytvofen na zdkladé myslenky uvedené v kapitole 3, ale jde o apriorni konstrukci
systému, tzn. systém je sestrojen pouze na zakladé znalosti spektralnich vlastnosti matice A
a projekci pravé strany do ortonormalni baze vlastnich vektoru A. Plati, Zze vypocty presného
algoritmu aplikovaného na tento systém (AX = b) jsou podobné vypoctim FP algoritmu
aplikovaného na systém Ax = b.

Model je sestrojen na zakladé ¢lanku [6]. Autofi zde chtéli ukdzat, ze presny vypocet
aplikovany na jakoukoliv matici A, kterd mé vlastni ¢isla rozprostiena okolo vlastnich &isel
A, je podobny FP vypoctu aplikovaného na matici A. To je tedy dalsim rozdilem mezi
modelem a simulaci, protoze pti simulaci jde o konkrétni matici.

V nésledujicich experimentech je matice A ddna pfedpisem
A = diag[)\ll, /\12, . 7)\1m, )\21, ey )\Qm, c. ,)\Nl, ey )\Nm], (4.1)

kde A;; jsou vlastni ¢isla uvniti shluku odpovidajicimu i-tému vlastnimu ¢islu matice A. Tyto
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vlastni ¢isla jsou rovnomérné rozlozena na intervalu velikosti x a jsou dana vztahem

- m+1
J— o

)\ij:Ai_{—imfl

X, j=12,....m, m=7, x=10¢||A], (4.2)
kde m je pocet vlastnich ¢isel v shluku.

Vektor b je uréen pomoci vektoru b nasledujicim zptisobem
b= 11,012, -+, b1 b2ty <oy D2y o BN, - ey b (4.3)

Hodnoty b;1, ..., by, odpovidajici ¢islu b; se rovnaji a plati, ze
Z b2, = (UTh)?, (4.4)
kde sloupce U odpovidaji jednotkovym vlastnim vektorim matice A.

4.1.2 Experimenty

Nasledujici experiment vykresluje A-normu chyby vypocétenou algoritmem provedenym v
kone¢né aritmetice a aplikovanym na matici A popsanou v ¢asti 2.5.3 a danou vztahy (2.9) a
(2.10) pro velikost matice N = 40 a vhodny parametr {. Vektory b a xg jsou zvoleny podle
(2.1). Déle je zde vykreslena A-norma chyby ziskand presnym algoritmem aplikovanym na
matici A (4.1, 4.2) a vektor b (4.3, 4.4), které jsou vypoctené z A a b. Vektor %o byl i zde
zvolen jako nulovy.

V grafu na obr. 4.1 jsou vykresleny kiivky vypoctené pro rizné hodnoty parametru (.
Plnou ¢arou jsou oznaceny A-normy chyby vypoctené v koneéné aritmetice. Tyto A-normy
chyby jsou vykreslené jiz v grafu 2.5. Pierusované jsou oznaceny A-normy chyby vypoétené
presnym algoritmem.

7 obrazku je patrna urcitd podobnost konvergenéniho chovani FP vypocti a presnych
vypocti aplikovanych na modelovy systém. Napiiklad obé kfivky odpovidajici { = 0.8 maji
etapy, kdy nedochézi k priblizovani aproximace feSeni k presnému feseni vystiidané prudkym

poklesem chyby.

4.2 Konstrukce dalsiho modelu

Tato ¢ast prace se zabyva hledanim modelu, ktery by odpovidal 1épe. V pfedchozim mo-
delu byly slozky vektoru b = [b;1, b2, . .., bim] stejné, coz odpovidé stejnym vahdm v i-tém
shluku distribuéni funkce wg(\), dané (1.27). Plati, ze polynomy sestrojené piesnou meto-
dou sdruzenych gradientu jsou ortogondlni vuci skaldrnimu soucinu, ktery je dan distribuéni

funkef w(A), (1.27).
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Obrazek 4.1: A-norma chyby vypoctend piesnym algoritmem CG (pferusované) a A-norma
chyby vypoctend algoritmem v kone¢né aritmetice (plnou ¢arou) v zévislosti na kroku k a pro
ruzné rozlozeni vlastnich ¢isel (. Inspirovano ¢lankem [6].

Pokud tedy pocitdme simulaci aplikovdnim pfesnych sdruzenych gradienti na soustavu
Acx = b, ziskdme polynomy, které jsou ortogonalni vuéi skaldrnimu soucinu, ktery je dan
jinou (porusenou) distribuéni funkei wg(A). Tato distribuéni funkce bude odpovidat funkei
@W(A) sestrojené FP algoritmem a ukézané v sekci 2.4 na obrazku 2.3. Pomoci souvislosti CG
a Gaussovy kvadratury vime, ze tuto wg(A) lze aproximovat pomoci funkce wg()\), ktera je
déna predpisem (1.31).

Nasledujici experiment vykresluje v obr. 4.2 aproximace vah ziskané FP algoritmem apli-
kovanym na (1.1). Tyto aproximace budou uréeny jako védhy (1.29) dané presnym algoritmem
aplikovanym na vétsi soustavu Acx =b.

Matice A¢ zde byla sestrojena zpusobem uvedenym v sekci 3.2 pro A danou (2.9, 2.10) s
N =24 a { =0.9. Vektory b a xg byly zvoleny stejné jako v predchozim piipadé, tedy (2.1).
Pro iteraci k, kterd udava velikost matice T vypoctené FP algoritmem, plati k = 12N, kde
N je velikost matice A.

Vykreslené vahy jsou spocteny pomoci
G T ok+j\2

kde ﬁf“ znadi i-ty sloupec matice fjkﬂ- ziskané pomoci spektralniho rozkladu matice Tk+j,
tedy 'i‘kﬂ- = fjkﬂkaﬂﬂf e Matice Tk+j je tridiagondlni matice, kterou vypocital presny
algoritmus metody sdruzenych gradientt aplikovany na matici A a vektor b po k+j krocich,

kde k + j je velikost matice Ag. Tyto vahy jsou vykresleny modrymi znackami.
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Cervenou znackou je vykreslena véha
(4.6)

kde uZN je sloupec matice Uy dané spektralnim rozkladem Ty = UyA NU?\}, kde T n vznikla
presnym algoritmem aplikovanym na puvodni soustavu (1.1) po N krocich.
Protoze tyto vahy jsou spocteny pfesnym algoritmem a dostatenym mnozstvim kroku,

mély by odpovidat vahdm danym (1.26), tedy

N 2
o (b ( bTuZ->2
wi = BYE ) Wi = ’
b b
kde 1; odpovida i-tému sloupci matice U ziskané rozkladem Ag = UAUT a u; odpovida

sloupci matice U ziskané z rozkladu A = UAU7.

Graf vlevo ukazuje vlastni ¢isla 6; ();) a jim piislusné vahy wJG (w;) patiici do shluku kolem

¢tvrtého vlastniho ¢isla matice A. Soutadnice (z,y) jednotlivych bodu jsou dédny nésledovné:

9::9]-—)\2-, (1,‘:0), j:1,2,...,

kde ¢ = 4.
V pravém grafu jsou vykreslena vlastni ¢isla 6; a \; patiici do 15. shluku. Grafy od-

povidajici ostatnim shlukium byly velmi podobné.
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Obrézek 4.2: Modré body predstavuji jednotliva vlastni ¢isla 6; matice ’i‘k+j pattici do shluku
kolem i-tého vlastniho ¢isla \; matice A. Toto ¢islo je oznaceno ¢ervené. Na ose x je vykreslen
rozdil 6; — A\; a na ose y vahy dané (4.5), popi. (4.6).
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7 obrazku 4.2 je patrné, ze vahy jednotlivych ¢isel ve shluku se velmi lisi. Pfedchozi model
byl ale sestaven tak, aby se rovnaly. Proto jsme se rozhodli sestavit model, ktery by vytvofil
vektor b tak, aby vysledné véhy lépe odpovidaly tém na obrazku.

Tento model sestavi matici A stejné jako predchozi model, tedy pomoci (4.1, 4.2), ale

vektor b je jiny. Tento novy vektor pravych stran budeme znaéit ba je dan vztahy

bjj =rand.¥, j=2,3,...,m, (4.7)
bin = (UTb)? =) by (4.8)
j=2

proi=1,2,...,N. Z tohoto pfedpisu vyplyva, ze kromé l:)il jsou hodnoty lz)ij dany nasobkem
nahodného ¢isla s parametrem 14, kde 9 je vhodné malé ¢islo.

K vytvoreni grafu 4.3 bylo pouzito matice A dané vztahy (2.9, 2.10) a parametry N = 40
a ¢ = 0.9, vektortt b a xg danymi (2.5), matice A sestavené pomoci (4.1, 4.2), vektoru b
sestaveného pomoci (4.3, 4.4) a také vektoru b daného (4.7,4.8) s 9 = 1074

V grafu je vykreslena A-norma chyby vypoctend algoritmem provedenym v koneéné arit-

metice (modie), A-norma chyby vypoctens piesnym algoritmem aplikovanym na soustavu

A% = b (zelené) a A-norma chyby vypoétens piesnym algoritmem aplikovanym na soustavu
Ax = b (Cerveng).
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Obrazek 4.3: A-norma chyby vypoétend FP algoritmem (modie), A-norma chyby vypoctend
piesnym algoritmem aplikovanym na soustavu AX = b (zelené) nebo soustavu AX =b
(Cervene).

Prestoze obrizek naznacuje, ze piesné vypocty systému AX = b modeluji vypocty v

konecné aritmetice 1épe, neni tomu tak vzdy. Zalezi hlavné na volbé parametru ¢, jak na-
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znacuje obr. 4.4. Vstupni hodnoty tohoto obrazku byly zvoleny stejné jako v piedchozim
pifpadé, ale s volbou ¥ = 1072 (zobrazeno ¢erné) a ¢ = 10710 (zobrazeno éerné pierusované).

FP vypocty (resp. vypocty piredchoziho modelu) jsou opét zobrazeny modie (resp. zelené).

norma chyby

50 60 70 80 90 100 110 120 130
k-t4 iterace

Obrazek 4.4: A-norma chyby vypoétend FP algoritmem (modfe), A-norma chyby vypoctend
piesnym algoritmem aplikovanym na soustavu A% = b (zelend), soustavu AX = b s = 1072
(¢erné) a soustavu AX = b s 9 = 107! (¢erné prerusované).

Otédzkou tedy zustava, zda lze pomoci spektrdlnich vlastnosti matice A pfedem uréit

hodnotu ¥ a zda vibec lze apriorni model FP vypocth vytvofit.



Z.aver

Diplomova prace byla zaméfena na analyzu chovani metody sdruzenych gradientt v
kone¢né aritmetice. Samotné analyze ptedchazi popis metody pfi presném pocitani zaméreny
na vlastnosti, které jsou dulezité pro analyzu v konecné aritmetice, viz. kapitola 1. Je zde
nastinéna jak matematicka podstata metody, tak jeji algoritmické realizace. Prvni kapitola je
shrnutim informaci ziskanych z ¢lanku a knih uvedenych na konci prace s vyjimkou dukazu
ekvivalence jednotlivych algoritmu, viz. véty 1 a 2.

V kapitole 2 jsou popsany a demonstrovany zakladni jevy, k nimz dochazi vlivem kone¢né
aritmetiky. PTi popisu téchto jevi hraje dulezitou roli vztah mezi CG a Gaussovou kvadratu-
rou, ktery je pro celou tuto praci velmi dulezity a ktery je v této i pfedchozi kapitole uveden.
Navic jsou nékteré z téchto jevu demonstrovany pro ruzné algoritmické realizace. Jde tedy o
jakési porovnavani téchto realizaci CG.

Za zminku stoji nas experiment uvedeny v ¢asti 2.7.2, ktery ukazuje, ze lokalni ortogonalita
smérového a reziduového vektoru je 1épe zachovand pro HS verzi metody, coz muze byt divod
rychlejsi konvergence této verze metody.

Kapitola 3 je zalozena na ¢lanku [4], kde je dokézano, ze vypocty CG provedené v konecéné
aritmetice je mozné simulovat pomoci pfesnych vypoétu CG aplikovanych na jiny systém
rovnic. Je zde uveden experiment, ktery potvrzuje spréavnost zavéru tohoto ¢lanku. Tento
systém se vSak sestrojuje pomérné obtiznym postupem, proto jsme uvedli i jiny systém, jehoz
sestrojeni je vyrazné leh¢i a experimentem ukézali, Ze 1 pro nas systém plati zaveér ¢lanku [4].
Otédzkou ale zustdvé, zda je tento novy systém vhodny pro dalsi zamysleni nad problémem.

Posledni kapitola se vénuje vytvoreni apriornitho modelu FP vypoctu CG. V kapitole
jsou experimenty zabyvajici se modelem uvedeném v ¢lanku [6]. Tzn. pfesné vypocty jsou
aplikovany na matici A, jejiz vlastni ¢isla jsou rovnomérné rozlozena kolem vlastnich éisel A,
a vektor b, jehoz komponenty odpovidajici jedné slozce b se rovnaji.

Uvedli jsme zde i nasi obdobu tohoto modelu, tedy model s vektorem l=), ktery ma jednu
komponentu mnohem vétsi nez ostatni komponenty odpovidajici stejnému vlastnimu ¢islu.
Tento model by mohl odpovidat FP vypoctum lépe. Zavisi oviem na parametrech, které zatim

neumime piredem odhadnout. Otézkou zustava, zda tyto parametry predem odhadnout 1ze.
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