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Pozitivita polynomii véetné Skolskych souvislosti

autora Mgr. Jana Franka

Predklddand doktorskd disertatni prace autora Jana Franka se vénuje problematice pozitivity
(PD) a nezdpornosti (PSD) polynomd, jakoZto jednomu z klasickych a vd&&nych problémi teo-
retické matematiky, pochopitelné s ohledem na studijni obor z pohledu vzdélavani a s vyuZitim
vhodnych potitaovych systémii (zejména CAS a DGS). Nosnym tématem celé préce je rozklad
polynomt na soulet kvadratl/Ctverci (tzv. problém Sum Of Squares, zkrécend SOS). Autor uka-
zuje jak Ize diky vhodnému softwaru fesit i na stfednich $koldch tlohy, které by svoji naro¢nosti
byly jest¢ neddvno pro Zdky nejen nefesitelné, ale prakticky téméf neuchopitelné. Cilem je
tedy pfedstavit srozumitelnou formou naro&ng&jsi vypoletni aparit uditelim stfednich (moZné
i zakladnich) 8kol a také jejich talentovanym Zdkdm. Teoretické vymezeni daného problému,
prezentace matematickych algoritmi a sada podrobné feSenych piikladd nabizeji moZnost, jak
si danou problematiku postupné osvojit. Dle mého ndzoru téma, pojeti, uchopeni problematiky,
jakoZ i vysledky odpovidaji specifikiim a zvyklostem oboru Informacni a komunikacni techno-
logie ve vzdéldvdni studijniho programu Specializace v pedagogice a zpracovani disertaéniho
tkolu koresponduje se sou¢asnymi trendy feSené problematiky a aktudlnim stavem pozndni ve
studované discipliné.

Price sestdvd ze Sesti zdkladnich kapitol (véetn& Uvodu a Zav&ru) doplnénych o resumé,
pouZitou literaturu, seznam obrazki a tabulek a o prehled autorovy publikadni &innosti, vie
v souhmném rozsahu 158 stran. V tivodni kapitole se autor vénuje obecnému popisu stu-
dované problematiky, stru¢né zmitiuje historicky kontext a v zdvéru vyty&uje smétovani di-
sertalni prdce. Jako motivacni prvek je vhodné vyuZit prosluly 17. Hilbertiiv problém a stu-
dium vztahu rozloZitelnosti polynomu na soulet &tvercii a pozitivni: semidefinitnosti. Spravné
je rovnéZ zminén Motzkiniv polynom. Kapitola 1 je vénovina rozkladu &tvercd s vyuZzitim



poéitate. Je zmin&n zdkladni matematicky aparét a jsou uvedeny pouZivané pocitaové pro-
gramy — MATLARB (s bali¢ky SeDuMi a SOSTOOLS), Wolfram Mathematica a GeoGebra. Au-
tor se stru¢éné vénuje obecnym podminkdm rozkladu a nutnym podminkdm pro jeho existenci.
Pristup je dokumentovan na pfikladech vybranych z uciva stfedni Skoly, resp. jsou diskutovéany
n&které tlohy matematické olympiddy. Piiklady maji pro feSeni zvolenu jednotnou strategii,
vhodné je zafazovan software CAS a DGS. Za jisty hendikep této kapitoly povaZuji, Ze se pra-
cuje s matematickymi pojmy, které jsou exaktné zavedeny a podrobné diskutovény az v kapitole
nésledujici — dle mého tomu mélo byt urcité naopak, pro tendfe by to bylo privetivejsi. V kapi-
tole 3 se autor zabyvé obecnym algoritmem rozkladu polynomu na soucet Ctverci. Zde teprve
jsou exaktné definovany pojmy jako Gramova matice polynomu a jeji vlastni ¢isla, SOS rozklad,
je dokdz4na nutné a postalujici podminka SOS rozkladu apod. Za velmi uZite¢né povazuji, Ze
je zafazena i moderni metoda vyuZiti Newtonovych polytopi, kterd vnasi do studované proble-
matiky zajimavy pohled a jeji uvedeni miZe byt pfinosem préve z pohledu stfedni Skoly (napf.
jako téma pro SOC). Pojmy jsou opét dokumentovany na konkrétnich piikladech. V kapitole
4 predstavuje autor svij pohled na nékteré rozdily mezi klasickym a pocitaCovdm pristupem
k problematice SOS. Zejména zddraziiuje zefektivnéni rozsdhlych vypocti a pomoc pfi pre-
zentaci abstraktnich pojmi. Moznd mohlo byt vice prostoru vénovano pfikladiim, kdy miZe
poéitad poskytnout faleny zévér, resp. kdy je zdvér Clovékem nepiesné interpretovan. Sem
patif i piiklady, které vyvozuji pozitivu polynomu z grafu (ziskaného napr. DGS GeoGebra),
kdy je vZdy hodnocen jen maly vysek z defini¢niho oboru (chovani ,mimo obrazovku“ vSak
miZe byt dramaticky jiné). V této Casti se mohla objevit i zminka o numerickych metodach,
piipadng o problémech, které zplsobuje reprezentace redlnych Cisel formétem s plovouci dese-
tinnou &arkou (tzv. floating point). Kapitola 5 je pak vénovana vyhradné sadé feSenych prikladi
na ové&fovani pozitivni semidefinitnosti konkrétnich polynomi s vyuZitim SOS rozkladu. Au-
tor opét zmiftuje sv{ij cil porovnat klasicky piistup s pocitatovymi postupy a rovné€Zz oteviit
za pomoci po&itatd a programi CAS a DGS svét pomémé ndroénych vypocti i nadanym
sttedogkoldk@im. Vyznamn &4st této kapitoly je vénovana i homogennim polynomim ve dvou
neurditych (ptiklady 5.3, 5.4, 5.5). Zde si dovolim jednu pozndmku — vSechny tyto priklady
se daji fesit prevedenim na polynom jedné neurcité, bylo by tedy vhodnéjsi se zaméfit na jiné
situace. V zévérecné kapitole shrnuje vysledky dosaZené ve své disertaCni praci a poukazuje na
jasnou provazanost sou¢asné matematiky a pocitaovych technologii. Davé k diskuzi i mozné
dalsi vyzkumné sméry.

K préaci mam n&kolik ndsledujicich pozndmek, komentaii ¢i dotazi:

* S ohledem na didakticky zaméfené téma prace by urcité bylo uZiteCné uvést téma vhod-
nou motivaci. Jednou z motivaci je samozfejmé historicky ndstin tématu zafazeny do
prace. Nicmén& najdou se jisté i piiklady z aplikované matematiky Ci z oblasti aplikaci
matematiky. Uved te alesporti nékteré.

« Studenty by bylo vhodné pfesn& sezndmit s piipady, kdy jsou pro polynomy (a pro formy)
pojmy PSD a SOS ekvivalentni. Dopliite a dokumentuje na piikladech zafazenych do
disertacni préce.

* Zajimavym (pod)problémem, obzvlast€ z pohledu n€kterych aplikaci, je rozklad poly-
nomu na dva &tverce, kdy pro PSD polynom jedné neurcité stupné 2d najdeme dokonce



2¢-1 t¥id ekvivalentnich rozkladd. Setkal Jste se i s touto problematikou? MoZn4 by bylo
vhodné tento problém uvést jako otdzku &. 5 ke Etyfem uvedenym na stran& 16 a rovné?
se ji vénovat.

Bylo by didakticky ur¢ité pfinosné, kdyby byly diskutovany a rovné% prezentovény si-
tuace, kdy chybnd interpretace vypoctu ¢i grafického vystupu poskytuje $patny zavér.
Nabizi se napf. jiZ zminéné vyvozovani nezdpornosti jen z grafu, ktery je viak zobrazen
jen v malém vyfezu. V souvislosti s timto by bylo vhodné upravit néktera tvrzeni v préci
typu pocitac ndm ddvd veSeni na tvrzeni pocitac ndm pomdhd formulovat hypotézu (kte-
rou musime ndsledné rigorézné dok4zat).

Jisté vyhrady mdm k n€které pouZité terminologii a obratim; napt. segment délky, vydany
polynom, zandSent rovnic apod. Na n&kterych mistech je také zmitiovana pozitivita, byt
tam md byt nezdpornost — napf. str. 20 konstatovani o &tvercich redlnych &isel. U zao-
krouhlenych hodnot je nutné pouZivat znak pro pfibliznou rovnost.

V piipadé dostatku €asu bych s ohledem na studijni program u obhajoby rad sly3el, zdali
se autor pokusil zafadit studované zajimavé téma do vyuky. Na jakém stupni, jakou for-
mou a s jakym ohlasem?

Shrnuti hodnoceni diserta¢ni prace a souvisejici tviiréi ¢innosti autora:

a)

b)

c)

d)

Zhodnoceni vyznamu disertacni prdce pro obor

Prace se zabyvd problematikou pozitivity/nezdpornosti polynomti a souvisejici transfor-
mace uvedencho tématu do prostiedi stfedoSkolské matematiky. Jednim z hlavnich cilé je
diskuse vhodného vyuZiti pocitadli, programii po&itadové algebry a systémd dynamické
geometrie. Dle mého ndzoru jde o préci, kterd obohacuje studovany obor, miiZe byt inspi-
raci pro navazujici vjzkum a jejiZ zpracovéni odpovid4 poZadavkiim na DSO Informadni
a komunikac¢ni technologie ve vzd&ldvani.

Vyjddreni k postupu feseni problému, pouZitym metoddm a splnéni uréeného cile
PouZité metody jsou adekvitni feSenému tikolu a vedly ke splnéni cile, kterym byla pre-
zentace moZné didaktické transformace teoretického tématu za pomoci vypodetni tech-
niky. Pokud by méla byt préce v nékterém sméru rozsifena, pak pravdépodobné v &sti
tykajici se ovéfeni na Zdcich, pfipadné o &4sti zminéné ve vyse uvedenych komentatich.
Stanovisko k vysledkiim prdce a k piivodnimu konkrétnimu pFinosu predkladatele

vvvvv

zajimavy pohled, ktery dédvé do souvislosti oblast pogitatové algebry, dynamické geo-
metrie a stiedoskolské matematiky. Pokud je mi zndmo, vysledky prace lze povaZovat za
dosaZené samostatnou vyzkumnou &innosti a pojeti je pivodni. V&fm, Ze prace se mize
stat uZiteCnou pomickou pro ucitele matematiky, ktef{ hledaji zajimavé témata, jako? i
pro talentované Zdky, ktefi se o matematiku zajimaji hloubgji, zejména pak pro Fesitele
matematické olympiady.

Vyjadrent k systematice, prehlednosti, formdlni vipravé a jazykové iirovni prdce

PredloZeny text odpovidé strukturou, systemati¢nosti a jazykovou trovni poZzadavkim
kladenym na disertacni prace. Autoriv vyklad je v&cny a korektni a ddvd &tenafi



predstavu o studované problematice, jakoZ i o vysledcich kterych dosahl. Do jisté miry
je k diskuzi pouze poradi kapitol (viz jedna z vytek v ivodni Cdsti posudku). Jako do-
porudeni si dovolim uvést, Ze pracim s vysokym podilem matematického textu vice slusi
sazba v systému TX, ktery by mél autor do budoucna vyuZit, obzvlasté pfi sméfovéni
svych publikaci do mezindrodnich ¢asopisii.

e) Vyjddrent k publikacim autora
Soué4sti prace je i prehled publikacni Cinnosti autora. Seznam obsahuje jak publikace jiZ
otisténé, tak publikace v tisku. Kromé uvedeného seznamu jsem pfi hodnoceni vychazel
i z uznavané databdze Scopus (aktudlné zafazeny 2 ¢lanky) a ddle pak z vefejnych tidajh
zanesenych do Rejstiiku informaci o vysledcich (RIV) vyzkumu a vyvoje v CR, kde
jsem nalezl 9 praci (4x typ J, 1x typ D, 1x typ C, 3x typ O). Jde hlavn€ o prace
nérodniho, ale v posledni dob€ i mezindrodniho charakteru. Tento publikacni rozsah a
jeho sloZeni povazuji v daném oboru za standardni a odpovidajici poZadavkim kladenym
na publikaéni ¢innost doktoranda daného DSO. Do budoucna bych oCekéval, Ze ziskané
zajimavé vysledky, popf. jejich vybér budou sepsiny do podoby ¢lanku zaslaného do
vhodného mezinarodniho recenzovaného Casopisu — napt. International Journal for Tech-
nology in Mathematics Education, Journal for Research in Mathematics Education apod.
Vysledky prace by si ur€ité€ tuto v uzndvanych periodikéch zaznamenanou publikaci za-
slouzily.
f) Zdvérecné vyjddreni oponenta

Autor pfedloZenou praci dokazuje, Ze zvlddd metodiku samostatné vyzkumné Cinnosti ve
zvolené discipling. Dle mého nézoru préce spliiuje pozadavky kladené na disertacni prace
k zisk4ni akademického titulu doktor ve studijnim oboru Informacni a komunikacni tech-
nologie ve vzdéldvdni. Jsou tak dodrZeny viechny podminky vytycené v §47, odst. (4)
ZoVS, jakoZ i vSechny nileZitosti dané SZR ZCU. Proto doporuduji, aby byla price
Mgr. Jana Franka pfijata jako disertaéni a aby mu byl po jeji ispéSné obhajob€ a zod-
povézeni poloZenych dotazi udélen doktorsky titul.

Plzeti, 16. fijna 2020 .. &
Prof. RNDr. Miroslav Lavi¢ka, Ph.D.
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